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I. Die Optik bis Fresnel. 


1. Huygens und die Entwicklung der theoretischen Optik vor 
Fresnel. Der Begründer der Undulationstheorie des Lichtes ist 
Christian Huygens (1629—1695). R. Descartes, den Euler und, ihm 
folgend, andere Autoren als Vorgänger von Huygens bezeichnen, 
suchte den Grund der Lichterscheinungen nicht in einer Wellenbewe- 
gung, sondern in einem Druck, der sich momentan durch das zwischen 
Lichtquelle und Auge befindliche Medium fortpflanze!). R. Hooke, den 
Young und Arago neben Huygens nennen, sieht zwar in seiner Micro- 
graphia?) als Ursache des Lichts sehr schnelle Vibrationsbewegungen 
von sehr kleiner Amplitude an, nimmt dabei aber an, daß sich diese 
Bewegungen momentan auf jede Entfernung hin fortpflanzen. Ähnliche 


1) Descartes, Discours de la methode, pour bien conduire sa raison, et 
chercher la verit6 dans les sciences. Plus la dioptrique, les met6ores et la 
g‘dometrie, qui sont des essais de cette methode. A. Leyde 1638, sowie die 
späteren Schriften von Descartes. 

2) London 1665. 
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unzureichende Anschauungen hatte der Jesuitenpater J. @. Pardies (1636 
bis 1673) in einer verloren gegangenen Schrift entwickelt, die Huygens im 
Manuskript vorgelegen hat?). F.. M. Grimaldi, der Entdecker der Diffrak- 
tion des Lichts, vergleicht die Beugungserscheinungen mit kreisförmi- 
gen Wasserwellen, ist aber weit entfernt davon, die Fortpflanzung des 
Lichts als eine Wellenbewegung anzusehen?). Diese Grundanschauung 
der Undulationstheorie als erster klar dargelegt zu haben, ist das 
Verdienst von Hwuygens, der in seinem 1678 verfaßten, aber erst 1690 
veröffentlichten Trait& de la lumiere*) die allmähliche Ausbreitung des 
Lichts erklärte als durch kugelförmige Wellen erfolgend, die sich von 
den einzelnen Punkten eines leuchtenden Körpers als Mittelpunkten 
aus mit sehr großer, aber endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Als 
Träger dieser Wellenbewegungen nimmt er ein eignes Medium, den 
Lichtäther, an. Zur Erklärung der geradlinigen Fortpflanzung, der 
Reflexion und Brechung des Lichts zieht er das nach ihm benannte 
Prinzip herbei, nach dem man eine Lichtwelle nicht nur vom leuch- 
tenden Punkte, sondern auch von jedem Zwischenstadium derselben 
Welle ableiten kann, indem man die einzelnen Punkte der letzteren als 
Erschütterungszentren betrachtet und die Enveloppe aller dieser Ele- 
mentarwellen bestimmt. Bei der Erklärung der Reflexion und Brechung 
werden die Punkte der Fläche, an der die Reflexion, resp. Brechung 
erfolgt, als die Mittelpunkte der Elementarwellen angesehen, und zwar 
sind hier die Radien der Elementarwellen derart zu wählen, daß die 
Gesamtzeit, die das Licht gebraucht, um von der Lichtquelle zum 
Zentrum der Elementarwelle zu gelangen und dann den Radius dieser 
Welle zu durchlaufen, für alle Elementarwellen die gleiche ist. 
Huygens wandte sein Prinzip nur auf einzelne Erschütterungen an und 
setzte keinerlei Beziehungen zwischen den aufeinander folgenden Im- 
pulsen voraus. Erst Fresnel gab dem Prinzip die volle Tragweite und 
Fruchtbarkeit, indem er es mit dem Prinzip der Interferenz verband. 
Was man heute unter dem Hluygensschen Prinzip versteht, ist diese 
Fresnelsche Erweiterung, nicht die von Huygens selbst benutzte Form 
seines Prinzips. Huygens hielt ferner die Schwingungen des Lichts 
für longitudinal. 





3) FM. Grimaldi, Physico mathesisdelumine, coloribus etiride, Bononiae 1665. 

4) Christian Huygens, Trait€ de la lumiere, Leiden 1690. In lateinischer 
Übersetzung unter dem Titel Tractatus de lumine 1728 in den von 8 Gravesande 
herausgegebenen „Chr. Hugenii, Opera reliqua, Amstelodami‘, erschienen. Deutsch 
herausgegeben von E. Lommel, 1890; Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 20; 
zweite Auflage, von A. v. Oettingen berichtigt, 1903. — Pardies ist in Kap. I 
erwähnt. 
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Übrigens wandte Huygens sein Prinzip nicht nur auf isotrope 
Medien an, sondern auch auf die von dem Dänen Erasmus Bartholinus 
(1625—1698) entdeckte Doppelbrechung des Kalkspats. Huygens 
nahm dabei an, daß die ponderablen Moleküle des Kalkspats, die er 
als abgeplattete Rotationsellipsoide mit parallelen Achsen ansah, wegen 
ihrer Gestalt den Undulationen des im Kalkspat enthaltenen Athers 
nach verschiedenen Richtungen einen verschiedenen Widerstand ent- 
gegensetzen, und daß infolgedessen jene Undulationen sich in zwei 
Teile spalten, einen Teil, der in Kugelwellen durch den Kristall hin- 
durchgeht, und einen zweiten, dessen Wellen die Gestalt von ab- 
geplatteten Rotationsellipsoiden besitzen, deren Achsen dieselbe Rich- 
tung wie die Achsen der ponderablen Moleküle haben. Auch auf 
diese ellipsoidischen Wellen wandte Huygens sein Prinzip an. Er 
entdeckte ferner die Doppelbrechung des Bergkristalls und die Polari- 
sation des durch ein Kalkspatrhomboeder gegangenen Lichts, ohne 
aber das Wesen der Polarisation zu erkennen. 

Huygens Anschauungen über das Wesen des Lichts blieben lange 
Zeit unbeachtet und erfuhren infolgedessen keine Weiterbildung. Der 
Grund dafür lag vorzugsweise darin, daß sich fast alle Forscher des 
achtzehnten Jahrhunderts der von ]. Newton aufgestellten Emissions- 
theorie des Lichts zuwandten®). Newton stand in seinen ersten opti- 
schen Arbeiten der Undulationstheorie keineswegs feindlich gegenüber. 
In einer Abhandlung, die im November 1672 in den Philosophical 
Transactions veröffentlicht ist, erörterte er sogar, wie die Dispersion 
in der Undulationstheorie zu erklären sei, wobei er allerdings die un- 
vollkommene Theorie von Hooke im Auge hatte. Später verwarf er die 
Undulationstheorie ganz, und in dem Anhang zur ersten lateinischen 
Ausgabe der Optik (1706) entwickelte er seine Emissionstheorie. Die 
Grundvorstellungen derselben waren nicht neu, aber erst Newton baute 
auf diesen Vorstellungen eine Theorie auf. Und so groß war Newtons 
Autorität im achtzehnten Jahrhundert, daß durch ihn die Undulations- 
theorie fast völlig verdrängt wurde. Nur wenige, vereinzelte An- 
hänger fand letztere Theorie im achtzehnten Jahrhundert, unter 
ihnen ist vor allem Leonhard Euler zu nennen, der gerade durch 
Newtons experimentelle Entdeckungen dazu geführt wurde, die Licht- 
undulationen als periodische Bewegungen anzusehen, ähnlich den 


6) Die erste Auflage der Optik ist 1704 erschienen. Ihr Titel lautet: 
Optics or a treatise of the reflections, refractions, inflections and colours of light. 
Eine lateinische Übersetzung ist 1706 erschienen. Eine deutsche Übersetzung 
der Optik ist in den Klassikern der exakten Wissenschaften Heft 96 und 97 
veröffentlicht. 


1. Huygens und die Entwicklung der theoretischen Optik vor Fresnel. 7 


Schallwellen, und die Farbe des Lichtes von der Frequenz der 
Schwingungen abhängen zu lassen. Durch die Einführung des Be- 
griffes der Periodizität des Lichtes wurde ‚die Huygenssche Theorie 
wesentlich vervollkommnet und erweitert. Über die Abhängigkeit der 
Brechbarkeit von der Schwingungsdauer hatte er in seinen ersten 
Arbeiten die falsche Vorstellung, daß beide gleichzeitig zunehmen. 
Erst später erkannte er, daß die brechbarsten Strahlen die geringste 
Schwingungsdauer haben. 

In das achtzehnte Jahrhundert fällt noch die Begründung der 
Photometrie durch Bouguer und Lambert‘). Doch waren diese Ar- 
beiten, so wichtig sie an sich sind, von keiner Bedeutung für die 
Entwicklung der theoretischen Optik. Es kann deshalb hier nicht 
näher darauf eingegangen werden, ebensowenig wie auf die die geo- 
metrische Optik betreffenden Arbeiten. 

Der definitive Sieg der Undulationstheorie über die Emissions- 
theorie wurde erst durch die Entdeckungen zu Beginn des neunzehnten 
Jahrhunderts vorbereitet, teils durch die mehr theoretischen Arbeiten 
von Thomas Young, dem Erfinder des Interferenzprinzips, teils durch 
Auffindung neuer experimenteller Tatsachen. Durch Einführung des 
Interferenzprinzips gelang es Young, die Erscheinungen der Farben 
dünner Blättehen und der Newtonschen Ringe in allen damals be- 
kannten Einzelheiten zu erklären. Trotz dieser Erfolge vermochte 
er nicht, der Undulationstheorie allgemeine Anerkennung zu ver- 
schaffen, was wohl daran lag, daß seine Darstellung mehr qualitativ 
als quantitativ war. Von Laplace wurde ihm der Vorwurf mangelnder 
Strenge gemacht”). Auch auf die Beugungserscheinungen versuchte 
Young das Interferenzprinzip anzuwenden, ohne aber das Wesen der 
Sache voll zu erfassen. 

Von neuen experimentellen Tatsachen sind zu nennen: die Ent- 
deckung der Polarisation des Lichts bei der Reflexion unter einem be- 
stimmten Winkel durch E. L. Malus®), sowie die Entdeckung der Farben- 
erscheinungen kristallinischer Medien im polarisierten Licht durch 


6) P. Bouguer, Essai d’optique sur la gradation de la lumiere, Paris 1729. 
Sein Trait& d’optique ist erst nach seinem Tode durch De la Caille zu Paris 1760 
herausgegeben. — In demselben Jahre erschien auch J. H. Lamberts Photometria 
sive de mensura et gradibus luminis et umbrae, Aug. Vindel. 1760. Eine deutsche 
Ausgabe des Werkes ist von Anding in den Klassikern der exakten Wissen- 
schaften, Heft 81—83, veröffentlicht- 

7) Young, Werke 1, p. 374. — Youngs hauptsächlichste Arbeiten stammen 
aus den Jahren 1802 und 1804. 

8) Theorie de la lumiere reflöchie, Paris M&m. i1, 1810. — Von Malus 
rührt auch der sachlich wenig zutreffende Name Polarisation her. 
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D.F.J. Arago (1811), Erscheinungen, die von J. B. Biot und D. Brewster 
weiter studiert und insbesondere dazu benutzt wurden, auch geringe Grade 
von Doppelbrechung zu konstatieren. So zeigte sich, daß die Doppel- 
brechung, die bis 1810 nur von Kalkspat und Quarz bekannt war, 
bei allen Kristallen außer denen des regulären Systems auftrat. Ferner 
wurde Biot”) durch die Erscheinungen der chromatischen Polarisation 
darauf geführt, daß neben der beim Kalkspat beobachteten Doppel- 
brechung noch eine andere, die der sogenannten zweiachsigen Kristalle, 
existiere. Auch die Huygenssche Konstruktion der beiden durch die 
Doppelbrechung im Kalkspat entstehenden Wellen wurde zu Beginn 
des neunzehnten Jahrhunderts durch W. H. Wollaston (1802) und 
E. L. Malus (1810) experimentell verifiziert, und dadurch erhielt die 
Huygenssche Auffassung vom Wesen des Lichts eine neue Stütze. 


2. Augustin Fresnel (1788—1827). F'resnel ist der Begründer 
der neueren theoretischen Optik. Durch ihn wurde die Undulations- 
theorie in ganz neue Bahnen gelenkt, die Emissionstheorie definitiv 
beseitigt. Fresnels Arbeiten zerfallen zeitlich sowohl, als sachlich in 
drei Teile!%). In den ersten Untersuchungen wird nur die Annahme 
zugrunde gelegt, daß das Licht aus periodischen Schwingungen be- 
stehe, die interferenzfähig seien. Über die Art der Schwingungen, 
über die Richtung der in ihnen stattfindenden Bewegung wird nichts 
vorausgesetzt; ja Fresnel war sogar ursprünglich der Ansicht, die 
Lichtschwingungen seien longitudinal. Indem er die grundlegenden 
Annahmen bis in ihre letzten Konsequenzen verfolgte und insbesondere 
das Interferenzprinzip mit dem Huygensschen Prinzip verband, gelang 
es ihm, die Beugungserscheinungen in allen Einzelheiten zu erklären. 
Zugleich wies er nach, daß die Emissionstheorie zur Erklärung jener 
Erscheinungen unfähig sei. 

Weiter wurde Fresnel durch seine experimentellen Untersuchungen 
über die Interferenz des polarisierten Lichts, insbesondere die Beob- 
achtung, daß zwei senkrecht zueinander polarisierte Strahlen nicht 
interferenzfähig sind, zu der Erkenntnis geführt, daß das polarisierte 
Licht aus geradlinigen transversalen, d. h. in der Wellenebene liegen- 
den, zum Strahl senkrechten Schwingungen bestehe. Mit dieser Ent- 
deckung trat Fresnel, obwohl die darauf bezüglichen Beobachtungen 
schon 1816 angestellt waren, erst 1821 hervor. 

Nachdem er aus dieser Anschauung die verschiedensten Folge- 
rungen gezogen und gezeigt hatte, wieviel einfacher sich auf Grund 

9) Paris M&m. 13, 1812. 

10) Vgl. E. Verdet, Introduction aux Oeuvres d’Augustin Fresnel, p. XI. 
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derselben mannigfache Erscheinungen erklären ließen als nach der 
alten Theorie, ging er drittens dazu über, die Beschaffenheit der 
Medien zu studieren, in denen die Lichtbewegung stattfindet. Die 
Hauptfrucht dieser Studien sind seine Arbeiten über Doppelbrechung, 
in denen er durch Induktion die Hauptgesetze jener Erscheinungen 
feststellte. Für diese Gesetze gab er dann eine theoretische Ableitung, 
die zwar auf etwas willkürlichen und bestreitbaren Annahmen beruhte, 
aber zu Resultaten führte, die völlig mit der Erfahrung überein- 
stimmen. Daran schlossen sich dann die ebenfalls wichtigen Unter- 
suchungen über die Modifikationen, die das polarisierte Licht durch 
Reflexion und Brechung erleidet, seine Theorie der Aberration u. a. 
Da die ältere theoretische Optik sich auf Fresnels Forschungen 
aufbaut, erscheint es zweckmäßig, zunächst die Resultate dieser For- 
schungen im Zusammenhang darzustellen. Dabei soll nur auf das für 
die allgemeine Theorie Wichtige eingegangen werden. Vor allem 
sollen die Erscheinungen der Interferenz und Diffraktion, denen in dieser 
Enc. der besondere Artikel 25 gewidmet ist, hier übergangen werden. 


H. Darstellung der Fresnelschen Optik. 


3. Fresnels analytische Behandlung der Lichtstrahlen. Bei 
den Bewegungen, aus denen nach der Undulationstheorie das Licht 
besteht, ist die Verschiebung der Teilchen äußerst gering, kleiner als 
die Sphäre des. stabilen Gleichgewichts; für derartige Bewegungen 
aber fällt der Unterschied zwischen festem, flüssigem und gasförmigem 
Zustande fort. Diese Überlegung hat Fresnel") dazu geführt, den 
Lichtäther als ein elastisches Medium zu betrachten, freilich als ein 
Medium besunderer Art („quasi-elastisch“ würde man vorsichtiger 
sagen), derart, daß ein Teilchen desselben, das aus seiner Gleich- 
gewichtslage verrückt ist, durch die Einwirkung der übrigen Teilchen 
in dieselbe zurückgezogen wird mit einer Kraft, die der Verschie- 
bung proportional und nach der Gleichgewichtslage hin gerichtet: ist. 
Für uw, v, w, die Komponenten der Verrückung nach drei senkrechten 
Achsen, gelten demnach Gleichungen der Form: 


d? d? ° 
(1) Fr Mn, FE = — M’v, 
und die Integration dieser Gleichungen ergibt als Lösungen: 

(2) u=asin(Mt+«), v=bsin(Mt+ß), w=csin(Mt-+p), 


11) Ann. chim. 17, 1821; Oeuvres 1, p. 629 ff. — Vgl. auch F. Neumann, 
Ann. Phys. Chem 25, 1832. 
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also einfach periodische Schwingungen. Die Konstante M hängt mit 
der Schwingungsdauer r durch die Gleichung zusammen: 


(3) M:ı— 2a. 


Die Faktoren a, b, c nennt man die Amplituden der Komponenten, 
das Argument des Sinus die Phase. 
Aus (2) folgt: 
(4) beu sin (y — ß) + cav sin (a — y) + abw sin (ß — «) = 0 
und 
(5) ev? + bw? — 2bevw cos (B — y) = b?e sin?’ (BP — y), 


d. h. das schwingende Teilchen beschreibt eine in der Ebene (4) 
liegende Ellipse; und für den Fall«=ß= y geht diese Ellipse in 
eine durch den Punkt v= 0, v=(0, w= 0, d.h. die Gleichgewichts- 
lage des betrachteten Teilchens, gehende gerade Linie über. 

Betreffs der Fortpflanzung der Bewegung in dem betrachteten 
elastischen Medium nimmt man an, daß jedem Teilchen durch das 
vorhergehende eine gleiche oder ähnliche Bewegung mitgeteilt wird, 
allein diese Mitteilung bedarf einiger Zeit, und die Bewegung eines 
Teilchens, welches von dem Ursprung der Schwingungen um die 
Strecke D entfernt ist, fängt erst an, wenn eine der Entfernung D 
proportionale Zeit i, = D/V verflossen ist, falls V die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Wellen ist. Von den einzelnen Punkten des 
leuchtenden Körpers pflanzt sich die Lichtbewegung nach allen Seiten 
in kugelförmigen Wellen fort. In größerer Entfernung von der 
Lichtquelle kann man, wenn man die Fortpflanzung nur in einer 
bestimmten Richtung untersuchen will, die Kugelfläche durch ihre 
Tangentialebene ersetzen und zugleich von der etwaigen Änderung der 
Amplituden a, b, c mit der Entfernung von der Lichtquelle absehen. 
Es kommt das auf die Annahme hinaus, daß alle Punkte einer un- 
endlichen Ebene völlig gleiche Schwingungen vollführen, und daß 
diese Bewegung nach der Zeit {, bis zu einer parallelen Ebene im 
Abstande D=V-t, fortgeschritten ist. Übrigens besteht zwischen 
den ebenen Wellen und den von einem Zentrum aus sich fortpflanzen- 
den Kugelwellen noch folgender Zusammenhang. Sieht man alle 
möglichen durch das Zentrum gelegten Ebenen als ebene Wellen an, 
die gleichzeitig von dem Zentrum ausgehen, und betrachtet die Lage 
der verschiedenen ebenen Wellen nach Verlauf einer bestimmten Zeit, 
so umhüllen dieselben eine Kugel; und gerade bis zu dieser Kugel 
würde sich eine von dem Zentrum ausgehende Erschütterung in der 
gleichen Zeit verbreitei haben. Der Radius dieser Kugel heißt Strahl. 
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Stellen hiernach die Gleichungen (2) die Bewegungen einer ebenen, 
durch den Anfangspunkt gehenden Welle dar, so werden die Be- 
wegungen in einer parallelen Ebene im Abstande D. dargestellt durch 


7 "= asin| (—-F)-+e], 
(6) 0’ — bein [*(t — 7) +3], 
w = e sin [** (1 — 7) +»); 


(denn die Bewegung in der zweiten Ebene ist zur Zeit d — i, die- 
selbe wie die der ersten zur Zeit Zt und es ist = D/V. Sind x, y, 2 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der zweiten Ebene, und hat 
das Lot auf den parallelen Ebenen die Richtungskosinus «’, ß’, y', 
so ist 





(6a) D=«e+ßy-+Yyz. 
Ferner ist 
(6b) V.r=4 


die Wellenlänge, d. h. die Entfernung zweier solchen parallelen Ebenen, 
daß die Bewegung in der zweiten soeben beginnt, wenn die Be- 
wegung in der ersten eine Periode hindurch gedauert hai. Somit hat 
man das Resultat: Stellen die Gleichungen (2) die Bewegungen einer 
durch den Anfangspunkt gehenden Ebene dar, deren Normale die 
Richtungskosinus «’, ß', y’ hat, so wird bei Fortpflanzung der Schwin- 
gungen in parallelen ebenen Wellen die Schwingung in einem be- 
liebigen Punkte des Raumes dargestellt durch 











(u asin |22(- — ereutrt)} «|, 
(N 0’ — bein [2m( titten). g], 
w’= esin [2=(- —_ erkytre)ı |. 





Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ihrerseits hängt von der Natur des 
Mediums ab; für sie gilt die Formel P— =, wo 6 die Dichtigkeit, 
E eine von den Elastizitätsverhältnissen des Mediums abhängige Kon- 
stante ist. (Betreffs der Ableitung der Formel s. Nr. 14.) 

Als Maß für die Intensität des Lichts dient die in der Zeit- 
einheit durch die Flächeneinheit einer zur Fortpflanzıngsrichtung 


senkrechten Ebene hindurchgehende lebendige Kraft. Die Intensität 
ist demnach proportional dem Integral 
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Frag eoy)as 
und dieses ist wegen der Periodizität der Bewegung und der Klein- 


heit von r gleich 


HEN Narr te, 
d. h. die Intensität ist der Summe der Quadrate der Amplituden der 


Verrückungskomponenten proportional. 


4. Das Interferenzprinzip bei Fresnel. Interferenz. Wird ein 
Punkt von zwei Wellen derselben Schwingungszahl (also wegen (5) 
auch derselben Wellenlänge) getroffen, deren Komponenten '?) 


(8) u=asin[22(4—2)+e], v—bsin[2#(" 5) + Bl], 
ee 


und 
(9) u, = a, sin 224-5) +.,,=b, sin [22 (+ — =) +8, |, 


h 
a: 
w, = 6, sin [? (— — =) pr | 
sind, so setzen sich dieselben nach dem Prinzip der Koexistenz kleiner 
Bewegungen zu einer Bewegung zusammen, deren Komponenten 
wWUtrU, Var tV, w=uHtu, 
sind, und zwar erkennt man, daß, da u, v, w, %, ®,, w, sich auf 


die Form 


Meco®”! + Ns in ==* 


bringen lassen, auch “,, ®,, w, dieselbe Form annehmen, oder auch 
die Form: 


u = Asin [2=(< — 7) + «|, 
(10) | 0 — Bsin[22(- — 2) + B|, 
w= C sin [2x (-- 2) + yo], 








— 





12) Man könnte die Formeln vereinfachen, indem man 2=D mit @,ß,y 


Ah 


2=D, . RER: 
zusammenfaßt, ebenso = * mit &,,ß,,Y9ı- Das ist nicht geschehen, um die 





Formeln in der von Fresnel benutzten Form zu erhalten. 
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wo A und «, durch die Gleichungen bestimmt sind: 





A! —= a? + a,? + 2aa, cos Pe — «+ a |, 
| asin« + a, sin Ei ee D,) +« “| 
NZ iD: D,) 
| acosa«-+a, 00a | 4 Le | 





und analog B, C, ßy, }o- 
Die Intensität der resultierenden Schwingung (7) ist proportional 


1) 24 B+4O-a+btE4+bt to 
SE a RP a |-+ 258, eos |", er ß+B,| 


D—-D 
En 2cc, COS 7 -D,) —y -- y) P 


Die Formeln (8) bis (12), die man leicht auf den Fall beliebig vieler 
denselben Punkt treffenden Wellen anwenden kann, bilden die Grund- 
lage für die Lehre von der Interferenz und Beugung, wobei man nur 
daran festzuhalten hat, daß erfahrungsgemäß nur solche Wellen inter- 
ferenzfähig sind, die von demselben Punkt der Lichtquelle herrühren 
und gleiche Schwingungsdauer, also gleiche Farbe besitzen. 


+ 2aa, cos 


d. Die Entdeckung der Polarisation durch E. L. Malus, D. F. 
J. Arago und A. Fresnel. Transversalität der Lichtschwingungen. 
Schon die Beobachtungen von Huygens haben gezeigt, daß das Licht 
beim Durchgang durch einen Kalkspat andere Eigenschaften erlangt als 
das natürliche Licht; die beiden aus einem Kalkspat ausgetretenen 
Strahlen zeigen ein ganz verschiedenes Verhalten, wenn sie durch eineu 
zweiten Kristall derselben Art hindurchgehen. Die Beobachtungen er- 
geben, daß die beiden. aus dem ersten Kristall ausgetretenen Strahlen 
sich nicht rings um ihre Fortpflanzungsrichtung gleichmäßig verhalten, 
und daß die nach verschiedenen Richtungen stattfindenden Verschieden- 
heiten symmetrisch zu je einer Ebene liegen, daß ferner diese Symmetrie- 
ebenen der beiden Strahlen zueinander senkrecht stehen. Malus be- 
obachtete dann 1810, daß das unter einem bestimmten Einfallswinkel 
(demjenigen, für welchen der reflektierte Strahl auf dem gebrochenen 
senkrecht steht, für Glas etwa 55°) an einer Glasfläche reflektierte 
Licht dieselbe Eigenschaft erlangt, und daß die Symmetrieebene hier 
die Einfallsebene ist. Malus nannte das so modifizierte Licht polar:- 
siert nach der Einfallsebene, letztere die Polarisationsebene. Wies 
diese Tatsache, daß das Licht für verschiedene durch den Strahl ge- 
legte Ebenen sich verschieden verhält, schon darauf hin, daß die Licht- 
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schwingungen des polarisierten Lichts nicht longitudinal seien, nicht 
in der Richtung des Strahls erfolgen können, so wurde doch eine 
klare Anschauung über das Wesen der Lichtschwingungen erst aus 
den Experimenten von Fresnel und Arago über die Interferenz des 
polarisierten Lichtes gewonnen. Diese Experimente zeigten, daß senk- 
recht gegeneinander polarisierte Strahlen gar nicht interferieren. Daraus 
folgt, daß das polarisierte Licht aus rein transversalen, zur Fort- 
pflanzungsrichtung senkrechten Schwingungen besteht. Der Beweis 
dafür läßt sich nach Verdet folgendermaßen führen. Man lege das 
Koordinatensystem so, daß die Fortpflanzungsrichtung mit der z-Achse 
parallel ist, daß also die Schwingungskomponenten des polarisierten 
Lichts die Form (6) haben, darin D= x gesetzt, also 


(13) u=asin[27(-—Z)+e|, = bsin[2#(— — 7 )+B] 
w= ce sin Br —Z)+ rl 


Um eine Lichtbewegung zu erhalten, die zu dieser senkrecht polari- 
siert, ihr im übrigen aber ganz gleich ist, muß man die ganze Be- 
wegung um 90° um die Fortpflanzungsrichtung, d. h. um die x-Achse 
gedreht denken, da zwei senkrecht zueinander polarisierte Strahlen 
das gleiche Verhalten gegenüber zwei durch die Fortpflanzungsrich- 
tung gelegten senkrechten Ebenen haben. Das gibt eine Bewegung 
mit den Komponenten 


G ‚ ’ 
uvm=u, vw, We EP, 


und falls die zweite Schwingung gegen die erste einen Gangunterschied 
ö besitzt, so werden diese Komponenten 


(14) m—asin[2x(—-"F9)+e], ,=csin[22(-"+9) +7), 
w=—b sin[2=(— _ —) 4 ß|- 

Durch Zusammensetzung der Bewegung (13) und (14) ergibt sich 

eine resultierende Schwingung, deren Intensität nach (12) proportional 


ist dem Ausdruck 


as) J— 2a + 25° + 22 + 2a? cos "7° + 2be cos (7° +87) 





— 2be cos (7 +y— ß) —= 2a? + 25 + 20 + 2a? cos Er 


+ 4bec sın (py — ß) sin a; 
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Das Experiment lehrt nun, daß zwei senkrecht polarisierte Strahlen 
für jeden Wert von ö die gleiche Helligkeit ergeben. Soll aber J 


. . a v 20 
von ö unabhängig sein, so müssen die Faktoren von cos--— und 
rd 


sin -—- für sich verschwinden, d. h. es muß sein !?): 


(16) a=0, besiny—P)=0. 


a= (0 heißt: Das polarisierte Luft besitzt keine Komponente parallel 
der Fortpflanzungsrichtung, die Schwingungen sind transversal. 

Der zweiten Gleichung (1€) wird genügt durch b5=0 oder c=0 
oder sin(p—f)=0. Allen drei Lösungen entsprechen geradlinige 
Schwingungen, der ersten eine solche parallel der 2-Achse, der zweiten 


eine parallel der y-Achse, während für die dritte + + = = () wird. 


Läßt man nun die «y-Ebene mit der Polarisationsebene des Strahles 
zusammenfallen, so würde aus der dritten Lösung folgen, daß die 
Schwingung gegen die Polarisationsebene beliebig geneigt sein kann, 
was der Tatsache widerspricht, daß der polarisierte Strahl bei allen 
Erscheinungen sich als vollständig symmetrisch zur Polarisationsebene 
erweist. Somit sind bei der angenommenen Lage der Polarisations- 
ebene nur die beiden Lösungen b=(0 oder c= 0 zulässig, d.h. das 
polarisierte Licht besteht aus rein transversalen Schwingungen, die 
entweder in der Polarisationsebene erfolgen (c = 0), oder senkrecht 
dagegen (b=0). Welche von diesen beiden Möglichkeiten für die 
Lichtschwingungen zutrifft, läßt sich a priori nicht entscheiden, beide 
haben dieselbe Berechtigung, wie auch Fresnel gelegentlich ausdrück- 
lich anerkannt hat!“). Fresnel selbst nahm als Schwingungsrichtung 
die Senkrechte zur Polarisationsebene an, andere Autoren dagegen, 
zuerst F. Neumann, gingen von der Anschauung aus, daß die Lichbt- 
bewegungen in der Polarisationsebene erfolgen. Eine Entscheidung 
darüber, welche von beiden Annahmen der Natur entspricht, hat sich 
trotz vielfacher Bemühungen auf experimentellem Wege nicht herbei- 
führen lassen, wenigstens nicht durch Beobachtung fortschreitender 
Wellen. Und so geht denn durch die ganze theoretische Optik des 
vorigen Jahrhunderts ein Dualismus, der erst in der elektromagne- 
tischen Lichttheorie seinen Ausgleich findet, da in dieser die den 


13) Fresnel ging bei seiner Argumentation von den allgemeinen Formeln 
(8), (9) (8. oben) aus, darin D=x, D, = x’ gesetzt, und schloß, damit der Aus- 
druck (12) von &— x’ unabhängig ist, müsse aa, = 0, bb, =0, ce, = sein, ein 
Schluß, der nicht richtig ist; vgl. Oeuvres d’A. Fresnel 2, p. 494 ff. 

14) Oeuvres 2, p. 495, Anm. 
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beiden Annahmen entsprechenden Vektoren nebeneinander vorkommen. 
Übrigens wäre ein solcher Ausgleich auch auf dem Boden der elasti- 


schen Lichttheorie möglich gewesen (vgl. Nr. 38). 


Neuere Beobach- 


tungen von O. Wiener") an stehenden Wellen scheinen allerdings dafür 
zu sprechen, daß der photographische und somit wohl auch der physio- 
logisch-chemische Teil der Lichtbewegung der Fresnelschen Annahme 


entspricht. 


6. Zusammensetzung und Zerlegung polarisierter Strahlen bei 


Fresnel. Das natürliche Licht. Die Zusammense 
polarisierter Lichtschwingungen von gleicher F 
Polarisationsrichtung ist in den obigen Formeln 


tzung zweier linear- 
ortpflanzungs- und 
(8) bis (12) ent- 





halten. Die beiden Schwingungen 
(1) v=b sin |2=(- RR z): = b,sin [2=(+ ur ee 


setzen sich danach zu der der linearen Schwingung 


(18) 


zusammen, wo 


v= Bsin [2= (+ a -+%)] 





B’—=b+b,°+2bb, cos ( 
 f2n6 
Sl ER 
ee u 
\ # 1 





ist. 


Das Resultat läßt folgende einfache Deutung zu. 


Pz,7) 


h 


)» 


Konstruiert 


man ein Parallelogramm, dessen Seiten gleich den Amplituden b, b, 


sind, während der von diesen eingeschlossene Win 


kel gleich der Ver- 


zögerungsphase 20/4 ist, so stellt die Diagonale dieses Parallelo- 
gramms die Amplitude, der Winkel, den die Diagonale mit der Seite b 
bildet, die Verzögerungsphase 2 ö,/A der resultierenden Schwingung dar. 

Zwei zueinander senkrecht polarisierte Wellen setzen sich, wenn 
sie gleiche Phase haben, zu einer linearen Schwingung zusammen, die 


Schwingungen 


v=bsin [22(-—5)]; w= csin[2= 


t 


e 


c 


) 


ı 


z. B. zu einer Schwingung, die in der Ebene ” — = —= (0) liegt und 


die Amplitude Yb? + c? hat, während ihre Phase 
der Komponenten ist. 


15) Ann. Phys. Chem. 40 (1890), 203. 


die gleiche wie die 
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Umgekehrt kann man eine lineare Schwingungs—= Dsin2x - — 2) x 


deren Schwingungsrichtung s mit der y- Achse den Winkel & bildet, 
in die beiden Komponenten 

v=Dcos# sin [2*(- — al w= D sin # sin [2=(- = 2) 
zerlegen, 

Mittels dieser Zerlegung und durch Anwendung der Formeln 
(17) bis (19) ergibt sich die Zusammensetzung von Schwingungen 
gleicher Fortpflanzungs-, aber verschiedener Schwingungsrichtung, 
sowie verschiedener Phase. So setzen sich die beiden Schwingungen 


(20) s=Dsin 2 —3)], ss =D, sin [2(+ — 9], 





k A 


die mit der y-Achse die Winkel #, ®, bilden, zu der elliptischen 
Schwingung 


@D m Bunt -"4%)], m Cine(t - 42] 


zusammen, wo 














( B? —= D? c08?#®+ D,?cos?#,-+2.DD, cos# cos 9, cos (>) i 
2:21. 2.02 ER i 2nd 
0? = D? sin?®-+ D.? sin 9,+2 DD, sin # sin®, cos(7-), 
._ [26 
(21a). i and D, cos #, sin (=) 
a 2nd\ 
Dcos®-+ D, cos ®, cos (5) 
' ._ [26 
u 2m0” _ Ä D, sin #, sin (3) 
h Dsin®+ D, sin®, cos (72) 


Geradlinig ist die Schwingung nur, wenn entweder $—9,=0 oder 
=, oder wenn d=( oder ein Vielfaches von 44 ist, kreisförmig 
dagegen, wenn 
B=0, ! —"—-+:+ms, 
d.h. 
220 


D=-D, d=-b+@m +l)e H—-; 
wo m eine beliebige ganze Zahl ist. 
Eine Schwingung, wie sie im allgemeinen aus der Zusammen- 
setzung von s und s, entsteht, heißt elliptisch polarisiert. Dreht man 
die Achsen y, z um die Fortpflanzungsrichtung x so, daß sie mit den 


Achsen der Ellipse zusammenfallen, so nehmen v,, w, die einfache 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3, 2 
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Form an 

(22) v,= Bsin [2:(+-%)] ‚w=--+t cos[2=(- 3% )]. 

Je nach dem Vorzeichen von w, wird die Ellipse in dem einen oder 

dem anderen Sinne durchlaufen. Die beiden elliptischen Bewegungen 
00 — Bein [22(2 — +], w= + Coos[2=(£ — *3°%)] 


und s 
v, = Bsin [2*(- BR Er )|; W = — C cos [2=(- ER 7] 


T 





setzen sich zu einer geradlinigen Schwingung zusammen. Diese Formeln 
lehren auch, wie man eine geradlinige Schwingung 


v=2Bsin [2*(- _ -)], 


die parallel y erfolgt, in zwei elliptische zerlegt, wobei C noch be- 
liebig gewählt werden kann. Besonders wichtig ist der Fall C = B; 
d. h. der der Zerlegung einer geradlinigen Schwingung in zwei zir- 
kuläre. 

Eine Anwendung findet diese Zerlegung eines linear polarisierten 
Lichtstrahls in zwei entgegengesetzt rotierende zirkulare Strahlen bei 
den Erscheinungen der Drehung der Polarisationsebene durch eine 
senkrecht zur Achse geschnittene Quarzplatte, da nach Fresnels Unter- 
suchungen sich längs der Achse des Quarzes zwei entgegengesetzt 
rotierende zirkuläre Schwingungen mit verschiedener Geschwindigkeit 
fortpfianzen. Airy hat diese Untersuchungen auf Strahlen ausgedehnt, 
die sich längs einer gegen die Achse des Quarzes geneigten Richtung 
fortpflanzen'®). In einer solchen Richtung pflanzen sich zwei ellip- 
tische Schwingungen von entgegengesetztem Umlaufssinn fort. 

Die Erscheinungen des natürlichen Lichtes lassen sich weder 
durch die Annahme geradliniger, nuch zirkulärer oder elliptischer 
Schwingungen erklären. Über die Natur des natürlichen Lichtes hat 
sich Fresnel deshalb die Vorstellung gebildet, daß seine Schwingungen 
zwar geradlinig und transversal sind, daß aber ihre Richtung in der 
zur Fortpflanzungsrichtung senkrechten Ebene sehr schnell wechselt, 
ohne eine bestimmte Richtung zu bevorzugen. Dabei ist der Mittel- 
wert der Intensitäten der in den verschiedenen Richtungen erfolgenden 
ÖOszillationen konstant, wenn die Intensität des Lichtes es ist. Die 
Fresnelsche Hypothese ist später namentlich von Airy!%), Stokes'”) 


16) @. B. Airy, Cambridge Phil. Trans. 4, 1831 und 1832. On the undu- 
latory theory of opties, Cambridge 1831. 
17) Cambridge Trans. 9; Phil. Mag. (4) 2, beide 1852. 
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und Verdet'®) weiter ausgebildet. Danach kann man das natürliche 
Licht auf unendlich viele Arten aus geradlinig polarisierten Schwin- 
gungen zusammensetzen; jedoch erhält man durch eine gleichförmige 
Drehung der Polarisationsebene nie natürliches Licht. Man kann das 
natürliche Licht auch als aus elliptischen Schwingungen zusammen- 
gesetzt ansehen; es kann jedoch nicht aus elliptischen Schwingungen 
bestehen, bei denen alle Ellipsen in demselben Sinne durchlaufen 
werden. Man kann die Bedingungen für natürliches Licht schon 
durch zwei entgegengesetzte elliptische Schwingungen erfüllen, die 
so miteinander abwechseln, daß auf eine bestimmte Zahl von Schwin- 
gungen der einen Art stets eine gewisse Zahl der anderen folgt. 
Über die neuere thermodynamische Entwicklung des Begriffes „natür- 
liches Licht“ vgl. die Art. V 23 von W. Wien und V25 von M. Laue. 


7. Fortpfianzung des Lichts in Kristallen nach Fresnel. Fres- 
nel?) geht von der Anschauung aus, daß betrefis der Kraft, mit der 
ein verrücktes Teilchen eines kristallinischen Mediums durch die 
Einwirkung der übrigen in seine Gleichgewichtslage zurückgeführt 
wird, nicht mehr die einfache Annahme gemacht werden kann, die 
für isotrope Medien gilt (vgl. Nr.3), daß hier vielmehr jene Kraft im 
allgemeinen nicht mit der Verrückung s zusammenfällt. Er nimmt 
jedoch an, daß für drei zueinander senkrechte Richtungen, die Elasti- 
zitätsachsen, ein solches Zusammenfallen stattfindet. 

Nimmt man die Elastizitätsachsen zu Koordinatenachsen, und 
sind m, n, p die Richtungskosinus der Verrückung s eines Teilchens, 
so wirken demnach auf die den Achsen parallelen Komponenten ms, 
ns, ps von s Kräfte, die jenen Verrückungskomponenten proportional 
sind und ihre Richtung haben, d.h. die Komponenten der auf das 
Teilchen wirkenden Kraft sind: 


X=—ams, Y=—Bns, Z= — ps. 


Weiter nimmt Fresnel an, daß bei der Fortpflanzung ebener gerad- 
linig polarisierter Wellen die auf jedes Teilchen wirkende Elastizitäts- 
kraft dieselbe Form hat, als befände sich das Teilchen allein in Be- 
wegung; hierin liegt, daß jene Elastizitätskraft nur von der Schwin- 
gungsrichtung abhängt, nicht aber von der Fortpflanzungsrichtung 
der Welle. Fresnel sieht also die der Fortpflanzungsrichtung parallele 


18) E. Verdet, Ann. de l’&c. norm. 2, 1865. 

19) Fresnels Arbeiten über Doppelbrechung sind seit 1821 der Akademie 
vorgelegt, die erste im November 1821. Teilweise sind diese Arbeiten erst in 
den Oeuvres abgedruckt. Seine zweite Abhandlung ist in den Möm. de l’Acad. 
des sciencer 7, 1827, erschienen; siehe auch Ann. Phys. Chem. 23 (1831). 
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Komponente der Elastizitätskraft als unwirksam an?). Soll nun das 
betrachtete Teilchen sich infolge der Einwirkung der Elastizitätskraft 
gerade in der Richtung s bewegen, so muß die der Wellenebene 
parallele Komponente jener Kraft die Richtung von s haben. Die 
Bedingung dafür ist folgende: Es seien m,, n,, p, die Richtungs- 
kosinus der Richtung s,, die in der Wellenebene liegt und auf s 
senkrecht steht, so ist die Komponente der wirkenden Kraft parallel s: 


(23) K,=mX+nY+pZ= — (am? + b’n?+ &p?)s, 

die zu s, parallele Komponente 

24) K=mX+mY+9Z= — (a'mm, + b’nn, # epp,)s- 
Letztere soll verschwinden, d. h. es wird 

(25) a?mm, + b’nn, + pp, = 0, 


wozu die Bedingungen für die Orthogonalität der Richtungen s, s, 
und der Richtung der Wellennormale N kommen, d.h. es bestehen, 
wenn «, ß, y die Richtungskosinus von N sind, die Gleiehungen: 


am + Bn + yp — 0, + tr, 
(26) em + Bm +YyPp,=0, (26a) ++], 
mm, + nn; + pp, =. n+n’+r’=1. 


Aus (25) und (26) erkennt man, daß m, n, p nicht eine beliebige 
Richtung in der Wellenebene ist. Man erhält nämlich durch Eli- 
mination von m,, %,, p, die Bedingung 

(27) atm(yn — Bp) + b’n (ap — ym) + ep(Bm — an) = 0, 

durch welche Gleichung in Verbindung mit der ersten Gleichung (26) 
und der zweiten Gleichung (26a) m,n,n für eine Welle von ge- 
gebener Normalenrichtung «, ß, y bestimmt sind. 

Was ferner die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V der Welle be- 
trifft, so nimmt Fresnel an, daß sie, analog wie bei isotropen Medien 
(s. Nr. 3), der Quadratwurzel aus dem absoluten Werte der wirk- 
samen elastischen Kraft, diese auf die Einheit der Verrückung be- 
zogen, proportional ist, d. h. proportional der Quadratwurzel aus dem 
absoluten Wert von K,:s. Das gibt, wenn der Proportionalitäts- 
faktor gleich 1 gesetzt wird, d. h. wenn die Maßeinheit für a, b, c 
entsprechend gewählt ist: 


(28) . = a!m? + bn? + cp?. 


20) Gerade diese Annahme Frresnels ist recht willkürlich und gibt zu Be- 
denken Anlaß. 
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Der Gleichung (27) wird nun genügt durch 
am=Aa + um, 
(29) Bn—AB-+ un, 
ep=ıy+tup, 
wo zunächst A und u willkürlich sind. Aus (28) folgt, daß u = V, 
daher ; 
h h 
(30) m. a at art es Be" ar: 
ist, und mittels der ersten Gleichung (26) ergibt sich 
2 2 2 
(31) A ren rt I =) 


eine quadratische Gleichung für V?, die stets zwei reelle, zwischen 
der größten und kleinsten der Größen a?, b?, c? liegeude Wurzeln hat. 
Längs jeder Richtung «, ß, » pflauzen sich also im Kristall zwei ebene 
Wellen fort, deren Schwingungsrichtungen durch (30) in Verbindung 
mit der zweiten Gleichung (26a) völlig bestimmt sind. 

Die Gleichungen (29) lassen eine einfache geometrische Deutung 
zu. Sucht man in dem Schnitt der Fläche 


(32) (x? — y E= N e a?z? E- b?y? E= e?2? 


mit der Ebene 








an + By+ye— 0 


den größten und kleinsten Radius (d. h. die Achsen des Schnittes), 
so werden die Richtungen derselben genau durch die Gleichungen (29) 
bestimmt, während die Gleichung (31) für V die Längen jener Achsen 
ergibt. Parallel den Achsen jenes Schnittes erfolgen also die Schwin- 
gungen der beiden Wellen, die sich längs der Richtung «, ß, y im 
Kristall fortpflanzen. Die Länge jeder Achse ist zugleich der Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der ihr parallelen Schwingung proportional. Die 
Fläche (32) führt den Namen Elastizitätsfläche oder Fresnelsches 
Ovaloid. Sie ist die Reziproke des Ellipsoids 


(33) ei + el, 

und man erhält daher die Schwingungsrichtungen der beiden zur 
Richtung «, ß, y gehörigen Wellen auch, wenn man die Achsen des 
Schnittes von (33) mit der Ebene &x + ßy + yz = 0 bestimmt. 


Die reziproken Werte dieser Achsen sind zugleich die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten Y der entsprechenden Welle®). 





21) Das Ellipsoid (33) wird von J. Stefan [Wien Ber. 50° (1865), p. 505] als 
Ellipsoid gleicher Arbeit bezeichnet. Es hat nämlich die Eigenschaft, daß die 


22 V 21. A. Wangerin. Optik. Ältere Theorie. 


Interessante Anwendungen ergeben sich, wenn eine oder zwei 
der Richtungskosinus «, ß, y verschwinden. Ferner folgen hieraus die 
Erscheinungen für einachsige Kristalle, wenn zwei der Größen a, b, c 
gleich sind. 

Fürb=c a>b (ein Fall, der beim Kalkspat eintritt) ergeben 
die Gleichungen (26), (27) und (28) die beiden Lösungen: 

1) ?—=b%, m—=(; 

2) Pa +pP) +, Biy=n:p. 
Die erste Lösung entspricht einer ebenen Welle, deren Schwingungs- 
richtung auf der durch die Wellennormale und die Kristallachse (x) 
gelegten Ebene senkrecht steht, die also in dieser Ebene polarisiert ist; 
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist unabhängig von der Richtung 
&, ß, y der Wellennormale. Die zweite Lösung entspricht einer Welle, 
deren Polarisationsebene auf der der ersten senkrecht steht; ihre Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit -Y/ ist gleich der Länge des Lotes auf die- 
jenige Tangentialebene des Rotationsellipsoids 


(34) A aa 


b* a? ? 

für die «, ß, y die Richtungskosinus des Lotes sind, ein Resultat, das 
der Huygensschen Konstruktion der gebrochenen Wellen beim Kalk- 
spat entspricht und überdies die Beobachtungen hinsichtlich der Polari- 
sation jener Wellen wiedergibt. 

Ähnlich sind die Resultate für a—=b, a>c, sowie auch, wenn 
a, b, e ungleich sind, dagegen eine der Größen «, ß, » verschwindet. 

Alle sich so ergebenden Folgerungen stimmen mit der Erfahrung 
überein, wenn man noch die Annahmen hinzufügt, daß die Schwin- 


gungen des Lichtes senkrecht zur Polarisationsebene erfolgen (vgl. 
Nr. 5). 


8. Die Fresnelsche Wellenfläche. Unter Wellenfläche schlechtweg 
versteht man die von einem Erschütterungspunkt hervorgebrachte 
Wellenfläche, d. h. die Fläche, bis zu der die Bewegung in. der Zeit- 
einheit sich fortpflanzt, wenn der Erschütterungspunkt alle möglichen 
Bewegungen vollführt. Diese Fläche, von der alle wesentlichen 
optischen Eigenschaften eines Mediums abhängen, ist für isotrope 


Verschiebung eines im Mittelpunkt befindlichen Äthermoleküls längs eines be- 
liebigen Radiusvektors bis zu dessen Endpunkt stets einen gleichen Aufwand 
zur Überwindung des ihr entgegenstehenden Widerstandes erfordert. 

Eine elegante, von diesem Ellipsoid ausgehende Darstellung der Doppel- 
brechung hat V.v. Lang gegeben [Wien Ber. 43? (1861), p. 627]. 
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wenn man sie direkt aus der Definition ableiten wollte, die erheb- 
lichsten Schwierigkeiten darbieten, da sie von Differentialgleichungen 
mit vier unabhängigen Variabeln abhängt. Indessen hat F’resnel ge- 
zeigt, wie man diese Schwierigkeiten vermeiden kann. Nach ihm 
denke man durch einen Punkt alle möglichen ebenen Wellen gelegt 
und betrachte deren Lage nach Verlauf der Zeiteinheit. Die Wellen- 
fläche ist dann die Enveloppe aller dieser ebenen Wellen in der zweiten 
Lage. Ist «, ß, y die Fortpflanzungsrichtung (Wellennormale) einer 
ebenen transversalen Welle, die zur Zeit 2=0 durch den Anfangs- 
punkt geht, also die Gleichung 


en +By+yz—0 
hat, und ist Y die Fortpflanzungsgeschwindigkeit, also 
(35) ac + By+Y2—V 


die Gleichung der Wellenebene zur Zeit t=1, so ist die Wellen- 
fläche eines zweiachsigen kristallinischen Mediums die Enveloppe der 
Ebenen (35), wobei V durch die Gleichung (31) bestimmt ist. Die 
Ermittelung dieser Enveloppe ist zwar eine ziemlich elementare Aufgabe, 
erfordert aber, wenn man sie nicht geschickt angreift, erhebliche 
Rechnungen, die Fresnel nicht durchzuführen vermochte. Er hat das 
Resultat im Grunde nur erraten?®). Eine strenge Ableitung hat zuerst 
4A. M. Ampere”) gegeben. Andere Ableitungen rühren her von 
A. Smith”), ©. E. Senf”), J. Mac Cullagh?®) una H. H.de Senarmont?"). 

Nach Senff gestaltet sich die Rechnung so: Differentiiert man 


(35) nach « und ß, bildet zugleich aus (31) = und 2 ‚ so erhält 
man mit Rücksicht uf +? + =1: 

@ 1 1 a 
we Pi ger; e(4— ET een 7) Y: 

Bon 1 ER, 
Ie Rt dv’ _ 71) V’ 


wo 4 dieselbe Größe ist, die in (30) auftrat, nämlich: 





(86) 








22) Oeuvres 2, p. 560. 

23) Ann. chim. phys. (2) 39, Okt. 1828. 

24) Cambridge Phil. Soc. Trans. (1) 6, 1836; Phil. Mag. 12, 1838. 

25) Experim. und theor. Unters. über die Gesetze der doppelten Strahlen- 
brechung, Dorpat 1837. Vgl. F. Neumann, Vorlesungen über theoretische Optik, 
Vorlesung 11, sowie F. Neumanns Werke 2, p. 464. 

26) Trans. Irish Academy 21, 1839. 

27) Fresnel, Oeuvres 2, p. 606ff. Vgl. auch die Arbeit von J. Plücker, 
Journ. f. Math. 19, 1839. 
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1 Se a? ß* y? 
(37) 23 Bes (a? — PN + d*— 9: + (e — vs: 


Aus (36), (35) und (31) sind «, 8, 9, F zu eliminieren. Setzt man 
die Ausdrücke (36) für x und y in (35) ein, so folgt 


(38) a ak 1) 





und weiter 


en) = a (P - yan)) VB oe) 


Durch Quadrieren ergibt sich 





(89) ++ gern, 
er rc > 

«V (a? —r 
(40) ; i= > BR °.< NE 


und entsprechend y und z. Multipliziert man die Ausdrücke (38a) 
und (40) für x, so folgt weiter 














x’ a?V 4° 
a_r: a! y® (Er (a? — var) 
Addiert man dazu die entsprechenden Ausdrücke für 
y? 2? 
vom 
so erhält man 
2 2 r 
(41) tat Fa =—|, 
eine Gleichung, die auch die Form annehmen kann 
2m? b? 2 2u8 
en: a) \ or + d® I + in y! nur 0, 
oder auc 
(41b) r(a’2? + b?y? + 022?) 


— [+ HM) +b’(® + ad)y + (a? + b2)2] Pad? — 0. 
Man erhält diese Fläche auch, wie schon Fresnel bemerkt hat, wenn 
man auf den Normalen aller Zentralschnitte des Ellipsoids 


2 2 2 
ahetam 
die Längen der Halbachsen des betreffenden Schnittes nach beiden 
Seiten hin aufträgt. Der geometrische Ort des so erhaltenen Punktes 
ist die Fläche (41). Diese Fläche umgibt den Anfangspunkt in zwei 
geschlossenen Mänteln, die in vier singulären Punkten zusammen- 


hängen. Die Schnitte der Fläche mit den Koordinatenebenen zerfallen 
je in einen Kreis und eine Ellipse, und zwar ist der Schnitt mit der 
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xy-Ebene der Kreis 


2ty—e 
und die Ellipse 
x y? 
sthamh 
a 


und entsprechend für die anderen Koordinatenebenen. Ist a>b>e, 
so liegt in der zy-Ebene der Kreis ganz innerhalb, in der yz-Ebene 
der Kreis ganz außerhalb der Ellipse, während in der x2-Ebene der 
Kreis, dessen Radius gleich b ist, und die Ellipse, deren Achsen c 
(längs x) und a (längs 2) sind, sich in vier Punkten schneiden. 
Diese Schnittpunkte sind die singulären Punkte der Wellenfläche, in 
denen die beiden Mäntel zusammenhängen. 

Für die Fälle «—=b und b=e (und nur für diese) läßt sich die 
linke Seite von (41b) in zwei Faktoren zweiten Grades zerlegen; die 
Fläche zerfällt, falls «a = b ist, in eine Kugel vom Radius a und in 
das Rotationsellipsoid > ; 

era 
Je nachdem a=b>c oder a=b<(c ist, heißt der Kristall positiv 
oder negativ. 

Neben der Wellenfläche betrachtet man bisweilen noch die 
Wellengeschwindigkeitsfläche. Diese ist der geometrische Ort der 
Punkte, die man erhält, wenn man auf allen von einem Punkt aus 
gezogenen Linien die Geschwindigkeiten der beiden Wellen, die sich 
im Kristall längs dieser Linien fortpflanzen, nach beiden Seiten hin 
abträgt. Ihre Gleichung ergibt sich sofort aus (31); sie ist 


(42) en + ae + u Yegee! 0, = + + E* 


Übrigens entsteht die Wellengeschwindigkeitsfläche?®) in derselben 
Art aus der Elastizitätsfläche 

(&? = + EN)? —— at b?n? E= ef, 
wie die Wellenfläche aus dem Ellipsoid 








2 2? 


a 
Styts=ı 


ce? 


und ebenso wie die Elastizitätsfläche die Fußpunktenfläche des eben 
genannten Ellipsoids, ist die Wellengeschwindigkeitsfläche die Fuß- 


28) Der Name rührt von W. R. Hamilton her. Die Reziproke der Wellen- 
geschwindigkeitsfläche wird von Hamilton als Wellenträgheitsfläche, von Mac 
Cullagh als Indexfläche bezeichnet. 


26 V 21. A. Wangerin. Optik. Ältere Theorie. 


Wellengeschwindigkeitsfläche in eine Kugel und eine Elastizitätsfläche, 
in der zwei der drei Achsen gleich sind. 

Die Formeln (38), (38a) ergeben noch eine andere wichtige Fol- 
gerung. Zunächst wird durch sie die geometrische Aufgabe gelöst, 
zu einer gegebenen Tangentialebene (35) der Wellenfläche (41) den 
Berührungspunkt zu finden. Damit wird aber zugleich der zur 
ebenen Welle «= + By + yz == Vt gehörige Lichtstrahl bestimmt, 
der hier nicht mehr, wie bei isotropen Medien, mit der Wellennor- 
male zusammenfällt. Als Lichtstrahl, der zu einer ebenen Welle ge- 
hört, wird nämlich die Linie definiert, in der sich der Schnittpunkt 
dieser Wellenebene mit anderen, in ihrer Richtung unendlich wenig 
verschiedenen Wellenebenen bewegt. Mit der Einhüllenden der Ebene 
(35) ist jener Schnittpunkt für {=1 bestimmt. Man erhält also 
den Strahl, der zur Ebene (35) (bzw. zu den Parallelebenen gehört), 
wenn man den Mittelpunkt der Wellenfläche mit dem Berührungs- 
punkt von (35) verbindet.‘ Die Gleichungen (38), (38a) geben daher 
unmittelbar den zu der Ebene «x + ßy-+ yz= Vt gehörigen 
Strahl. Auch die Lösung der umgekehrten Aufgabe, aus der Rich- 
tung eines Strahls die zugehörige Wellennormale zu bestimmen, er- 
gibt sich aus diesen Formeln. Sind nämlich A, B, C die Richtungs- 
kosinus eines Strahls, so bestimmt man zunächst seinen Schnittpunkt 
mit der Wellenfläche, indem man z=rA, y=rB, z=rÜ setzt. 
Für jede der beiden Wurzeln, die (41) für r? liefert, ergibt sich das 





zugehörige en mittels der aus (40) und (37) folgenden Gleichung 
y: 2° 
(37a) U 0: (pR_gi 55 7 u + Fr ’ 


dann aus (39) F ” aus 2 «, ß, y. Die 
endlich wird durch (30) bestimmt. 


9. Singuläre Punkte und singuläre Tangentialebenen der 
Wellenfiäche. Optische Achsen und Strahlenachsen. Konische 
Refraktion. Erwähnt sind bereits in Nr. 8 die singulären Punkte der 
Wellenfläche. Es sind, wenn 5 die mittlere der Größen a, b, c be- 
zeichnet, die in der x2-Ebene gelegenen Schnittpunkte des Kreises 


x’ + z?= b? mit der Ellipse „“ 4 “ = 1. Die Singularität dieser 


Punkte besteht darin, daß in ihnen keine bestimmte Tangential- 
ebene existiert, sondern ein berührender Kegel, wie daraus folgt, 


daß für diese Punkte ; a — LER 0, a — = () ist, wenn f die linke 


’ ey 
Seite von (41b) a Hier a, RR zu einem bestimmten 
Strahl nieht eine bestimmte Wellennormale, sondern unendlich viele. 
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(Auch die Berechnung von «,ß,y aus A, B,C ergibt für diesen 
Fall Unbestimmtes.) Die beiden Radienvektoren nach den vier sin- 
gulären Punkten führen den Namen Strahlenachsen. Entsprechend 
den vier singulären Punkten besitzt die Wellenfläche ferner vier sin- 
guläre Tangentialebenen. Man erhält dieselben, indem man an den 


Kreis 2°+ 2’= 5b? und die Ellipse z - & —= 1 die gemeinsamen 


Tangenten zieht und durch diese Ebenen senkrecht zur xz-Ebene 
legt. Die singulären Tangentialebenen berühren die Wellenfläche in 
unendlich vielen Punkten, die je auf einem Kreise liegen. Hier ge- 
hört also zu einer bestimmten Wellennormale nicht ein Strahl, son- 
dern unendlich viele Strahlen, die einen schiefen Kreiskegel bilden. 
Die beiden Lote vom Mittelpunkt der Wellenfläche auf die vier sin- 
gulären Tangentialebenen sind die optischen Achsen®®). Jeder der 
vorerwähnten schiefen Kreiskegel geht durch je eine optische Achse. 

Noch sei darauf hingewiesen, daß wenn man die Richtungskosinus 
&, ß, » der Wellennormale durch die beiden Winkel «, v ausdrückt, 
welche diese Normale mit den optischen Achsen bildet, die quadratische 
Gleichung (42) sich ohne Wurzelzeichen auflösen läßt; und zwar 
werden die Lösungen bzw. 








(43) vr tl Fe own) 
und 
(43a) = an + -— cos(v + u). 


Aus der Existenz der singulären Punkte und der singulären 
Tangentialebenen ergeben sich für die Optik zwei wichtige Folge- 
rungen, die allerdings Fresnel entgangen waren. Tritt eine ebene 
Welle derart in einen zweiachsigen Kristall ein, daß ihre Normale 
mit einer optischen Achse zusammenfällt, so erhält man stets statt 
zweier einzelnen gebrochenen Strahlen einen Strahlenkegel (innere ko- 
nische Refraktion). Hat ferner ein Lichtstrahl im Innern des Kristalls 
die Richtung der Strahlenachse, so gehören zu ihm unendlich viele 
Wellennormalen, deren jede beim Austritt aus dem Kristall eine 
andere gebrochene Welle ergibt, so daß hier ein einzelner Strahl 
innerhalb des Kristalls bei seiner Brechung in ein umgebendes Medium 
einen Strahlenkegel gibt (äußere konische Refraktion). 

Die Erscheinung der konischen Refraktion ist zuerst von W. R. 


29) Weshalb man gerade diese Lote als optische Achsen ansehen muß, ist 
zuerst von F'. Neumann festgestellt (Ann. Phys. Chem. 33, 1834; Werke 2, p. 317). 
In diesem Aufsatz sind auch die folgenden Gleichungen (43) und (43a) aufgestellt. 
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Hamilton theoretisch entdeckt®®), später von H. Lloyd experimentell 
bestätigt®'). Die Entdeckung Hamiltons bildet eine wichtige Bestäti- 
gung der Fresnelschen Theorie. 

Von den weiteren Arbeiten F’resnels ist die Erklärung der Drehung 
der Polarisation beim Durchgang des Lichtes durch Quarz schon oben 
erwähnt (Nr.6). Von ihm rührt auch die Erklärung der Erscheinung 
her, welche Kristallplatten zwischen zwei polarisierenden Vorrichtungen 
zeigen. Der einfallende polarisierte Strahl zerlegt sich beim Eintritt 
in den Kristall in zwei Strahlen, die nach den oben entwickelten Ge- 
setzen die Platte in verschiedener Richtung und mit verschiedener 
Geschwindigkeit durchlaufen, durch den Analysator auf gleiche Pola- 
risationsebene zurückgeführt werden und nun interferieren. Die hierauf 
bezüglichen Untersuchungen Fresnels sind von Airy erweitert. 


10. Die Fresnelsche Reflexionstheorie. Fresnel war der erste, 
der das für die theoretische Optik so wichtige Problem der Reflexion 
und Refraktion für isotrope Medien löste, d. h. Formeln für die In- 
tensität des reflektierten und gebrochenen Lichtes aufstellte®?). Auch 
hier überwand er die Schwierigkeiten, welche sich einer strengen 
Lösung des Problems entgegenstellen, durch Annahmen, die mehr oder 
minder plausibel sind, die ihn aber zu Resultaten führten, die mit den 
Beobachtungen völlig in Einklang stehen. 

Jene Schwierigkeiten des Problems bestehen in folgendem: Zwei 
Medien I und II mögen in der Ebene z= 0 aneinanderstoßen. Trifft 
dann irgend eine in I stattfindende Bewegung diese Grenzfläche, so 
entsteht dadurch auch eine Bewegung in dem Medium II. Nach den 
Regeln der Elastizitätstheorie muß die Bewegung in beiden Medien 
von der Art sein, daß 1) die drei Komponenten der Verrückung für 
irgend einen Punkt der Grenze in beiden Medien die gleichen sind, 
und daß 2) die Komponenten des Drucks, der durch die Verschiebung 
der Teilchen erregt wird, für z= 0 in beiden Medien gleiche Werte 
haben. Das sind also sechs Bedingungen. Besteht nun die ursprüng- 
liche Bewegung in I in ebenen transversalen Wellen, und nimmt man 
außerdem an, daß, wie es bei der Lichtbewegung der Fall ist, die 


30) Trans. Irish Acad. 15, 16, 1834; 17, 1837 (gel. 1832). 

31) Trans. Irish Acad. 17, 1833; Pogg. Ann. 28, 1833. Indessen beruht nach 
einer Bemerkung von W. Voigt (Physikal. Ztschr. 6. Jahrg. (1905), p. 672, Ann. 
Phys. 18 (1905), p. 676 und Ann. Phys. 19 (1906), p. 14) diese Bestätigung, was 
die innere konische Refraktion betrifft, auf einer Täuschung. 

32) Der Pariser Akademie vorgelegt am 7. Jan. 1823; veröffentlicht in den 
Mö&m. de l’Acad. 11, 393 (erschienen 1832); Ann. chim. 46, 1831; vgl. Oeuvres 1, 
p. 767. 
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durch Reflexion an der Grenzfläche in I entstehende Bewegung, wie 
die Bewegung in II ebenfalls in rein transversalen Wellen besteht, so 
hängt die nun an der Grenze entstehende Bewegung nur von vier 
Größen ab. Diese Größen müßten also sechs Gleichungen genügen, 
und zwar sechs Gleichungen, die nicht miteinander vereinbar sind. 
Bei Annahme rein transversaler Bewegungen kann man daher den 
strengen Grenzbedingungen nicht genügen, während man andererseits 
bei einem Problem gewöhnlicher elastischer Körper in dem Hinzu- 
kommen einer longitudinalen reflektierten und gebrochenen Welle die 
nötigen Konstanten zur vollständigen Erfüllung der Grenzbedingun- 
gen zur Verfügung hat. Das ist der Grund, aus dem Frresnel jene 
strengen Bedingungen durch Annahmen ersetzt, von denen einige auf 
den ersten Blick als mehr oder minder willkürlich erscheinen. 


Die Annahmen und Grundanschauungen, auf denen Fresnel seine 
Reflexionstheorie aufbaut, sind folgende: 


1) Die Lichtschwingungen sind rein transversal; 
2) sie erfolgen senkrecht zur Polarisationsebene. 


3) In allen Medien hat der Äther gleiche Elastizität, aber ver- 
schiedene Dichtigkeit; die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts 
in beiden Medien ist also (vgl. Nr. 3) der Quadratwurzel aus der 
Dichtigkeit umgekehrt proportional. Auf die Schwierigkeit, die diese 
Annahme für die Kristalloptik mit sich bringt, hat F. Neumann hin- 
gewiesen (vgl. Nr. 20). 


4) Die der Grenzfläche parallelen Komponenten der Verrückung 
haben in der Grenzfläche selbst für beide Medien denselben Wert, 
während die normalen Komponenten nicht gleich zu sein brauchen. 


5) Die lebendige Kraft in der einfallenden Welle ist gleich der 
Summe der lebendigen Kräfte in der reflektierten und gebrochenen 
Welle. 

F. Neumann, der bei seiner Reflexionstheorie die letztere An- 
nahme, die sich eigentlich erst als Folge der strengen Grenzbedingungen 
ergeben müßte, ebenfalls macht (vgl. Nr. 20a), rechtfertigt dieselbe da- 
durch, daß auf Grund der Erfahrung angenommen werden kann, daß 
es wirklich Körper gibt, bei denen die Intensität des einfallenden 
Lichtes gleich ist der Summe der Intensitäten, mit denen das Licht 
reflektiert und gebrochen wird. Daß bei Fresnel sowohl, wie später 
bei Neumann statt von der Gesamtenergie nur von der lebendigen 
Kraft die Rede ist, erscheint willkürlich, findet aber seine Rechtfer- 
tigung dadurch, daß die kinetische und potentielle Energie bei perio- 
dischen Vorgängen in einem festen Verhältnis zueinander stehen. 
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6) Die einfallende, die reflektierte und die gebrochene Welle 
haben in den ihnen gemeinsamen Punkten der Grenzfläche die gleiche 
Phase °?). 

7) Wenn die einfallende Welle entweder in der Einfallsebene 
polarisiert ist oder senkrecht dagegen, ist das Gleiche mit der reflek- 
tierten und gebrochenen Welle der Fall. 

Die letzte Annahme ist durch die Symmetrie, die in bezug auf 
die Einfallsebene stattfindet, gerechtfertigt, während die Annahme 6) 
nur für die Reflexion an durchsichtigen Medien zu Resultaten führt, 
die mit der Erfahrung übereinstimmen. 

Auf die ebene Grenze zweier durchsichtigen Medien mögen nun 
ebene parallele Lichtwellen fallen, die in der Einfallsebene polarisiert 
sind, deren Schwingungen also senkrecht zu dieser erfolgen. Wir 
machen die Grenzfläche zur xy-Ebene und nehmen z positiv nach dem 
zweiten, negativ nach dem ersten Medium hin. Zur z-Achse nehmen 
wir den Schnitt der Einfallsebene (d. i. der durch z und die Wellen- 
normale gelegten Ebene) mit der Grenzfläche; y liegt also in der 
letzteren senkrecht zur Einfallsebene. Ist j der Einfallswinkel, so 
sind die Richtungskosinus der Wellennormale, in der Richtung der 
Fortpflanzung gerechnet, sinj, 0, cosj. Die Verrückungen, die ein 
Teilchen des ersten Mediums durch die einfallenden Wellen erfährt, 
sind parallel y und haben die Größe 


(44) v= Psin a2 et) 42]. 





Die reflektierten und gebrochenen Wellen bestehen nach 7) eben- 
falls aus Schwingungen parallel y, und zwar haben diese wegen 6) 
die Form: 





v”=P’sin [?= (> EA Et er + e], 
0, — Pısin[2= (_ — “FArEn?) 4 2]. 


Dabei bezieht sich v’ auf die reflektierte, v, auf die gebrochene Welle. 
Nach der Annahme 4) muß dann für z= 0 

(46) vtV=v 

sein. Damit diese Gleichung für beliebige Werte von £ möglich ist, muß 


(45) 


Tey=tr 
sein, d.h. die Schwingungsdauer des reflektierten und gebrochenen 
Lichts ist dieselbe wie die des einfallenden. Bei der Reflexion und 





33) Man braucht diese Annahme nur für die reflektierte Welle zu machen, 
so folgt sie für die gebrochene von selbst. 
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Brechung ändert sich also die Farbe nicht. Ferner folgt aus = r, 
daß auch 7 =4, da für die Wellen v und v’ die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit Y die gleiche ist. Damit obige Bedingungsgleichung 
für beliebige Werte von x und y erfüllt werde, ist ferner erforderlich 


2 ER ran 


=0, B,=0, «= sinj, Ze 1.3 


d.h. auch die Normalen der reflektierten und der gebrochenen Wellen 
liegen in der Einfallsebene, der Reflexionswinkel ist gleich dem Ein- 
fallswinkel, während für den Brechungswinkel j,, da 

= 0085, sin), 
ist, die Gleichung gilt: 


WAR E70: a 
Sin) = 7 sin), = zu ein. 


Aus der Annahme 3) folgt dann noch, wenn Öd und Öö, die Dichtig- 
keiten des Äthers der beiden Medien bezeichnen: 


RR RR sin®j, A $ 


(47) a #w» my m 





wo n der Berechnungsexponent ist. Aus «= sinj, f—=0 folgt 
übrigens „= + cos j und zwar ist y = — c0sj zu nehmen, da sonst 
die Normale der reflektierten mit der der einfallenden Welle zu- 
sammenfallen würde, während 7, = + cosj, ist. Damit reduziert sich 
unsere Bedingung (46) auf 

(48) P+P=P.. 


Eine zweite Gleichung für P’ und P, ergibt sich aus dem Satz 
der lebendigen Kraft, und zwar ist dieser Satz anzuwenden auf ein 
gerades Prisma II, dessen Grundflächen in zwei der einfallenden Welle 
parallelen Ebenen liegen, sowie auf die Prismen des reflektierten und 
gebrochenen Lichtes, auf die sich die in IT enthaltene Bewegung in 
der Zeit t fortgepflanzt hat. Ist q der der Wellenebene parallele Quer- 
schnitt von II, so ist, da alle Punkte eines jeden q die gleiche 
Schwingung vollführen, die in IT enthaltene lebendige Kraft 


Oo+h 
af (D)’ae, 
00 


wo A die Höhe des Prismas, e=xsinj + z cosj die Wellennormale, 
e, beliebig ist, während d, wie oben, die Dichtigkeit des Äthers be- 
zeichnet. Wählt man h gleich einem Vielfachen von A, k= NA, wo 
N eine große Zahl, so ergibt sich für die zu berechnende lebendige 
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Kraft der Wert 
2? ne 
ögAN—;H . 


Die lebendige Kraft in den Prismen, auf die sich die in IT enthaltene 
Bewegung nach der Zeit £ fortgepflanzt hat, ist 


ögAaN = P'* für das reflektierte, 


I,HAN a P,® für das gebrochene Licht, 


und zwar ist 

9:9 = 608j:C08J,, 
da die Grundflächen g, q, der beiden Prismen dadurch erhalten werden, 
daß man ein und dasselbe Stück der Grenzfläche z= 0 einmal auf 
die einfallende, dann auf die gebrochene Wellenebene projiziert. Der 
Satz der lebendigen Kraft gibt also: 
(49) Pı— pt ı PD? aa pe BIO, 


sinj, c087’ 


wobei für das Verhältnis 6, : : der obige Wert (47) benutzt ist. 
Aus (48) und (49) folgt 





; sin, cosJ, 
en PP - Pas 
er 
2 2 sin), cos j PR: _ sn —äh) —J) 
(51) 17 snG-t7) Eee sin (5 +31) A 


Da die Intensität der lebendigen Kraft proportional ist, so ergibt sich, 
wenn .J die Intensität des einfallenden, .J’ die des reflektierten, J, die 
des gebrochenen Lichtes ist, 


‚ _sn?d—j,) 4 sin?j, 00825 d, 9, 4, sin 25) sin 25, 
ol a SE mGFI) 








ng) dd“ Wngtj) 
Ganz ähnlich läßt sich nun der Fall behandeln, in dem das ein- 

fallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisiert ist, seine Schwin- 

gungen also in dieser Ebene senkrecht zur Wellennormale ausführt. 

Man zerlege jene Bewegung in zwei der &- und z-Achse parallele 

Komponenten u, w, so erfordert die Transversalität der Schwingungen 

wenjtwcoj=(, 
mithin 





a $ os; sin [2(4 te), ar 
— — Ssinjsin [2=(t tmite)L, I 


Für die Komponenten u’, w’ und «,, w, der Schwingungen in der 


(53) 
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reflektierten und gebrochenen Welle könnte man zunächst in ähn- 
licher Weise wie vorher einen allgemeineren Ansatz machen, dann 
würde die Anwendung des Kontinuitätsprinzips dieselben Folgerungen, 
die aus (46) gezogen sind, ergeben. «, w, u, w, haben daher die 


Werte: 
u'=s' c08j sin|2= (- 2) +8), wsinj—w’cosj—=0); 
(54) 





su t inj, +2c0sj ‚ 5.3 i 
u, = 3, c08j, sin [2 " (- mut 2) +8 ih u,sinj, +w,cosj,—0. 


Das Prinzip 4), auf u, «, u, angewandt (während es für w, w', w, 
nicht zu gelten braucht), gibt dann: Für z=0 ist 











(55) utu=u, 
daher 
(56) (S + 8”) eosj = $, co8j,, 
während die Gleichung der lebendigen Kraft lautet: 
RR}, sin) C08J, 
(57) P—8:+ 8° er 
Aus (56) und (57) folgt 
(58) (8 — 5) sin j, = 8, sin j 
und weiter 
nn ER Re. . 2 sin), Cosj 
I Fenurnr AT) 


während zwischen den Intensitäten J, J’, J, des einfallenden, reflek- 
tierten und gebrochenen Lichtes die Gleichungen bestehen: 


(60) In tg?) —J,) I, be CR sin 27 sin 2), EA 


wW’uHh) I in) eo) 
ll. Folgerungen aus den Fresnelschen Reflexionsformeln. 
1) Ersetzt man in den Gleichungen (49) und (57) den Quotienten 


81 
de durch n, wo n den Brechungsindex bezeichnet, so kann man die 
1 


Gleichungen ohne weiteres auf den Fall j—= ( anwenden und erhält 








; BERN | wi 

er arit: Me: ie P=.4P, = =. 

5 n—1i —, n— 1\2 = AN = 
IT Te 


2) It n>1, so wächst bei gegebenem P (also gegebenem J) 
der absolute Wert von P’ und von J’ mit wachsendem j, der ab- 
solute Wert von P, und ebenso der von J, nimmt beständig ab. Der 
absolute Wert von S’ und damit der Wert von ./’ nimmt zunächst 
(bei gegebenem J) mit wachsendem j ab bis j+ 7, = m: wSs—=(, 


Encyklop. d. math. Wissensch. V 3, 
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J'=0 wird, um von da ab wieder zuzunehmen. J, nimmt mit j zu 
bis 5 + j) = 90°, um dann abzunehmen, während S, bei gegebenem $ 
mit wachsendem j beständig abnimmt. Für j = 90° wird 


P=-—-P, $S=S, P=S-0, J=J, S=J, A=J,—=0. 


3) Die obigen Formeln stellen zunächst die Reflexion des in der 
Einfallsebene oder senkrecht zu derselben polarisierten Lichtes dar, 
da im ersten Falle S=0, im zweiten P=0 ist. Es ergeben sich 
aber unmittelbar auch die Formeln für die Reflexion von Licht in 
beliebigem Polarisationszustande. Ist das einfallende Licht zunächst 
geradlinig polarisiert, und ist « sein Polarisationsazimut (d. h. der 
Winkel zwischen Polarisationsebene und Einfallsebene), so zerlege man 
die Schwingungen desselben in zwei Komponenten senkrecht und 
parallel zur Einfallsebene, und wende auf sie die obigen Formeln an. 
Damit (44) und (53) die Komponenten eines linear polarisierten 
Lichtstrahls darstellen, muß ®=: sein. Ferner ist die Gleichung 
der Polarisationsebene 


Scost-c + P-y— Ssini-z=(, 


mithin = 
MER BRD in 

da0<a<z, also 

( al, 


wo |$| den absoluten Wert von 8 bezeichnet. Da e= €’, so ist 
das reflektierte und das gebrochene Licht ebenfalls geradlinig polari- 
siert, und sind ihre Polarisationsazimute resp. «’ und «,, so ist: 


IS |, 


(61a) RE LER gu=5 
1 


pP’ ’ 

Aus (51) und (59) folgt daher 
’ co8 1 

(62) tg « ra ige, gr ui) te a. 
In tg«’ ist das Zeichen + zu nehmen, wenn $’ und S gleiche 
Zeichen haben, d. h. so lange j + j, < 90°; dagegen das Zeichen —, 
wenn 8’ und $ entgegengesetzte Zeichen haben, d. h. wenn j+ j, > 90° 
ist. Daraus erkennt man, daß «, «’, «, stets in demselben Quadran- 
ten liegen, und daß, wenn « spitz ist, <a, «>, dagegen wenn 
« stumpf, @ >«, «,<e« ist, d. h. die Polarisationsebene des reflek- 
tierten Lichts ist nach der Einfallsebene hin gedreht, die des ge- 
brochenen von der Einfallsebene fort. Für 5 +35, = 90° fällt die 
Polarisationsebene des reflektierten Lichts in die Einfallsebene, den 
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dieser Bedingung entsprechenden Winkel j, für den tgj = 4 ist, 


während zugleich der reflektierte Strahl auf dem gebrochenen senk- 
recht steht, nennt man Polarisationswinkel. Die Intensität des ge- 
samten reflektierten Lichts ist, wenn I die des einfallenden: 


ER eh) a U A 
(63) 1 rg Feanel 
die Intensität des gebrochenen Lichtes: 
_ r$in2jsin2j, 8 ante. 
er Tg + ag) 


Ist das einfallende Licht zörkular polarisiert, so ist in (44) und (53) 
S=P und =e-+}7x zu setzen; während die Formeln (44) und 
(53), falls &° — & beliebig ist, die Schwingungskomponenten von ellip- 
tisch polarisiertem Licht darstellen. Man erkennt, daß in beiden 
Fällen das reflektierte sowohl, als das gebrochene Licht im allgemeinen 
elliptisch polarisiert ist. Die weiteren für diese Fälle sich ergeben- 
den Folgerungen müssen hier übergangen werden. 

4) Nach Fresnel besteht das natürliche Licht aus einer sehr 
schnellen Folge von Öszillationsbewegungen nach allen Richtungen 
(s. Nr. 6). Ist I die Intensität des einfallenden natürlichen Lichts, so 


kommt auf die Schwingung im Polarisationsazimut @ der Betrag I 2. 
Die aus diesem Teilbetrag sich ergebende Intensität des reflektierten 
und gebrochenen Lichts ist 7’ 2; resp. I, ee; wo I’ und I, durch 
(63) und (64) bestimmt sind. Die Gesamtintensität des reflektierten 
und gebrochenen Lichts erhält man durch Integration nach « zwischen 
den Grenzen 0 und 2x. Es ergibt sich dann 


ee 
Th twegrn) 


Ei sin 27 sin 27 ER 53 Va 
L1=41 a) 1 + EreEerAlE 


und zwar stellt in beiden Summen der erste Summand den Gesamt- 
betrag der Intensität des in der Einfallsebene, der zweite Summand 
den Gesamtbetrag der Intensität des senkrecht zur Einfallsebene polari- 
sıerten Lichts dar. Für das reflektierte Licht ist der erste Summand 
der größere, für das gebrochene der zweite. Die Differenz der beiden 
Summanden hat für I’ und I, den gleichen Wert, nämlich 





(65) 


sin 2j sin 27, sin?(J —j,) 


(66) b=3%1 sin? (3 +3,) cos? (J —j,) 





3*+ 
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Der Ausdruck (65) für I’ ergibt sich nun auch, wenn man die 
Intensität von Licht berechnet, das teils aus natürlichem Licht von der 


Intensität I en besteht, teils aus Licht von der Intensität Z,, 
1 

das in der Einfallsebene polarisiert ist; d. h. das reflektierte Licht 
ist teilweise polarisiert und zwar in der Einfallsebene, und (66) gibt 
die Intensität dieses polarisierten Teilbetrages. Für den Polarisations- 
winkel ist j +5, 90°, daher der Teilbetrag natürlichen Lichts im 
reflektierten Licht = 0; das unter dem Polarisationswinkel reflek- 
tierte natürliche Licht ist vollständig polarisiert, und zwar in der 
Einfallsebene. 

Auch das gebrochene Licht ist teilweise polarisiert, aber senk- 
recht zur Einfallsebene; die Intensität dieses polarisierten Teiles ist 
ebenfalls durch (66) dargestellt. 

5) Weitere Folgerungen ergeben sich durch Anwendung der 
Grundformeln auf wiederholte Reflexionen und Brechungen, resp. für 
den Durchgang des Lichts durch eine oder mehrere planparallele 
Platten. Auf dieser Anwendung beruht das Polarimeter und Photo- 
meter von H. Wüd*). 


12. Die Totalreflexion in Fresnelscher Auffassung: Die Formeln 
für die Intensität des reflektierten und gebrochenen Lichts gelten so- 
wohl für n > 1, d.h. für den Übergang des Lichts von einem schwächer 
brechenden iA ein stärker brechendes Medium, als für »n<1, dh. für 
den umgekehrten Übergang. Bezeichnet man, wie üblich, mit n stets 
den Brechungsexponenten beim Übergang in das stärker brechende 
Medium, so ist für die umgekehrte Brechung n durch en zu ersetzen, 


d. h. es ist 
sin J, = N Sin ). 

Der Fall der totalen Reflexion tritt nun ein, wenn sin j> — dann 
wird sin 5j>1 und cos j,=iYn?sin?j—1 wird rein imaginär. 
Damit werden die Ausdrücke für P’ und S’ komplex, und die Fres- 
nelschen Formeln geben den wirklichen Vorgang nicht wieder. Man 
könnte daraus schließen, daß die der Reflexionstheorie zugrunde ge- 
legten Voraussetzungen für den Fall der totalen Reflexion nicht mehr 
zutreffend sind. Statt dessen nahm F’resnel an, daß seine Formeln auch 
noch für diesen Fall gelten, und daß man das Imaginäre nur zweck- 
mäßig zu interpretieren habe. Seine Interpretation ist die folgende: 
In Nr. 6 (8. 16) ist gezeigt, wie man bei der Zusammensetzung zweier 


34) Vgl. F. Neumann, Optik, Vorl. 9, p. 144 ff. 
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Schwingungen von gleicher Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung 
die Amplitude und die Verzögerungsphase der resultierenden Schwin- 
gung mittels eines Parallelogramms erhält. Für den Fall, daß die 


Verzögerungsphase der komponierenden Strahlen 2° —T ist, wird 


jenes Parallelogramm ein Rechteck mit den Seiten b, b,; den End- 
punkt der Diagonale dieses Rechtecks kann man durch die komplexe 
Zahl b+ib, darstellen. Umgekehrt kann man eine Schwingung, 
deren Amplitude den komplexen Wert b + ib, hat, ansehen als 
Repräsentanten der Schwingung, die durch Zusammensetzung zweier 
Schwingungen von gleicher Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung 
mit den Amplituden b und b, und der Verzögerungsphase w/2 entsteht ; 
die Amplitude der resultierenden Schwingung ist Yb?-+ b,?, während 
die Verzögerungsphase derselben bestimmt wird durch 
b, 


Mair 
tg22 =, 


‚Im Falle der totalen Reflexion haben nun sowohl P’ als S’ komplexe 
Werte. Ist 
P=b-+ib, S=a-ia, 


so sind nach dem Gesagten die Verrückungskomponenten in der re- 
flektierten Welle®) 


u v®L 0: u [2x(- 2 Being —eenjt “.) ik e]; 


u cosj-+ w sinj—= Va? + a? sin [2 7 (+ KueaBlsr u an 2) .. e| ; 








wo 


Ö. un 
tg 2m 0 — & 


ist. Die Berechnung von b, b,, a, a, ergibt nun: 
VEFW=YVP=jPl, Yetat=yR-|S], 
276 n?sin?; —1 
«er 
26, — 2ncosjyYn?sin!j—ıi 
'g ( . ) ni nF lsindz 
War das einfallende Licht in der Einfallsebene oder senkrecht, 
dagegen polarisiert, d.h. war $=0 oder P=(), so gilt ein gleiches 


auch bei totaler Reflexion für das reflektierte Licht, und die Inten- 
sität des reflektierten Lichtes ist in beiden Fällen gleich der des 


— 2n cosjYn? sin? —1 
n?+1—2n?sin’j ’ 











35) Es ist hier # —='s, somit das einfallende Licht als linear polarisiert an- 
genommen. 
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einfallenden. Hat das einfallende Licht das Polarisationsazimut «, 
so daß 

181 

P ’ 

so ist das reflektierte Licht, dessen Intensität auch hier gleich der 
des einfallenden ist, im allgemeinen elliptisch polarisiert, da es sich 
aus zwei senkrecht zueinander polarisierten Schwingungen zusammen- 
setzt, die eine Phasenverzögerung haben. Geradlinige Polarisation des 
reflektierten Lichtes kann nur eintreten, wenn d,—= d, ist, und das 
ist nur möglich, wenn beide gleich 0, d.h. für sinj= 1/n und 
3j=®W®, d.h. für den Grenzwinkel der totalen Reflexion und für 
streifende Inzidenz. Zirkulare Polarisation des reflektierten Lichtes 
würde eintreten, wenn d,—d, =—+.4/8. Das gibt eine Bedingung 
für den Einfallswinkel j, die eine reelle Lösung, d.h. eine Lösung 
für die sin5j< 1, nur zuläßt, wenn 


n>3+ Y8 
ist. 


Gegen Fresnels Reflexionstheorie sind die verschiedensten Ein- 
würfe erhoben, die namentlich die Annahmen 3), 4) und 6), sowie 
die willkürliche Interpretation des Imaginären bei der totalen Re- 
flexion betreffen. Gegenüber diesen Einwänden sucht Poincare in 
seiner math. Theorie des Lichtes, Abschnitt 208, Frresnels Anschau- 
ungen zu rechtfertigen, wenn er auch zugeben muß, daß Fresnels 
Analyse der Strenge entbehrt. — Daß man die Formeln der Total- 
reflexion auch ohne die Frresnelsche Deutung des Imaginären ableiten 
kann, ist zuerst von F. Neumann gezeigt°®). 


tga= 


13. Aberration des Lichtes bei Fresuel. F’resnels Hypothese zur 
Erklärung der Aberration des Lichtes hängt auf das engste mit den 
Grundannahmen seiner Reflexionstheorie zusammen, und daß Fresnel 
die Aberrationserscheinungen zu erklären vermag, führt E. Verdet in 
der Einleitung zu Fresnels Werken als ein wesentliches Moment zu- 
gunsten seiner Reflexionstheorie an. 

Will man in der Undulationstheorie die Aberration des Lichtes 
erklären, so muß man annehmen, daß der im Fernrohr enthaltene 
Äther an der Bewegung desselben nicht teilnimmt. Andererseits 
zwingt die Erfahrung, nach der die Aberration in einem mit 


36) Ann. Phys. Chem. 40, 1837; Werke 2, p. 585. Vorher hatte allerdings 
schon Cauchy (Paris C.R. 2, 1836) bemerkt, daß man statt der imaginären Sinus 
und Kosinus Exponentialgrößen einführen könne, wie man es heutzutage allge- 
mein tut. Die Durchführung des Problems ohne jede Benutzung des Imaginären 
rührt von F. Neumann her (vgl. Nr. 20b, S. 56). 
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Wasser gefüllten Fernrohr dieselbe ist, wie in einem mit Luft ge- 
füllten, zu der Annahme, daß der Äther, in dem sich das Licht fort- 
pflanzt, nicht völlig unbeweglich im Raume ist, sondern teilweise an 
der Erdbewegung teilnimmt. Hinsichtlich der bei der Bewegung des 
Mediums mitgenommenen Äthermasse macht nun Fresnel folgende 
Annahme: Ist d, die Dichtigkeit des freien Äthers, ö die des Äthers 
im bewegten Medium, so bleibt die Masse ö, der Volumeneinheit des 
letzteren Äthers in Ruhe, nur der Überschuß d— d, nimmt an der 
Bewegung des ponderablen Materie teil. Daraus ergibt sich, daß der 
Schwerpunkt des Systems ruhender und bewegier Äther sich, wenn 
v die Geschwindigkeit der ponderablen Materie ist, mit der Geschwin- 


digkeit 
v_v (1 — =) 


bewegt, wo n den Brechungsindex bezeichnet, der ja nach Fresnel 


gleich Yv:; ist. Dies Fresnelsche Resultat ist durch Interferenzver- 
0) 


suche von Fizeau, sowie von Michelson und Morley bestätigt. — Eine 
strengere Begründung der Fresnelschen Anschauung findet man in 
Poincares mathematischer Theorie des Lichtes Nr. 240. Für die 
Elektronentheorie ist der sogenannte „Fresnelsche Mitführungskoef- 
fizient“ besonders wichtig geworden; vgl. Art. H. A. Lorentz, Ency- 
klop. V 14, p. 271. 


III. Die mechanisch-elastische Begründung der Theorie. 


14. Die Lichtbewegung in isotropen Medien nach der Elasti- 
zitätstheorie. CO. L. Navier, S. D. Poisson. Fresnels experimentell 
begründetes Resultat, daß die Lichtschwingungen transversal seien, 
rief zunächst vielseitigen Widerspruch hervor, insbesondere von seiten 
Poissons. Eine strenge theoretische Begründung der Möglichkeit 
transversaler Wellen war F’resnel nicht möglich, weil zu der Zeit, wo 
er seine Untersuchungen anstellte, eine Theorie der Elastizität fehlte. 
Die Grundgleichungen derselben wurden für isotrope Medien zuerst 
von C. L. Navier?”), später auf anderem Wege von S. D. Poisson°®) und 
4A. L. Cauchy (siehe weiterhin) abgeleitet. Die Navier-Poissonschen 
Gleichungen unterscheiden sich von denen der modernen Elastizitäts- 
theorie®®) dadurch, daß sie die Erscheinungen isotroper Medien nur 


37) Paris M&m. 7, 1824 (vorgelegt 1821). 

88) Paris Me&m. 8, 1828. 

839) Navier und Poisson gelangten zu ihren Gleichungen von molekular- 
theoretischen Vorstellungen aus durch Betrachtung der zwischen den Molekülen 
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von einer Konstante abhängig sein lassen, statt von zweien. Die 
Gleichungen der neueren u lauten für isotrope Medien: 


= ütmn retten) 


wozu zwei Gleichungen derselben Form für v, w kommen. Darin 
sind u, v, w die Komponenten der Verrückung, ö die Dichtigkeit, 
A, w Konstante, N 


-5+ +2 


die räumliche Dilatation ist. Bei nn und Poisson ist A= u, 
während in der neueren Theorie diese Konstanten als voneinander 
unabhängig betrachtet werden. Sucht man partikuläre Integrale 
dieser Gleichungen, welche ebenen Wellen entsprechen, so kann man, 
da in isotropen Medien alle Richtungen gleichwertig sind, die Fort- 
pflanzungsrichtung als der z-Achse parallel und daher für ebene 
Wellen u, v, w als von y,-z unabhängig annehmen. Dann bekommen 
die Gleichungen die Form 


>} 
” 
In) 


S 


se 0° P 
Br (+2 i> ua Er 


x 


>>) 


Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist 
u=pa— VY+pl+ Yd, v=ve— M)+Ylce+ Pi), 
v-r@— M)+yl@+ 7), 


wo 9, 9, :-:-, X willkürliche Funktionen bezeichnen, während die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten Y,, V die Werte haben 


Bay eye 


und für die Navier-Poissonsche Annahme A = u ergibt sich speziell 
_ yy3. 








wirksamen Zentralkräfte. Diese Ableitung fübrte sie auf die nur von einer Kon- 
stante abhängigen Gleichunger‘. Cauchy hat durch seine Untersuchungen über 
Statik und Kinematik der Kontinua, insbesondere durch Einführung des Span- 
nungsbegriffs, die nicht-molekulare Elastizitätstheorie begründet. In einem Teil 
seiner Arbeiten aber ist er ebenfalls von molekular-theoretischen Ansätzen aus- 
gegangen und hat die elastischen Kräfte auf molekulare Anziehungs- und Ab- 
stoßungskräfte zurückgeführt. Näheres s. Encykl. IV, Art. 23 von Müller- Timpe. 
Vgl. ferner H. Burkhardt: Bericht über die Entwicklung nach oszillierenden 
Funktionen, Leipzig 1901—1906, $ 56—64. Dort ist ($ 57) auch der Einfluß der 
Undulationstheorie des Lichtes auf die Ausbildung der Elastizitätstheorie erörtert. 

40) Vgl. Lame, Legons sur la th6orie mathömatique de l’elasticit6 des 
corps solides, Paris 1852, 
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In dem elastischen Medium können sich daher, da « der Fortpflan- 
zungsrichtung parallel ist, v, w dagegen auf dieser Richtung senkrecht 
stehen, in jeder Richtung sowohl longitudinale Wellen fortpflanzen, 
als transversale, erstere mit der Geschwindigkeit V,, letztere mit der 
Geschwindigkeit V. Die Schwingungsrichtung in den transversalen 
Wellen ist, da man die Achsen y, z beliebig drehen kann, eine be- 
liebige Richtung der Wellenebene. 

Poisson*) hat dasselbe Resultat auch ohne die Annahme ebener 
Wellen abgeleitet. Aus den allgemeinen Lösungen der elastischen 
Gleichungen, die er in Form von Doppelintegralen dargestellt hat, 
folgt, daß aus einer beliebigen Erschütterung, die ursprünglich nur 
einen kleinen Teil des Mediums einnahm, zwei Wellen entstehen, eine 
longitudinale und eine transversale, deren Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten sich wie Y3: 1 verhalten. 


15. A.L.Cauchy. Allgemeiner molekular-theoretischer Ansatz. 
Cauchy beschränkte sich nicht auf isotrope Medien, sondern dehnte 
zuerst die Theorie auf kristallinische Medien aus. (Gerade hier war 
es nötig zu untersuchen, ob die exaktere Berechnung der Einwirkung, 
die ein Ätherteilchen von den umgebenden Teilchen erfährt, Fresnels 
bestreitbare Anschauung über die Art dieser Einwirkung rechtfertige 
oder nicht. Zur Entscheidung dieser Frage ging Cauchy auf die 
Betrachtung der zwischen den „Äthermolekülen“ wirksamen Kräfte 
zurück. Cauchys hauptsächlichste Untersuchungen sind im 5., 4. und 
5. Bande seiner (älteren) Exereices de mathematique®’) und in seinem 
Mömoire sur la dispersion de la lumiere“?) veröffentlicht. Cauchy 
setzt die Äthermoleküle als punktförmig voraus und nimmt an, daß 





41) Paris Mem. 10, 1830. Der Titel der Arbeit ist: M&moire sur la propa- 
gation du mouvement dans les milieux &lastiques. 

42) Diese Bände sind 1828—1830 erschienen. Band 3 und 4 entwickeln 
die allgemeinen Gesetze für Gleichgewicht und Bewegung eines Systems mate- 
rieller Punkte, Band 5, von dem nur ein Bruchstück erschienen ist, enthält den 
Anfang der Anwendung auf Optik. Die übrigen optischen Arbeiten Cauchys 
außer dem Mö&moire sur la dispersion enthalten meist nur die Resultate nicht 
veröffentlichter Untersuchungen. — Vgl. F. X. Moth, Die Theorie des Lichts, 
nach einem lithographierten M&moire von Cauchy, Wien 1842; das M&m. selbst 
scheint bereits 1836 erschienen zu sein. $. auch Cauchys Oeuvres compl., Ser. 2, 
tome VIff, ferner die Darstellung von F.@. W. Radicke in Doves Repertorium der 
Physik 3, Berlin 1839, und A. Beer, Einleitung in die höhere Optik, Braunschweig 
1853, 2. Auflage 1882. Vgl. ferner die Besprechung der Cauchyschen Arbeiten 
in den in Anm. 39) zitierten Bericht von HM. Burkhardt, Abschnitt IX und X. 


43) Prague 1836 und zugleich Paris 1836 als „Nouveaux exerc. de math.“ 
[Oeuvres (2) X].. 
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zwischen ihnen Zentralkräfte wirksam sind, daß ferner für die Fort- 
'pflanzung des Lichtes nur solche Bewegungen der Teilchen in Be- 
tracht kommen, deren Amplituden gegen ihre relative Entfernung 
sehr klein sind. Endlich betrachtet er nur solche Medien, die in be- 
zug auf drei rechtwinklige Achsen symmetrisch sind. Sind x, y, 2 die 
Koordinaten eines Teilchens m im Ruhezustande, + Az, y+ Ay, 
2-4 Az die eines benachbarten Teilchens u, r die Entfernung beider, 
muf(r) die zwischen ihnen wirkende Zentralkraft, so gelten für den 
Gleichgewichtszustand drei Gleichungen der Form 


(67) Dun =0, 


wo die Summen sich auf die sämtlichen den Massenpunkt m um- 
gebenden Teilchen u beziehen. Die Teilchen des Mediums mögen 
nun eine Verschiebung erfahren, und zwar seien für den Punkt x, y, 2 
die Komponenten derselben u, v, w, für 2+&Ax, y+Ay, +: 
aber uv+ Au, v+ Av, w-+ Aw, während sich gleichzeitig r um Ar 
ändert, dann sind die Gleichungen der Bewegung von m 


(68) Duft + SE, 


zu der noch zwei analoge Gleichungen für v, w kommen. 

Aus (68) folgt durch Entwicklung nach Potenzen von Au, Av, 
Aw und Vernachlässigung der zweiten und höheren Potenzen dieser 
Größen, ferner unter Berücksichtigung von (67): 


0° 
0) = Zuauf] 
rf()— ft), Ar/Audz , Avdy , Awdz 
N en er +2). 


R fi 2 T. 





Diese Gleichungen werden auf ebene Wellen“) angewandt, d.h. solche, 


44) Der Übersichtlichkeit wegen ist die Spezialisierung für ebene Wellen 
schon an (69) angeknüpft. Man hätte statt dessen auch zuerst Au, Av, Aw 
allgemein mittels der Taylorschen Reihe nach Potenzen von Ax, Ay, Az ent- 
wickeln 

ıu 


(698) um aat. + ade), 


diese Ausdrücke in (69) einsetzen und dann erst die Annahme ebener Wellen 
einführen können. Cauchy hat in verschiedenen Abhandlungen beides getan; 
das Verfahren des Textes findet sich zuerst in exerc. de math. 5, 1830 [Oeuvres 
(2) IX, p. 891]. Die durch Einsetzen der Ausdrücke (69a) in (69) sich ergebenden 
Gleichungen sind, wenn man die Entwicklung nach den Gliedern zweiter Ord- 
nung von Ax abbricht, wesentlich mit den allgemeinen elastischen Gleichungen 
übereinstimmend. Die Anwendung des Taylorschen Satzes rechtfertigt sich da- 
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bei denen alle Punkte einer Ebene «x + ßy-+-yz=o parallele 
Schwingungen von gleicher Amplitude und gleicher Phase ausführen, 
für die also die Gleichungen gelten ®°): 


| u=ms vens W=ps, 
| s— Asin” (g — Pi), "+n"+r=1. 


Die hieraus folgenden Werte von 
d’s Ag’ 

AummlZaetgsar +) Ao—edr+BAy+YAs, 
setze man in (69) ein, vernachlässige, da die Molekularkräfte nur auf 
sehr. kleine Entfernungen wirken und daher nur sehr kleine Ag in 
Betracht kommen, die Glieder von Ag? ab, und beachte außerdem, 
daß wegen der angenommenen symmetrischen Struktur des betrach- 
teten Mediums diejenigen Summen, welche ungerade Potenzen von 
Ax, Ay, Az enthalten, verschwinden, so ergeben sich zwischen den 
Konstanten m, n, p, V drei Gleichungen von folgender Form: 


2Y’m=Lm+ Rn+0Qp, 
(71) 2V’n = Rm+ Mn+Pp, 

2V’p = Qm-+ Pn+ Np. 
Die Koeffizienten L, M, N, P, Q@, R hängen von «, ß, x mittels der 
Gleichungen: 


(70) 


— (A+ Ne+(B+ MB+ (C+ E)y, 
M=(&+F)@+(8+ BB + (C + D)y, 

— (U+ BE) +8 +D)P + (C + 0), 
P=2Dßy, Q=2Eoy R=2Faß 
ab, während die Koeffizienten W,8, €, A,B,..., F dem Medium 
eigentümliche Konstanten sind, nämlich 


Rn fo) ee N Ar’ 
m Zullan... a Zr fomtmag,.. 


ae, 


r r? 


as). & 








Die Gleichungen (71) sind dieselben, die sich ergeben, wenn man in 
dem Ellipsoid 


(73) L®?+ MY? + N2?+2Pyz+20ee +2Rıy=1 


durch, daß die Verschiebungen unendlich naher Teilchen keine endlichen Unter- 
schiede besitzen können. 

45) Man könnte auch allgemeiner s= f(e T Vi) setzen, wo f eine willkür- 
liche Funktion ist. 
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die Länge und Richtung der Hauptachsen sucht. In dem betrachteten 
Medium pflanzen sich daher in jeder Richtung drei Systeme ebener 
Wellen fort, deren Schwingungsrichtungen den Achsen des Bllipsoids 
(73) parallel sind, während ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeiten V/ 
den Längen der entsprechenden Achsen umgekehrt proportional sind. 
Cauchy bezeichnet jenes Ellipsoid als Polarisationsellipsoid. 

Für isotrope Medien tA\=®=(,4A=B=-6GF=E=D. 
Da hier alle Richtungen gleichwertig sind, so kann man ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit $=0, y=(0, @a=1 setzen, dann wird 
M=-N, P=Q0=R=0. Aus den Gleichungen (71) folgt dann 
entweder 2V??=NA+A, n=(0, p=0, was einer longitudinalen 
Welle entspricht, oder 2V7”?=4A-+ D, m = 0, während » und » be- 
liebig bleiben, was einer transversalen Welle entspricht, deren 
Schwingungsrichtung in der Wellenebene eine beliebige Lage hat. Das 
Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten beider ist 

HD 

Kehrt man zum allgemeinen Falle zurück, so fragt sich nun, ob 
der durch die Gleichungen (71) und (72) dargestellte Zusammenhang 
zwischen den Richtungskosinus «, ß, y der Wellennormale einerseits, 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit Y und den Kosinus m, n, p der 
Schwingungsrichtung andererseits den von Fresnel aus der Beobach- 
tungen abgeleiteten Gesetzen entspricht... Untersucht man diese Frage 
zunächst für den Fall, daß die Wellenebene parallel einer der Sym- 
metrieebenen des Kristalls ist, daß also zwei der Größen «, ß, y ver- 
schwinden, so ergibt sich jedesmal eine longitudinale, der Wellen- 
normale parallele Schwingung und zwei transversale, zueinander und 
zur Wellennormale senkrechte Schwingungen. Die für die letzteren sich 
ergebenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten entsprechen nicht ohne 
weiteres den Fresnelschen Gesetzen, wonach je zwei Werte von V, 
die zu verschiedenen der hier betrachteten Wellenebenen gehören, 
gleich sein müssen. Man kann jedoch eine Übereinstimmung mit 
diesen Gesetzen auf doppelte Weise erreichen, je nachdem man von 
den beiden möglichen Definitionen der Polarisationsebene (vgl. Nr. 5) 
die eine oder die andere als zutreffend betrachtet. Ist die Polarisations- 
ebene die durch die Wellennormale und die Schwingungsrichtung ge- 
legte Ebene, so ist erforderlich, daß 


(74) A=-d=C 


ist, eine Bedingung, die für nicht isotrope Medien nur erfüllt werden 
kanu, wenn diese drei Größen verschwinden. Legt man aber die 
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Fresnelsche Definition der Polarisationsebene zugrunde, so müssen, um 
Übereinstimmung mit den Fresnelschen Gesetzen zu erhalten, zwischen 
den Konstanten die Relationen bestehen: 


(5) S+D=-A+F AHE=B8+D B+F=C+E 


von denen die dritte aus den beiden ersten. folgt. Durch eine der 
beiden Annahmen (74) oder (75) ist indessen Übereinstimmung mit 
den Fresnelschen Gesetzen nur für die Wellen erreicht, deren Nor- 
malen mit einer der Kristallachsen zusammenfallen. Soll die Über- 
einstimmung für alle Wellen bestehen, deren Normalen einer der 
Symmetrieebenen parallel sind, so sind zwischen den Konstanten des 
Mediums noch weitere Beziehungen erforderlich, nämlich 


(6) (B-D)(C—-D)=4D, (C—-E)(A— E)=4ES, 
B-F)\A—-M=4F, 


und zwar sind diese Bedingungen sowohl bei der Annahme (74), als 
bei der Annahme (75) erforderlich. 

Für beliebige Werte von «, ß, y genügt auch die Hinzunahme 
von (76) zu (74), bzw. (75) nicht, um die Frresnelsche Konstruktion 
herzuleiten. Hier ist die weitere Annahme erforderlich, daß die Kon- 
stanten A, B, C einerseits, D, E, F andererseits einander nahezu gleich 
sind, so daß man die Quadrate ihrer Differenzen vernachlässigen kann. 
Bei dieser Vernachlässigung folgt aus (76): 


(77) ZLEBSCH ALO-OE BLC—6D, 


Mag man nun (74) oder (75) zu (77) hinzunehmen, so zerfällt die 
Gleichung dritten Grades für V*, die sich aus (71) ergibt, in zwei 
Faktoren, einen in bezug auf V? linearen und einen quadratischen. 
Die aus (71) folgenden Werte von m,n, p zeigen, daß die durch 
Nullsetzen des linearen Faktors erhaltene Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit einer Schwingung entspricht, die nahezu longitudinal (quasi- 
longitudinal) ist, während die beiden aus dem quadratischen Faktor 
sich ergebenden Werte von V? nahezu transversalen (quasi-transversalen) 
Schwingungen angehören. Für die beiden letzteren gilt die F’resnel- 
sche Konstruktion. Die quadratische Gleichung, aus der die zugehö- 
rigen Werte von V? folgen, läßt sich auf die Form (31) bringen. 
Aus jeder der beiden Annahmen (74) oder (75) ergeben sich also 
mit Hinzunahme von (77) die Fresnelschen Gesetze der Doppel- 
brechung, nur daß bei der ersten Annahme die Schwingungen in der 
Polarisationsebene erfolgen, bei der zweiten senkrecht dazu, d.h. also: 
in dem der Wellenebene parallelen Zentralschnitt der Elastizitätsfläche 
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ist bei der ersten . Annahme die Richtung der Schwingung, deren 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit durch eine Achse des Schnitts aus- 
gedrückt wird, der anderen Achse parallel, während bei der zweiten 
Annahme die Schwingungsrichtung parallel der Achse ist, durch die 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bestimmt ist. Cauchy entschied 
sich in seinen Exercices und in seiner Dispersion für die erste An- 
nahme; später in einem Briefe an Libri?) verwarf er dieselbe indes, 
da aus der Annahme 


A=-B-C-0 


folgen würde, daß die Drucke auf die Koordinatenebenen im Ruhe- 
zustand verschwinden. — Von den longitudinalen Schwingungen nimmt 
Cauchy an, daß sie keine Lichtwirkung hervorbringen. 

Über Cauchys Versuche, seine Theorie auf solche Medien auszu- 
dehnen, die die Polarisationsebene drehen, vgl. Nr. 26b. 


16. Modifikation der Cauchyschen Theorie durch V. von Lang. 
Mittels der Gleichungen (71) läßt sich leicht zeigen, daß in der 
Cauchyschen Theorie vollkommen transversale Wellen nicht möglich 
sind. Da die drei zu einer gegebenen ebenen Welle gehörigen 
Schwingungsrichtungen mit den Achsen des Polarisationsellipsoids 
(73) zusammenfallen, also aufeinander senkrecht sind, so muß, wenn 
zwei derselben streng transversal sein sollen, die dritte streng longi- 
tudinal sein. Die Gleichung (71) müßte daher dureh m=a,n=Bß, 
p=y, ®@+P°+y?=1 identisch erfüllt werden. Damit das mög- 
lich, müßte 

A=B=(0=-3D=-3E=3F 


sein, d. h. das betreffende Medium müßte isotrop sein. Eine Doppel- 
brechung wäre nicht möglich. Dasselbe Resultat ergibt sich auch 
schon, wie V. von Lang“?) gezeigt hat, bei Untersuchungen von 
Wellen, deren Normalen in einem Hauptschnitt des Kristalls liegen. 
Um zu Formeln zu gelangen, die genau zu den Fresnelschen Gesetzen 
führen, modifiziert V. von Lang die Grundgleichungen (68) dahin, 
daß er der Funktion f (die bei Cauchy in allen drei Gleichungen 
dieselbe ist) in jeder der Gleichungen einen besonderen Wert zuerteilt. 
Er motiviert das durch den Einfluß der Körperteilchen auf die Äther- 
teilchen. Indem er die modifizierten Gleichungen genau in der gleichen 
Weise wie Cauchy behandelt, findet er durch Betrachtung der Wellen, 


47) Paris C. R. 2, 1836; Ann. Phys. Chem. 39, 1836. 
48) Wien Ber. 81 (1880), p. 369. Vgl. die zweite Auflage von A. Beer, 
Einleitung in die höhere Optik, 1882. 
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die einem Hauptschnitt parallel sind, zwischen den Konstaxten 
Relationen, die dann zum Ziele führen. 

Eine ausführliche Kritik der Cauchyschen Theorie ist auch von 
F. Mathieu gegeben *°). 


17. Cauchys Dispersionstheorie. Die bisherigen Entwicklungen 
vermögen in keiner Weise die Dispersion des Lichtes zu erklären, 
denn sie ergeben für alle Medien (kristallinische oder isotrope) die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Welle als nur von den Konstanten 
des Mediums abhängig, dagegen als unabhängig von der Farbe. Den 
Grund dafür sieht Cauchy darin, daß bei der Entwicklung von Au,... 
nur die Glieder zweiter Ordnung in bezug auf Az, Ay, Az berück- 
sichtigt, die höheren Potenzen derselben aber vernachlässigt sind. 
Denn bei dieser Vernachlässigung erhält man auf beiden Seiten der 
Gleichung (69) nur die zweiten Ableitungen von u, v, w nach &, y, 2 
und i; sämiliche Glieder in (69) haben daher nach Einführung 
der Werte (70) den gemeinsamen Faktor (2x/A)?, und wenn durch 
diesen dividiert wird, verschwindet A, daher auch die Schwingungs- 
dauer r aus den Formeln. Würde man aber in der Entwicklung 
von Au,... auch die Glieder höherer Ordnung von Az,... be- 
rücksichtigen, so würde sich V als von r abhängig ergeben. Diese 
Berücksichtigung der Glieder höherer Ordnung, die sich aller- 
dings nur rechtfertigen ließe, wenn die Molekularabstände gegen 
die Wellenlänge A nicht verschwindend klein wären, bildet den 
Grundgedanken von Cauchys Dispersionstheorie.e Wendet man die 
Gleichungen (69) und (70) auf isotrope Medien an und betrachtet trans- 
versale Schwingungen, die sich parallel der z-Achse fortpflanzen, 
während die Schwingungsrichtung parallel x ist, so wird 


0e=3, u= Asiny (e— Wi), v0 w=(, 
(78) Au— ig -56%) +) 


31 2 5! ı 
Pe () 4 A;z* 
(-(6%) en Fo), 0-0, Au=0. 


Setzt man diese Ausdrücke in Ri ein und beachtet, daß die über 
alle Massenpunkte erstreckten Summen, die ungerade Potenzen von 
Az enthalten, verschwinden, so folgt aus (69): 


(79) ie Na rel) + 
und die a,d,c gewisse über alle Massenpunkte erstreckte Summen 


49) Journ. de math. (3) 7, 1881. 
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bezeichnen. Da 
AV. 


2 2 si 
so ist hiermit () in eine nach Potenzen von (7) fortschreitende 


Reihe entwickelt. Kehrt man die Reihe um, so ergibt sich eine 
Gleichung der Form 


ELCETCELcRe 


1 2 n\ 2 9 \ 4 
nt) +all) + 
Falls weiter V,, A, Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Wellenlänge 


im leeren Raume für die Schwingungsdauer r bezeichnen, so wird 
der Brechungsexponent 


oder 


4, 


Ü 


n = 7» 


BAD 


und aus der obigen Formel für V folgt für n eine Gleichung der Form 
n-e+&+ ht, 
v 0 


aus der, wenn die Koeffizienten «, ß, y sämtlich positiv sind, die Zu- 
nahme von n mit abnehmendem A, folgt. Die Formel stimmt mit 
den Ergebnissen der Beobachtung sehr gut überein; zur Darstellung 
jener Ergebnisse genügen schon die beiden ersten Glieder.. Die Über- 
einstimmung erklärt sich daraus, daß trotz der abweichenden Grund- 
lage die Resultate der Oauchyschen Theorie mit denen der heutigen 
Resonanztheorie sich formal decken. 

Um das Fehlen der Dispersion im leeren Raume zu erklären, 
bringt Cauchy zunächst den Ausdruck (79) für V? auf eine andere 
Form. Der Faktor von u auf der rechten Seite von (78) ist 


— [1 — cos (GA) | = — 2sin? (742). 
Durch Einsetzen von (78) in (69) folgt dann: 


1; 9 (7 fr) , «form Ar 
wa ee) 
Unter der Annahme, daß im leeren Raume die Ätherteilchen sehr 
nahe aneinander liegen, ersetzt Cauchy die Summation durch eine In- 
tegration und führt in dem Integral Polarkoordinaten ein: 
Az=rcosd, Axr=rsind#cosp, Ay=rsin® sing, 
u = ör’dr sin®dPdp, 


wo ö die Dichtigkeit ist. Die Integration, über den ganzen Raum 
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ausgedehnt, gibt | 
64? 2 
= On — delt 
Soll nun F von 4 unabhängig sein, so muß 
[rf(r)]-=o = 0 


sein, während zugleich [r*f(r)]--o einen negativen Wert haben muß, 
Die nicht hingeschriebenen Glieder in (80) verschwinden bei Erfüllung 
dieser Bedingungen von selbst. Diesen Bedingungen kann auf ver- 
schiedene Weise genügt werden, z. B. durch 


Kr 


Doch sind diese Schlüsse an die Bedingung eines kontinuierlichen 
Äthers geknüpft, gelten also nicht für den Äther in ponderablen 
Medien. 

E.B.Christoffel®) hat das Größenverhältnis der in der Cauchyschen 
Dispersionsformel (79) auftretenden Koeffizienten näher untersucht 
und gefunden, daß die beiden ersten Koeffizienten a, b beliebiger end- 
licher Werte fähig sind, während jeder folgende im Vergleich zu dem 
je vorhergehenden von der Ordnung _? ist, unter g den Radius der 
molekularen Wirkungssphäre verstanden. Ist A nicht sehr klein gegen 
0, so kann man daher in (79) die rechte Seite auf die beiden ersten 
Summanden beschränken. Führt man nun an Stelle der Konstanten 
a,b, die beide positiv sind, zwei neue Konstante n,, A, ein, bezeichnet 
ferner mit A, nicht wie in (79), die Wellenlänge in dem betrachteten 
Medium, sondern die im leeren Raume, mit » den Brechungsexponenten 
des Mediums, so reduziert sich die Gleichung (79) auf eine quadra- 
tische Gleichung für n?, die als einzig brauchbare Wurzel den Wert 
liefert 


0) is erh 
80 Sa 

rn Aoers 
woraus folgt, daß in das Medium nur solche Strahlen übergehen 
können, für die A>A4, ist. Das durch das Medium entworfene Spek- 
trum wird von zwei Richtungen begrenzt, die den Brechungsindizes 


er entsprechen. Man kann n, als Maß des Brechungsver- 





N, und 
mögens, A, als Maß des Dispersionsvermögens betrachten. 
50) Berlin Monatsberichte 1861; Ann. Phys. Chem. 117 (1862); Ann. chimie 


(3) 64. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 4 
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18. Cauchys Reflexionstheorie. Cauchy hat seiner Theorie der 
Reflexion und Brechung?!) die strengen Grenzbedingungen (s. Nr. 10) 
zugrunde gelegt. Er nimmt also 1) Gleichheit der Verrückungskom- 
ponenten u, v, w beider Medien an der Grenze z2= 0 an; 2) statt der 
Gleichheit der Komponenten des Drucks jedoch nimmt er die Gleich- 


heit von 2, 2°, 2% für z—0 an. Er rechtfertigt diese An- 


nahme, indem er voraussetzt, daß die beiden Medien, an deren Grenze 
die Reflexion erfolgt, nicht unmittelbar aneinanderstoßen, sondern daß 
zwischen beiden ein allmählicher, stetiger Übergang in bezug auf 
Dichte und Elastizität stattfindet, und indem er die Lichtbewegungen 
in dieser Übergangsschicht, deren Dicke klein gegen die Wellenlänge 
sein soll, betrachtet 

Auf isotrope Medien angewandt, geben diese Grenzbedingungen, 
wenn die Schwingungsrichtung senkrecht zur Einfallsebene ist, genau 
das Fresnelsche Resultat. . Für Schwingungen in der Einfallsebene 
dagegen kann man den Grenzbedingungen nur genügen, wenn man 
im reflektierten und gebrochenen Lichte neben den transversalen auch 
longitudinale Schwingungen zuläßt, von letzteren aber annimmt, daß 
ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit imaginär ist, und daß daher diese 
Strahlen ohne Bedeutung sind. Das erfordert, daß die Konstante 
A 4A (vgl. Nr. 15) negativ ist. Dies ist aber, wie Green erkannt 
hat (s. Nr. 23), mit der Bedingung für stabiles Gleichgewicht nicht 
verträglich®?). Somit erscheint die Oauchysche Theorie nicht haltbar. 

Bemerkt sei, daß die Darstellung, welche Cauchy von seiner 
Theorie gibt, unvollständig und wenig übersichtlich ist. Ableitungen 
der Cauchyschen Formeln sind gegeben von A. v. Ettinghausen °?), 
A. Beer), F. Eisenlohr®®), Ch. Briot®®). Übrigens gibt die Oauchysche 
Theorie auch von solchen Abweichungen von den Fresnelschen Formeln 
Rechenschaft, wie sie den Jaminschen Beobachtungen über die ellip- 
tische Polarisation des reflektierten Lichtes entsprechen. 


51) Exercices d’analyse de phys. et math. 1, 1840; Paris M&m. 32, 1850. 
In seinen Arbeiten vom Jahre 1830 hatte Cauchy nur einen Teil der Grenz- 
bedingungen benutzt, nicht die vollständigen. 

52) Eine eingehende Kritik der Cauchyschen Reflexionstheorie findet man 
bei K. von der Mühll, Math. Ann. 5 (1872). Nach ihm beruht die Herleitung der 
Grenzbedingungen bei Cauchy auf einer nicht ausgesprochenen, willkürlichen 
Voraussetzung. 

53) Ann. Phys. Chem. 50, 1840; Wien Ber. 18, 1855. 

54) Ann. Phys. Chem. 91, 92, 1854. 

55) Ann. Phys. Chem. 104, 1858, 

56) Paris ©. R. 63; Journ. de math. (2) 11, beide 1866. 
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 Cauchy hat seine Theorie auch auf die Reflexion an Metallen 
ausgedehnt. Um diese zu behandeln, muß man den Fresnelschen An- 
satz nur dahin ändern, daß 1) in den Schwingungskomponenten des 
reflektierten und gebrochenen Lichts die Phase & eine andere ist als 
‘in denen des einfallenden Lichts, und zwar hat & einen verschiedenen 
Wert für die in der Einfallsebene gelegenen und die senkrecht dazu 
gerichteten Komponenten; daß 2) den Schwingungskomponenten des 
gebrochenen Lichts der Faktor e”** hinzugefügt wird, was, da 2 im 
zweiten Medium positiv ist, ein Erlöschen des PER Lichts 
sehr bald hinter der Grenze bedingt. Mittels desselben Ansatzes 
kann man auch die totale Reflexion behandeln und bedarf dann 
nicht der willkürlichen Fresnelschen Interpretation des Imaginären. 


19. F. Neumann. Allgemeine Grundlagen seiner Arbeiten. 
Ungefähr gleichzeitig mit Cauchy versuchte auch F\ Neumann die 
Fresnelsche Kristalloptik strenger zu begründen”). Er ging aus 
von der Elastizitätstheorie, indem er zunächst die von Navier für iso- 
trope Körper aufgestellten elastischen Gleichungen auf solche kristalli- 
nische Medien ausdehnte, die durch drei senkrechte Ebenen sym- 
metrisch teilbar sind. Seine Grundformeln sind von der Form: 


0’u 9?u 
75 — A et Font Dil 


Sucht man diejenigen Lösungen der Gleichungen, die ebenen Wellen 
entsprechen, und bezeichnet mit «, ß, y die Kosinus der Fortpflanzungs-, 
mit m, n, p diejenigen der Schwingungsrichtung, so ergeben sich genau 
die Gleichungen (71), (72), (73) der Cauchyschen Theorie, falls man 
noch in (72) A =8=(=0 und in (71) links Ö statt des Faktors 2 
setzt. Die eine der Annahmen, die Cauchy machen mußte, um Überein- 
stimmung zwischen seinen Resultaten und denen Fresnels zu erhalten, 
ist hier infolge der Natur der Grundgleichungen von selbst erfüllt. 
Die anderen Folgerungen Neumanns sind wesentlich mit dem Teil 
der Cauchyschen Resultate identisch, die dieser aus der Annahme 
A—=-8-=(C-—0 abgeleitet hatte; insbesondere ergibt sich eine Über- 
einstimmung der theoretischen Resultate mit den Fresnelschen Ge- 
setzen nur, wenn man die Polarisationsebene, abweichend von Fresnel, 


57) Theorie der doppelten Strahlenbrechung, abgeleitet aus den Gleichungen 
der Mechanik, Ann. Phys. Chem. 25, 1832; Werke 2, p. 159; Klassiker d. ex. Wiss. 
Nr. 76 (1896). F. Neumanns Untersuchungen sind ganz unabhängig von Cauchy 
entstanden. Kurz vor der Veröffentlichung seiner Arbeit waren F. Neumann die 
Resultate von Cauchy, aber nur diese, bekannt geworden. 

4* 
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als die Ebene definiert, die durch die Wellenebene und die Schwin- 
gungsrichtung gelegt ist. Neumann schließt daraus, und dieser 
Schluß ist unanfechtbar, daß man entweder seine Definition der Pola- 
risationsebene oder seine Grundlage der Theorie verwerfen müsse. 
Dieser Schluß trifft übrigens nicht bloß auf die Naviersche Elastı- 
zitätstheorie zu, auf deren Boden Neumann, da eine andere Theorie 
noch nicht existierte, stand, sondern auch auf die neuere Theorie, 
bei der dıe Gleichungen für isotrope Medien nicht von einer, 
sondern von zwei Konstanten abhängen. Denn auch alle späteren 
Autoren, die von der Gleichung der allgemeineren Elastizitätstheorie 
ausgegangen sind, wie z.B. Lame, Kirchhoff usw., sind zu derselben 
Auffassung über die Lage der Polarisationsebene gelangt. An seiner 
Auffassung hat Neumann auch in seinen späteren Arbeiten, insbeson- 
dere in seiner gleich zu besprechenden Reflexionstheorie festgehalten, 
während er dort die Existenz der longitudinalen Wellen, die neben 
den transversalen auftreten können, verwarf, also auch die Licht- 
schwingungen in Kristallen nicht nur als nahezu, sondern als streng 
transversal ansah. 


20. F. Neumanns Reflexionstheorie°®). a) Reflexion an isotropen 
Medien. Um für das reflektierte und gebrochene Licht rein trans- 
versale Bewegungen zu erhalten und daneben nicht noch longitudinale 
Schwingungen einzuführen, benutzt auch Neumann nicht die strengen 
Grenzbedingungen, sondern ersetzt sie teilweise durch vereinfachende 
Annahmen. Diese unterscheiden sich von den Fresnelschen (s. Nr. 10) 
in folgendem: ad 2) betrachtet Neumann, wie schon bemerkt, die 
Schwingungen des polarisierten Lichts als «” der Einfallsebene er- 
folgend; ad 3) nimmt er an, daß in allen Medien der Äther gleiche 
Dichtigkeit, aber verschiedene Elastizität hat; ad 4) postuliert er, daß 
neben den der Grenzfläche parallelen auch die dazu senkrecht gerich- 
teten Komponenten der Verrückung für beide Medien die gleichen 
Werte haben. In den übrigen Annahmen schließt er sich Frresnel an. 

Diese veränderten Annahmen bringen gegenüber der Fresnelschen 
Theorie folgende Modifikation in den Entwicklungen zuwege. Wegen 
3) wird 

sinj:siny=iA:y=V:91, =YVE:YE, 


wo E und E, die Elastizitätskonstanten beider Medien bezeichnen, 

58) Theoretische Untersuchungen der Gesetze, nach welchen das Licht an 
der Grenze zweier vollkommen durchsichtiger Medien reflektiert und gebrochen 
wird, Berlin Abh. 1885, 8. 1—160; Werke 2, p. 359. Vgl die Darstellung von 
F. @. W. Radicke in Doves Repert. 3 (1839), p. 178 ff. 
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während d—= 6, wird. Bezeichnen ferner nach wie vor u, v, w die 
Schwingungskomponenten parallel z, y, z, so bezieht sich v, das bei 
Fresnel die Schwingung des in der Einfallsebene polarisierten Lichts 
darstellt, jetzt auf das senkrecht zur Einfallsebene polarisierte, während 
u, w jetzt die Komponenten für das in der Einfallsebene polarisierte 
Licht bezeichnen. Abgesehen von dieser modifizierten Bedeutung, 
bleibt die Gleichung (48) unverändert, an Stelle von (49) aber tritt, 
da, wie schon bemerkt, ö = 6, wird, die andere 





en ; q,2 ; ,„ Sinj, cosj, , 
(81) ke Se ar Tu A FLTTE 
und aus (48) und (81) folgt 
(88) P= 2 sinj cosj ee tg (5 —)Jı) P. 


sin(d+J)008 d— 5) tg +5) 
Bezeichnen, wie vorher, J, J’, J, die Intensitäten des senkrecht zur 
Einfallsebene polarisierten Lichts, so wird also 

BR tg? (j —j,) nd 

Ale Wut 
= 4 sin? j cos?j KAT. sin 2jsin2j), . 4 
7 ade)’ 
und diese Formeln sind mit (60) identisch, d. h. für das senkrecht 
zur Einfallsebene polarisierte Licht ergibt die Neumannsche Theorie 
genau dieselben Formeln wie die F'resnelsche. 

Für die Komponenten u, w gestaltet sich bei Neumann die Ent- 
wicklung folgendermaßen: An Stelle der einen Gleichung (56) treten 
wegen der Annahme 4) die zwei Gleichungen 
(84) | he N Pin. fi, 

(S — 8”) sin j = $, sin j,, 
während an Stelle von (57) die Gleichung tritt: 
(85) gg, 


sin.) cosj 


(83) 











Man hat demnach zur Bestimmung von zwei Unbekannten S’, S, drei 
Bedingungsgleichungen; doch ist die dritte derselben eine Folge der 
beiden ersten. Aus diesen aber folgt: 





‚_ gin(j—j,) _? sin j co8j 
(86) ar Tr 


und zwischen den Intensitäten J, J’, J, das in der Einfallsebene po- 
larisierten Lichts (dem ja nach Neumanns Annahme die Komponenten 
u, w angehören) ergeben sich daraus die Gleichungen 


Eu sin? (5 — 5.) _ 4sin?j cos?j hy dı Ru sin 25 sin 27, 
N) Tr Tr) dr) 9? 
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und auch das sind wieder genau die Fresnelschen Resultate [vgl. die 
Formeln (52)]. Da nun letztere, wie bemerkt, durch das Experiment 
(abgesehen von kleinen Abweichungen) bestätigt sind, so ist die 
Neumannsche Theorie mit der Frresnelschen vollständig gleichwertig”). 
Einen Vorzug der Neumannschen Theorie bildet einmal die Annahme 
der Kontinuität aller drei Verrückungskomponenten, nicht nur der 
der Grenze parallelen. Vor allem aber spricht für Neumanns Theorie, 
daß sie ohne Hinzufügung einer weiteren Annahme sich unmittelbar 
auf die Kristallreflexion ausdehnen läßt, was bei der Fresnelschen 
Theorie nicht der Fall ist. 


b) Reflexion an Kristallflächen. Die Ausdehnung der Theorie 
auf die Reflexion und Brechung des Lichtes an Kristallflächen bildet 
den Hauptinhalt der Neumannschen Abhandlung. Schon für den Über- 
gang des Lichtes von einem isotropen in ein einachsiges kristallinisches 
Medium erfordert die Lösung des Problems erheblich umfangreichere 
und kompliziertere analytische Entwicklungen als für die Grenze zweier 
isotroper Medien. Die Komplikation rührt einmal von der verschie- 
denen Orientierung sowohl der brechenden Fläche, als der einfallen- 
den Wellenebene gegen die rechtwinkligen Elastizitätsachsen des 
kristallinischen Mediums her. Da ferner die beiden gebrochenen 
Wellen gegebene Schwingungsrichtungen haben, so kann man nicht, 
wie vorher, die Fälle, wo das einfallende Licht parallel oder senkrecht 
zur Einfallsebene polarisiert ist, getrennt behandeln. Auch macht die 
Aufstellung des Ausdrucks für die lebendige Kraft der außerordent- 
lichen gebrochenen Welle besondere Betrachtungen erforderlich 
Denn denkt man sich in dem unkristallinischen Medium ein "recht- 


winkliges Parallelepipedong- dessen Grundflächen zwei Lagen der.ein- 


fallenden Wellenebene sind; so hat sich die in diesem enthaltene Be- 
wegung nach der Brechung auf ein schiefwinkliges®) Parallelepipedon 
ausgebreitet, das von zwei entsprechenden Lagen der gebrochenen 
außerordentlichen Wellenebene begrenzt wird. Die Kontinuität der 
Schwingungskomponenten an der Grenze, verbunden mit dem Satz 
der lebendigen Kraft, liefert hier vier Gleichungen, die als Unbekannte 
enthalten: die beiden Komponenten der reflektierten Amplitude parallel 
und senkrecht zur Einfallsebene und die Amplituden der beiden ge- 
brochenen Wellen. Von diesen Gleichungen sind drei linear und eine 


——- 





59) Betreffs des Zusammenhangs der beiden Theorien ygl. Nr. 38. 


60) Schiefwinklig ist das Parallelepipedon, weil für die außerordentlichen vs 


gebrochenen Wellen die Strahlen nicht mehr mit den Wellennormalen Zusammen- 
fallen. u 
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quadratisch; letztere läßt sich auch hier mittels der drei ersten auf 
eine lineare zurückführen, doch erfordert diese Reduktion eine längere 
Rechnung. Aus den so erhaltenen vier linearen Gleichungen, deren 
Auflösung keine Schwierigkeit bietet, wird eine große Reihe von 
Folgerungen gezogen. U. a. werden die Gesetze der Polarisation des. 
von einer beliebigen Kristallfläche reflektierten Lichts untersucht. Auch 
hier existiert, wie bei der Reflexion an unkristallinischen Medien, ein 
Polarisationswinkel; er ist derjenige Einfallswinkel, unter welchem 
natürliches Licht reflektiert werden muß, damit es vollständig polari- 
siert sei. Die Polarisationsebene des durch Reflexion vollständig po- 
larisierten Lichts fällt dann aber nicht mehr, wie bei unkristallinischen 
Medien, mit der Reflexionsebene zusammen, sondern bildet mit ihr 
einen Winkel, der die Ablenkung der Polarisationsebene genannt wird. 
Ein einfacher Ausdruck für den Polarisationswinkel ergibt sich nur, 
wenn die Reflexionsebene parallel mit dem Hauptschnitt der reflek- 
tierenden Ebene ist, während jener Winkel im allgemeinen von einer 
Gleichung vierten Grades abhängt; für die allein in Betracht kommende 
Wurzel wird eine Näherungsformel entwickelt. Für die Ablenkung 
der Polarisationsebene wird der einfache Satz aufgestellt: „Die Tangente 
der Ablenkung ist gleich der Tangente des Winkels zwischen der 
Einfallsebene und der Polarisationsebene des gewöhnlich gebrochenen 
Wellensystems, multipliziert mit dem Kosinus der Summe des Polari- 
sationswinkels und des zugehörigen gewöhnlichen Brechungswinkels.“ 

Aus den Formeln für die Intensitäten der gebrochenen Strahlen 
wird ferner abgeleitet, unter welchem Azimut ein einfallender Strahl 
polarisiert sein muß, damit der eine der beiden gebrochenen Strahlen 
verschwindet.° Auch die Formeln für den Übergang des Lichts aus 
einem einachsigen kristallinischen in ein isotropes Medium werden 
entwickelt, dabei die totale Reflexion besprochen, die Resultate end- 
lich auf den Durchgang des Lichts durch ein Prisma oder eine plan- 
parallele Platte eines einachsigen Mediums angewandt. Übrigens 
stimmen die Resultate der Neumannschen Theorie mit den Beobach- 
‘ tungen gut überein. 

Noch umfassendere Rechnungen als bei einachsigen Kristallen er- 
fordert die Untersuchung der Reflexion und Brechung bei zweiachsigen 
Kristallen. Insbesondere macht hier die Zurückführung der sich aus 
dem Prinzip der lebendigen Kraft ergebenden quadratischen Gleichung 
auf eine solche ersten Grades einige Schwierigkeit. Neumann über- 
windet diese und andere Schwierigkeiten des Problems und leitet auch 
für zweiachsige Kristalle alle erforderlichen Formeln her. Aus den 
daraus gezogenen Folgerungen sei hier nur hervorhoben der Nachweis, 
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daß die konische Refraktion auf die Erscheinung der Reflexion keinen 
Einfluß hat. Ermittelt wird ferner für die konische Refraktion die 
Lichtintensität und die Lage der Polarisationsebene für die verschie- 
denen Seiten des Lichtkegels. 

: Darauf, daß Neumann als erster die Formeln der Totalreflexion 
ohne jede Anwendung des Imaginären abgeleitet hat, ist schon am 
Schluß von Nr. 12 hingewiesen. Dabei versagt das Prinzip von der 
Erhaltung der lebendigen Kraft. Neumann ersetzt es durch das an- 
dere, daß der Druck auf die brechende Fläche, welche durch die Ver- 
schiebung der Teile im ersten Medium entsteht, dieselbe Komponente 
senkrecht auf der Einfallsebene hat wie der Druck, welcher durch 
die Verschiebung im zweiten Medium entsteht. Betreffs der außerdem 
erforderlichen Einführung von Exponentialgrößen in den Ansatz für 
die Schwingungskomponenten des gebrochenen Lichtes vgl. den Schluß 
von Nr. 18. 

c) Metallreflexion. Hinsichtlich der Metallreflexion hat Neumann 
keine eigentliche Theorie entwickelt, sondern nur die vorhandenen 
Beobachtungen auf einfache Gesetze zurückgeführt®'). Es sind die 
folgenden: 

Es seien A, B die Amplituden des einfallenden Lichts in der 
Einfallsebene und senkrecht darauf, sA und pB die entsprechenden 
Komponenten des reflektierten Lichts, ferner habe die letztere Kom- 
ponente die Phasenverzögerung ö gegen die erstere, und es sei 
p:s=tgß, so ist 


ö ’ ‚ SA ec 
tg (—2#) = tgjtgj,, sinj=nsinj,; 
tg (2 
te 2) EM _. 


sin (> 2) 


Darin ist » der sogenannte Brechungsindex des Metalls, d. h. die durch 


(88) 


n=tg%® 
definierte Konstante, wo © der Polarisationswinkel ist; j ist der Ein- 
fallswinkel, ß, der Wert von ß fürj=®. 


21. Neumanns Dispersionstheorie®?®)., Nach Neumanns Ansicht 
rührt die Dispersion ganz oder teilweise von den Kräften her, 
welche zwischen den schwingenden Teilen des Lichtäthers und den 
ponderablen Atomen des durchsichtigen Stoffes wirksam sind. Diese 


61) Ann. Phys. Chem. 26 (1832), p. 89 ff.; Ges. Werke 2, p. 199. 

62) Die Theorie ist in der gleich zu besprechenden Abhandlung über akzi- 
dentelle Doppelbrechung nebenbei entwickelt (1841). Eine ausführliche Dar- 
stellung findet man in F. Neumanns Vorlesungen über Elastizitätstheorie, Abschn. 17. 
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neuen Kräfte modifizieren nicht allein die Bewegung der Ätherteilchen, 
sondern setzen auch die Teile des festen Körpers in Bewegung. Die 
letztere Bewegung ist aber bei vollkommen durchsichtigen Körpern 
als sehr klein zu betrachten gegen die Bewegung der Ätherteilchen 
und kann daher in erster Annäherung vernachlässigt werden. Bei 
dieser Vernachlässigung werden die Komponenten der neuen Kräfte 
den Projektionen der Verrückungen der Ätherteilchen proportional, 
und diese neuen Kräfte sind in allen Differentialgleichungen der Licht- 
bewegung, die für den freien Äther gelten, hinzuzufügen. In einem 
derartigen Medium ergibt sich, falls es isotrop ist, für die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit 7 einer ebenen Welle von der Schwingungs- 
dauer r angenähert der Wert 


(89) V”?=k(l+ Mt?), 


wo k und M Konstante sind. Hieraus folgt, daß der Brechungsindex 
mit abnehmenden r zunehmen würde. Daß in dieser Theorie zum 
erstenmal die direkte Einwirkung der Körpermoleküle berücksichtigt 
ist, scheint späteren Autoren, die von derselben Auffassung ausgegangen 
sind, entgangen zu sein. Bald nach Neumann hat auch O. Brien eine 
ganz ähnliche Theorie entwickelt ®?). 


22. F. Neumanns Theorie der akzidentellen Doppelbrechung**). 
Neumann war der erste, der eine allgemeine Theorie der in isotropen 
Körpern durch Einwirkung elastischer und thermischer Kräfte ent- 
stehenden Doppelbrechung aufgestellt hat. Er zeigt zunächst, daß der 
Grund der Erscheinungen nicht in einer veränderten Einwirkung der 
Körpermoleküle auf die Ätherteilchen zu suchen ist, sondern lediglich 
in einer durch die veränderte relative Lage der Körperteilchen her- 
vorgebrachten neuen Anordnung des im Körper enthaltenen Äthers. 
Diese Anordnung der Ätherteilchen muß dieselbe Symmetrie besitzen 
wie die der Körpermoleküle. In gleichförmig dilatierten und kompri- 
mierten Körpern befolgt daher die Doppelbrechung dieselben Gesetze, 
die für kristallinische Medien gelten. Der einfachste Ausdruck für 
diese Gesetze ist in ihrer geometrischen Konstruktion mittels der 
optischen Elastizitätsfläche enthalten (vgl. Nr.7). Neben dieser ist die 
Elastizitätsfläche des Drucks zu betrachten. Die Achsen beider 
Flächen fallen der Richtung nach zusammen; für die Achsenlängen 
A, B, © der optischen Elastizitätsfläche gelten, falls «, ß, y die Dila- 


63) Cambridge Phil. Trans. 7, 1842. 

64) Die Gesetze der Doppelbrechung des Lichts in komprimierten oder un- 
gleichmäßig erwärmten unkristallinischen Körpern, Berlin Abh. 1841, p. 1—247, 
im Auszug in Ann. Phys. Chem. 54 (1841), p. 439476. 
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tationen in den entsprechenden drei Hauptdruckachsen sind, die 
Gleichungen 


A=G+ge+pß+pr, 
(90) B=G-+pa+gß+pr, 
C=G+pae+gaß+ gr. 


Darin sind » und q zwei von der Natur des dilatierten Mediums ab- 
hängige Konstante, @ ist von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichts in dem Medium im natürlichen Zustande sehr wenig unter- 
schieden. Neumann zeigt, wie man durch sinnreiche Kombination 
zweier verschiedener Beobachtungen die Werte der Konstanten p, q 
bestimmen kann. 


Während ein gleichförmig dilatierter Körper sich für das Licht 
wie ein Kristallindividuum verhält, ist ein ungleichförmig dilatierter 
Körper einem Aggregat von unendlich vielen sehr kleinen Kristall- 
individuen zu vergleichen, deren optische Elastizitätsachsen stetige 
Funktionen des Ortes sind, sowohl in Beziehung auf ihre Richtung, 
als ihre Größe. Wenn ein polarisierter Strahl auf ein solches Ag- 
gregat trifft, so teilt er sich nicht allein bei seinem Eintritt in zwei 
rechtwinklig polarisierte Strahlen, sondern auf jeder Stelle der Bahn 
teilt sich jeder Strahl, so wie er in ein neues Kristallindividuum tritt, 
wieder in zwei Teile. Die hiernach sehr schwierig erscheinende Unter- 
suchung wird nun sehr vereinfacht, wenn die Unterschiede der op- 
tischen Elastizitätsachsen so klein sind, daß ihre Quadrate als ver- 
schwindend gegen die ersten Potenzen behandelt werden können. 
Unter dieser Voraussetzung zeigt Neumann, daß 1) die Bahnen der 
Lichtstrahlen im Innern des Körpers bei der Berechnung der Inter- 
ferenz als geradlinig betrachtet werden können, 2) daß die nach dem 
Austritt miteinander interferierenden Strahlen so behandelt werden 
können, als hätten sie das Medium in derselben Richtung durch- 
laufen. Mit Hilfe dieser Sätze wird der allgemeine Ausdruck für die 
Differenz der Verzögerungen, mit welchen die miteinander inter- 
ferierenden Strahlen aus dem Körper heraustreten, berechnet. Diese 
Differenz hängt ab von dem Gesetz der Drehungen, welchen die 
Polarisationsebene des Strahles im Innern des Körpers unterworfen 
ist, und von dem Gesetz seiner Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. 
Beide müssen als Funktionen des Ortes bekannt sein, und diese 
Funktionen ihrerseits lassen sich aus dem System der Verrückungen 
der Teilchen des Körpers ableiten; letzteres System muß gegeben 
sein, oder durch eine unabhängige Untersuchung ermittelt werden 
Zur Erläuterung der abgeleiteten Formeln werden diese angewandt 
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auf die Interferenzerscheinungen, welche ein tordierter Glaszylinder 
im polarisierten Lichte zeıgt. 

Weiter stellt Neumann auch eine Theorie der Farben auf, welche 
bei durchsichtigen unkristallinischen Körpern im polarisierten Lichte 
aus einer ungleichen Temperaturverteilung entstehen. Die Grundlage 
der Untersuchung bildet die Bestimmung der durch Temperaturände- 
rung hervorgebrachten molekularen Verrückungen. Neumann. findet 
diese, indem er den Poissonschen Gleichungen für das Gleichgewicht 
elastischer Körper Zusatzglieder hinzufügt, die den Differential- 
quotienten der Temperatur nach den Koordinaten (in den Grenz- 
bedingungen der Temperatur selbst) proportional sind, während zur 
Bestimmung der Temperatur die Fowriersche Gleichung für die 
Wärmeleitung dient®). Die Integration dieser Gleichungen führt zu 
den gesuchten Verrückungen, und aus ihnen folgt die Doppelbrechung 
ebenso, wie vorher aus durch Druck oder Zug entstehenden Ver- 
rückungen. Neumann gibt dann verschiedene Anwendungen seiner 
allgemeinen Gleichungen auf spezielle Fälle und teilt endlich die Prin- 
zipien mit, nach denen man die bleibenden Farben berechnen kann, 
die feste durchsichtige Körper nach Härtung oder rascher Abkühlung 
zeigen. 

Die von Neumann für isotrope Medien aufgestellte Theorie der 
akzidentellen Doppelbrechung ist von F. Pockels auf gleichförmig 
deformierte Kristalle erweitert®). 


23. G. Green. Greens erste optische Arbeit bezieht sich auf die 
Reflexion an der Grenze zweier isotropen Medien‘). Er legt dabei, 
unabhängig von Cauchy und vor diesem, genau dieselben Grenzbedin- 
gungen zugrunde, wie die Cauchysche Theorie, nimmt aber hin- 
sichtlich der longitudinalen Wellen an, daß ihre Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit (und damit die eine Elastizitätskonstante des Mediums) 
unendlich groß sei. Diese Annahme kommt im wesentlichen darauf 
hinaus, daß der Äther inkompressibel ist). Bemerkenswert ist in 
dieser wie in der folgenden Arbeit, daß sich Green von molekularen 
Vorstellungen völlig frei macht. 


65) Diese Gleichungen sind schon vorher von J. M. C. Duhamel aufgestellt, 
von Neumann unabhängig von Duhamel gefunden. 

66) Über den Einfluß elastischer Deformationen, speziell einseitigen Druckes, 
auf das optische Verhalten kristallinischer Körper, Ann. Phys. Chem. (2) 37, 1889; 
Über die durch einseitigen Druck hervorgebrachte Doppelbrechung regulärer 
Kristalle, Ann. Phys. Chem. (2) 39, 1890. 

- 67) Cambridge Phil. Trans. 1838; Math. papers of Green, p. 243—281. 
68) Vgl. K. Von der Mühll, Math. Ann. 27 (1886), p. 506. 
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Greens Resultate stimmen aber mit den Fresnelschen Formeln 
und somit auch mit der Erfahrung nur zum Teil überein, nämlich 
hinsichtlich der senkrecht zur Einfallsebene erfolgenden Schwingungen, 
während für die Schwingungen in der Einfallsebene angenäherte Über- 
einstimmung nur stattfindet, falls der Brechungsindex n wenig von 1 
verschieden ist. | 

Eine Modifikation der Greenschen Theorie durch $. Haughton®®), 
die darin besteht, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitu- 
dinalen Wellen als sehr groß, nicht als unendlich anzunehmen ist, 
scheint wegen fehlerhafter Rechnung nicht haltbar‘®). 

Eine zweite Arbeit von Green’) betrifft die Fortpflanzung des 
Lichts in Kristallen. Green geht hier von den Gleichungen der nicht- 
molekularen Elastizitätstheorie aus 

a, BR 0X 0X, 
01) Iatntne 
Die elastischen Kräfte X,, X,,.... sind lineare homogene Funktionen 
der sechs Größen &,, Y,, 2, 2, = Ya, % = 22, 9, 2, (der linearen 
Dilatationen und Gleitungen). Green macht nun die fundamentale 
Annahme, daß ein elastisches Potential existiert, d.h. eine homogene 
Funktion ® zweiter Ordnung der sechs Größen &,,...., y, mit kon- 
stanten Koeffizienten, deren Ableitungen nach diesen Größen die 
elastischen Kräfte ergeben. Die Zahl der in ® enthaltenen Kon- 
stanten ist bei beliebiger Lage der Koordinatenachsen 21 (während 
ohne die Annahme eines elastischen Potentials die Zahl der Kon- 
stanten 36 beträgt). Green untersucht darauf, welche Beziehungen 
zwischen den Koeffizienten bestehen müssen, damit die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ebener Wellen in den kristallinischen Medien genau 
den F’resnelschen Gesetzen gemäß vor sich gehe. Er findet, daß dazu 
® die Form haben muß: 


29-6, +y,+2?’+LW?—4y2)+ Ma — 42,2.) 
(92) Fr N(a,? Rz 42,Y,) r 2P(x,z, 2 %,Y,) + 2 aY.Yz 2: 2y,2,) 
+ 2 R(2,3, — 22,%,). 
Bestimmt man nämlich für diese Form von ® diejenigen Lösungen 
der elastischen Gleichungen, welche ebenen Wellen entsprechen ’!), so 
ergibt sich, daß in jeder Richtung sich drei Wellen fortpflanzen, deren 
eine rein longitudinal ist und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Y@G 


69) Phil. Mag. (4) 6 (1853). 
70) Cambridge Phil. Trans. 1839; Papers p. 291. 
71) Vgl. p. 48, Gl. (70). 
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besitzt, während die beiden anderen Wellen rein transversal sind. Für 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der letzteren ergibt sich, falls das 
Medium in bezug auf drei rechtwinklige Achsen symmetrisch ist, genau 
die Fresnelsche Gleichung (31), wenn man die Symmetrieachsen zu 
Koordinatenachsen wählt. 

Eine einfache Ableitung des Greenschen Ausdrucks für das ela- 
stische Potential hat P. Volkmann gegeben”); eine andere Deutung 
dieses Ausdrucks rührt von E. Beltrami her”®)., Eine Erweiterung 
der Greenschen Betrachtung hat H. M. Macdonald"*) versucht, indem er 
das elastische Potential als von 9 Veränderlichen abhängig annahm. 
Dasselbe ist bei ihm eine homogene Funktion zweiter Ordnung der 
sechs Größen &,, ..., &,, ... und der doppelten Rotationskomponenten 


< DR) ow 
(93) ee Wr 


24. J. Mac Cullagh ®),. Auf Mac Oullaghs geometrische Unter- 
suchungen über die Wellenfläche ist schon oben hingewiesen. Seine 
dynamische Lichttheorie kann als eine Art Wirbeltheorie des Äthers 
bezeichnet werden, da nach ihr die Erscheinungen lediglich von den 
doppelten Rotationskomponenten &,n, & (93) abhängen. In dieser Hin- 
sicht erweist sich Mac Cullagh als formaler Vorläufer der elektro- 
magnetischen Lichttheorie, mit deren Formeln die seinen im wesent- 
lichen übereinstimmen. Vgl. hierzu den Anfang des Art. V 22 von 
W. Wien. Hieraus erklärt sich dann die Überlegenheit der Mae 
Cullaghschen Theorie gegenüber denen seiner Vorgänger, während 
andererseits Mac Oullagh ebensowie Maxwell auf ein direktes mecha- 
nisches Verständnis: der Optik verzichtet. Seine Differentialgleichun- 
gen haben die Form 
(0) ED, 
wo #, H, Z lineare Funktionen der &, n, & mit sechs Koeffizienten 
sind, die sich übrigens durch ein Potential ® ausdrücken lassen: 


(95) 
wo ® die Form hat: 
(%) 29 — A,5+ Ay? + As? + 2A + 2 A556 + 2 AgsnE- 


72) Ann. Phys. Chem. (2) 35 (1888). 

73) Lomb. Ist. Rend. (2). 24 (1891). 

74) London Math. Soe. Proc. 32, 1900. 

75) The collected works of J. Mac Cullagh, ed. by J. Jellet and S. Haughton, 
Dublin, London 1880. 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Frresnelschen Gesetze der 
Kristalloptik, falls man, wie Neumann, die es als in der 
Polarisationsebene arfolgend auffaßt. 

Bemerkt werden mag, daß der Mac Cullaghsche Ausdruck für das 
Potential ® nicht übereinstimmt mit dem Potential der durch die re- 
lative Verschiebung in dem elastischen Körper entstehenden Kräfte. 
Nach @. Kirchhoff *) kann man bei der Theorie von Mac Cullagh 
den Äther als einen elastischen Körper betrachten, der noch anderen 
Kräften unterworfen ist als den durch die Elastizität bedingten. 
P. Volkmann, der in seinen Vorlesungen über die Theorie des Lichts 
auf die Forschungen von Mac Cullagh näher eingeht, als es sonst in 
den Lehrbüchern üblich ist, spricht der Theorie einen mehr mathe- 
matischen als physikalischen Charakter zu (es sei denn, daß man 
seine Formeln elektromagnetisch deutet). Das Verhältnis der Mac 
Cullaghschen Formeln zu denen von Cauchy und Green hat @. @. 
Stokes näher entwickelt in einem Anhang zu seinem Report on double 
refraction’”). Der Report selbst enthält eine kritische Beleuchtung der 
genannten und anderer Theorien. — Auch die Rotationspolarisation 
hat Mac Oullagh in den Kreis seiner Untersuchungen gezogen (vgl. 
Nr. 26). 

Für die Reflexionstheorie stellt Mac Oullagh folgende Grenz- 
bedingungen auf, die wieder mit denen der elektromagnetischen Theorie 
übereinstimmen: Gleichheit der Schwingungskomponenten u, v, w und 
Gleichheit der Kraftkomponenten &, H zu beiden Seiten der Grenz- 
fläche z2= 0. Die eine dieser Bedingungen, die Kontinuität von w, 
ist übrigens eine Folge der anderen, wenn man die Dichtigkeit in 
beiden Medien als gleich annimmt. Der Vorzug dieser Bedingungen 
ist, daß nicht, wie bei Fresnel und Neumann, die Anwendung des 
Satzes von der lebendigen Kraft nötig ist. Die Resultate stimmen, 
was zunächst die Reflexion an der Grenze zweier isotropen Medien 
betrifft, genau mit den F. Neumannschen überein, ebenso wie beide 
Forscher dieselbe, von der Frresnelschen abweichende Definition der 
Polarisationsebene zugrunde legen. Für die Amplitudengesetze der 
partiellen Reflexion hat Mac Cullagh eine interessante geometrische 
Konstruktion gegeben’”®): Man lege durch die Grenzamplitude der ein- 
fallenden Welle und die gebrochene Wellennormale eine Ebene, so 
gibt der Schnitt derselben mit der reflektierten, bzw. der gebrochenen 





76) Berlin Abh. 1876; Gesammelte, Abh. p. 352. 

77) Report. Brit. Ass. 1862. 

78) Vgl. P. Volkmann, Vorles. üb. d. Theorie des Lichtes, p. 316; H. Poincare, 
Math. Theorie des Lichtes, $ 215. 
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Wellenebene die Richtung der reflektierten, bzw. der gebrochenen 
Grenzamplitude. Die Größe dieser beiden letzten Grenzamplituden 
erhält man durch Zerlegung der einfallenden Grenzamplitude nach 
den konstruierten Richtungen. 

Mac Cullagh hat seine Untersuchungen sodann auf die Kristall- 
reflexion ausgedehnt und ist dabei wesentlich zu denselben Resultaten 
wie F. Neumann gelangt. Muß man auch hinsichtlich dieser Resul- 
tate Neumann, dessen große Abhandlung schon 1835 der Berliner 
Akademie vorgelegt ist, unbedingt die Priorität zusprechen®), so ist 
doch die Ableitung, die Mac Cullagh gibt, durchaus eigenartig. Durch 
Einführung des Begriffs der uniradialen Schwingungsazimute, d. h. der- 
jenigen Schwingungsazimute der einfallenden Welle, für welche die 
Intensität einer der gebrochenen Wellen verschwindet, vereinfacht er 
die Rechnung und macht die Resultate anschaulich. Auch hier gibt 
er eine einfache geometrische Interpretation der Amplitudengesetze°®). 

Auch die Theorie der Totalreflexion hat Mac Oullagh entwickelt, 
doch beschränken sich seine Veröffentlichungen darüber auf einige 
kurze Notizen, die lediglich die Resultate ohne Ableitung wiedergeben. 
Nach den in diesen Notizen enthaltenen Andeutungen hat P. Volk- 
mann°') die Theorie ausgearbeitet, und zwar sowohl für isotrope, als 
für anisotrope Medien. Dabei tritt, wie in Mac Cullaghs Original- 
arbeiten, die anschauliche geometrische Deutung des Vorgangs zutage. 


25. G. Lamd. Lame, dessen erste Arbeiten bis 1834 zurück- 
reichen®?), hat die Resultate seiner Forschungen in abgerundeter Form 
in seinen Lecons sur la theorie mathemat. de l’elasticite des corps 
solides), Vorlesungen 17—24, dargestellt. Lame geht von den all- 
gemeinen elastischen Gleichungen (91) aus, und zwar ohne Annahme 
eines Potentials der elastischen Kräfte, so daß die Ausdrücke der 
elastischen Kräfte durch die &,,..., &,,... 36 Konstante enthalten. Es 
werden diejenigen partikulären Integrale der Gleichungen untersucht, 
die ebenen Wellen entsprechen. Durch die Bedingung, daß den Be- 
obachtungen entsprechend für jede Fortpflanzungsrichtung einer Welle 
sich zwei mögliche Schwingungsrichtungen ergeben müssen, wird 
diese Konstantenzahl auf 12 reduziert. Weiter wird die Annahme 


79) Vgl. F. Neumann, Gesammelte Werke 2, p. 5öiff. 

80) Vgl. P. Volkmann, $ 92; H. Poincare, $ 223; vgl. auch A. Cornu, Paris 
C. R. 60 (1865), 62 (1866); Ann. chim. phys. (4) 11 (1868). 

81) Gött. Nachr. 1885, 1886; Ann. Phys. Chem. (2) 29 (1886); Vorles. üb. d. 
Theorie des Lichts, $ 98#. 

82) Ann. chim. phys. (2) 55 u. 57 (1834). 

83) Paris 1852. 
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02 
und damit die longitudinalen Wellen fortfallen; dadurch gehen von 
den 12 Konstanten 6 weitere verloren, die übrig bleibenden 6 endlich 
reduzieren sich durch eine zweckmäßige Wahl des Koordinatensystems 
auf 3. Die reduzierten Gleichungen haben die Form 
u u v 0 (dw du 
mn ernten 
nebst zwei anderen, die durch zyklische Vertauschung von u, v, w 
sewie von-a, b, c entstehen. Die partikulären Lösungen dieser Glei- 
chungen, die ebenen Wellen entsprechen, führen genau auf die Frres- 
nelschen Gesetze, falls man die Polarisationsebene mit Neumann als 
die Ebene definiert, die durch Wellennormale und Schwingungsrich- 
tung gelegt ist. 
Übrigens ergeben sich die Lameschen Gleichungen aus dem 
Greenschen Potentialausdruck (92), wenn man darin 
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setzt, ebenso aus dem Mac Cullaghschen Potentialausdruck (96), wenn 
darin A, = A, = Ag 0 wird. 

Lam€ hat weiter auch diejenigen partikulären Integrale seiner 
Differentialgleichungen aufgestellt, welche die sich von einem Punkte 
aus ausbreitenden Wellen darstellen. Indes werden diese Integrale in 
den optischen Achsen unbestimmt®®). 

Die allgemeine Lösung der Lameschen Gleichungen (ohne Be- 
schränkung auf ebene oder sich von einem Punkte aus ausbreitende 
Wellen) ist auf Grund einer von (. Weierstraß herrührenden, vorher 
noch nicht veröffentlichten Integrationsmethode von Frau S. von Kowa- 
levski aufgestellt”). 

Nach V. Volterra®®) sind weder die Lameschen partikulären, noch 
die Kowalevskischen allgemeinen Lösungen eindeutige Funktionen des 
Ortes. Deshalb leitet Volterra andere Ausdrücke für die allgemeinen 
Integrale der Lameschen Gleichungen ab, Ausdrücke, die allerdings 


eingeführt, daß die räumliche Dilatation = E= n + Z. verschwindet 


84) Die Frage, welche Form die Lösungen der Elastizitätsgleichungen haben 
müssen, um transversale Schwingungen darzustellen, die sich von einem Erschüt- 
terungspunkte aus fortpflanzen, ist später auch von A. Brill behandelt [Math. 
Ann. 1 (1869), p. 225], und zwar sowohl für isotrope, als für nichtisotrope Körper. 
Für letztere bilden die Lam£schen Gleichungen den Ausgangspunkt. — Für 
isotrope Medien ist dieselbe Frage von W. Voigt (J. f. Math. 89, 1880) und 
@. Kirchhoff (J. f. Math. 90, 1880; Gesammelte Abh., Nachtrag, p. 17) untersucht. 

85) Acta math. 6 (1886), p. 249—404. 

86) Acta math. 16 (1892), p. 1653—215. 
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nicht für den ganzen Raum gelten, sondern nur für y>0. Die Vol- 
terrasche Arbeit enthält ferner die Transformation der Lameschen 
Gleichungen auf beliebige Koordinaten. 


IV. Verschiedene Modifikationen der älteren Lichttheorien. 


26. C. Neumann. (. Neumanns optische Arbeiten®”) betreffen 
1) eine wesentliche Modifikation der Lichttheorie, 2) eine mechanische 
Theorie der magnetischen Drehung der Polarisationsebene und, damit 
verbunden, eine neue Theorie der natürlichen Drehung. 

a) Die ©. Neumannsche Modifikation der allgemeinen Theorie be- 
steht darin, daß er annimmt, die Dichtigkeit des Athers sei zwar bei 
Einwirkung starker Kräfte veränderlich, werde aber durch so schwache 
Kräfte, wie sie bei der Lichtbewegung in Frage kommen, nicht ver- 
ändert, so daß man hier den Äther als inkompressibel ansehen kann. 
Er führt aber die Inkompressibilitätsbedingung nicht wie Lame 
nachträglich in die Differentialgleichungen ein, sondern berücksichtigt 
diese Bedingung schon bei der Ableitung ihrer Gleichungen.. Er be- 
gründet das damit, daß die Zameschen Gleichungen nicht damit ver- 
einbar sind, daß der Anfangszustand der Bewegung des Mediums 
ganz beliebig angenommen werden kann. ©. Neumann leitet für die 
Lichtschwingungen folgende Gleichungen ab: 


A 
2’ 


8) it 


. Io 


in denen die Dichtigkeit ö irgend eine Funktion der Koordinaten ist; 
die Gleichungen enthalten neben u, v, w eine vierte Unbekannte A, 
den durch die Bewegung entstehenden Druck. Dafür kommt aber zu 
jenen drei Gleichungen noch die Inkompressibilitätsbedingung 


u ov , dw 
atTytam) 


hinzu. 
Für die Komponenten der zwischen den Molekülen wirkenden 
Anziehungskräfte X, ... setzt ©. Neumann unter der Voraussetzung, 


daß nur solche Kristalle betrachtet werden, die durch drei aufeinander 
senkrechte Ebenen symmetrisch teilbar sind, die allgemeinen Ausdrücke 


87) Explicare tentatur, quomodo fiat ut lucis planum polarisationis per 
vires electricas vel magneticas declinetur, Habilitationsschrift Halle a. 8. 1858. 
Die magnetische Drehung der Polorisationsebene des Lichtes, Halle a. 8. 1863. 
Über die Ätherbewegung in Kristallen, Math. Ann. 1 (1869), p. 325—358; 2 
(1870), p. 182—186. 

Encyklop. d. math, Wissensch. V 2, ır. 5 
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und ähnlich für Y und Z. Integriert man dann wieder die Diffe- 
rentialgleichungen für den Fall ebener Wellen, so ergeben sich zwei 
genau transversale Wellen. Fügt man noch die Annahme hinzu, 
daß die Einwirkung der ponderablen Moleküle auf die Äther- 
teilchen (die in den Ausdrücken für X in den Koeffizienten 5 
enthalten sind) gleich Null ist, so sind die Vibrationsrichtungen 
beider Wellen aufeinander senkrecht. Für die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit V der Wellen ergibt sich eine quadratische Gleichung; um 
diese auf eine einfache Form zu bringen, werden zwischen den 


(99) 


6 Koeffizienten A,,, Aıs, - -. die Relationen angenommen: 
ht ia 6h, 
(100) Ras + A = Öhzı, 


Rgg + hy, — Öhzs. 
Die Gleichung für V nimmt dann, wenn «, ß, x die Richtungskosinus 
der Wellennormale gegen die Kristallachsen sind, folgende Form an: 


a? ß? : 
a0) Is treom trend 





wo 
(1018) P—hyat+ Ißt4 hp 
ist. 

Nimmt man dazu die Formeln, die die Schwingungsrichtungen 
der beiden Wellen bestimmen, so stellen diese Formeln genau die 
Fresnelschen Gesetze dar [vgl. Gl. (31)], falls die Koeffizienten h,, 
hy, h, einander gleich sind, und falls man die F. Neumannsche Defi- 
nition der Polarisationsebene zugrunde legt. 

©. Neumann untersucht die in bezug auf die Koeffizienten A,,, 
Aug)... gemachten Annahmen näher, indem er auf die Bedeutung jener 
Koeffizienten zurückgeht. Ein Teil der angenommenen Relationen 
ergibt sich als Folge der Vorstellung, daß die periodische Änderung 
der Dichtigkeit d (die von der Einwirkung der ponderablen Moleküle 
herrührt) aur sehr gering ist, so daß man für die h, die periodische 
Funktionen des Raumes sind, ihre konstanten Mittelwerte setzen kann. 
Dagegen läßt sich die Gleichheit der Koeffizienten h,, h,, h, aus jener 
Grundvorstellung nicht ableiten, wenn sie mit ihr auch nicht im 
Widerspruch zu stehen scheint®®?), Durch eine andere Annahme über 


88) Eine etwas modifizierte Darstellung der ©. Neumannschen Theorie 
findet man in F. Neumanns Vorlesungen über Elastizitätstheorie, Abschn. 14. 
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die h ergeben sich für V und für die Polarisationsrichtung ebenfalls 
die Fresnelschen Gesetze; nur muß man jetzt die Fresnelsche Definition 
der Polarisationsebene zugrunde legen ®®). 

b) Was die natürliche Drehung der Polarisationsebene betrifft, so 
hatte bereits Mac Oullagh erkannt, welche Modifikation die Differen- 
tialgleichungen der doppelten Strahlenbrechung erfahren müssen, um 
die Lichtbewegung im Bergkristall darzustellen, und Cauchy hatte die 
analogen Zusatzglieder für zweiachsige Kristalle gefunden. Bei beiden 
fehlt eine rationelle Begründung, so daß ihre Formeln nur den Wert 
empirischer Formeln haben. C. Neumann fand nun); Wenn man 
die Annahme macht, daß die relative Verrückung eines Ätherteilchens 
in bezug auf ein anderes auf dieses letztere ebenso einwirkt, wie das 
Element eines elektrischen Stromes auf einen Magnetpol, so ergeben 
sich Kräfte, deren Komponenten, falls u, v, w die Verrückungen eines 
Teilchens sind, die Werte haben 

dv ow dw ou u dv 
(102) u Pay: A; 05: Ba, Ay 
Fügt man diese Kräfte zu denen hinzu, die sich durch die Annahme 
ergeben, daß die Wirkung zwischen zwei Ätherteilchen nur von ihrer 
Entfernung abhängt, so erhält man Differentialgleichungen, aus denen 
die Erscheinungen der Rotationspolarisation in einachsigen Kristallen 
folgen. Die in Rede stehenden Differentialgleichungen sind allgemeiner 
als die Mac Cullaghschen, unterscheiden sich aber von den letzteren 
dadurch, daß sie die ersten Ableitungen von u, v, w nach den Koordi- 
naten enthalten, die Mac Cullaghschen die dritten Ableitungen. Doch 
ist dieser Unterschied unwesentlich, da es nur darauf ankommt, das 
Auftreten von Ableitungen ungerader Ordnung zu motivieren. 

Dieselbe Annahme zur Erklärung der Zirkularpolarisation wie 
C. Neumann hat später auch A. Clebsch®') gemacht. 

c) Weiter hat es O. Neumann unternommen, die von Aöry”) 
rein empirisch aufgestellten Differentialgleichungen für diejenigen 
Ätherbewegungen, welche der magnetischen Drehung der Polarisations- 
ebene entsprechen, rationell zu begründen. Der Theorie liegt die 


89) B. de Saint-Venant hat in den Paris ©. R. 57 (1863) die obige Gleichung 
(101) für V? aus der Cauchyschen Theorie abgeleitet und ebenfalls die Bedin- 
gungen untersucht, unter denen diese allgemeinere Gleichung in die spezielle 
Fresnelsche übergeht. Er findet die Annahme h,=h,=h, natürlicher, als die 
Annahme, die auf die F'resnelsche Definition der Polarisationsebene führt. 

90) Vgl. die in Anm. 87) angeführten Schriften. 

91) Theorie der zirkular polarisierenden Medien J. f. Math. 57 (1860). 

92) @. B. Airy, Phil. Mag. (3) 28 (1846), Ann. Phys. Chem. 70 (1847). 

5* 
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Anschauung zugrunde, daß der in den Körpern befindliche Äther 
nicht direkt durch die Einwirkung der äußeren magnetischen Kraft 
in Bewegung versetzt wird, daß vielmehr diese Kraft zunächst in den 
einzelnen Körpermolekülen geschlossene Molekularströme induziert, 
die ihrerseits auf die zunächst gelegenen Ätherteilchen wirken (eine 
Annahme, die durchaus dem heutigen Standpunkte der Elektronen- 
theorie entspricht). Betreffs des Gesetzes, nach dem diese Wirkung 
erfolgt, wird die Hypothese aufgestellt, daß die von einem elektrischen 
Teilchen u auf ein Ätherteilchen m ausgeübte Kraft gleich 

(18)  um[-30 1 En L2Con 

ist, wenn r die Entfernung beider Teilchen ist. In dieser Formel, 
die für 9 = - in das Webersche Gesetz für die Einwirkung zweier 
bewegten elektrischen Teilchen übergeht, ist ®(r) eine Funktion, die 
für kleine r sehr viel größer als r ist. Aus jenem Gesetze ergibt 


sich zunächst die Kraft, welche ein sehr kleiner geschlossener elek- 
trischer Strom auf ein Ätherteilchen ausübt, daraus weiter die Ein- 
wirkung aller in einem gleichförmig magnetisierten Körper vorhandenen 
Molekularströme auf den Lichtäther. Bei der Berechnung der letzt- 
genannten Einwirkung kann man sich wegen der Annahme über die 
Größe von ®(r) auf die Molekularströme beschränken, die innerhalb 
einer sehr kleinen, um das Ätherteilchen beschriebenen Kugel liegen. 
Dadurch werden die auf dieses Teilchen ausgeübten Kräfte von der 
Gestalt des Körpers unabhängig. Diese Kräfte verschwinden ferner, 
wenn die Geschwindigkeit des Äthers gleich Null ist; sie können also 
in dem ruhenden Äther keine Bewegung hervorbringen, sondern nur 
eine vorhandene Bewegung modifizieren. 

Fügt man diese Kräfte zu den elastischen Molekularkräften hinzu, 
so ergeben sich für den Fall, daß der betrachtete Körper durch eine 
konstante Kraft in einen gleichförmigen magnetischen Zustand ver- 
setzt ist, für die Lichtbewegung Differentialgleichungen, deren Lösun- 
gen man als eine Superposition von zwei zirkular polarisierten Wellen 
ansehen kann, und zwar verlaufen die kreisförmigen Bewegungen in 
entgegengesetztem Sinne, während die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten verschieden sind. Daraus ergibt sich die Drehung der Polari- 
sationsebene, die ein linear polarisierter Lichtstrahl beim Durchgang 
durch den Körper erleidet. 


27. Ch. Briot, E. Sarrau. Briot, der sich in seinen analytischen 


93) Ch. Briot, Essais sur la theorie mathematique .de la Iumidre, Paris 1864; 
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der Dispersion und zwar hauptsächlich deshalb, weil die Dispersion 
im leeren Raume fehlt. Als Grund der Dispersion nimmt er die Ein- 
wirkung der ponderablen Moleküle auf die Ätherteilchen an. Diese 
Einwirkung kann eine doppelte sein. Einmal kann durch die Ein- 
wirkung der ponderablen Teilchen die Anordnung der Ätherteilchen 
eine andere werden als im freien Äther, zweitens aber kommen zu 
den Kräften, die die Ätherteilchen bei einer Verrückung aufeinander 
ausüben, noch neue, von den ponderablen Molekülen herrührende 
Kräfte hinzu. Briot unterwirft zunächst diese Kräfte für sich allein 
(ohne Annahme einer veränderten Anordnung der Ätherteilchen) der 
Rechnung, indem er annimmt, daß bei der Lichtbewegung die pon- 
derablen Moleküle in Ruhe bleiben. Er findet, daß infolge jener 
Kräfte die Fortpflanzungsgeschwindigkeit V von der Wellenlänge A 
abhängt, und zwar mittels einer Gleichung von der Form 


(104) V=a+ 522.9) 


Hiernach müßte, da 5 positiv ist, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
mit der Wellenlänge wachsen, was den Beobachtungen widerspricht. 
Die direkte Einwirkung der Körpermoleküle auf den Äther kann da- 
her nicht als Grund der Dispersion angesehen werden. Nebenbei 
findet Briot noch, daß, wenn die in Rede stehende Wirkung keinen 
Einfluß auf V haben, also b= 0 sein soll, die Ätherteilchen von den 
Körpermolekülen nach dem Newionschen Gesetz angezogen werden 
müssen. Was die andere Möglichkeit betrifft, nämlich die durch die 
Moleküle bewirkte Abänderung in der Anordnung der Ätherteilchen, 
denkt sich Briot den von Äther erfüllten Raum zwischen der ponde- 
rablen Materie als aus Zellen bestehend, die einander kongruent sind, 
während innerhalb jeder einzelnen Zelle die Dichtigkeit etwas variiert. 
Die Dichtigkeit des Äthers wird demnach eine periodische Funktion 
der Koordinaten. In den Differentialgleichungen für die Ätherschwin- 
gungen sind infolgedessen die Koeffizienten nicht mehr konstant, 
sondern periodische Funktionen der Koordinaten. Diejenigen Integrale 
dieser Differentialgleichungen, welche ebenen Schwingungen ent- 
sprechen, bestehen dann aus zwei Teilen, einem periodischen Hauptteil 
oder mittleren Teil und einem Teil, der dieselbe Periodizität besitzt 








deutsch von W. Klinkerfues 1867. Die erste Hälfte der Briotschen Schrift enthält 
Modifikationen der Cauchyschen Theorie der Lichtbewegung in Kristallen. 
Auch Briots Arbeiten über die Reflexion, Journ. de math. (2) 12, 13 (1866, 1867) 
stehen ganz auf Cauchyschem Boden. 

94) Von neueren Autoren wird ein 4* direkt proportionales Glied der Dis- 
persionsformel bisweilen als Briotsches Glied bezeichnet. 
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wie die Dichtigkeit, also innerhalb der einzelnen Zellen variiert. Da 
der Mittelwert des zweiten Teiles verschwindet, hat dieser keinen 
merklichen Einfluß auf das Wesen der Erscheinung. Trotzdem darf 
von ihm nicht abstrahiert werden, da, die Koeffizienten der Gleichun- 
gen, welche den Hauptteil, die mittlere Bewegung, ergeben, durch die 
periodischen Glieder modifiziert werden. Der Einfluß dieser Glieder 
ist der, daß das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit um eine 
konstante Größe und um einen variablen Term verändert wird. Letz- 
terer ist dem Quadrat der Wellenlänge umgekehrt proportional, er- 
zeugt also die Dispersion. Für isotrope Medien folgt dann leicht die 
Christoffelsche Dispersionsformel (s. Gl. (80)). 

Briot zieht aus seinen Formeln noch den Schluß, daß wenn das 
Glied, das die Dispersion im freien Äther hervorruft, verschwinden 
soll, die Äthermoleküle sich mit einer Kraft abstoßen, die umgekehrt 
proportional der sechsten Potenz der Entfernung ist. 

Auf Grund seiner Vorstellungen über die durch die Wirkung 
der ponderablen Materie hervorgebrachten periodischen Ungleichheiten 
der Ätherdichtigkeit sucht Briot auch die Rotationspolarisation der 
asymmetrischen Medien zu erklären. Während in unbegrenzten sym- 
metrischen Medien die Verteilung der Ätherteilchen auf parallelen 
Linien die gleiche ist, treten hier an Stelle der geraden Linien 
Spiralen. Speziell beim Quarz nimmt Briot eine Verteilung der Äther- 
teilchen in Spiralen an, deren Achsen auf der Kristallachse senkrecht 
stehen. Aus dieser Verteilung leitet er das Resultat ab, daß Licht- 
strahlen, die der Kristallachse parallel sind, zirkular polarisiert sind; 
für andere Richtungen des Strahls wird der drehende Effekt der 
Ätheranordnung durch die gleichzeitig stattfindende Doppelbrechung 
modifiziert, wodurch elliptische Schwingungen entstehen, die für 
Strahlen senkrecht zur Achse in nahezu geradlinige Schwingungen 
übergehen. — Drehende Lösungen werden als isotrope Medien be- 
trachtet, in denen asymmetrische kleine Kristalle schwimmen, die 
nach allen möglichen Richtungen oriuntiert sind. In diesen Medien 
pflanzen sich nach allen Richtungen zwei zirkulare Schwingungen von 
entgegengesetzter Drehung mit verschiedener Geschwindigkeit fort. 
Die Drehung der Polarisationsebene durch derartige Medien findet Birot 
in erster Näherung dem Quadrat der Wellenlänge umgekehrt pro- 
portional. 

An die Briotsche Anschauung über die periodisch veränderliche 
Dichtigkeit des Äthers knüpft auch die Theorie von E. Sarrau®) an, 





95) Paris C. RB. 60 (1865); Journ. de math. (2) 12, 18 (1867, 1868). 
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während sie gleichzeitig, abweichend von Briot und Cauchy, die 
Elastizität des Äthers sowohl von Richtung zu Richtung, als von 
Mittel zu Mittel als konstant annimmt. Ohne über die Form der 
Periodizität der Dichtigkeitsänderung eine Annahme zu machen, 
werden aus den Differentialgleichungen, die die variable Dichtigkeit 
enthalten, solche mit konstanten Koeffizienten hergeleitet, die den 
mittleren Zustand darstellen. Diese Gleichungen enthalten neben den 
Ableitungen zweiter Ordnung nach den Koordinaten auch die dritter 
und vierter Ordnung. Bei Vernachlässigung der Glieder, die von 
höheren Ableitungen als der zweiten abhängen, und damit der Dis- 
persion, ergibt die Theorie für die holoedrischen Kristalle, daß die 
Lichtschwingungen linear sind, in der durch Strahl und Wellen- 
normale gehenden Ebene liegen und auf dem Strahl senkrecht stehen; 
sie sind daher auch zu den Schwingungen, die die Neumannsche 
Theorie ergibt, senkrecht, fallen aber für nichtisotrope Medien nicht 
mit der Fresnelschen Schwingungsrichtung zusammen, sind auch nicht 
rein transversal. Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gilt das 
Fresnelsche Gesetz. Die Hinzunahme der vorher vernachlässigten 
Glieder ermöglicht auch die Erklärung der Rotationspolarisation der 
asymmetrischen Kristalle. 

Die Theorien von Briot und Sarrau, gegen die B. de Saint-Venant 
in einer eingehenden Kritik”) erhebliche Bedenken geltend gemacht 
hat, erfordern, um zum Ziel zu gelangen, sehr umständliche und 
wenig übersichtliche Rechnungen. Eine vereinfachte Darstellung des 
Wesens beider Theorien findet man bei H. Poincare°”). 


28. L. Lorenz, K. von der Mühll. Die Jaminschen Beobach- 
tungen, wonach die Fresnelschen Formeln in der Nähe des Polari- 
sationswinkels aufhören mit der Erfahrung übereinzustimmen, hat 
L. Lorenz®®) in Ausführung einer Cauchyschen Idee (vgl. Nr. 18) da- 
durch zu erklären gesucht, daß er annahm, der Übergang zwischen 
den beiden Medien, an deren Grenze die Reflexion und Brechung statt- 
findet, sei kein plötzlicher, sondern werde durch eine sehr dünne 
Schicht vermittelt, in welcher sich die Dichtigkeit und die Elastizität 
des Äthers stetig ändern. In zwei verschiedenen Ansätzen hat Lorenz 
die Wirkung einer solchen Übergangsschicht der Rechnung zu unter- 
werfen gesucht. Doch sind seine Formeln teilweise nur mangelhaft 


96) Ann. chim. phys. (4) 25 (1872); auch als besondere Schrift erschienen, 
Paris 1872. 

97) Mathemat. Theorie des Lichtes, deutsch von E. @umlich und W. Jäger, 
Berlin 1894. 

98) Ann. Phys. Chem. 111 (1860), p. 460; 114 (1861), p. 238. 
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begründet, und die Rechnungen enthalten unzulässige Vernachlässi- 
gungen®”) 

Ferner hat Lorenz auch den Versuch unternommen, die Doppel- 
brechung dadurch zu erklären, daß er die anisotropen Medien als aus 
sehr dünnen isotropen Schichten bestehend auffaßt, deren optisches 
Verhalten von Schicht zu Schicht sich stetig ändert). Doch hat 
diese Auffassung nirgends Anklang gefunden. 

Eine weitere Arbeit von Lorenz wird im letzten Abschnitt Er- 
wähnung finden, während seine Dispersionstheorie in dem Artikel von 
W. Wien besprochen werden soll. 

Mathematisch besonders sorgsam, aber ohne greifbaren physika- 
lischen Erfolg ist die Behandlung der Reflexion bei K. Von der Mühl). 
Von der Mühll behandelt zuerst die Reflexion ohne Annahme einer 
Übergangsschicht. Er legt dabei für die Lichtbewegung im Innern 
‚der Medien die Gleichungen von (©. Neumann zugrunde, nimmt also 
mit diesem an, daß bei den Lichtschwingungen der Äther als inkom- 
pressibel zu betrachten ist (vgl. Nr. 26a), während doch seine Dich- 
tigkeit in verschiedenen Medien verschieden ist, ebenso seine Elasti- 
zität. Die Grenzbedingungen endlich bilden bei ihm die vollständigen 
Bedingungen der Elastizitätstheorie, Gleichheit der Verrückungskon- 
ponenten und der Druckkomponenten an der Grenzfläche. Man kann 
allen sechs Bedingungen durch gewisse partiknläre Integrale der all- 
gemeinen Gleichungen genügen, die neben trigonometrischen auch 
Exponential-Funktionen enthalten. Die aus diesem Ansatz resultie- 
renden Formeln können aber durch keine Annahme über das Ver- 
hältnis der Dichtigkeit beider Medien mit der Erfahrung in Einklang 
gebracht werden. 

Infolgedessen wendet sich Von der Mühll der Annahme einer 
Übergangsschicht zu. Er berechnet den Effekt dieser Schicht auf 
doppelte Weise, einmal indem er einen Übergang von dem einen 
Medium zum anderen durch unendlich viele, unendlich dünne Schich- 
ten voraussetzt und die einzelnen Schichten als homogen behandelt, 
dann durch direkte Annahme einer kontinuierlichen Änderung von 
Elastizität und Dichtigkeit. Als Resultat der sehr umfangreichen 
Rechnungen ergeben sich für die Intensität des reflektierten und ge- 


99) Vgl. die Besprechung der Arbeiten in den Fortschr. d. Physik durch 
E. B, Christoffel. 


100) Ann. Phys. Chem. 118 (1863), p. 111. 

101) Über die Reflexion und Brechung des Lichts an der Grenze unkristalli- 
nisher Medien, Math. Ann. 5 (1872) p. 471—559; ein Teil der Resultate ist schon 
in der Dissertation des Verfassers, Königsberg 1866, veröffentlicht. 
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brochenen Strahles konvergente Reihen, deren einzelne Glieder die 
Form von vielfachen Integralen haben. Die Annahme, daß die Dicke 
der Übergangsschicht gegen die Wellenlänge verschwindend klein ist, 
vereinfacht zwar die Resultate, führt aber zu denselben unzulässigen 
Formeln wie die Annahme eines plötzlichen Übergangs. Man muß 
daher annehmen, daß die Dicke der Übergangsschicht nicht sehr 
klein gegen die Wellenlänge ist. Für diesen Fall aber sind die 
Resultate so kompliziert, daß sie eine direkte Vergleichung mit den 
Beobachtungen nicht zulassen. 

In einer späteren Arbeit!) hat Von der Mühll noch einen Weg 
angedeutet, wie man die Übergangsschicht behandeln könne, ohne die 
Bedingung der Inkompressibilität zu Hilfe zu nehmen. Es würden 
dann in der Übergangsschicht longitudinale Wellen möglich sein, 
während über die verfügbaren Größen so zu bestimmen wäre, daß 
außerhalb der Übergangsschicht die longitudinalen Wellen verschwin- 
den. Die diesem Vorschlage entsprechenden Rechnungen sind später 
von f\ H. Wehner durchgeführt'”). Die Anpassung der Endformeln 
an die Beobachtungen stößt ebenso wie bei Von der Mühli auf große 
Schwierigkeiten. 

Die Untersuchungen Von der Mühlls sind daher für die Optik 
völlig unfruchtbar geblieben. 


29. J. W. Strutt (Lord Rayleigh). Die Fresnelsche Theorie (und 
ebenso die Theorien von Cauchy und Green) enthält einen Widerspruch 
in sich, und zwar liegt derselbe darin, daß bei der Reflexion die 
Elastizität des Äthers in allen isotropen Medien als gleich angenommen 
wird, während bei der Behandlung der Doppelbrechung die Elastizität 
des Äthers in Kristallen in verschiedenen Richtungen als verschieden 
betrachtet werden muß. Diesen Widerspruch sucht die Theorie von 
Strutt!%) durch die Annahme zu beseitigen, daß der Einfluß der wäg- 
baren Materie auf den Äther nicht darin bestehe, dessen Elastizitäts- 
kraft zu ändern, sondern sich als eine Art Widerstand äußere, analog 
dem hydrodynamischen Widerstande. Diesen Widerstand bei Kristallen 
als nach verschiedenen Richtungen verschieden anzunehmen, liegt in 
der Natur der Sache. Der Widerstand hängt nun von der Beschleu- 
nigung ab, und durch ihn werden in den Hauptgleichungen die Koef- 
fizienten der zweiten Ableitungen der Verrückungen nach der Zeit 
geändert, nicht aber die Koeffizienten der Ableitungen nach den 


102) Über Greens Theorie der Reflexion usw., Math. Ann. 27(1886), p.506—514 
103) Arch, Math. Phys. (2) 9 (1890), p. 337—374. 
104) Phil. Mag. (4) 41 (1871), p. 519. 
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Koordinaten. Auf die Hauptachsen des als symmetrisch angenom- 
menen Kristalls bezogen, lauten die Hauptgleichungen, die ähnlich 
wie bei Green a werden: 





0, a = (A— 2% + B4u, 
(105) 1 0,5: or = (A— 2) + BA4v, 
06, 5 en = (A— B) + BAw. 


Man kann diese Gleichungen deuten als die eines Mediums, das nach 
verschiedenen Richtungen gleiche Elastizität, aber verschiedene Dich- 
tigkeit besitzt. Durch Anwendung der Gleichungen auf ebene trans- 
versale Wellen findet Strutt für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
an Stelle der Fresnelschen Gleichung (31) die folgende: 


«a? ß? y? 
(106) Va —B + V?oy —B 7 Vo—B Y 0, 


oder, wenn a, b, c die Hauptwerte von V bezeichnen: 





«? ß? y’ 0 
(106) Pte 
a? b? 0 
An Stelle des Ellipsoids (33), dessen mit der Wellenebene paralleler 
Zentralschnitt in der Fresnelschen Theorie durch seine Achsenrich- 
tungen die Schwingungsrichtungen, durch seine Achsenlängen die 
reziproken Werte der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der beiden zu- 


gehörigen Wellen bestimmt, tritt hier das Ellipsoid 
2 2 2 
(107) stHtsel, 


ein Resultat, das schon @. @. Stokes!®) als Ergebnis einer von der 
Fresnelschen verschiedenen physikalischen Theorie der Doppelbrechung 
hingestellt hatte. 

Die Reflexionstheorie von Strutt'®) ist im wesentlichen die Green- 
sche, nur daß Strutt von vornherein sowohl die Dichtigkeit, als die 
Elastizität in beiden Mitteln als verschieden annimmt und erst in den 
Schlußresultaten die Annahme einführt, daß nur eine der beiden Größen 
in beiden Medien denselben Wert hat. Ist die Dichtigkeit gleich, die 
Elastizität verschieden, so würden sich für den Fall, daß die Brechungs- 
verhältnisse beider Medien nur wenig verschieden sind, Folgerungen 
ergeben, die aller Erfahrung widersprechen. Daher verwirft Strutt 








105) Report Brit. Ass. 1862. 
106) Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 81. 
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diese Annahme und glaubt daraus den Schluß ziehen zu können, daß 
nur die Fresnelsche Definition der Polarisationsebene zulässig sei. 

Die Haughtonsche Modifikation der Greenschen Theorie (s. Nr. 23). 
hält Strutt deshalb für bemerkenswert, weil dadurch in die Formeln 
für die Reflexion zwei Konstante anstelle einer eingeführt würden. 
Dadurch könne man auch von den Jaminschen Beobachtungen Rechen- 
schaft geben. 

Strutt versucht auch den Einfluß einer Übergangsschicht auf die 
Reflexion in Rechnung zu ziehen, indem er die Übergangsschicht als 
von mittlerer Dichtigkeit annimmt. Dadurch gelangt er zu Formeln, 
die mit den Beobachtungen besser übereinstimmen), als die der 
übrigen Theorien. 

In einer dritten Arbeit!%) hat Strutt die Lichtzerstreuung durch 
kleine Körper untersucht. Auch hier ist er zu Resultaten, die der 
Erfahrung entsprechen, nur unter der Voraussetzung gelangt, daß die 
Dichtigkeit des Äthers in verschiedenen Medien verschieden ist. 

Für die Metallreflexion hat Strutt die Cauchyschen Formeln her- 
geleitet!%®). Er geht dabei für die Lichtbewegung in Metallen von 
einer Gleichung aus, die sich von der Gleichung für durchsichtige 
isotrope Medien durch Hinzufügung eines der Geschwindigkeit pro- 
portionalen Gliedes unterscheidet. 

Für die Struttsche Theorie spricht, daß in ihr die verschiedensten 
Erscheinungen durch ein und dieselbe Grundannahme (Verschiedenheit 
allein der Ätherdichtigkeit) ihre Erklärung finden. Auf die äußerst 
zahlreichen und wichtigen späteren optischen Arbeiten von Strutt 
braucht hier nicht eingegangen zu werden, da sie bereits auf dem 
Boden der elektromagnetischen Theorie stehen oder spezielle Fragen 
betreffen. 


30. G.Kirchhoff. Von @. Kirchhoffs Arbeiten sind zwei optischen 
Inhalts. Die erste'!) betrifft die Reflexion des Lichtes an Kristall- 
flächen. Die Arbeit enthält in ihrem ersten Teil eine auf den Green- 
schen Ausdruck des Potentials der elastischen Kräfte gestützte, sehr 
elegante und übersichtliche Ableitung der Formeln der Doppel- 
brechung. Abweichend von Green wird die F. Neumannsche Definition 
der Polarisationsebene zugrunde gelegt, während wiederum die Resul- 





107) Nach @. Lundquist Ann. Phys. Chem. 152 (1874). Vgl. andererseits 
Von der Mühll Math. Ann. 27 (1886), p. 511 ff. 

108) Phil. Mag. (4) 41 (1871), p. 447. 

109) Phil. Mag. (4) 43 (1872), p. 321. 

110) Berlin Abh. (1876), p. 57. Kirchhoff, Gesammelte Abhandl. p. 352. 
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tate von den F. Neumannschen sich dadurch unterscheiden, daß von 
den drei zu einer gegebenen Normalenrichtung gehörigen Wellen die 
eine genau longitudinal, die beiden anderen genau transversal sind. 
Für letztere ergeben sich die Fresnelschen Gesetze. Dabei wird eine 
neue, physikalisch anschauliche Definition des zu einer gegebenen 
Wellennormale gehörigen Strahles aufgestellt. Man denke sich in dem 
Mittel, in dem eine bestimmte ebene Lichtwelle fortschreitet, eine 
beliebige Ebene und berechne die Arbeit des (auf die Zeiteinheit und 
die Flächeneinheit bezogenen) Druckes, der auf ein Element dieser 
Ebene von der einen Seite her ausgeübt wird. Soll diese Arbeit ver- 
schwinden, so muß die betrachtete Ebene einer gewissen Richtung 
parallel sein; diese ist die Richtung des Strahles, der zu der betrach- 
teten Lichtwelle gehört. Der so definierten Strahlenrichtung entspricht 
elektromagnetisch die Richtung des Poyntingschen Vektors!!). 

Was die Reflexionstheorie betrifft, so nimmt Kirchhoff mit F. Neu- 
mann an, daß in den verschiedenen Medien die Elastizität des Äthers 
verschieden, die Dichtigkeit aber dieselbe ist. Von den Neumann- 
schen Grenzbedingungen behält er die der Kontinuität der drei Ver- 
schiebungskomponenten bei, vermeidet aber die Anwendung des Satzes 
der lebendigen Kraft durch die Annahme, daß auf die Grenzfläche 
außer den elastischen Druckkräften noch ein fremder Druck wirkt, 
den man sich etwa von den wägbaren Teilen beider Medien herrührend 
denken kann. Die elastischen Druckkräfte brauchen dann zu beiden 
Seiten der Grenzfläche nicht gleiche Werte zu haben. Die Bedingung, 
daß die Arbeit des genannten fremden Druckes verschwindet, liefert 
die vierte Grenzbedingung. Aus dieser Bedingung folgt zugleich, daß 
der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft gültig bleibt, nur 
daß er eben keine Grundannahme bildet. Die Resultate stimmen mit 
denen von F. Neumann und Mac Oullagh überein. Die Darstellung 
ist eleganter und übersichtlicher als bei den genannten Autoren. Es 
fehlen jedoch die vielen Anwendungen, die F. Neumann von seinen 
Formeln macht. 

Die zweite Arbeit!!!) betrifft eine Präzisierung und Verallgemeine- 


110°) W. Voigt hat [Ann. Phys. 18 (1905), p. 645; 19 (1906), p. 14] gezeigt, 
daß die in der Kirchhoffschen Definition liegende Deutung der Lichtstrahlen 
durch den Energiefluß nicht notwendig mit der älteren geometrischen (s. Nr. 8, 
S. 26) durch den Radiusvektor der Wellenfläche zusammenfällt. 

111) Zur Theorie der Lichtstrahlen, Berlin Ber. 1882, p. 641; Ann. Phys. 
Chem. (2) 18 (1883), p. 663; Gesammelte Abhandl. Nachtrag, p. 22—54. Den 
wesentlichen Teil der Arbeit hat Kirchhoff schon viele Jahre vorher in seinen 
Vorlesungen vorgetragen. 
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rung des Huygensschen Prinzips und damit eine strengere Begründung 
der Theorie der Bildung der Lichtstrahlen, ihrer Reflexion und 
Brechung, sowie der Theorie der Beugungserscheinungen. Die Grund- 
lage dieser Untersuchung bildet die Anwendung des Greenschen Satzes 
auf solehe Funktionen, die der Gleichung 

0°® e® 2® 0° ® 
are 
genügen. Weiteres über diese Untersuchungen findet man in dem 
Artikel von Wien. Auch auf die sich an die Kirchhoffsche Arbeit an- 
schließenden Abhandlungen von @. A. Maggi"), E. Beltrami'"?), V. Vol- 
terra““*) und A. Gutzmer*'®) kann hier nur kurz hingewiesen werden. 


31. Sir W. Thomson (Lord Kelvin). Sir W. Thomson!) hat 
eine Reflexionstheorie entwickelt, die die vollständigen Grenzbedin- 
gungen der Elastizität (Gleichheit der Verrückungs- und Druck- 
komponenten) berücksichtigt und die longitudinalen Wellen dadurch fort- 
schafft, daß ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich Null gesetzt 
wird. Damit müßte also für isotrope Medien (s. S.40) die Konstante 


,»+2u=0 

sein, und zwar müßte diese Bedingung für die beiden Medien, die bei 
der Reflexion in Betracht kommen, erfüllt sein. Dem entsprechend 
wird beiden Medien gleiche Elastizität, aber verschiedene Dichtigkeit 
zugeschrieben. Das Verschwinden von A + 2u bedingt zwar eine un- 
stabile („quasi-labile“) Konstitution dss Äthers; nach Thomson bietet 
aber diese Annahme die einzige Möglichkeit, den vollständigen Grenz- 
bedingungen durch rein transversale Wellen zu genügen. T’homson 
sucht sich auch ein Bild von der Konstitution eines Mediums zu machen, 
das die postulierten Eigenschaften des Äthers besitzt, und findet, daß 
homogener, luftfreier Schaum, der durch Adhäsion an einem Gefäß 
von dem Zusammenschwinden zurückgehalten wird, genäu die Be- 
dingung A+2u=0 erfüllt. Auf Grund seiner Annahme findet er 
für die Intensität des reflektierten und gebrochenen Lichter genau die 
Fresnelschen Formeln ""). 





112) Ann. di mat. (2) 16 (1888). 

113) Lombard. Ist. Rend. (2) 21 (1889); Rom Acc. Linc. Rend. (5) 1! (1892). 

114) Rom Ace. Linc. Rend. 1? (1892). 

115) J. Math. 114, 1895. 

116) Phil. Mag. (5) 26 (1888), p. 414. 

117) Thomsons Ableitung ist reproduziert in P. Volkmanns V.orlesungen über 
die Theorie des Lichtes, $ 88. Dort ist auch gezeigt, wie man diese Theorie 
leicht so modifizieren kann, daß sie auf die F. Neumannschen Formeln führt. 
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Thomsons Theorie des kompressiblen Äthers ist von R. T. Glaze- 
brook auf Doppelbrechung, Dispersion, einschließlich der anomalen 
Dispersion, Metallreflexion und auf die Lichtbewegung in bewegten 
Medien ausgedehnt!'?). 


V. Theorien, die das Mitschwingen der ponderablen Teilchen in 
Rechnung ziehen. 


32. J. Boussinesg. Wenn auch schon in früheren Theorien mehr- 
fach eine Einwirkung der Körperteilchen auf den Äther angenommen 
war (vgl. z. B. F. Neumanns Dispersionstheorie, Nr. 21), so ist doch 
ein direktes Mitschwingen jener Teilchen zuerst von Boussinesg als 
Grundlage der Theorie herangezogen. In seiner Theorie nouvelle des 
ondes lumineuses!!?) geht Boussinesq von folgenden Grundanschauungen 
aus. Der Äther ist durchweg isotrop; seine Elastizität und. seine 
Dichtigkeit sind in allen Medien die gleichen. Die optische Ver- 
schiedenheit der verschiedenen Medien rührt lediglich davon her, daß 
auch die ponderablen Teilchen mit in Bewegung geraten; sie werden 
aber wegen ihrer verhältnismäßig sehr großen Masse nur so wenig 
verschoben, daß die dadurch geweckten elastischen Kräfte der wäg- 
baren Materie als verschwindend angesehen werden können. Die pon- 
derablen Teilchen bewegen sich daher so, als wären sie ganz isoliert, 
und sie werden durch die periodische Ätherbewegung in synchrone 
Schwingungen versetzt. Dadurch, daß der Äther isötrop ist und ein 
Teil seiner elastischen Kraft zur Mitbewegung der ponderablen Teil- 
chen verwendet wird, ergibt sich der Ansatz: 


a» U 20 
(109) eat atmzt+ Am 


wo u,v, w, wie stets, die Verrückungskomponenten des Äthers be- 
zeichnen, U, V, W die der ponderablen Moleküle go, og, die Dichtig- 
keiten, @ die räumliche Dilatation des Äthers, A den bekannten 
Laplaceschen Differentialausdruck. Da ferner die Schwingungen der 
Körpermoleküle isochron mit denen der Ätherteilchen erfolgen, so sind 
U, V, W Funktionen der u, v, w und ihrer Ableitung nach den Ko- 
ordinaten, und zwar wegen der Kleinheit von u, v, w lineare Funk- 
tionen dieser Größen. Die Ableitungen von u,v,w nach der Zeit 


118) Phil. Mag. (5) 26 (1888), p. 521. 

119) Paris C. R. 65 (1867) p. 167; Journ. de math. (2) 18 (1868), p. 313. 
Die weiteren im Journ. de math. 13 (1868); 17 (1872); 18 (1873) sowie in den 
Ann. chim. (4) 30 (1873) veröffentlichten Arbeiten des Verfassers enthalten 
weitere Ausführungen der Theorie, 
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einzuführen, erweist sich nur bei den magneto-optischen Erscheinungen 
als erforderlich. Für isotrope Medien ergibt sich so der Ansatz 
(110) U—-Au+B(f 5.) +02 +Das+.. 

für Medien, die keine drehende Eigenschaft besitzen, ist B=(0 zu 
setzen. Zur Erklärung der Dispersion sind rechts noch die höheren 
Ableitungen von u, v, w hinzuzufügen. Zur Erklärung der Doppel- 
brechung sind, wenn die Koordinatenachsen den Hauptachsen parallel 
sind, die Konstanten A in den Gleichungen für U, V, W verschieden 
anzunehmen, während für isotrope Medien A in allen drei Gleichungen 
denselben Wert hat. In einem späteren Ansatz nimmt Boussinesq 
angenähert für U, V, W lineare Funktionen der drei Größen u, v, w. 
Hinsichtlich der Doppelbrechung hat übrigens Poincare'?) gezeigt, 
daß der Ansatz von Boussinesg zu denselben Folgerungen führt, wie 
der von SJarrau (s. Nr. 27). 

Für die Reflexion fallen bei Boussinesq die Schwierigkeiten, welche 
sich der Anwendung des vollständigen Kontinuitätsprinzips bei der 
Annahme ungleicher Elastizität oder ungleicher Dichtigkeit entgegen- 
stellen, von selbst fort, da der Äther in den beiden aneinander stoßen- 
den Medien völlig gleiche Beschaffenheit hat. Dieser Umstand sowie auch, 
daß Boussinesg eine große Anzahl von Einzelerscheinungen nach einem 
einheitlichen Prinzip, nur durch geringe Modifikationen des Ansatzes, 
zu erklären vermag, hat B. de Saint-Venant veranlaßt, in seiner kriti- 
schen Besprechung der verschiedenen Lichttheorien!?!) die Theorie 
von Boussinesq für die am meisten einwandfreie erklären. 

Später hat Boussinesg'”?) seine Theorie dahin modifiziert, daß er 
von dem Mitschwingen der Körperteile abstrahiert, dafür aber einen 
Widerstand einführt, den jene Moleküle der Lichtbewegung entgegen- 
setzen, außerdem aber eine Einwirkung der ponderablen Teilchen auf 
den Äther postuliert. Letztere Wirkung gibt auf der rechten Seite 
von (109) ein Glied proportional «, — jener Widerstand durch 
u 0% 

a? 5 Ze 
modifizierten Ansatz hat er, ebenso wie den ursprünglichen, auch auf 
den Durchgang des Lichtes durch bewegte Medien ausgedehnt!?). 
Die Annahme, daß der Äther ruht und nur die ponderable Materie 


eine lineare Funktion von + dargestellt wird. Diesen 


120) Math. Theorie des Lichts, $ 177. 

121) Ann. chim. (4) 25 (1872), auch als besondere Schrift zu Paris 1872 
erschienen. Vgl. Darboux Bull. 3 (1872), p. 195. 

122) In drei Aufsätzen in den Paris C. R. 117 (1893). 

123) Paris C. R. 135 (190%) 
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sich bewegt, führt dazu, dem Ausdruck für den erwähnten Widerstand 
noch Zusatzglieder von der Form 

eU du eV ou eW du 
A De dm t or ayort Dr dr 
hinzuzufügen, und aus diesen ergibt sich der Wert des Fresnelschen 
Mitführungskoeffizienten ohne die Fresnelsche Annahme einer teil- 
weisen Mitführung des Äthers. — Auch die anomale Dispersion und 
den Durchgang des Lichtes durch absorbierende Medien hat Boussinesq 
in seine Theorie einzubeziehen versucht!*). 


33. W. Sellmeier. Sellmeier!?) war der erste, der eine theore- 
tische Erklärung der 1862 von F. P. Le Roux am Joddampf, 1870 
von C. Christiansen am Fuchsin entdeckten und dann namentlich von 
A. Kundt studierten anomalen Dispersion versuchte. Er ging dabei 
hinsichtlich des Verhaltens: des Äthers in verschiedenenen Medien von 
denselben Anschauungen aus wie Boussinesg und mußte daher wie 
dieser das Mitschwingen der ponderablen Teilchen in Rechnung ziehen. 
‚Das tat er aber in wesentlich anderer Art als Boussinesg, indem er 
vor allem auch die Elastizitätskräfte der wägbaren Materie mit be- 
rücksichtigte, während Boussinesqg diese vernachlässigte. Falls diese 
Kräfte allein wirkten, würde die Bewegung eines ponderablen Mole- 
küls längs einer seiner Hauptachsen (d.h. einer der drei senkrechten 
Achsen, längs denen eine Verrückung erfolgen muß, damit die Reak- 
tionskraft die Richtung der Verrückung hat) durch die Gleichung 

U 4n? 

(112) Fr ae Fr U 

bestimmt. Hierbei wird, ähnlich wie bei Fresnel (vgl. Nr. 3), eine 
„quasi-elastische“, der Verrückung proportionale Reaktionskraft ein- 
geführt, welche durch die unbekannten molekularen Zusammenhänge 
hervorgebracht wird und von der gewöhnlichen elastischen Kraft zu 
unterscheiden ist. — Wird nun das Medium von einer Lichtbewegung 
durchsetzt, so erleidet der Gleichgewichtsort des betrachteten ponderablen 
Teilchens eine periodische Verschiebung von derselben Schwingungs- 
dauer und Phase wie die Lichtbewegung, nämlich 


(113) U,—a,sin“"(t-+ a), 
und die Gleichung für die Bewegung des Teilchens wird nun: 
; U 4? 


124) Paris ©. R. 134 (1902); 136 (1903). 
125) Ann. Phys. Chem. 145, p. 399, 520; 147, p. 386, 525, beide 1872. 
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Ihr Integral ist, je nachdem ne oder ö =r ist: 
(115) Um u sin = (t+ e) fr b sin“ e+B), 


bzw. 


(115) — — "ost + a) + bein (t+P), 


: wobei b und ß die Integrationskonstanten sind. Die in (113), (115), 


(115a) auftretenden Konstanten .a,, b, ß sind nun keine eigentlichen 
Konstanten, sie sind vielmehr mit der Zeit veränderlich, wenn auch 
langsam im Vergleich mit der Geschwindigkeit der Lichtbewegung. 
Es folgt das daraus, daß im natürlichen Licht die Schwingungsrich- 
tung und damit die Projektion der Amplitude auf eine bestimmte 
Richtung & veränderlich ist, und daß von dieser Projektion auch a,, 
b, ß abhängen. Aus der Veränderlichkeit von b, ß ergibt sich, daß 
die zweiten Summanden in (115) und (115a) im allgemeinen auf die 
Lichterscheinungen keinen Einfluß haben; sie werden daher als un- 
wesentliche Körperschwingungen bezeichnet, während die ersten Sum- 
manden die wesentlichen Schwingungen bilden. Diese wesentlichen 
Schwingungen haben im Fall (115) eine ganz andere Wirkung auf 
die Lichtbewegung als im Falle (115a). Im Falle (115) geht in einer 
Reihe von Schwingungen keine lebendige Kraft vom Äther an die 
Körpermoleküle über, nur die Masse des Schwingenden wird vermehrt 
und damit die Fortpflanzungsgeschwindigkeit geändert. In Körper- 
teilchen, die nach (115) schwingen, sieht Sellmeier daher die Ursache 
der Refraktion; er nennt sie refraktive Teilchen, Körperteilchen da- 
gegen, deren wesentliche Schwingung nach (115a) erfolgt, bilden die 
Ursache der Absorption, da sie der Lichtbewegung fortdauernd leben- 
dige Kraft entziehen. Ist endlich r nahe gleich d, so haben auch die 
zweiten Summanden von (115), die im allgemeinen unwesentlich sind, 
eine Wirkung auf die Lichtschwingungen, sie ergeben eine Neben- 
absorption. 

Für die wesentlichen Schwingungen (115) leitet Sellmeier dann 
folgende Dispersionsformel her: 

Das 


m’ a’? 


(116) 





w„—1= 


Darin ist m’ die gesamte Äthermasse in einem Volumen Y, das so 
klein ist, daß alle in ihm enthaltenen Ätherteilchen in gleicher Phase 
schwingen, @ deren Amplitude, m die Masse der einzelnen in V ent- 
haltenen mitschwingenden Körperteilchen, für die d, das sich von 
Teilchen zu Teilchen ändern kann, Zr ist. Die Formel folgt daraus, 


Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 6 
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daß man für den in Y enthaltenen Äther die Energie (kinetische und 
potentielle) berechnet, die er während seines Fallens vom Verschie- 
bungsmaximam bis zum Ruheorte verliert, und entsprechend die 
Energie, die die ponderablen Teilchen während derselben Zeit ge- 
winnen, und beide gleich setzt!?*). Die Diskussion dieser Formel führt 
auf die Möglichkeit der anomalen Dispersion. 

Auch Formeln für die Intensität des reflektierten und gebrochenen 
Lichtes leitet Sellmeier her. Seine Grenzbedingungen sind den Fres- 
nelschen ähnlich, nur daß an Stelle des Satzes der lebendigen Kraft 
das obige Prinzip tritt: die mechanische Energie in einem Volumen 
V ist konstant. 


34. Weitere Ansätze zur Erklärung der anomalen Dispersion. 
Etwa gleichzeitig mit Sellmeier hat O. E. Meyer“?") versucht, die 
Differentialgleichung für eine ebene Wellenbewegung 

{ 5 2 
(117) un 
durch Zusatzglieder so zu modifizieren, daß sich aus ihr eine anomale 
Dispersion ergäbe. Er fügt auf der rechten Seite von (117) das Glied 
(118) int oder zn 
hinzu und begründet diese Hinzufügung im ersten Falle durch einen 
Widerstand der ponderablen Teile, im zweiten durch eine Art innerer 
Reibung der Ätherteilchen. Die Integration der so entstehenden 
Gleichungen führt auf Dispersionsformeln, die ein Wachsen des 
Brechungsexponenten mit der Schwingungsdauer, also anomale Dis- 
persion ergeben, für die Absorptionskonstante aber Werte, die den 
Erscheinungen nicht entsprechen. 

Bemerkenswerter ist der Ansatz von H. Helmholtz'®), der wie 
Sellmeier ein Mitschwingen der ponderablen Teilchen annimmt, das- 
selbe aber in anderer Art in Rechnung stellt. Da diese Arbeit in dem 
Artikel von Wien besprochen werden wird, sei hier nur erwähnt, daß 
es Helmholtz gelingt, auch für den Fall, wo die eigene Schwingungs- 
dauer der ponderablen Teilchen der Periode der erregenden’ Licht- 
oszillationen gleich ist, die Rückwirkung der erstgenannten Schwin- 


126) Den in Gl. (116) liegenden Satz, daß die brechende Kraft eines Mediums 
gleich ist den Quotienten der lebendigen Kraft seiner Körper- und Ätherteilchen, 
sowie die ihm zugrunde liegende Vorstellungsweise bezeichnet E. Ketteler als 
das Sellmeiersche Prinzip. 

127) Ann. Phys. Chem. 145 (1872). 

128) Berlin Monatsber. 1874, p. 667. 
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gungen auf den Äther zu ermitteln und damit Formeln für die Ab- 
sorption zu gewinnen. 

Um einen besseren Anschluß der Refraktionsformel an die Er- 
fahrung zu erzielen, hat E. Lommel den Helmholtzschen Ansatz etwas 
modifiziert'?®). Er nimmt dabei an, daß Ather und Körperteilchen 
nach einer gemeinsamen, im Raum festen Gleichgewichtslage hin- 
gezogen werden, ferner, daß den Körperteilchen durch die Ather- 
bewegung ein periodischer Impuls erteilt werde, der wiederum auf den 
Äther zurückwirke. Im übrigen wirken auf den Äther nur seine 
elastischen Kräfte, auf die Körperteilchen elastische Kräfte, die dem 
Ausschlag proportional sind, und außerdem ein der Geschwindigkeit 
proportionaler Widerstand. 

Lommel hat seine Theorie auch auf die Lichtbewegung in 
Kristallen ausgedehnt, außerdem die Fluoreszenz dadurch abzuleiten 
gesucht, daß er in der Gleichung für die Bewegung der ponderablen 
Moleküle neben den ersten noch höhere Potenzen ihrer Verrückung 


- einführte. 


35. W. Voigts ältere Arbeiten. In seiner ersten optischen 
Arbeit'?0) ging Voigt von der Elastizitätstheorie aus und untersuchte, 
wie man diese Theorie erweitern müsse, um aus ihr die Lichterschei- 
nungen für vollkommen durchsichtige Medien abzuleiten. Die Er- 
weiterung besteht in der Betrachtung eines aus Äther und ponderablen 
Teilchen gemischten Mediums. Auf beide Arten von Teilchen wirken 
zunächst die von den umgebenden gleichartige Massen ausgeübten 
elastischen Kräfte, deren Komponenten X, Y, Z, bezw. &, H, Z seien. 
Daneben werden auch von den ungleichartigen Massen Kräfte mit den 
Komponenten A, B, © ausgeübt, die dem Prinzip von Wirkung und 
Gegenwirkung gehorchen müssen. Die Differentialgleichungen der 
Bewegung werden daher, wenn u, v, w die Verrückungskomponenten, m 
die Dichtigkeit des Äthers ist, und U, V, W, u dieselbe Bedeutung für 
die ponderable Materie haben: 


0° DE: 
(119) ma— Xt+A4 u = Hal... 


Von den Kräften A,... wird weiter gefordert, daß für sie das Prinzip der 
Energie gilt, daß also der Ausdruck für ihre Arbeit sich auf die 
Form eines vollständigen Differentialquotienten nach der Zeit bringen 
lasse. Das liefert acht verschiedene Ansätze. Bei dem ersten ist A 
eine lineare homogene Funktion von uv— U, v— V, w— W, bei 


129) Erlangen Ber. 1877; Ann. Phys. Chem. (2) 3 u. 4 (1878). 
130) Ann. Phys. Chem. (2) 19 (1883), p. 873. 
6* 
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dem zweiten eine ebensolche Funktion der zweiten Ableitung von 
u— U, v— V, w— W nach der Zeit. Im dritten und vierten wird 


0Ax 04 04: 
(120) niert = 
gesetzt, und für die Größen A,, A,, A, werden Ausdrücke von der- 
selben Form genommen, wie vorher für A selbst genommen sind. Wenn 
man nun noch den Äther als inkompressibel und als von verschwin- 
dender Dichte, aber in allen Medien als von gleicher Konstitution 
annimmt, so sind die U, V, W verschwindend klein. Die allein übrig 
bleibenden Gleichungen für u, v, w ergeben dann für kristallinische 
Medien Gesetze, die viel komplizierter sind als die Fresnelschen Ge- 
setze, die sich jedoch durch passende Annahmen über die verfügbaren 
Konstanten auf letztere zurückführen lassen. Dabei sind aber die in 
den F'resnelschen Gesetzen auftretenden Parameter nicht konstant, 
sondern von der Farbe abhängig. Eine Modifikation der obigen vier 
Ansätze, bei der auch die ersten oder dritten Ableitungen von v— T, 
v— V, w— W auftreten, ergibt die Erscheinungen der Zirkularpolari- 
sation. Die Reflexion endlich wird mittels der Körchhoffschen Grenz- 
bedingungen behandelt. Die sich ergebenden Formeln können sowohl 
mit den F. Neumannschen, als den Fresnelschen in Übereinstimmung 
gebracht werden, mit letzteren aber nur, wenn man zwischen den 
Konstanten Relationen annimmt, durch welche die in den Formeln 
enthaltene Dispersion verschwindet. 

Weiter hat Voigt seine Theorie auch auf absorbierende isotrope 
und kristallinische Medien ausgedehnt!®,, Mußten bei den durch- 
sichtigen Medien die A der Bedingung genügen, daß die Energie 
einer in dem Körper fortgepflanzten Bewegung unter allen Umständen 
erhalten bleibt, so müssen sie jetzt die Forderung erfüllen, daß stets 
ein Verlust an Energie eintritt. Er hat aus dieser Forderung bei 
isotropen Medien Ausdrücke für die A hergeleitet, die, verbunden mit 
den nötigen Grenzbedingungen, das optische Verhalten der Metalle 
mit großer Genauigkeit darstellen. Auch für kristallinische Medien 
werden die entsprechenden Ausdrücke aufgestellt. 

In einer späteren Arbeit'??) geht Voigt von noch allgemeineren 
Ansätzen hinsichtlich der A aus. Er nimmt an, daß die auf die 
Ätherteilehen ausgeübten Kräfte sei es, daß dieselben von den übrigen 
Ätherteilchen oder von den ponderablen Molekülen herrühren, aus 





181) Gött. Nachr. 1884, p. 137 und 837; Ann. Phys. Chem. (2) 23 (1884), 
p. 104 und 577. 
132) Ann. Bhys. Chem. (2) 48 (1891), p. 410. 
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Gliedern folgender Formeln bestehen: 





04, PA,z A, 
Ben: (+ = a ze) at Day ı 9 


wo die A lineare Funktionen der Verrückungen und ihrer Ableitungen 
nach der Zeit von beliebig hoher Ordnung sind, die A,, A,, 4, 


ou du dw 
lineare Funktionen von da’ yo’ De 


usw. Ableitungen nach der Zeit, die A 
u Hu or w 

0x: dröy’' dt 
Zeit. Wegen der Periodizität der Verrückungskomponenten ist nun 


und ihrer ersten, zweiten 
Ads. endlich lineare 


und ihren a nach der 


x) 


Funktionen von 


0u 4? 
Jr =— 72 Ze usWw;; 
ou ou ou ou 


ersetzt man demgemäß . durch u, Zi Ze. . durch 2 5 1; 


dt: ’ FIS TR 
so enthalten die Ausdrücke für Ah A,,... nur nullte und erste Ablei- 
tungen nach der Zeit; doch sind die Koeffizienten dieser Ausdrücke 
nicht mehr konstant, sondern Reihen, die nach fallenden Potenzen 
des Quadrats der Schwingungsdauer fortschreiten. Von den Ableitun- 
gen der u, v, w nach den Koordinaten darf man in A, A,,... aur 
die ersten beibehalten, d. h. man muß von den A,,, A,,,... und 
etwaigen Kräften, die von Größen noch höherer Ordnung abhängen, 
abstrahieren, weil sich sonst für eine Fortpflanzungsrichtung mehr als 
zwei Wellen ergeben würden. Die immer noch sehr große Zahl von 
Konstanten wird durch die Annahme der Inkompressibilität des 
Äthers reduziert. So ergibt sich, daß für durchsichtige Medien, bei 
denen kein Energieverlust stattfindet, die A verschwinden. Die A,, 
du ou 
da’ay’''” 
nicht aber von deren Ableitung nach der Zeit abhängen, enthalten 
im allgemeinen zwölf Konstante; sie stellen sich für jede Farbe als 
die Superposition zweier Kraftsysteme dar, die in bezug auf zwei im 
allgemeinen verschiedene Achsenkreuze symmetrisch verteilt sind, 
und von denen das eine mit den Neumannschen, das andere mit 
den Fresnelschen Werten identisch ist. Diejenigen Teile von A,, 
ferner, die die Ableitungen nach der Zeit enthalten und mit dem 
Energieprinzip und der Inkompressibilität vereinbar sind, müssen 
um eine Achse gleichmäßig verteilt sein und geben Wirkungen, die 
vollständig mit denen zusammenfallen, die in einem homogenen mag- 
netischen Felde beobachtet--werden; dessen Kraftlinien jener Achse 
parallel laufen. 


A, -. . zerfallen in zwei Teile; die Teile, die nur von den -— 


\ 
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Die absorbierenden Kräfte ferner haben genau dieselbe Form, 
wie die betreffenden Kräfte für durchsichtige Medien, falls man in 
letzteren u, v, w durch ihre ersten Ableitungen nach der Zeit ersetzt. 
Für die absorbierenden Kräfte gelten daher ähnliche Gesetze, wie die 
vorher erwähnten für die ersten Teile der 4,,.... 

Auch die Grenzbedingungen für den Übergang des Lichtes aus 
einem Medium in ein anderes leitet Voigt aus dem Prinzip der Er- 
haltung der Energie her und gelangt für durchsichtige Kristalle zu 
den Kürchhoffschen Bedingungen, während sich für absorbiernde Medien 
‘ die von Voigt selbst"??) und Drude*) aufgestellten Gleichungen er- 
geben. 

Zum Schluß zeigt Voigt den Zusammenhang zwischen den von 
ihm für nicht aktive durchsichtige Medien aufgestellten Formeln und 
den Formeln der elektromagnetischen Lichttheorie. 

Wir sehen, daß Voigt, der zuerst von rein mechanischen Vor- 
stellungen zur Begründung der Lichttheorie ausgegangen war, in dem 
Bestreben, die Theorie so zu erweitern, daß sie alle möglichen Er- 
scheinungen umfaßt, schließlich zu einer Darstellung gelangte, die von 
der molekular-mechanischen Deutung der eingeführten Kräfte ab- 
strahiert und wegen der großen Zahl der in dem Ansatz auftretenden 
verfügbaren Konstanten als wesentlich phänomenologisch bezeichnet 
werden kann. Noch entschiedener hat sich Voigt in seinem Kom- 
pendium der theoretischen Physik auf den phänomenologischen Stand- 
punkt gestellt (vgl. Abschn. VI, Nr. 39). 


VI Die Behandlung der Optik vom phänomenologischen 
Standpunkt. 


36. Theoretische Arbeiten, die wesentlich phänomenologischen 
Charakter haben. Drude weist gelegentlich?®) darauf hin, daß eine 
phänomenologische Theorie keineswegs nur eine mathematische Rechen- 
übung und für die Naturerkenntnis nutzlos sei. Gerade die Optik 
biete eine große Zahl von Beispielen für den Nutzen rein phänomeno- 
logischer Ansätze. So sei Fresnels Theorie der Doppelbrechung so 
wenig streng begründet, daß man sie als phänomenologisch bezeichnen 
müsse, und doch habe sie zur Entdeckung der konischen Refraktion 
‚geführt. Von neueren Theorien habe die phänomenologisch zu 


133) Vgl. die in Anm. 131 zitierten Arbeiten aus dem Jahre 1884. 

184) Avun. Phys. Chem. (2) 82 (1887), p. 584. 

135) A. Winkelmanns Handbuch der Physik, zweite Auflage, 6, p. 1140, 
Anm. 3, 
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nennende Theorie von Voigt zur Auffindung mancher bisher nicht 
beobachteten Erscheinungen geführt, z. B. in absorbierenden Kristallen. 

Wir möchten dem hinzufügen, daß, wenn eine phänomenologische 
Theorie auch nur als Vorstufe einer eigentlichen Theorie betrachtet 
werden kann, sie schon dadurch einen wesentlichen Nutzen gewährt, 
daß sie die Fülle der Einzelerscheinungen rationell zusammenfaßt und 
durch Formeln exakt darstellt. In dieser Beziehung sind auch solche 
Theorien nützlich, deren mathematische Entwicklung nicht haltbar 
ist, wie z. B. die Theorie von Ketteler'?®). E. Ketteler ist es gelungen, 
einen einigermaßen brauchbaren Ansatz zu finden, den er dann in 
sehr zahlreichen Versuchen fortwährend in diesem oder jenem Punkt 
geändert hat, bis er schließlich zu Gleichunger (allgemeine und Grenz- 
gleichungen) gelangt ist, die wohl geeignet waren, die Beobachtungen 
wiederzugeben. 

Ähnliches gilt von der Art, in der V. von Lang'?") die Doppel- 
brechung begründet. Er geht davon aus, daß im freien Äther die 
Ausschläge u, v, w der Teilchen lediglich den elastischen Gleichungen 
genügen, während für die Lichtbewegung in anderen Medien u, v, w 
durch die Schwingungen U, V, W der Körperteilchen beeinflußt werden. 
Diesem Einfluß trägt er dadurch Rechnung, daß er in den elastischen 
Gleichungen u — TU, v— V, w— W an Stelle von u, v, w einführt 
und annimmt, daß die Verhältnisse U:u, V:v, W:w für ein be- 
stimmtes System rechtwinkliger Achsen überall im Körper konstante, 
. voneinander verschiedenem Wert haben. So gelangt er zu den Fresnel- 
schen Gesetzen der Doppelbrechung und zwar mit Fresnels Definition 
der Polarisationsebene. 

Denselben Ansatz hat von Lang auch in die Theorie der Zirkular- 
polarisation eingeführt!®). Auch hier dürfte sich die grundlegende 
Annahme lediglich dadurch rechtfertigen lassen, daß sie zu richtigen 
Resultaten führt, so daß auch diese Theorie mehr phänomenologischen 
als rationellen Charakter hat. 


136) E. Ketteler, Theoretische Optik, gegründet auf das Bessel-Sellmeiersche 
Prinzip, Braunschweig 1885. — Vgl. auch die zahlreichen Abhandlungen Kettelers 
in den Ann. Phys. Chem., deren erste die Lichterscheinungen in bewegten Medien 
betrafen, während die von 1876 ab erschienenen eine molekular- mechanische 
Begründung der normalen und anomalen Dispersion zu geben versuchten. 

Was die Bezeichnung „Bessel-Sellmeiersches Prinzip“ betrifft, so nennt 
Ketteler die Heranziehung des Trägheitsmomentes des mitschwingenden Mittels: 
„Besselsches Prinzip“. Hinsichtlich ds Sellmeierschen Prinzips vgl. Nr. 38, 
Anm. 126). 

137) Ann. Phys. Chem. 159 (1876); Wien Ber. 83 (1876). 

138) Ann. Phys. Chem. Suppl.-Bd. 8 (1878). 
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37. L. Lorenz, M. Lövy. Der erste, der sich, allerdings nicht von 
vornherein, auf einen bewußt phänomenologischen Standpunkt stellte, 
war L. Lorens'?®). Er erklärt; die Ausbildung des Molekularmechanik 
für völlig unfruchtbar und will der Optik eine rein analytische Grund- 
lage geben. Er zeigt, daß aus Gleichungen von der Form der Lame- 
schen bei angemessenen Grenzbedingungen alle optischen Erscheinungen 
hervorgehen. 

M. Levy“) hat die Frage untersucht: Welches sind die all- 
gemeinsten Gleichungen der Doppelbrechung, die mit den Fresnel- 
schen Gesetzen vereinbar sind? Ohne jede Hypothese über das Wesen 
des Lichtes kann man den Vorgang der Ausbreitung desselben durch 
einen Vektor darstellen, dessen Komponenten u, v, w, wenn das Medium 
kontinuierlich ist, einem System von partiellen Differentialgleichungen 
genügen. Diese Gleichungen müssen, da Interferenz des Lichtes 
möglich ist, linear und, falls man von der Dispersion und der Zir- 
kularpolarisation absieht, auch homogen sein. Sollen diese Gleichungen 
auf die Frresnelsche Wellenfläche führen, so müssen sie z. B. die Form 
haben: 





0?u Pie u, u 
= at BA + (b — ar 


E re BR 2 u 


(122) (A, ).? 





Darin treten neben den Hauptbrechungsindizes a, b, c die fünf 
willkürlichen Konstanten a, b, c, u: A, v:A auf. Außer dieser Form 
sind noch drei andere möglich, in denen nur die acht Konstanten in 
etwas anderer Anordnung auf die Terme der rechten Seiten verteilt 
sind. Die Verteilung der Konstanten in den vier Formen ist folgende: 


A) sam 26—,2(c— 9); 
(A) eb, 2a), (a — 9); 


(122a) 
(B,) a, a’, a?, rn (b 4), —(e BR: a?); 





EB) a, %a—, 7a). 


Alle vier Systeme ergeben für das Quadrat der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit eine Gleichung dritten Grades, die in zwei Faktoren 
zerfällt, deren einer die Fresnelsche Gleichung für transversale 
Schwingungen ergibt. Damit die dritte Welle fortfällt, ist nur nötig, 


139) Über die Theorie des Lichtes, Ann. Phys. Chem. 121 (1864), p. 579—600. 
140) Paris ©. R. 105 (1887); Journ. de math. (4) 4 (1888). 
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den Konstanten a, b,c negative Werte zu geben. Die Konstanten 

w:A, v:ı bestimmen die Schwingungsrichtung der nicht fortfallenden 

Wellen. Je nach der Annahme über a, b, c, u: A, v:A ergeben sich 

die verschiedenen. Theorien. Z. B. folgen aus dem System (A,) für 
v 


die Theorien von F. Neumann, Mac Cullagh und Lame. Die Glei- 
chungen (B,) ergeben unter denselben Annahmen die Fresnelsche 
Theorie. Durch andere Annahmen wiederum kann man die Resul- 
tate der Sarrauschen Theorie erhalten. 

Die obigen Gleichungen setzen voraus, daß der betrachtete Kri- 
stall in bezug auf drei rechtwinklige Ebenen symmetrisch ist. Besteht 
_ diese Symmetrie nicht, so braucht man, um zur Fresnelschen Wellen- 
fläche zu gelangen, nur u, v, w durch beliebige lineare Funktionen 
dieser Größen zu ersetzen. 


38. P. Drude. Drudes Untersuchung‘) bezieht sich darauf, 
wie weit die Resultate der hauptsächlichsten bisher aufgestellten 
Theorien, ganz abgesehen von ihrer Begründung und Herleitung, den 
Anforderungen der praktischen Physik genügen, d. h. imstande sind, 
eine Klasse von optischen Erscheinungen bequem zu beschreiben, so- 
wie numerische Beziehungen zwischen verschiedenen Erscheinungen 
abzuleiten. Dabei wird der Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Theorien erörtert. ; 

Für durchsichtige isotrope Medien wird ein experimentell sicher 
begründetes Erklärungssystem durch die Differentialgleichungen 


(123) a =aAu=a 2 — >) usw. 
gebildet, verbunden mit den Grenzbedingungen 

(124) hl, y—d Ga, MN 
oder 

(124) WU, mV, ee, mem: 


Darin sind u, v, w die Komponenten eines periodisch mit der Zeit 
sich ändernden Vektors, für den . == ” — ” —=0;&,n,$ die Kom- 


ponenten eines anderen Vektors, der mit dem vorigen durch die Glei- 
chungen 
0w 
2, usw. 
141) In wie weit genügen die bisherigen Lichttheorien den Anforderungen 
der praktischen Physik? Gött. Nachr. 1892, p. 366—412. 
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zusammenhängt. Die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf zwei Medien, 
deren Trennungsfläche die Ebene z=0 ist. Das System (123) in 
Verbindung mit (124) entspricht der F. Neumannschen, (123) zusammen 
mit (124’) der Fresnelschen Theorie. Man gelangt von den Neumann- 
schen Grenzbedingungen (124) zu den Fresnelschen (124°), wenn man 
nicht u, v, w, sondern a&, an, a& als Komponenten des Lichtvektors 
interpretiert. Ebenso wird man umgekehrt von den Grenzbedingungen 
(124°) zu den Bedingungen (124) geführt, wenn nicht w, v, w, sondern 
&,n, & als Komponenten des Lichtvektors angesehen werden‘). In 
der einen Theorie folgt der kinetische Vektor, d. h. der, mit dessen 
Verschwinden die kinetische Energie verschwindet, den Neumannschen, 
der potentielle Vektor den Fresnelschen Gesetzen, während in der 
anderen Theorie gerade das Umgekehrte stattfindet. Beide Theorien 
sind völlig gleichwertig. 

Zur Erklärung der Dispersion muß man der Gleichung (123) Zusatz- 
glieder hinzufügen, die als herrührend von der Einwirkung der pon- 
derablen Teilchen angesehen werden können, und die Gleichungen 
lauten dann in der Neumannschen Theorie 


0? ‚ „0A m 0*4 
(125) 55 = dhu+a ta Tat 
in der Fresnelschen 


2 4 6 

a) geteataeget au 

Die Zusatzglieder sind als Reihenentwieklungen aufzufassen, die kon- 
vergieren, so lange die Schwingungsdauer des Lichtes nicht mit der 
eigenen Schwingungsdauer der Materie zusammenfällt. Zur Darstel- 
lung der Erscheinungen absorbierender Medien muß man in den Glei- 
chungen (123) der Konstante a komplexe Werte beilegen. Will man 
für derartige Medien auch die Dispersion berücksichtigen, so muß 
man auf der rechten Seite von (125) weitere Zusatzglieder der Form 


Au ‚0’Au 
et 


hinzufügen, dagegen auf der linken Seite (125) Glieder der Form 


— u m — — 0. 


Für natürliche aktive Medien ist das einfachste Erklärungssystem 


142) Die Beziehungen der Schwingungskomponenten von Fresnel, Neumann 
und Sarrau legt auch Poincare in seinen Vorlesungen über die mathematische 
Theorie des Lichtes, $ 178, dar, die Beziehungen zwischen den ersten beiden 
W. Voigt, Ann. Phys. Chem. (2) 43 (1891), p. 410. 
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u 
(126) za mahu+o:d, usw, 


und die Grenzbedingungen sind entweder, der Neumannschen An- 
schauung entsprechend, 


(127) lb, Yu, Gt 95m —aE + 05%, 
aM + 9% = Ag + 6,0, 

oder, den Fresnelschen Vorstellungen entsprechend, 
(127) wu, ei, Mal: 
Vor dem Mac Cullaghschen System, in dem in den Gleichungen (126) 
rechts A& an Stelle von & steht, verdient das System (126) den Vorzug. 

Drude bespricht in seinem Aufsatz auch die elektromagnetische 
Lichttheorie und ihr Erklärungssystem für die Erscheinungen isotroper 
wie kristallinischer Medien. Er bezeichnet diese Theorie, wenn man 


sie in ihrer dispersionsfreien Gestalt auch nicht als vollkommen be- 
trachten könne, doch als den besten Pfadfinder. 


39. W. Voigts spätere Darstellung. Eine ganz andere Darstel- 
lung der Optik als in seinen früheren Arbeiten (vgl. Nr. 35) hat 
Voigt in seinem Kompendium der theoretischen Physik gegeben. 
Aus der Tatsache, daß das Licht aus ebenen transversalen Wellen 
besteht, die sich im leeren Raum mit einer Geschwindigkeit fort- 
pflanzen, die von dem stattfindenden Schwingungszustand und von 
der Fortpflanzungsrichtung unabhängig ist, und daß mehrere Schwin- 
gungen sich superponieren, ohne aufeinander einzuwirken, folgt für 
die Komponenten u, v, w des Lichtvektors die Darstellung 


(128) u- Dr(t 4), 


wo V konstant, r=«x + ßy-+ yz ist, während die F‘, beliebige 
periodische Funktionen darstellen, die für die anderen Komponenten 
“ andere Werte haben. Eliminiert man aus diesen Formeln die will- 
kürlichen Funktionen F',,... und die Richtungskosinus «, ß, y, so er- 
hält man für jede der Komponenten eine Differentialgleichung der 
Form 


ou A on o8\, 
(129) m ru-nd—;); 


die zweite Form, in der &, n, & die Komponenten eines zweiten, mit 
den u, v, w durch die Gleichungen 


verbundenen Vektors sind, ergibt sich aus der ersten mit Rücksicht 
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darauf, daß die räumliche Dilatation gleich Null ist. Diese Haupt- 
gleichungen kann man nun ersetzen durch das Hamiltonsche Prinzip, 
das für Lichtschwingungen folgendermaßen lautet: Setzt man 
OU ‚ 
Dt =U USW, 
ferner 


10) BYB=-re++9, vente? w, 


Spas 9, [vas- % 


wo dS das Volumenelement und die Integration über den ganzen 
leeren Raum zu erstrecken ist, so ist 


(131) fi Ko Wat 0. 


Um die Lichtbewegung in anderen Medien zu erhalten, ist es nur 
nötig, die Funktion 9, die als potentielle Energie der Volumeneinheit 
angesehen werden kann, angemessen zu erweitern, während die Funk- 
tion %, die kinetische Energie der Volumeneinheit, ihre Form behält, 
da sie bei einer Erweiterung diesen Charakter verlieren würde. Aus dem 
so erweiterten Hamilionschen Prinzip folgen nicht nur die allgemeinen 
Gleichungen der Lichtbewegung, sondern auch die Grenzbedingungen 
für den Übergang von einem Hedi zum anderen; und zwar ergeben 
sich diese Oberflächenbedingungen durch Grensubergeiig aus den 
Hauptgleichungen. 
Die wichtigste Erweiterung von @ ist: 


(132) 29 = a8 + ++ 20,67, 

wo die Koeffizienten a,, usw. nicht mehr konstant sind, sondern 
Funktionen der Schwingungsdauer r. Dieser Ansatz für @ liefert die 
Differentialgleichungen für die Lichtbewegung in gewöhnlichen 
durchsichtigen Kristallen, und zwar haben dieselben die Form: 


(133) ":-, 


Die Grenzbedingungen sind für ein der xy-Ebene paralleles Element: 


2 rs ” 09 09 09 ö 
(134) u ale nee (2), . (2), 2), - (2), 
wobei sich der Index h auf das eine, ö auf das andere Medium be- 
zieht. An Stelle einer der beiden ersten Gleichungen (134) kann 
auch die andere &,= £, treten, an Stelle einer der beiden letzteren 
die Gleichung @,—= %,. Aus diesen Gleichungen werden alle Gesetze 
der Kristalloptik, ferner die Formeln für Reflexion an Kristallflächen, 
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sowie an der Grenze isotroper Medien, einschließlich der für totale 
Reflexion, abgeleitet. Dabei wird auch der Einfluß von Oberflächen- 
schichten erörtert. 

Auch zur Erklärung der optischen Eigenschaften von Kristallen 
bei der Einwirkung von Temperaturänderungen, von Deformationen 
und von elektrischen Kräften bedarf es keines neuen Ansatzes für 9; 
nur nehmen infolge jener Einwirkung die Konstanten in (132) andere 
Werte an, und das Wesen der Untersuchung besteht in der Auf- 
suchung der Beziehungen zwischen den alten und den neuen Kon- 
stanten. 

Bine zweite Erweiterung, bei der 


(135) dp = c(ud& + vdn + wöß) 
wird, verbunden mit dem aus (132) folgenden Werte von 9, liefert 
die Gesetze der Erscheinungen für die natürliche und für die mag- 
netische Drehung der Polarisationsebene. 

Dem Einfluß der Bewegung auf ‘das optische Verhalten trägt 
Voigt dadurch Rechnung, daß er den Differentialgleichungen (129) 
Zusatzglieder gibt, so daß diese Gleichungen die Form annehmen: 


7 17) 0% ‚ou 
(136) "-aln-;)- 20 58, 


wo s die Richtung der Translation bezeichnet. 
Für absorbierende Medien nimmt, da hier die Schwingungsenergie 
verkleinert wird, das Hamiltonsche Prinzip die Form an: 


to 
(137) Sat fie ($—v) — dajak, 


wo «& die in der Volumeneinheit geleistetete Arbeit bezeichnet. 


Von verschiedenen Ansätzen betreffs d’« erweist sich nur der eine 
als brauchbar: 


(138) du + nr Zr, 
wo 
(139) 2y=m15 + man ’+: + 2m 


ist. Die daraus folgenden Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
pe sich von den Gleichungen (133), (134) nur dadurch, 
daß = +7 Fr F an Stelle von a steht. Durch Einführung komplexer 


een kann man die in Rede stehenden Gleichungen genau auf die 
Form der Gleichungen (133), (134) bringen. 


40. Schlußwort. Den Höhepunkt der elastischen Optik bezeichnen 
ohne Frage die genialen Arbeiten Fresnels. Seine Anschauung von 
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der Natur der optischen Vorgänge einschließlich der durch seine 
Nachfolger bewirkten. Vervollständigung und Erweiterung erwies sich 
als sicherer Führer durch die Mannigfaltigkeit der Erscheinungen und 
als glücklicher Wegweiser zur Entdeckung neuer experimenteller Tat- 
sachen. In dieser Hinsicht hat auch die elektromagnetische Auffassung 
der optischen Phänomene kaum mehr zu leisten vermocht. Indes 
haben die immer wieder aufgenommenen Versuche, aus den Fresnel- 
schen Sätzen ein konsequentes mechanisches System zu entwickeln, 
keinen befriedigenden Abschluß gefunden und konnten nur durch- 
geführt werden auf Kosten der ursprünglichen Einfachheit und An- 
schaulichkeit der Grundlagen, oder schließlich unter Drangabe ee 
spezielleren mechanischen Vorstellung. 


(Abgeschlossen im November 1907.) 
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Die Vorläufer. 


l. Die Lichttheorie von Mac Cullagh. Die ersten Keime der 
elektromagnetischen Lichttheorie liegen bereits in älteren elastischen 
Theorien, besonders in den Untersuchungen von Mac Oullagh'). Ob- 
wohl von einer elektromagnetischen Deutung keine Rede sein konnte, 
haben doch die von Mac Cullagh aufgestellten Differentialgleichungen 
bereits große Verwandtschaft mit den Maxwellschen Gleichungen. 
Denken wir uns eine elastische Verschiebung, deren Vektor r sei, 
bezeichnen mit 3 die negative Rotation derselben und mit R einen 
geeignet definierten Kraftvektor, so setzt Mac Oullagh?) 

Ü) rot, 
wo s die Dichtigkeit des Äthers ee 


Multiplizieren wir die Gleichungen mit 95 ‚at und integrieren über . 


einen geschlossenen Raum, dessen kein dS, dessen Ober- 
flächenelement do und dessen äußere Normale an der Oberfläche N 
heiße, so ist 


a) 
dts 48 (55%) 7) = .. 


— [ao =, ren rot 


wo — 3=rotr ist. Nennen wir — Te dt die Deformation im Volum- 


element dS, so wird das letzte Glied die Deformationsarbeit oder die 
potentielle Energie ausdrücken, während das Glied auf der linken 
Seite die Änderung der kinetischen Energie mißt. 

Für diese potentielle Energie wird nun der Ausdruck angenommen: 


U) 


(III) G ia $ (a Fu np Ogg 3,° u Ogz u 
\ an 202, Tr 202,8, + 0,53,8,), 
woraus sich dann R — Er G ergibt. 


Für isotrope . ei 
y—yg—a;—(, Ay Ag = Ag, 


1) Mac Oullagh, An essay towards a dynamical theory of cristalline re- 
flection and refraction, Irish Trans. 21. 

2) Vgl. Volkmann, Vorlesungen über die Theorie des Lichtes, Leipzig 1891; 
Drude, Gött. Nachr. 1892, p. 400, sowie den vorangehenden Artikel von Wangen 
Nr. 24. 

y Ss 
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also @=4a$?, daher R—= a® und 
(IV) Br 


22 
rl rot 8. 


Diese Gleichung in Gemeinschaft mit 
—$-=ror 


gibt bereits den Grundtypus des Systems der Maxwellschen Differential- 
gleichungen in bezug auf die räumlichen Differentialquotienten an. 
Die Differentialquotienten nach der Zeit sind indessen verschieden 
und hierin beruht zum Teil die Schwierigkeit, die Maxwellschen 
Gleichungen mechanisch zu deuten?®)., Für die Optik indessen kann 
dies System mit dem Maxwellschen als gleichwertig bezeichnet werden 
und man kann andererseits wieder das allgemeinere Mac Oullagh- 
System für Kristalle zur Erweiterung der Maxwellschen Gleichungen 
für anisotrope Medien benutzen. 

Besonders charakteristisch für die Mac Oullaghsche Theorie ist 
der Umstand, daß nicht die gewöhnlichen elastischen Deformationen, 
welche den Größen 

u 
Bar au: 08° 08 0Y 
usw. proportional sind, vorkommen, sondern die Drehungen. 

Vom Standpunkte der rein elastischen Theorien mußte daher die 
Mac Oullaghsche Behandlung weniger befriedigen, weil sie schon in 
den Grundlagen von der Theorie fester Körper mehr abwich, als die 
Theorien von Green, Neumann und Kirchhoff, wo die potentielle 
Energie des Äthers nur von den Deformationen der gewöhnlichen 
Elastizitätstheorie abhing. 

Dem elektromagnetischen Standpunkt steht aber die Mac Cullaghsche 
Theorie näher als die anderen und kann in gewisser Beziehung als 
Vorläufer bezeichnet werden?°). 

Auch die Grenzbedingungen beim Übergang von einem Medium 
in ein anderes sind bei Mac Cullayh dieselben wie bei der elektro- 
magnetischen Theorie, obwohl eine genauere Begründung nicht ge- 
geben werden konnte. 


2. B. Riemann. Als ein Vorläufer der elektromagnetischen Licht- 
theorie von elektrischer Seite ist die Arbeit von Riemann*) anzusehen, 

2*) Vgl. M. Witte, Ann. Phys. 26, p. 235. 

3) Die Übereinstimmung der Lichttheorie von Mac Oullagh mit der Mar- 
wellschen hat Fitz Gerald gezeigt: Phil. Mag. (5) 7 (1879), p. 216. 


4) Riemann, Ann. Phys. Chem. 91; Ges. Abh., p. 270. Vgl. Encykl. V 12, 
Art. Reiff und Sommerfeld, p. 46. 
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die im wesentlichen die Übereinstimmung zwischen Lichtgeschwindig- 
keit und dem Verhältnis der eiektromagnetischen und elektrostatischen 
Einheiten zu einer Verknüpfung beider Gebiete zu benutzen sucht. 
Riemann erweitert die gewöhnliche Poissonsche Differentialgleichung 
des elektrostatischen Potentials 


Ay — 4ro =0 
in die Gleichung 
0°@ 


(V) FL Ay + cdnoe—=0, 


aus der ohne weiteres folgt, daß bei genügend langsamer Veränder- 


lichkeit das Glied m nur als Korrektionsglied anzusehen ist. 


Diese Gleichung ist den aus der Maxwellschen Theorie gefolgerten 
analog gebildet und spricht aus, daß sich die Wirkung von einem 
Punkt aus mit endlicher Geschwindigkeit ausbreitet. Die aus dieser 
Gleichung von Riemann gezogenen Folgerungen sind nach der Kritik 
von COlausius?) nicht einwandsfrei. 


Der Unterschied der Riemannschen Gleichung von den Mazwell- 
schen liegt darin, daß in den letzteren die von Riemann für das 
Potential aufgestellte Gleichung für jede Komponente der elektrischen 
und magnetischen Kraft gelten muß. Die Riemannsche Gleichung 
ist im allgemeinen mit den Mazxwellschen unvereinbar, weil nach dieser 
bei veränderlichen Zuständen überhaupt kein Potential existiert. 


3. Die Theorie von L. Lorenz. Etwas näher an die Maxwellsche 
Theorie rückt die von Lorenz®) heran. Er fügt zu den für Ströme 
geltenden Gesetzen, die aus der Fernwirkungstheorie abgeleitet sind, 
Glieder hinzu, welche aussprechen, daß die Wirkung in die Ferne 
Zeit zur Ausbreitung braucht, und welche mit den von Kirchhoff aus 
dem Weberschen Gesetz abgeleiteten Formeln übereinstimmen, wenn 
man die Glieder dritter Ordnung vernachlässigt. 


Die Kirchhoffschen Gleichungen ®®) lauten, wenn J, den elektrischen 
Strom in der x-Richtung, o die Dichte der Elektrizität, « die Leit- 
fähigkeit, r den Abstand des Aufpunktes xyz vom Integrationspunkte 
x'y'z' bedeutet: 


5) Clausius, Ann. Phys. Chem. 95, p. 606. 

6) Lorenz, Über die Identität der Schwingungen des Lichtes mit elektrischen 
Strömen, Ann. Phys. Chem. 131, p. 243—263. 

6°) @. Kirchhoff, Ges. Abh., p. 155. 
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m u, fast (nat N+Le—n) 


p=— fast, 


wobei die Beziehung 
(Vla) div — 8 
gilt. 

Die Abhängigkeit der Raumdichte der Elektrizität g von der Zeit 
wird nun so modifiziert, daß an einem bestimmten Raumpunkt die 
von einem elektrisierten Volumelement ausgehende Wirkung nicht 
von der Raumdichte der Elektrizität in der Entfernung r zu der- 


selben Zeit, sondern von.der um — zurückliegenden Zeit abhängt. 
1 


Lorenz geht also von demselben Gedanken wie Riemann aus; c, ist 
die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung. 


Berücksichtigen wir nur Glieder zweiter Ordnung der Größe _; 


at 
so ist 
JER der 1 O?o r? 
(VO) men Hataangn 
ferner 


’@ 
BEE e /% 1 Hoex—« 
(>) - ae 


Nennen wir ® die Funktion, län entsteht, wenn wir in @ 


anstatt ! die Variable t — She einführen, so ist 
1 


U Zu 1 r z—« 
BR, ta un asg 7 


58 ER name 


Setzen wir für % seinen Wert aus (Vla), integrieren partiell über 





einen unendlich großen Raum, an dessen Grenzen die Wirkungen 
verschwinden, so erhalten wir 


ee oo _ 12 (ar ı au, 
da — Da 20° 0 r en 76 8 
oder bei Vernachlässigung von Gliedern vierter Ordnung 


PK 4779 das’ _.0p 
FEE TIER ra Pa 
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Mit der angewandten Näherung können wir demnach setzen, 
wenn = 2c,? ist: 
(VII) 2 — an Eon. 00. 20 5 a0 


02 € dt dx: ec ödt r 2 
ı 


Die Gleichungen sind deshalb bemerkenswert, weil die Form der 
Ausdrücke gerade die ist, welche in den neueren, besonders an die 
Arbeiten von H. A. Lorentz”) anknüpfenden Untersuchungen vor- 
kommt. 

Die Differentialgleichungen in der Form, wie sie für die Theorie 
des Lichtes gebraucht werden, gewinnt Lorenz durch die Benutzung 
eines von ihm aufgestellten Satzes’*®), der ebenfalls in der Elektronen- 
theorie eine große Rolle spielt. 

Hiernach ist 


10 ds’ a 
U er ro a re 
—= — 4nF(t,x,y,2). 

Der Beweis dieses Satzes gelingt leicht, wenn man um den 
Punktz=r,y=y,2=?7, also um r=(, eine Kugel mit un- 
endlich kleinem Radius beschreibt und für das Raumelement das 
durch Polarkoordinaten ausgedrückte r?dr sin «d«dß einführt. 

Im ganzen Raum außerhalb der Kugel haben wir: 





2, Re 4 » 
aTrTranme mTantetnh 


F oF 2 0F N al a a 
Anm nann aeg) 
so daß also in diesem Raum 
4.33 as’ 
a) TF 

verschwindet. 

Für das Raumintegral über die kleine Kugel können wir nach 
dem Greenschen Satz schreiben: 


sfr-faoz,(l )— [fr sinedeap 2 (7 ) 
- urn). 


= — 4rF für lmr=$0.- 





7) H. A. Lorentz, Theorie &lectromagnedtique de Maxwell, Leiden 1892, 
p. 119; Versuch einer Theorie usw., Leiden 1895, p. 51. 
7°) L. Lorenz, J. f. Math. 58 (1861), p. 329. 
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ı 0 ([dS 
a: PIE Se, so 
- sieht man unmittelbar, daß es für lim r = 0 verschwindet. Es bleibt 
also nur —4xF,_, übrig. 

Mit Hilfe dieses Satzes werden die Gleichungen (VII) in folgende 
verwandelt: 


Macht man dieselbe Umformung im Integral 


1 8°, 1 0J, 
(X) A, trat 

Hier ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wirkungen 
au ren ri 
doch kann ebenso gut ein anderer Wert gefunden werden, wenn man 
nicht gerade von den Kirchhoffschen Gleichungen ausgeht, die sich 
auf das Webersche Gesetz stützen. 

Im leeren Raum ist og = 0 und dann haben wir es mit reinen 
transversalen Wellen zu tun. 

Auch die Grenzbedingungen werden in der Theorie von Lorenz 
bereits in derselben Weise, wie es in der Maxwellschen Theorie ge- 
schieht, angegeben. 

Sie steht aber hinter dieser insofern zurück, als nur auf die 
elektrischen Kräfte, nicht auf die magnetischen, Rücksicht genommen 
wird. Der wichtige Umstand, daß neben der elektrischen immer eine 
magnetische Kraft besteht, die bei transversalen Wellen senkrecht auf- 
einander stehen, fehlt bei Lorenz. Dadurch geht ihr aber einer der 
wichtigsten Vorzüge der Maxwellschen Theorie verloren, daß sie 
die beiden einander gegenüberstehenden Systeme der älteren Theorie, 
deren Vektoren auch senkrecht zueinander angenommen werden mußten, 
zusammenfaßt®). 


Die Theorie Maxwells. 


4. Die Grundlagen. Die Grundlagen der Maxwellschen Theorie®) 
bedürfen noch sehr einer kritischen Bearbeitung. Es ist bisher noch 








8) In bezug auf andere Theorien, die mit der Maxwellschen den Gedanken 
gemeinsam haben, daß die elektrische Fernwirkung Zeit braucht, vgl. ©. Neu- 
mann, Die elektrischen Kräfte, Leipzig 1875; Prinzipien der Elekrodynamik, 
Tübingen 1868; Loschmidt, Wien Ber. 58 (1868), p. 17; Edlund, Theorie des 
phenomönes Electriques, Mem. de l’acad. de Sudde 12 (1873). 

9) Maxwell, Phil. Trans. 1865, p. 459. Die Maxwellschen Gleichungen als 
Grenzfall in eine sowohl Fernkräfte als Polarisation des Mediums enthaltenden 
Theorie aufzunehmen versucht Helmholtz. Wiss. Abh. 1, p. 611. Vgl. Glazebrook, 
Cambridge Phil. Soc. 5 (1884—86), p. 142. Zu den Schwierigkeiten des Grenz- 
überganges vgl. Heaviside, Electrom. theory 2, p. 504. 
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nicht genügend klar dargestellt, was hypothetisch und was durch Ver- 
gleich mit experimentellen Ergebnissen sichergestellt ist. Es ist hier 
nicht der Ort, ausführlich auf diese Fragen einzugehen. Deshalb sei 
die Aufstellung der Maxwellschen Differentialgleichungen hier nur 
kurz erwähnt. Über ihre systematische Formulierung vgl. Eneykl. V. 
13, Art. H. A. Lorentz. 

Als genügend durch Versuche bestätigt kann die Tatsache gelten, 
daß bei geschlossenen Strömen diese eine zirkulare magnetische Er- 
regung des umgebenden Feldes hervorrufen, durch das die Stärke des 
Stromes selbst bestimmt werden kann. Wir haben daher die erste 
Fundamentalgleichung 


23 r0t$. 


Eine Erweiterung auf ungeschlossene Ströme ist bereits hypo- 
thetisch. Es bildet einen wesentlichen Teil der Maxwellschen Theorie, 
daß die zeitlichen Änderungen der elektrischen Erregung ® als Strömen 
gleichwertig betrachtet werden können und sich zu diesen ohne gegen- 
seitige Störung addieren. 

Die erweiterte Gleichung wird hiernach 


(1) C-P+3=ert$. 


Da nun divD®= o, ist, so wird auch 


(1a) div3—— le oder divrd—0. 





Hieraus ergibt sich durch partielle Integration uach den Ko- 
ordinaten | 


= do &xy 


erstreckt über eine geschlossene Fläche. 

Diese Gleichung spricht aus, daß die durch eine geschlossene 
Fläche gehende Gesamtströmung Null ist. 

Daher ist die Hypothese, daß die Gleichungen (1) nur für ge- 
schlossene Ströme gelten, unnötig und es genügt die eine, Leitungs- 
strom und Änderung der Erregung als gleichwertig anzusehen. 

Das zweite System der Maxwellschen Gleichungen, welches aus- 
sagt, daß Änderungen der magnetischen Erregung zirkulare elektrische 
Kräfte hervorrufen, ist zunächst ganz hypothetisch, da diese Wir- 
kungen bisher experimentell nicht mit Sicherheit nachgewiesen sind!P). 


10) Vgl. H. Hertz, Ann. Phys. Chem. 23 (1884), p. 84; Ges. Abh. 1, p. 290. 
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Man kann jedoch diese Hypothese umgehen, wenn man dafür 
eine andere einführt, die bereits experimentelle Bestätigung gefunden 
hat, daß die elektrische Kraft sich mit der Phasengeschwindigkeit c, 
im Raum ausbreitet. 

Da diese Ausbreitung bisher nur in isolierenden Medien sich 
hat bestimmen lassen, so können wir in Gleichung (X) = setzen 
und haben nach unserer Hypothese für 3 die Änderungsgeschwindigkeit 
der Erregung einzusetzen. So erhalten wir 
(2) AD—= Ai . 

Da ferner bei dieser Ausbreitung erfahrungsmäßig keine Ladungen 
im Innern des Mediums auftreten, so haben wir | 


divd—= (0. 

Unter dieser Bedingung ist 
rt rt D—= — AD = — u, 
a: ot 

Für Isolatoren ist nach (1): 

2 

Rn —_ al 9, = erot 9 — — a? robrot D. 
Daher 
ze = — rot. 

Ist nun 


2 1 r 
D=eE, B=ug, re erg 
so haben wir 


(3) = — cr 


Nun kommen erfahrungsmäßig bei Änderungen der magnetischen 
Kraft keine solchen vor, die einem Strom analog wären. Die Gleichung 
(3) bedarf daher keiner Ergänzungen. Die der Gleichung D = sE 
analoge B = ud stellt die einfachsten Fälle der statischen 'Magneti- 
sierung dar. 


Die beiden Systeme (1) und (3) bilden nun die Basis der elektro- 
magnetischen Lichttheorie. 
Aus ihnen folgt: 


2 AÄrd=0, Z dir d— — div}. 
Nach dem Ohmschen Gesetz ist!!) 
306; 


11) Das Ohmsche Gesetz ist gleichbedeutend mit der Aussage, daß eine 
sich selbst überlassene elektrische Kraft nach der Differentialgleichung 
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daher ist 
d€ 
tr C=erotßd, 
(4) 
un 8 — — crot&; 
> : öQ, 6 . . 
(4) dvd-g,, KD=g, = 7 Te” 
Ist h eine der Koordinaten x, y, 2, so haben wir 
rot rot E= — AG, , 


und wenn wir 0, 0 annelimen 
rot rt 9 = — AG. 


Wenden wir diese Operationen auf (4) an, so können wir ein- 
mal € und dann 5 eliminieren und erhalten 


Eu ER +0 > = dd9, 


(8) | 
Eu a ru ‚u = (AE, +7, as, 


So lange g,=0 ist, breiten sich hiernach die elektrischen und 
magnetischen Kräfte in ganz gleicher Weise aus. Sie sind untrenn- 
bar miteinander verbunden und wenn durch die Leitungsfähigkeit des 
Mediums zunächst nur die elektrischen Kräfte direkt beeinflußt werden, 
so werden doch durch den Zusammenhang der magnetischen mit den 
elektrischen auch die ersteren bei der Ausbreitung der Schwingungen 
in derselben Weise verändert. 

Die elektrische Energie setzen wir '?) 


(6) W,=3;(ED), also wenn D=eEl ist: W—=--— &. 
die magnetische 


W„=}(HB), also wenn B= uf ist: Ww„= eg. 


e 06 6 

Tysmgr 
abnimmt. Dies wäre wohl die einfachste Deutung im ursprünglichen Faraday- 
Maxwellschen Sinne. Die Vorstellungen der Elektronentheorie sind mehr denen 
W. Webers ähnlich. Vgl. E. Cohn, Berlin Ber. 26 (1889), p. 405. 

12) Dieser Ausdruck für die Energie ist die hypothetische Verallgemeine- 
zung des für statische und stationäre Zustände geltenden, aus dem die tat- 
sächlichen Beobachtungen ponderomotorischer Kräfte durch Variation der Lage 
sich ergeben. Vgl. Helmholtz, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 400; Wiss. Abh. 1, 
p. 798; Hertz, Ann. Phys. Chem. 41 (1890), p. 369; Ges. Abh. 2, p. 256. 
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Multiplizieren wir das erste Gleichungssystem (4) mit €, das 
zweite mit $ und addieren beide, so erhalten wir 


d8 08 
65 +0 + ud, — c(E rot Hd — HrotE). 
Nun ist 
Er HH — Hr &—=div [HE]. 
Nennen wir N die nach außen gerichtete Normale einer ge- 
schlossenen Fläche, integrieren über den von ihr umschlossenen Raum, 
so haben wir 


= 3 [ee + uS)d8 = — [ao Sy — Sasse: 


7 
en uarr ZW. 2 
wS=.c[EC$) 

Dies ist der Poyntingsche Satz!?). Den Vektor S können wir den 
Poyntingschen Vektor nennen. Er sagt aus, daß die zeitliche Ände- 
rung der gesamten elektromagnetischen Energie sich aus zwei Teilen 
zusammensetzt. 

Der eine ist die Energie, die durch das Leitungsvermögen im 
Raum selbst in Joulesche Wärme verwandelt wird, der andere geht 
durch die Oberfläche des betrachteten Raumes hindurch. 

Aus den Eigenschaften des Vektorprodukts folgt, daß © auf 9 
und € senkrecht steht. 


5. Grenzbedingungen. Von großer Wichtigkeit für die elektro- 
magnetische Lichttheorie sind die Bedingungen, die an der Grenze 
verschiedenartiger Körper zu erfüllen sind. Diese Grenzbedingungen 
haben der älteren elastischen Theorie große Schwierigkeiten gemacht, 
weil es nicht möglich war, sie aus der Theorie der Elastizität fester 
Körper in der Weise zu entwickeln, wie es zur Ableitung der Ge- 
setze der Keflexion und Brechung erforderlich war. Erst F. Neumann %) 
und Kirchhoff haben diese Schwierigkeiten bis zu einem gewissen 
Grade überwunden, indem sie das Prinzip der Erhaltung der Energie 
einführten. Hierbei war allerdings die Hypothese von Druckkräften, 
die an der Grenze wirksam werden, nicht zu vermeiden. 





13) Poynting, London, Phil. Trans. 2 (1884), p. 343. 

14) Von F. Neumann rührt die Anwendung des Prinzips der Erhaltung 
der Energie auf die Grenzbedingungen her, wobei indessen neue hypothetische 
Druckkräfte eingeführt werden müssen. Ann. Phys. Chem. 25; Vorles. über 
theoretische Optik, herausgeg. von Dorn, Leipzig 1885, p. 190. Die sachliche 
Formulierung hat Kirchhoff gegeben, Ges. Abh., p. 352. Noch allgemeiner 
W. Voigt, Ann. Phys. Chem. 43 (1891), p. 410. 
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Es ist einer der wesentlichen Vorzüge der elektromagnetischen 
Theorie, daß sich die notwendigen Grenzbedingungen ohne Zuhilfe- 
nahme irgend einer Hypothese aus den Differentialgleichungen selbst 
ableiten lassen), Man kann sie nach Hertz'°) aus der Annahme 
gewinnen, daß die elektrischen und magnetischen Kräfte beim Über- 
gang von einem Körper in einen anderen nicht einen plötzlichen 
Sprung machen, sondern in der Grenzschicht schnell aber nicht un- 
stetig von einem Wert zum anderen übergehen. Jedenfalls dürfen die 
Komponenten der elektrischen und magnetischen Kräfte nicht unend- 
lich werden. Bei der Bildung von rot & und rot $ dürfen daher 
nach den Grundgleichungen auch diese Ausdrücke nicht unendlich 
werden. 


Bilden wir die Differentialquotienten normal zur Grenzschicht, 
so müssen die Größen, die wir nach der Normale differenzieren, auf 
beiden Seiten der Grenzschicht gleiche Werte haben. Nun kommen 
bei der Operation rot nur Differentialquotienten vor, bei denen jede 
Komponente der Vektoren nach einer zu ihr senkrechten Richtung 
differenziert wird. Bei einer Differentiation nach der Normalen zur 
Grenzschicht kommen daher nur die zur Grenzschicht parallelen 
Komponenten in Betracht, während die normalen an beiden Seiten 
verschiedene Werte haben dürfen. Daß die normalen Komponenten 
unstetig sein dürfen, hängt damit zusammen, daß sich an der Ober- 
fläche der Körper Ladungen ausbilden können. Auch bei der elektro- 
magnetischen Lichttheorie müssen wir solche periodisch wechselude 
Ladungen an den Grenzflächen der Körper annehmen. 


Nach der allgemeinen elektromagnetischen Theorie können auch 
die magnetischen Komponenten normal zu den Grenzflächen ver- 
schiedene Werte annehmen. Die Erfahrung hat indessen gezeigt, daß 
bei den optischen Erscheinungen dazu kein Anlaß vorliegt und daß 
für diese die Permeabilität für alle Medien gleich, also 


u—1 


zu setzen ist, so daß auch div$S=0 ist. Es kommt kein freier 
Magnetismus vor. Diese Gleichung erfordert denn auch, daß die Be- 
dingung der Stetigkeit der parallelen magnetischen Komponenten auch 


15) Daß die elektromagnetische Theorie ohne Zuhilfenahme besonderer 
Annahmen die richtigen Grenzbedingungen liefert zeigte Helmholtz, Wiss. Abh. 1, 
p. 558; J. f. Math. 72. 


16) H. Hertz, Gött. Nachr. 19. März 1890; Ann. Phys. Chem. 40, p. 577; 
(zes. Abh. 2, p. 208. 
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die der normalen nach sich zieht, weil die Unstetigkeit dieser Kompo- 
 nente freien Magnetismus bedeuten würde. 

Ist die Grenzfläche parallel der yx-Ebene, so folgt aus diesen 
“ Grenzbedingungen zunächst 


E, EN E,, y Er E,, 9, Ben 9; 9, Ei 9, ; 9. San 9, 
wenn sich die nicht gestrichenen Größen auf das eine Medium, die 


gestrichenen auf das andere beziehen. 
Ferner geht aus den Gleichungen (4) hervor, daß auch 


0E; 
ee + 0, 


auf beiden Seiten gleiche Werte haben. 
6. Ebene Wellen. Die Gleichungen (5) für 


ae 0, MH 1 
werden integriert durch den Ansatz: 
€ 
(8) 8 — Aert-(at)s+i9, 


wenn die Gleichung besteht: 
— en?+ ine —= (a + ib)? 
oder 
— en = (a? — B?), 


9) no—=2cdab. 


Hierdurch werden ebene Wellen dargestellt. € und 9 behält 
denselben Wert, wenn «= 0 und nt — bz +9 = 0 ist. 


Dieser Ort schreitet mit der Geschwindigkeit in = in der 


Richtung der positiven z fort. Wir nennen diese Geschwindigkeit 
die Phasengeschwindigkeit. 

Da die Größe e”'-%:+i9 periodisch ist, so haben wir an einem 
feststehenden Ort periodische Schwankungen der Größen € und 9. 
Betrachten. wir Wellen, die parallel der z-Achse fortschreiten und 
nehmen nur €, von Null verschieden an, so folgt aus den Glei- 
chungen (4), wenn in € und 9 die Größen A als A, und A,, die 
Größen $ als ® und #, unterschieden werden: 
g,= 9= 0, 9,= AIRUEDTFR, 

A,(ien + 0) = A,cla + ib) a9, 
| A,in= A,c(a + ib) 9), 


Durch Elimination von A, und A, ergeben sich wieder die Glei- 
chungen (9). 


(10) 
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Ist 6 von Null verschieden, so ist es auch a. Schreiten die 
Wellen in der Richtung der positiven 2 fort, so ist b und damit auch 
a positiv und die Amplitude A erhält den Faktor e”“, der ausspricht, 
daß die Amplitude beim Fortschreiten kleiner wird. Die Leitungs- 
fähigkeit des Mediums bedingt Dämpfung der Wellen. 

Da A, und Au ,‚ die Amplituden der elektrischen und magnetischen 
Wellen, reell sein müssen, so folgt 

a cos (# — ee 9)=0, 
I6,% 


6 
52% an’ 


(11) I—ı, = arctg — = arctg 


A„= AV +2. 


Durch das Leitungsvermögen 6 wird eine Phasendifferenz $ — ®#, der 
magnetischen Kraft gegenüber der elektrischen bedingt. Ist = 0, 
so haben elektrische und magnetische Kraft gleiche Phase. 

Die einzelnen Konstanten haben folgende Bedeutung: 

n ist die Schwingungszahl in 2x Sekunden. Die Schwingungs- 


dauer r ist gleich =; die Wellenlänge ist die Strecke in der Richtung z, 
auf der sich die Vektoren periodisch wiederholen, also 4 = =; die 
Konstante @ bedingt. die Dämpfung der Amplitude. a ist .der Ab- 
sorptionsindex für die Längeneinheit. Nach (9) ist dann 
(12) her 4: Aa Her war 
er hängt also außer von dem Leitungsvermögen nur noch von den 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in dem Medium und im freien Äther ab. 
Die Phasengeschwindigkeit - ergibt sich aus (9) 

ERER AALEN . 

es 
Ver 

c 


Für nicht absorbierende Medien ist , = —, das Verhältnis der 
€ 


(13) = 


Phasengeschwindigkeit im Medium zu der im leeren Raum ist 7 
€ 
Für € kann man sowohl den reellen wie den imaginären Teil 
nehmen. 


Nehmen wir den reellen, so ist 
&, = 4A, eos (nt—bz+9)er“, 


14 
“ A, R Va? + b? cos (nt—-b2z + B,)e="*. 
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Schreiben wir das Argument 
nt—bz+9#=6, 
so ist 


(15) 9, = A, — Ya? + b? cos (0 +9, — ®) en, 


E, = 4, 003 Ber". 
Nun ist die elektrische Energie 
W= —& = A} > cos? © e?«*. 


Bilden wir den Mittelwert über eine ganze Schwingung, nämlich 


T 
2 2 A? 
(16) ı (wu = er =; Zere(— aM), 
6 


letzteres wegen (9); ebenso ergibt sich 
b e* 2a2 4: 2 
2 (mu=&e: a +a). 
0 


Hieraus folgt, daß die mittlere magnetische Energie im allgemeinen 
größer ist als die elektrische; nur wenn «a gleich Null ist, also in 
nicht leitenden Substanzen, sind beide gleich. Da die mittlere 
elektrische Energie nicht negativ sein kann, so muß a<b sein”), 
Die Schwächung der Wellen darf auf die Strecke z nicht > e”?* sein. 
Tatsächlich ist die Absorption bei Metallen beträchtlich größer. Hieraus 
läßt sich folgern, daß die Maxwellschen Gleichungen in dieser Form 
für die Theorie des Durchgangs des Lichts durch Metalle unzureichend 
sind. 

Aus den Gleichungen (4) kann man sehen, daß Umkehr des 
Vorzeichens von b, also Umkehr der Fortpflanzungsrichtung, bei 
isolierenden Substanzen das entgegengesetzte Vorzeichen entweder der 
elektrischen oder der magnetischen Vektoren bedingt, was auch durch 
die Vektorenformel S=.c[ECH] ausgedrückt wird. 

Wir haben bei vollständiger senkrechter Reflexion nach Gleichung 
(10) und (9) für = 0, wenn sich die einfallende Welle &,, $, in 
der negativen, die reflektierte Welle &,', $, in der positiven z-Rich- 
tung fortpflanzt: 

E,= 4,c0s (nt-+ba), 
9,= —A4, V: cos (nt-+bz), 


und 


17) E. Cohn, Ann. Phys. Chem. 45 (1892), p. 58. 


7. Allgemeine Integrale der Maxwellschen Gleichungen. 113 
&, = 4A, cos (nt— be), 
9, = 4,Ve eos (nt— ba), 
GE, + &/ = 24, cos nt cos bz, 
9, +9, = 2V: 4, sin nt sin ba. 


Hierdurch werden stehende Wellen dargestellt. Wenn die elektrische 
Kraft ihr Maximum hat sowohl in bezug auf Zeit wie Raum, so ist 
die magnetische Null und umgekehrt. Es geht daher abwechselnd 
magnetische und elektrische Energie ineinander über und zu be- 
stimmten Zeiten gibt es keine elektrische, zu anderen keine magnetische 
Energie im ganzen Raum. 

Da nach (10) elektrische und magnetische Vektoren senkrecht auf- 
einander stehen, so ist die Energieströmung ein Maximum. Sie erfolgt 
in der Richtung der fortschreitenden Welle, indem 


©, = — A/Ve cos? (nt-+bz) 


daher 


und 


- &—= 42Ve cos? (nt— be) 
ist. Daher ist 


und 


Die über eine ganze Schwingung erstreckte Strömung der Energie 
hebt sich daher bei stehenden Wellen auf. 


7. Allgemeine Integrale der Maxwellschen Gleichungen in 
einem beliebigen unendlich ausgedehnten Medium. Die Maxwell- 
schen Gleichungen (5) lassen sich häufig in solchen Fällen integrieren, 
wo es sich um Ausbreitung elektromagnetischer Störungen, die durch 
gegebene Anfangsbedingungen hervorgerufen werden, handelt. Die 
mathematischen Hilfsmittel dazu sind durch die Sätze von Poisson, 
Gauß, Green, Helmholtz, Kirchhoff u. a. geliefert. \ 

Zunächst können wir die Gleichung 


2°€ PAS PR) 
za tg —eAE+ m 


vereinfachen. Es ist ,—g,e Du (nach 4a). 


Setzen wir nun 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 
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6 


fi 
e. ° [as 98 
am) ur Ei 
so haben wir die Gleichung 
€ d€ 
(18) una tue —=ddE, 


die jetzt mit der Gleichung für den magnetischen Vektor identisch ist. 

Die Gleichung (17) lehrt den Einfluß etwa vorhandener Ladungen 
berechnen. In Leitern nimmt dieser Einfluß sehr schnell ab. 

Für die Integration haben wir uns nur mit Gleichungen von der 
Form (18) zu beschäftigen. 

Wenn zur Zeit = 0) die Größen € und $ in einem bestimmten 
Raum $ vorgeschriebene Werte haben und außerhalb desselben Null 
sind, so läßt sich nach einem von Birkeland'?) angegebenen Verfahren 
der Wert dieser Größen zu einer beliebigen anderen Zeit bestimmen. 

Wir machen zunächst einige vorbereitende Betrachtungen. 

Es sei 


(19) Um f £ do, 
ausgedehnt über eine Kugelfläche vom Radius r = qt. 
F ist eine Funktion der drei Variabeln 
z + ctcose, y+ctsin«cosß, 2+ c,tsin«sin ß, 


«, ß sind die Winkel der Polarkoordinaten. Die Funktion F ist be- 
liebig und wird später das zur Zeit {= 0 gegebene Feld darzustellen 
haben. 

Nun ist 


eu=% 


das über das Innere unserer Kugel erstreckte Raumintegral. Daher 


ist auch 
eV F 
U= Fr’ V -/# ds 


und 
AU—L of; 1 AFaSs 
ör) t y 
Hier ist zunächst nach x, y, # zu differenzieren. Setzen wir r cos « 


—= x usw., so können wir x und x’ vertauschen. Wir können da- 


18) Birkeland, Arch. de Geneve 34 (1895), p. 1. Die Darstellung folgt der 
Entwicklung von Cohn, Das elektromagnetische Feld, Leipzig 1900, p. 412. 


TEISER 
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her auch nach den Variabeln differenzieren, über die die Integration 


erstreckt wird. 
Nach dem @Greenschen Satz ist aber 


Ssras=-[ ao, 


WE 1 oF 0 LOF a 
U= 2: Fao= u 7 EEE Tokkhee 


also 


wo dQ das Flächenelement der Kugel vom Radius Eins ist. 
Weiter ist 


1 0’F 6 
Na ("5 + 27 55) 08 undda r=G4t, 


ak +2) AR 


Nun ist auf der Kugeloberfläche 


U= a! [aRtF, 
0®F oF 
(20) Te arfaalı? - +25) = AU. 
Für die weiteren Vorbereitungen bilden wir die Funktion 
ct 
% 
(21) w— far [aa Fp + [Fras, 
7 


wo p eine Funktion von c??— r? sein soll, die für .t=r gleich 
Eins wird und die durch eine Differentialgleichung bestimmt werden 
wird, um später die Integration der Maxwellschen Gleichungen zu 
ermöglichen; über die Konstante 6, wird unten verfügt werden. 
Ferner ist 


at 
(22) ae ae en Be Faa+% [Fa 


ot? at 
+3» zu [FAR + zu [Fa8, 
r=Gt 
wo = a 2 ist 
oe 
Ferner ist 


GE 
(23) cAW — “* (ar raQAFp + «’A (Fiaa. 


8* 
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Auch hier können wir die Variabeln vertauschen und nach dem 
Greenschen Satz schreiben 


\ öF öp 
Jasary -[Fagas + fao(pE — F%8). 
An der Oberfläche ist r=&t, 
do=rd2 = cd, . = — — —. 
da g eine Funktion von 4?#? — r? ist. 
Daher ist 
(24) fasarg — [Fagds+ gr ag? 7 + Rat Faa. 


Ziehen wir nun (23) von (22) ab und Sr (20) und (24), 
so ergibt sich 
—gAW- u fi asr (SE — 0249) + a Faß. 


Bestimmen wir nun p durch die Pe 
0°’p 

2 — c?Ap a Me” 

und so, daß für c,’?= r? die Funktion g=1 wird, dann ist 


WW 
Dr 


Nun ist 9 eine Funktion von c,?t? — r?, daher 


— Ay = Ay — r) +8 op, 


(25) — AW—-&W. 


0°’ 

ze 
wo g und @” die erste und zweite Derivierte nach > r? sind. 
Daher haben wir für p die Gleichung 


„ 2 N 6,° {0} ; 
p + tt —r! p 16c,°? at—r! =. 





2 
Setzen wir a? — r— — — so erhalten wir 
3 dp 
Te er u du ri je eu 


die durch die Besselsche Funktion J, eR integriert wird. 
1 
Für kleine Werte von de gilt die Reihenentwicklung 


ee u?o,? uto,* 1 
@ PARTEI ECT 
( ) MN CHI u Metz EN ort - +e ne 1 

2.4.0? 2.4:c° 16 
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Nach diesen Vorbereitungen läßt sich die Lösung der Aufgabe 
ohne weiteres hinschreiben. Im Raum 8 ist E= © als Funktion 
des Orts zur Zeit =0 gegeben. Da auch die magnetischen Kräfte 


gegeben sein müssen, so ist durch die Gleichungen (4) auch = —6, 
bekannt. 

Im übrigen muß € der Gleichung (18) genügen. 

Setzen wir 

E-e.'E, 
so haben wir, wenn wir -— 6, Gl 6,” setzen, für €, die Glei- 
& Ei 

chung 


(27) a — oA, 


Wir behaupten, daß diese er eeg durch den Ausdruck 
integriert wird: 


. r 
&= I = far[ b | frass (& 9+9,) + 2, fooras] 
f) 


+ 4| fras (4 ©+ ®) )+5 fuse|. 


In der Tat, da €, analog der durch (21) definierten Funktion W ge- 
bildet ist, so genügt sie der Gleichung (25) oder, was dasselbe ist 
(27). Für t=0 wird der Radius der Kugel r = c,t ebenfalls Null 
Es verschwinden daher die Volumintegrale und es bleibt nur 


€, - 1, foaa = ®. 





Da nun für t=0 


&=€ 
ist, so ist auch 
E=o 
=(). 
Andererseits ist 
° 1 ® 
n— m de euren 
= 26: +%--10494%0-9 für t=0. 


Also sind auch die Anfangsbedingungen rin 

Zunächst folgt, daß für alle Punkte, die so liegen, daß die um 
sie mit dem Radius r = c,t gelegte Kugel das Störungsgebiet, wo ® 
und ®, von Null verschieden sind, nicht trifft, € verschwindet. Man 
denke sich um einen solchen Aufpunkt außerhalb des Störungs- 
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gebiets die Kugel mit dem Radius c,t gelegt, die sich mit vorrücken- 
der Zeit allmählich erweitert. & ist so lange Null, bis die Kugel das 
Störungsgebiet berührt. Dringt sie nun in das Störungsgebiet ein, 
so sind ®’und ®, von Null verschieden und zwar für das Stück der 
Kugeloberfläche, die sich im Störungsgebiet befindet und für den 
Raumteil, der sich im Innern der Kugel befindet. Bei weiterem Vor- 
rücken der Kugel geht ihre Oberfläche wieder aus dem Störungs- 
gebiet heraus, dann sind ® und ®, an der Kugeloberfläche wieder 
Null, aber das ganze Störungsgebiet liegt im Innern der Kugel. 

Ist also 6 von Null verschieden, so ist E zunächst Null, bis die 
Kugel das Störungsgebiet berührt, es wird dann von Null verschieden 
in einem genau angebbaren Moment. Dann bleibt es von Null ver- 
schieden, da zunächst Oberflächenintegrale und Raumintegrale, dann 
die letzteren allein Beiträge liefern, bis für = oo der Wert von 
E=0 wird. 

Ist dagegen o=(0, das Medium also ein Isolator, dann ver- 
schwinden die Raumintegrale und € wird wieder Null, sobald die 
Kugel das Störungsgebiet wieder verläßt. In diesem Falle tragen 
zum Werte von € nur die Punkte im Störungsgebiet bei, die auf der 
Kugelfläche liegen. Dagegen tragen bei einem leitenden Medium alle 
Punkte zum Werte von E bei, welche die sich erweiternde Kugel 
einmal aufgenommen hat. Sobald also die Kugel durch das Störungs- 
gebiet hindurchgegangen ist, hängt der Wert von € von allen Punkten 
des Störungsgebietes ab. 

Wird z. B. eine fluoreszierende Substanz, die sich in einem durch- 
sichtigen Medium befindet, plötzlich bestrahit und leuchtet unter dieser 
Strahlung selbst, so wird die Lichtintensität des Fluorescenzlichts an 
einem Ort des Mediums bestimmt werden durch die Wellen, die von 
jedem Element der leuchtenden Substanz ausgehen. Wenn dagegen 
das Medium absorbiert, so gelangt zwar die Strahlung an jeden Ort 
mit einer bestimmten Geschwindigkeit. Außerdem ist aber noch eine 
Nachwirkung vorhanden, die von allen Elementen der leuchtenden 
Substanz ausgehend zu derselben Zeit eine bestimmte allmählich ab- 
klingende Lichtintensität hervorruft. 

Wie übrigens bereits erwähnt, sind die Maxwellschen Gleichungen 
in der Form, wie wir sie auf elektromagnetischer Grundlage aufgestellt 
haben, für die Darstellung der Absorption des Lichtes unzureichend. 

Auf die notwendigen Ergänzungen kommen wir später zurück. 

Dagegen sind die Gleichungen für durchsichtige Medien ausreichend, 
sobald man von den Erscheinungen der Dispersion, die mit der Ab- 
sorption eng zusammenhängt, absieht. 
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8. Ausbreitung beliebiger Störungen in durchsichtigen Medien. 
Für durchsichtige Medien haben wir die Gleichungen 


Ac— Gr 


(28) | na gl 
dive=0, dv$H=0. 
Für die Behandlung spezieller Fälle sich ausbreitender elektro- 


magnetischer Störungen, die namentlich auch für die Beugungs- 
theorie nützlich sind, dienen folgende Theoreme:®). 


Sei 
typ dr. 
Wir differenzieren rn nach a verschiedenen Richtungen 9,,..., 2a- 


Dann ist eine „räumliche Kugelfunktion“ F und eine zugehörige 
„Kugelflächenfunktion“ f dargestellt durch 


A- CHE ...2 (= fa 


3 Buy perl’ 





wo f nicht von der Größe von r, sondern nur von der Richtung ab- 


hängt. 
Aus der Homogenität von F folgt?®), daß 
tn tre——-etDR 
und aus der Darstellung von F n Differentialquotient von 1/r, daß 
AFR=0 
ist. Wir machen nun für € den speziellen Ansatz 
(29) E=y [hgrad F.], 


wo y nur eine Funktion von r ist und 5 den Vektor z, y, 2 be- 
zeichnet. 


Zunächst folgt 
div&=0. 


Mit Rücksicht auf AF, = 0 ist 
16,— (@Y +20), _ 2m) 








dr? r dr 02 0 
ıy([ m, „oh a" ar 
retten tr 
„Fe r Fa 8 0° os Ra 
VE dy Eu 4 dy! OYos  Dy 


19) H. A. Rowland, Amer. J. of math. 6, Nr. 4, Vgl. auch Phil. Mag. (5) 
17, (1884), p. 418. 
20) Maxwell, Treatise on electr. and magn. 1, p. 180. 
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Schreiben wir 
öFa OF 
TE en, 
so ist N $ 
d’y 2 dy 2 dv 
titan eetrn ten) 
Da nun x ebenfalls eine homogene Fonktion. der Koordinaten 
von demselben ie wie N ist, so haben wir 


2 +yzi +2 - --e+lr 
und ; 5 
d’ıy %2 
(29a) AE, = ürs na 1 X. 


Zunächst folgt aus der Gleichung (28) und (29a), wenn wir 
d = Par? e(nt+br) 
setzen, wo p nur von r abhängt, daß wir ı der Differentialgleichung 


dv 2 do _ 
und da 


ist, daß wir p. der Differentialgleichung 
a’ gi 2in d 
0) a en 
unterwerfen müssen. 
Zu demselben Resultat führt die Behandlung von €, und E,, so 
daß durch die Ausdrücke (29) die Gleichungen (28) integriert werden, 
sobald (30) erfüllt ist. Durch diese Wahl von p ist also die Ab- 


hängigkeit der durch (29) dargestellten speziellen Lösungen € von r 
festgelegt. 


Setzen wir 





sc, 1 e‘ ic\’ 1 


M=o+,a ht, =) a a) 
so ergibt sich a, aus a,_, nach der Formel 


a, KL ds ru Ya-ı, 
J 25 


Ist a ganzzahlig, so ist für ein bestimmtes j 
— a +) +36 —-Dd=2; 
J=a+l 
a0. 


Mit diesem Gliede bricht die Reihe ab. 
Für r= oo wird = a. 





wenn daher 


ist, wird 
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Wir gehen jetzt von unseren speziellen Lösungen € zu einer 
allgemeineren übeı. 

Denken wir uns die Werte von € auf der unendlichen Kugel- 
fläche gegeben, so müssen diese sich nach der Beziehung 


fa 


a erg 


wo f nicht von r abhängt, für konstantes r ausdrücken lassen durch 
die Gleichungen (29), wobei die F in Reihen, die nach den Funk- 
tionen f fortschreiten, entwickelt sind. Dadurch sind die € ebenfalls 
durch Reihen, die nach Größen €, fortschreiten, dargestellt. 
Daß dies möglich ist, folgt aus der Theorie der Kugelfunktionen. 
Die & sind von r unabhängig, aber sie müssen der Gleichung 


dv&, = 0 
genügen. Sind « und ß die Winkel der Polarkoordinaten, so daß 
x == r Co80, 
y=rsin«acosß, 
2=rsinasinß 


ist, so können wir die E auf die Form bringen 


E,,. = eonst. gt Fi 
(31) E,,y = eonst. — sin ß° u — cos ß cotg « =), 
E,.: = const. (cos ß Be en ß cotg « a)» 


wodurch die Gleichung div-E, = 0 für r = const. erfüllt ist. Dies 
ist die Operation [h grad F,] für r = const. 

Man überzeugt sich davon leicht, wenn man beachtet, daß für 
Y = const. 





ER sin« 0 

RR ET 

0 __cosacosß 9 sinß 8 
er) I 7 De renadp’ 

0 coae«sinß 2 cosß © 

ER LAT er 


ist. An der Oberfläche r—= R= oo sollen nun die € durch die €, 
dargestellt sein: 


(332) ET T N LETU E+4%...). 
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Wir behaupten, daß im übrigen Raum die € gegeben sind durch 
aa 
(33) e-" Be 4,9,& + A293 ...)- 


Für » — const. ist: E= ae [d grad fı] = * [h grad fı]. Da nun 


durch (31) diese Beziehung erfüllt ist, so muß jedes Glied der Glei- 
chung (33) die Gleichungen (28) erfüllen, wenn die 9, der Gleichung >) 
genügen. 

Da für r—= R= o die sämtlichen g = a, werden, so geht für 
diesen Wert (33) in (33a) über. 

Wir haben daher das Theorem: 

Wenn die Vektoren & auf der unendlichen Kugelfläche bekannt 
sind, lassen sie sich durch Reihen, die nach Kugelfunktionen fort- 
schreiten, an jeder Stelle des Raumes ausdrücken. 

Ganz dieselben Betrachtungen beziehen sich auf die magnetischen 
Kräfte, die, sobald die elektrischen Kräfte gegeben sind, durch die 
Gleichungen (4) bestimmt sind. 

Man kam indessen auch von der magnetischen Kraft ausgehen 
und die Gleichungen (29) auf diese anwenden. 

Setzen wir, um einen speziellen Fall zu betrachten, 


F=-2()-—-5 


r r!? 








so erhalten wir Symmetrieverhältnisse um die 2-Achse. 
Dann ist bei Anwendung von (29) 


9=- . 
Yx 

9, 

—0. 


Da 9,2 +9,y=0 ist, gibt es keine radialen Te een 
Kräfte. 


Diese bilden Kreise um die z-Achse. 
Es ist a=1, also folgt u = — a,, daher 


vY=a PR... et i+b 
o( =) & n 
und 


9, =—ı ( —)4 eintton 


°C, ; 
9, == Ay ( Schie =)% 5 eilnt+br), 
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Ferner ist 
wi a 27 
Ey El ae 
daher 
i F) (ent+dr) 
9. ua 2a, za r ) ’ 
(34) 
i d emt+dr) 
9, == — [2,7 Fp® er )- 


Hieraus folgt nach (4) 
i(nt+br) 
eE, Her -_ > & ), 








b 0x0z r 
h a 9° eRt+dr) 
(35) 2, N ), 








a 9° er) FE I) 
age eg ur iver ) 


Für sehr kleine r wird 
emt+br) em eirt, 


Daher ist 
od PR 0o® 
-7: u ay’ ,—-n—, Ad—=(, 
a,0 (E"' 
(86) 9-2). 


Dies ist das Potential eines elektrischen Doppelpols, dessen Mo- 


ment n ist und dessen Ladung in der Periode = zwischen gleichen 


positiven und negativen Werten hin und her schwankt. 

Die aufgestellten Formeln erlauben, die elektrischen und magne- 
tischen Kräfte im ganzen Raum zu berechnen ®). Durch sie werden 
die Herteschen Schwingungen eines kleinen Senders dargestellt. 

Zu demselben Ausdruck wird man geführt, wenn man annimmt, 
daß eine sehr kleine elektrische Ladung sich um ihre Ruhelage hin 


und her bewegt. Nur müssen die Elongationen klein gegen 2 sein. 


b 
Vgl. Eneykl. V. 14, Art. Lorentz, Nr. 17. 
Bei diesen im Punkte » = 0 erregten elektrischen Schwingungen 
wird bei jeder Schwingung Energie ausgestrahlt. 


Wird die Amplitude der Schwingung T —= A konstant gehalten, 
so berechnet sich die ausgestrahlte Energie, indem man den Poynting- 


21) Diese Formeln sind zuerst von Rowland a. a. O. gegeben. Später hat 
sie offenbar unabhängig Hertz entwickelt, Ann. Phys. Chem. 36 (1888), p. 1; Ges. 
Abh. 2, p. 147. Vgl. H. A. Lorentz, Versuch einer Theoris usw., p. 54 sowie 
Encykl. V 18 Art Abraham. 
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schen Vektor über eine unendlich große Kugelfläche integriert. Es 
ergibt sich für eine Schwingung 
34° 
Es ist sehr wahrscheinlich, daß der hier betrachtete Typus von 
Schwingungen auch bei der Lichterregung im wesentlichen mitspielt. 
Es ist jedoch nicht nötig, auf diesen Mechanismus näher einzugehen, 
wenn es sich nur darum handelt, die Art der Ausbreitung im Raum 
zu untersuchen. Dann kann die Störung selbst beliebig sein. 
Man braucht daher nur eine Lösung der Gleichungen (28) 
0g 
0° 
zu benutzen, die an der Erregungsstelle selbst unendlich werden muß, 
wodurch ausgedrückt wird, daß dort Zufuhr von Energie stattfindet. 
Nehmen wir 


—= c’Ay 


emt+br) 


ck ars ee 





Dann haben wir Schwingungen, die im Punkte r = (0 erregt werden 
und sich nach allen Seiten mit der Geschwindigkeit 


ausbreiten. 


9. Das Huygenssche Prinzip. Für das Studium dieser Ausbreitung 
ist das Huygenssche Prinzip von großem Nutzen, das seine präzise 
Formulierung in einer Erweiterung des Greenschen Satzes??) findet. 
Nach dem Greenschen Satz ist 


; 0 oV 
(37) Sastras — gar) — [do (VER - 957)" 
Wenn nun 
i(nt+br) 
Vi 4e zu 








ist, so haben wir nach (28) 
AVHNV-0 oder AVHRV—0. 


Genügt 9 derselben Gleichung, so können wir schreiben: 


yo — PP WERN E  A 
Saswag +2 Yp — AV —Vy) — do(V5R— y5y) 

22) Vgl. Helmholtz, Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen 
Enden, J.f. Math. 57 (1859), p. 1; Wiss. Abh. I, p. 303; Kirchhoff, Zur Theorie 
der Lichtstrahlen, Berlin Ber. 22. Juni 1881, p. 641; Ann. Phys. Chem. 18 (1883), 
p. 663; Ges. Abh. Nachtrag, p. 22. 


en re 2% 
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oder 


(27a) 0 fan (vig— rin). 
Nun ist 

oV oV n r 

een 
wenn es sich um eine Kugelfläche handelt. Eine kleine Kugel legen 
wir um den Punkt r= 0), um diesen, in dem die Funktion unstetig 
wird, auszuschließen. Ist d2 das Element der Kugeloberfläche vom 
Radius Eins, so haben wir do =r?dQ, daher über diese Kugel er- 
streckt 


iAbe i(nt+br) 


r ’ 


A fan[rewmds + (eettor) _ jbreint+on) p}, 
imr=0 
—= 4nAdt'g,, 
wo 9, den Wert von @ für r=0 bezeichnet. 
Außerdem sind die Integrationen über die Grenzflächen des be- 
trachteten Raumes zu erstrecken. Daher bleibt 


in or ior 
(38) Any, -/ day; ( in — [ao 23. 
Diese Gleichung stellt eine präzise Fassung des Huygensschen 
Prinzips dar®°). 
Das zweite Integral stellt eine auf der re ausgebreitete 
Schicht von Erregungspunkten dar, deren Amplitude 2% proportional ist. 
Das erste bedeutet eine Doppelschicht von unsre ki: 


Die Amplitude der einen Schicht ist — a die der anderen, die sich im 


Abstande dN befindet, + IN proportional. Die erste hat den Fakter 


eidr 





‚ die andere — O a 5 ai "Jan. Wenn beide zusammenwirken, 


ibr 
bleibt 9% ( \: 
Sei nun p die Funktion, wenn ein undurchsichtiger Körper in 
den Raum gebracht wird, @’ dieselbe Funktion ohne den Körper. 
Nach (38) kann die Änderung von @' durch die Anwesenheit 


des Körpers durch ein über seine Oberfläche genommenes Integral 
berücksichtigt werden. 


Daher ist 
ar 2 leeN\ idr 
fa) -Sa 


23) Eine Erweiterung auf absorbierende und kristallinische Medien gibt 
H. A. Lorentz, Wiss. Abh. I, Leipzig 1907, p. 415. 
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Wir nehmen nun für p die Funktion 


Pr 1 eilnt+dn), 
r, 


wo r, die Entfernung eines zweiten Punktes, den wir 1 nennen wollen, 
bezeichnet. Auch diese Funktion genügt der Gleichung (28). Daher 
wird 


ör. 1 ör 

(39) 129 — 9)= [do (,} br Harn 
a 
+ (ne t+Hid(r+n), 


In der weiteren Behandlung des Integrals (39) spielt nun der 
Umstand eine wesentliche Rolle, daß die Wellenlänge des Lichts un- 
endlich klein gegen die in Betracht kommenden Entfernungen, also 


gegen die vorkommenden Werte von r ist. Dann ist b= = als 


unendlich groß anzusehen. 
Es hängt diese Vereinfachung mit dem Umstande zusammen, 
daß das Integral 


(40) f Gr sin (DE+ D)at, 
genommen zwischen endlichen Grenzen, für b = oo verschwindet, wenn 
En zwischen diesen Grenzen endlich und stetig bleibt. 

Der Beweis gelingt leicht, wenn man dF in eine Fouriersche 


dg 
Reihe entwickelt: 


en+b, sin&+b,sin2&-+-- 


+ a,cos& + a,cos26-+:-- 
Wir haben dann Glieder von der Form 
cosaßsin (bE+%) und sinafsin (b& + 9). 
Für das erste können wir einsetzen. 
4 (sin(a& +bE +98) — sin a$E — b£ — 9), für das zweite 
4(cos(a& + b&E +9) — cos —bE — 9). 


Bei der Ausführuug der Integration haben wir dann für jedes 
Glied 


er 


+ sin | 546849) 


limb= oo a+b 


—=(,. 





Ein analoges Resultat ergibt sich, wenn anstatt sinus in (40) 
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und (41) eosinus eingeführt wird, da ja das Ergebnis für jeden Wert 


von ®# also auch für 5 — » gilt. 
Andererseits ist 
dF . dF 
(41) 0 [SE sin B6+ 8) a5 — GE cos (E49), 
; limb=» 
w:a sich leicht durch partielle Integration und Benutzung des ebeu 


abgeleiteten Resultates ergibt. 
Für unendlich großes b ist 


1 for. In res 
129) [aot- (fr ne NEN; 


und wenn wir nur den imaginären Teil der Exponentialfunktion 
nehmen: 


(42) ag )= — [an (— a) sin (nt + br +r,)). 


Wir setzen üunr+ rn = £. Dann werden durch die Gleichung 

& = const. 
Rotationsellipsoide dargestellt. Diese Rotationsellipsoide schneiden 
die Fläche ® in bestimmten Kurven, für die & konstant ist. Wir wählen 


zwei solche Kurven, deren eine festgehalten werden soll, während die 
andere variiert wird. Das Integral 


Ser - 


ausgedehnt auf die Fläche »® zwischen den Kurven, ist dann eine 
Funktion von $. Sind die Kurven benachbart, so können wir setzen: 


1 (Or Or 
er 1 [ao ( rr, (27 a): 
wo das Integral auf den unendlich schmalen Streifen zwischen den 
Kurven zu erstrecken ist. Für ‘diesen ist $ konstant, so daß 


1 /dr 


. dF 
sin (nt + BE) Trd6 — füo} (ia >n) sin (nt + b£) 
ist. Über die ganze Fläche ® erstreckt ist dann das Integral 


Jen (nt + b$) Ge de an (I — ) sin (nt + b$). 


o 


Aus (42) ergibt sich daher unter Berücksichtigung von (41) 


s & 
(8) in 9) (gs BE+ m). 
do 
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Diese Ableitung setzt voraus, daß der Differentialquotient =2 


der Fläche ® nirgends unendlich wird. Sie setzt ferner voraus, eo 
keine Konzentrationen der Strahlen durch konkave Flächen WE 
finden. Einer von den Fällen, wo diese Voraussetzung nicht erfüllt 
ist, ist der, daß die Fläche ® von der Verbindungslinie der beiden 
Punkte r=0 und r,—=0 geschnitten wird. Dann hat en N ges} 
Stele&=r--r, ein Minimum, und daher ist d$ = 0 und ® IE E wird 
unendlich. 

Wenn die Verbindungslinie die Fläche ® nicht schneidet, dann 
liegen die Punkte &= &, und &=&, in der Linie, in der eine von 
r, = 0 ausgehende Kegelfläche die Fläche & berührt. Durch die 
Ellipsoide & + d& und & + d& werden dann Flächenstücke ab- 
geschnitten, die verschwindend klein gegen die an den übrigen Teilen 
der Fläche von zwei Ellipsoiden & und & + d& begrenzten sind, 
weil die Ellipsoide bei &, und &, erst in die Fläche » einzudringen 


u ER ‚ i 
beginnen. Daher ist we O0 und p=g), wenn (43) gilt. 


Nun nehmen wir an, daß der Punkt r», = leuchtend sei, d..h. 
daß in ihm eine Energiezufuhr von außen stattfindet, ferner daß die 
Verbindungslinie der beiden Punkte die Fläche einmal schneidet, so daß 
(43) nicht gilt. Dann breitet sich diese Energie in Kugelwellen 
aus, die auf die Oberfläche » fallen. Ist diese vollkommen schwarz, 
d. h. reflektiert sie nichts von den auffallenden Wellen und läßt sie 
auch nichts hindurch, so ist an dem Teil der Oberfläche, auf deı. die 
Wellen direkt auffallen können, der Zustand angenähert so, als ob 


der Körper nicht vorhanden wäre. D.h.es ist = 9), I— 5 


Ergänzen wir diesen Teil der Fläche ® zu einer geschlossenen, 


die den Punkt r, = 0 umschließt und an der überall p = g', 
—_ “a ist. Dies ist möglich, wenn keine Reflexion an dem Körper 
stattfindet. 


Nach (38) ist dann über die ganze Fläche erstreckt: 


0 (E’”\ Or u. 00 Er 
So z( 5 VS 9 = Any. 


Da die Verbindungslinie der Punkte O0 und 1 die Ergänzungs- 
fläche nicht schneidet, so ist der über sie erstreckte Teil Null, bei 
dem anderen, der Oberfläche des Körpers angehörenden, ist die Nor- 
male entgegengesetzt zu nehmen, weil sie jetzt ins Innere des um- 
schlossenen Raumes gerichtet ist. Daher ist das Gesamtintegral 





— 4ng’ und da — gp) = — Any”. 
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Daher ist 
Any = Ang’ 
oder 
4ap =Any —Anp—=0, 


je nachdem die gerade Verbindungslinie von ,—=0 und r=(0 an 
dem Körper vorbeigeht, oder ihn schneidet. 


Im ersten Falle ist das Licht durch die Anwesenheit des Körpers 
nicht beeinflußt, im zweiten herrscht Dunkelheit. 


Dieser Satz spricht also die geradlinige Ausbreitung des Lichtes 
aus. Die Tatsache, daß die Wellenlänge des Lichtes nicht ver- 
schwindend klein, sondern endlich ist, bedingt, daß die gezogenen 
Schlußfolgerungen nicht streng sind. So kann der Ausdruck (40), 
wie schon erwähnt, endlich bleiben, wenn &=r-+r, für einen Teil 
der Fläche annähernd konstant ist, weil dann d& gegen Null kon- 


nr unendlich wird. Der Ausdruck (40) wird sehr klein, 


weil er mit der Wellenlänge multipliziert erscheint. Von der Größe 
der Wellenlänge hängt es also ab, wie groß der Ausdruck bleibt, 
wenn r + r, nur geringe Abweichungen von einem konstanten Werte 
zeigen. Die Größe r + r, ist nahe konstant, wenn annähernd parallele 
Strahlen auf einen Schirm mit einer Öffnung fallen. Dann geht Licht 
in den geometrischen Schatten und gibt Veranlassung zu den Fraun- 
hoferschen Beugungserscheinungen. Einen anderen Fall, bei dem 
r + r, nahe konstant ist, bietet das von Frresnel angestellte Experiment, 
bei dem von einer Lichtquelle von geringer Ausdehnung Strahlen 
auf einen kreisförmigen Schirm oder auf einen Schirm mit kreis- 
förmiger Öffnung fielen. Hier ist » + r, für den Rand konstant und 
es zeigen sich ebenfalls Beugungserscheinungen. 


Wie wir gesehen haben, herrscht im Punkt r—= 0 Dunkelheit 
oder Licht, je nachdem die Verbindungslinie zwischen r=0 nd 
r,—=0 den Körper schneidet oder nicht schneidet. Geht sie un- 
mittelbar an dem Körper vorbei, so findet dort ein plötzlicher Über- 
gang von dem einen Fall zum anderen statt. Wäre die Wellenlänge 
wirklich unendlich klein, so wäre dieser Übergang unstetig. Da aber 
die Wellenlänge endlich ist, so ist der Übergang stetig und die 
Region dieses Übergangs hängt von der Wellenlänge ab. Strahlen, 
die nahe an dem Körper vorbeigehen, werden daher auch von ihm modi- 
fiziert und es treten auch hier Beugungserscheinungen auf, die Licht 
in den geometrischen Schatten bringen. Für die spezielle Beugungs- 


theorie sei auf Art. 25 verwiesen. 
Enceyklop. d. math. Wissensch. V 3. 9 


vergiert und 
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10. Reflexion und Brechung in durchsichtigen Medien. Ein 
wesentlicher Vorteil der elektromagnetischen Lichttheorie liegt in dem 
Umstande, daß die Grenzbedingungen, wie sie für die allgemeinen 
elektromagnetischen Vorgänge gelten, ohne weiteres die beobachteten 
Gesetze der Reflexion und Brechung ergeben, während die elastischen 
Theorien gezwungen waren, neue Hypothesen über die an der Grenze 
wirkenden Kräfte zu Hilfe zu nehmen. 

Legen wir die z-Achse in die Richtung der Normale der als 
eben vorausgesetzten Grenzfläche beider Medien und die zy-Ebene in 
die Grenzebene selbst. Die Einfallsebene ist die Ebene, die durch 
die Normale und die Fortpflanzungsrichtung der als eben angenom- 
menen einfallenden Welle gelegt ist. Sie sei die yz-Ebene. Normale _ 
und Fortpflanzungsrichtung bilden miteinander den Winkel «, den 
Einfallswinkel. Erfahrungsmäßig treten an der Grenzebene zwei neue 
Wellensysteme auf, von ‘denen das eine sich in das zweite Medium 
hinein fortpflanzt, mit der Normale den Winkel 8 bildend. Das 
andere geht in das erste Medium zurück. 

Wir betrachten zunächst den Fall, daß die magnetischen Schwin- 
gungen senkrecht zur Einfallsebene yz liegen. Nach den Entwicklungen 
p. 109 liegen dann die elektrischen in der Einfallsebene Es sind 
also nur €, und E,, sowie $, von Null verschieden. 

Die Gleichungen (4) ergeben daher für 6 =: 


ee 2.00: 3.2.0. 208 


e dt 02 ’ "ui Wan: | &; 





(44) 





€ 98°... 08 y 
Wir setzen nun für die einfallende Welle 


— (nt—b(ysina' 
E,, = A, cos a e/rt-b(ysina@+z cos )), 


(45) E,, RETTEN 4, sin «ei(nt-b(vsina+z 008), D e ; 
b Veu 
€ . 
— — AV £ einer zone) 
e u , 


Hierdurch wird den Gleichungen (44) genügt. 

Für die reflektierte Welle ist — z statt z zu setzen, weil diese 
ins erste Medium zurückgeht. Um die Grenzbedingung erfüllen zu 
können, muß für z= (0 das Argument der Exponentialfunktion für 
die einfallende und reflektierte Null gleich sein, daher ist 

E,, BERIEER, A, 08 wert blynina— uconn), 


ER TI nt—ib(ysin@—z cos 0), 
(45) €. A,sin ae‘ 


9, = — 4, Var ib(ysina— =zco80), 
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Hierdurch ist ausgesprochen, daß der Reflexionswinkel gleich 
dem Einfallswinkel ist. 

Für die eindringende Welle ist z positiv, aber es muß berück- 
sichtigt werden, daß dort &e, u und b andere Werte haben. Da es 
sich um erzwungene Schwingungen handelt, so wird vorausgesetzt, 
daß die Schwingungszahl » durch äußere Einwirkung konstant ge- 
halten wird. 


Für die eindringende Welle ist demnach 
E,, = 4 COS BETRETEN) 


(452) E,, RT RAH 4, sin Beirt-id nein EMaaoe A}: 


g. a a,V& eint-ib,(ysins+zcosß) 
Nach den Grenzbedingungen p. 109 müssen die tangentialen 
Komponenten auf beiden Seiten der Grenze gleich sein, also 
e,+r&,=8&,, 
Det Dr2— Boa, 
daher für z= (0) zunächst b, sin ß=bsin « 
(46) (A, — 4,) eos «a = A, cos ß 
sowie 


(463) Ay: 2 4,Y: 8 4V& 


Die erste Gleichung 





sin ß hy " 





A RR RN a et RL 
(47) Ey — I == 


spricht das Snelliussche Brechungsgesetz aus; = v ist das Brechungs- 
verhältnis. 


Ist a = u,, so ist 


sin . Fr 
(48) won > V: ’ 
wodurch die wichtige Maxwellsche Beziehung zwischen Dielektrizitäts- 


konstante und Brechungsverhältnis ausgesprochen wird. 


Eliminieren wir aus (46) und (46a) A,. so erhalten wir wegen 
sine %: 
sin ß Dage 





wenn u = u, Ist. 
cos « coo« sin 
A ß + sin « —4, (7 B sin ); 


tg (e — P) 
ni A, gar A 





9*+ 
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Dies ist die bereits von Frresnel aufgestellte Formel für die 
reflektierte Amplitude. 

Ist A,—= 0, so haben wir für diese Schwingungsrichtung des 
einfallenden Lichtes kein reflektiertes Licht. Dann ist nach der der 
Gleichung (49) vorangehenden Formel 


coo« sin un PB 


cos u sin «’ 
sin 2« = sin 2. 


Nun kann « nicht gleich $ sein. Daher muß 


2u=n—2ß, e+ß=3 


sein, d. h. es steht der gebrochene Strahl auf dem reflektierten senk- 
recht. Man bezeichnet diesen Winkel als Polarisationswinkel, weil 
nur eine Schwingungsrichtung reflektiert werden kann. 


Würden wir in der reflektierten Welle 


PR int—ib (ysin«@—3cos 
E,,—= 4, 008 ad u IN 


statt 
int—ib(ysin@— zcos 
— A,cos oe W *) 


setzen, so müßte auch für € 
werden. 


und $,, das Vorzeichen verändert 


rz 


Dann erhielten wir 


War 

Am Teurnle 
so daß die Umkehr des Vorzeichens der tangentialen Komponente 
der elektrischen Kraft in dem Vorgange der Reflexion begründet ist. 
Denkt man sich selbst in der Richtung des Lichtes schwimmend 
und bliekt senkrecht zur Einfallsebene, so wird, wenn im Augenblick 
der Reflexion die Amplitude der elektrischen Kraft die Richtung nach 
links hatte, sie auch im reflektierten Strahl die Richtung nach links 
haben. 


Liegen die magnetischen Schwingungen in der Einfallsebene, so 
ist zu setzen: 
E,. EI AMP IURRETEREE 
Em A, -bwsina-snp)), 
& = A ent-d, (sin? +2cos ß)) 
g ’ 


9x 


und 


10. Reflexion und Brechung in durchsichtigen Medien. 133 
(51) 5,— AV: wmacr-umerme, 


9, PETE BYE sin «ent dysin«+zcos«)) i 


9, Ba AV; cos a ei(nt—d(ysina—zcos«)) : 


H,,= — 4,V & sin ad wme- ma), 
pen & i(nt— o, (ysin+2cosß)) 

dr A, „cnpBer 2 P m), 

er ai u 

8. —= — AV sin ern rm, 


Die Grenzbedingungen ergeben wieder 
bsna=b, sinß, 
so daß auch hier das Snelliussche Brechungsgesetz gelten muß. 
Ferner für u = u, 


A,+4,=4 
V: A, cos « — VE 4, ca — A,V& cos ß, 


woraus die Fresnelsche Formel 
sın (& 
(52) DS re folgt. 

Wir haben also das Vorzeichen von A, umzukehren, so daß auch 
hier folgt, daß sich die elektrische Kraft bei der Reflexion umkehrt, 
während die magnetische ihre Richtung beibehält. 

Die beiden Formeln (49) und (52) stimmen mit der Erfahrung 
überein, wenn im ersten Falle die Polarisationsebene senkrecht, im 
zweiten parallel zur Einfallsebene liegt. Die magnetischen Schwin- 
gungen müssen also in der Polarisationsebene, die elektrischen senk- 
recht zu ihr erfolgen. 

Die elektromagnetische Theorie faßt also die beiden Theorien 
von Neumann und Fresnel zusammen. Vgl. Artikel Wangerin Nr. 10. 
Die erste geht von der Hypothese aus, daß die Lichtschwingungen 
in der Polarisationsebene erfolgen und daß die Dichtigkeit des Licht- 
äthers überall dieselbe ist. Die zweite nimmt an, daß die Licht- 
schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene erfolgen und daß die 
Elastizität in allen Medien die gleiche ist. 

Der Fresnelsche Lichtvektor ist also mit der elektrischen, der 
Neumannsche mit der magnetischen Kraft identisch. 

Alle Versuche, eine Entscheidung zwischen beiden Theorien her- 
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beizuführen, mußten scheitern, wenn in der Tat beide Vektoren vor- 
handen sind. 

Obwohl durch die elektromagnetische Hypothese der Streitfall in 
der ursprünglichen Form erledigt ist, so bleibt doch die Frage offen, 
ob die elektrische oder die magnetische Kraft die Lichtwirkungen 
hervorruft. Nach den neueren Anschauungen, wonach die Wirkung 
des Lichts auf die Körper durch die Ladungen der Atome vermittelt 
wird, ist es allerdings wahrscheinlich geworden, daß die elektrische 
Kraft bei den Lichtschwingungen die unmittelbare Wirkung her- 
vorruft. 

Ist der Winkel «= 0, so ist auch ß = 0 und die Formeln (49) 
und (52) geben gemeinschaftlich vom Vorzeichen abgesehen 


De 
und da Eat 
Y, =» für lim«e und lim ß=0, 
so ist 
(523) A, 4: 


ey-+1 
Nach (50) wird kein Licht reflektiert, wenn die magnetische 
Kraft senkrecht zur Polarisationsebene schwingt und der gebrochene 
Strahl senkrecht auf dem reflektierten steht. Aus der Beziehung 


c08 & & & sine 
Ey v: und v: re 
folgt in diesem Fall 
tga ER 
Tre 
und da außerdem tg« — cotg ß ist, so folgt 


1 


€ 
tge=-, tga=», 


wodurch das Brewstersche Gesetz ausgesprochen wird. 


Wenn diese Bedingung erfüllt ist, geht alles einfallende Licht 
hindurch. 


In der Reflexionsformel 
ERIT, Kuled 
A,=Aigarh 
kommt dieser Fall dadurch zum Ausdruck, daß für «+ ß = = die 
Tangente unendlich wird, wodurch A, verschwindet. 
Wenn die magnetischen Schwingungen in der Einfallsebene er- 


folgen, ist eine solche Möglichkeit nicht gegeben, weil ee E ee nie- 
mals Null werden kann. 
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11. Totalreflexion. Ist 2,<.,”°) so ist nr 1; überschreitet 


7 


dann « eine gewisse Grenze, so kann die Gleichung nicht mehr durch 
reelle Werte von ß erfüllt werden, da für solche sinß <1 ist. 
Setzen wir ee 

sinß—p, csß—+Vi—p, 
so muß für solche Fälle 

osß=HtiyP®—1, p>1 
sein. Die Exponentialfunktion in den Ausdrücken (45) wird dann 

eirt-ib(pytizVP®—-1), 

Hier muß das untere Vorzeichen im Exponenten gelten, weil sonst 
die Größe mit wachsendem z unendlich werden würde. 


Die Schwingungen nehmen also im zweiten Medium wegen des 
Faktors 
e-:Vr- -1 
schnell ab. 
Die Grenzbedingungen (46) geben für u = 4, wenn die 
magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene liegen 


(4, — A,) ce = — A,iyVp —1, 
A,V® + 4,Ve 3 A,Vä 
oder 
A, (cos — iV= vi) — A, (eos« E= iV& V — i)- 


Setzen wir nun 








es, 7 ae —osin, 
also 
(53) tg = a u ei ad er 
&, cos« 
so wird 


A®—-Ar,, = Act. 


Der Modul von A, ist gleich dem von A,; also die Amplitude 
des reflektierten Lichts gleich der des einfallenden. Der Faktor e®‘” 
bedeutet, daß die reflektierte Welle gegenüber der einfallenden in der 
Phase um 2% verschoben ist. 


23) Die Gesetze der totalen Reflexion sind bereits durch Einführung kom- 
plexer Größen von F'resnel abgeleitet; Oeuvres compl. 1, p. 779; strenger von 
Neumann, Vorles. über theoretische Optik, p. 157. Vgl. auch Art. Wangerin, 
Nr. 12 und 20. 
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Dabei ist ES ‘= 
(54) nV EI arctg ER 
Or 5 COoBsE co«a ’ 


oder wegen 


da jetzt der Strahl aus dem Medium mit größerem & kommt, 


vyYv?sin®a—1 


c08 & 





= d,— arctg 


Hier deutet der Index s an, daß die magnetischen Schwingungen 
senkrecht zur Einfallsebene erfolgen. 

Es hängt also die Phasenverschiebung vom Brechungsverhältnis 
und vom Einfallswinkel ab. 

Liegen die magnetischen Schwingungen in der Einfallsebene 
(Index p), so ist 

A,+4,=4,: 
(VYe4A,—V:4,)cosae— — 4, Vpr —1Ys 


— (4, +4,)i Va: IvE. 


Wir setzen hier 


Vscos«e—=ocos®, YaYpPr—1I=osin® 











und haben 
A, e9— A Bd A, BER a 
ns VP—1Vvs en vVP—1i Vrsinda—i 
9, arcig der Se A Brote 7 En A 
Der Unterschied in der Phasenverschiebung in beiden Fälien ist 
De cos « Yv?sin!« —1 
(55) 2(8,— 8) — 2aretg (Veh )- 


Die Zusammensetzung von Schwingungen, die rechtwinklig auf- 
einander mit einem bestimmten Phasenunterschied erfolgen, ergibt 
elliptisch polarisiertes Licht. 


12. Metallreflexion. Ableitung der Cauchyschen Formeln 
nach Lorentz. Die Formeln der Reflexion für absorbierende, also 
leitende Medien lassen sich in ganz ähnlicher Weise gewinnen. 

Wenn die Leitfähigkeit des Mediums, auf das der Strahl fällt, 
unendlich groß ist, so gestalten sich die Verhältnisse sehr einfach. 

Aus den Gleichungen (4) ergibt sich für o = oo 


E—N. 
Da nun die tangentialen Komponenten an beiden Seiten der 
Grenzfläche beider Medien gleich sein sollen, so müssen an dieser 


RER 
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Grenzfläche die tangentialen Komponenten der elektrischen Kraft in 
beiden Medien Null sein. Ferner folgt aus dieser Bedingung, daß 
dann auch der Differentialquotient nach der Zeit der normalen Kom- 
ponente der magnetischen Kraft verschwinden muß. 

Diese Bedingung läßt sich bei auffallenden elektromagnetischen 
Wellen nur erfüllen, wenn die Amplitude der reflektierten Welle der 
der einfallenden gleich und entgegengesetzt ist. Wir haben also totale 
Reflexion bei jedem Einfallswinkel. 

Für elektromagnetische Wellen von großer Länge kann man 
häufig diese vereinfachte Betrachtung benutzen. Für Lichtwellen ist 
sie unzureichend. Auch die Formeln, die man gewinnt, wenn man 
für 6 das durch Messungen an stationären Strömen bekannte Leitungs- 
vermögen einsetzt, stehen, wie wir oben, p. 111, gesehen haben, mit 
der Erfahrung in Widerspruch. 

Es ist daher eine Erweiterung der Maxwellschen Gleichungen 
geboten, die H. A. Lorentz”) zunächst in der Richtung gesucht hat, 
daß er das Ohmsche Gesetz für die Liehtschwingungen nicht mehr 
als gültig annahm. Das Ohmsche Gesetz wird durch die Gleichung 


3= oc 
ausgesprochen. Lorentz setzt nun hierfür 
TB BR RER 
6 12 
Da bei den Lichtschwinguagen die Abhängigkeit von der Zeit 
sich auf den Faktor €*‘ beschränkt, so ist diese Erweiterung gleich- 
bedeutend damit, anstatt e die Größe - + ink, einzusetzen. 


Aus den Gleichungen (9) erhaiten wir daher 








(56) — en? + en —= (?(a + ib)%, 
— ink, 
woraus 
2 n°k, Bor 28 
use —= (a? — DP), 
gs +n?k,? 
(5%) n 
2—— = 2ab 
3 +n’k,? 
folgt. 


Da die Grenzbedingungen dieselben. sind, wie für durchsichtige 
Medien, so können wir die dort gewonnenen Formeln ohne weiteres 


24) H. A. Lorentz, Zeitschr. Math. Phys. (23) (1878), p. 209. 
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benutzen, wenn wir berücksichtigen, daß die Konstanten komplex sind. 
Aus den Gleichungen (9) folgt, daß die den Konstanten b in Glei- 
chung (47) entsprechenden Größen für absorbierende Medien kom- 
plex sind. 

Wir setzen daher 
(57a) = oe, aß geh. 


sin ß 


Grenzt nun ein durchsichtiges Medium mit der Dielektrizitäts- 
konstanten & an ein absorbierendes und gilt « für ersteres, ß für das 
zweite, so ist sin« reell. Die Gleichung (47) gibt dann, da für das 
absorbierende Medium a, + ib, statt 5 zu setzen ist, 


i 


&— ——— 


—+ikn 








(ti)? jene? 
(67b) oT 





Indessen läßt sich auch ohne diese Lorentzsche Hypothese eine 
Theorie der Metallreflexion geben, wenn man nur berücksichtigt, daß 
die bei durchsichtigen Medien reellen Konstanten bei absorbierenden 
komplex werden. Wir setzen das Verhältnis der einfallenden zur 
reflektierten Amplitude nach (49) und (52) 

; sin («x tg (a — 
Prem eh, n+ai- Eh, 
die erste Formel gilt für die magnetischen Schwingungen in der Ein- 
fallsebene, die zweite für die senkrecht zur Einfallsebene. 


Dann ist wegen (57a) 
ger 
c08«& 
00, +) 
co® 
Um Amplituden- und Phasenänderung zu erhalten, muß nun 
p-+- ai und p, + q,i auf die Form Ae” gebracht werden, so daß 





a ag 


2—= +, 9 = arctg 7, 


A’=p’+ QM, 9 arctg 2 

1 
sind. A ist dann nach (52) das Verhältnis der reflektierten Amplitude 
zur einfallenden, wenn die magnetischen Schwingungen in der Einfalls- 
ebene liegen, A, nach (5la) dasselbe Verhältnis, wenn sie senkrecht 
zur Einfallsebene liegen. ® und #, geben die entsprechenden Phasen- 
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differenzen. Setzen wir weiter 
P+t-tdy), taten, 


Ir A; MU EN). 
it 14H) con (1+ 20°) 
> 5 &, 


cos? 


so folgt 
cos2y = 





Führen wir zur Vereinfachung 


ra nn 
Pre S 


ein, so wird 


c082y = co8(0 + 0,) re = cos(9 + 0,) sin2& 


= cos (0 + 9,) sin [2 arctg (& )) 
tg9 = — sin (0 + 9,) tg [2 arctg (2) R 


und ebenso 
cos2y, = cos(9 + 9,) sin 12 arctg (2 cos «)) 








tg, = — sin (0 — 9,) tg [2 arctg (2 cos «)}- 


Bei der Beobachtung kommt es auf den Phasenunterschied der 
beiden Komponenten senkrecht und parallel zur Einfallsebene an, also 
auf die Größe 9 — 9,, und auf das Verhältnis der Intensitäten 





Setzen wir 





‚80 ist 





Ferner haben wir 
sin? « ‘ 
-s0-+9)__ 
BI ni Math _ 0a“ Bu, 


cos(@—f) sin! 








++ 


co8 
Schreiben wir nun ae 
2 
(57e) P+O—t le 


so ist A der Winkel, den die resultierende Schwingung mit der Rich- 
tung von A, bildet. Wir erhalten 


c082h = cos (0 + 0,) sin (2artg (., ee )b 


00, C08« 





(58) 
tg (# — 9) = sin (0 + 0,) tg [2 aretg (u) 


00, C0s« 
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Dies sind die Cauchyschen Formeln der Metallreflexion, die er 
selbst formal abgeleitet hat. Bei ıhrer Entwicklung konnte er die 
Schwierigkeiten der Grenzbedingungen noch nicht überwinden. 


13. Metallreflexion. Zusammenhang der optischen Konstanten 
mit beobachtbaren Größen. Für die Beobachtung der Metallreflexion 
sind besonders die des Hauptazimuths und Haupteinfallswinkels ge- 
eignet. Unter dem letzteren versteht man den Wert «= «,, bei der 


die Phasendifferenz 
ct 


I ,—-Z 


wird, unter dem ersteren den zugehörigen Wert = h,. 
Für diese Spezialwerte ist tg(® — 9,)—= x. Dann muß 
sin? «, 7 
2 arctg (u e u z 


sein. Hieraus folgt 
nz sin®«, 
(59) be 


eg, cos, ? 
c0o82h,= c08(d +9), +24,=9+9. 
Man beobachtet die Werte von «,undh,. Um aus ihnen 6,6, 
0, 0, zu berechnen, verfahren wir folgendermaßen. 


Aus (57a) folgt 
0?0,°cos2(0 + 0,) = 0? c0s20 — sin?e, 
0°0,- sin2(0 + 0,) = 0? sin20. 
Daher für die betrachteten Spezialwerte von « und h bei Berück- 
sichtigung von (59) 





200520 0541 in? 
0 u 7 ot sin a,, 
(60) sin? « 

n. 1m 

0? sin 20 ge sin4h,. 


Quadriert und addiert man die letzten beiden Gleichungen, so 
ergibt sich 
o!= tg! a,(1 — sin?2«, sin? 2h,), 
» og __ into, sin4h, 
sin20 = a . 
Auf diese Weise sind og und 9 durch «, und Ah, bestimmt. 
Durch die Gleichungen 9 +0, = + 2h, und , = ein’. gind 


0 C08 &, 


es auch 9, und g,. Dann sind durch (58) A und ® — 9, bestimmt 





z 
und nach (57e) Fr Aus der Beobachtung von Hauptazimut und 


Haupteinfallswinkel lassen sich daher Phasendifferenz und Amplituden- 
verhältnis der reflektierten, mit ihren magnetischen Schwingungen 
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parallel und senkrecht zur Einfallsebene orientierten Wellen be- 
rechnen. Nimmt man dann die Lorentzsche Hypothese hinzu, so 
kann man die unbekannten Konstanten %, und &, berechnen, wenn 
noch 6 gegeben ist. Nach (57a) hatten wir 


% 














En ——— 
—+ikn® 
ode — : F 
€ kı 
(62) 0? c0820 — SE 1+ n = 
& (Gt n ) 
—= tg? «a, (sin?«,cos4h, + cos? «,) = — en Be, 
+ er 1 Marsh 
(63) 0° sin 20 = — — z TER 
(Grm) 
20,b,. 


= + tg? a, sin? a,sin dh, = — 





b? 
Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich k, und &, berechnen. 
Für , = T ist sin4h,= 0. Da nun = > nicht verschwin- 
€ N 2,3 
6 (+ k, n ) 
den kann, so darf das Hauptazimut diesen Betrag nicht überschreiten. 
Da die Beobachtungen in einzelnen Fällen für h, Werte ergeben, 


die nahe an z herangehen, so nähert sich cos4h, dem Wert — 1. 


Da nun der zugehörige Haupteinfallswinkel «, bis 70° beträgt, so 
wird die rechte Seite von (62) negativ. Weil aber die & positiv sein 
müssen, so folgt mit Notwendigkeit, daß k, von Null verschieden ist. 
Die beiden Formeln (62) und (63) stellen die bisherigen Beobachtungen 
genügend dar, doch ist die Abhängigkeit von der Schwingungszahl n 
noch nicht durch ausreichendes Beobachtungsmaterial festgestellt. 
Die in das absorbierende Medium gebrochene Welle wird durch 
den Ausdruck dargestellt 


EETIRTR TERRA: 
da nach (57a) und (57b) 


ytrbi sina Werbe 








ib sin ee oe, cos B = 9, 
ist, so kann man ihn auch schreiben 
(64) eo q1 bein (8 + 0,)+i(nt—ybsina—zg0,bcos (8 + 01), 


Wollen wir die Verhältnisse der gebrochenen Welle in der für 
durchsichtige Medien geltenden Form betrachten, so können wir die 
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Gleichungen : 
a +bi  sin« 

(65) ar er] 

iog,be®+W) — (a, + bi) cos ß 

benutzen. Der reelle Teil des Exponenten (64) mißt die Absorption der 
gebrochenen Welle. Der imaginäre Teil läßt sich auf die Form 
bringen, die er auch für durchsichtige Medien haben würde, wenn ß, 
der Brechungswinkel wäre. Dann muß nach dem Brechungsgesetz 
für durchsichtige Medien und nach Analogie (45a) oder (51) sein 


b,'sinß, =bsin«, b,cosß, = boo, cos(9 + 6), 


und durch Quadrieren und Addieren erhalten wir 


(66) ar — sin?« + 0?0,? cos?’ (@ + 6,). 
Die Größe Fr = A können wir auch hier der Analogie nach 
1 
als Brechungsverhältnis » bezeichnen. 
Setzen wir 
stBi—onett®, 
so ist 
— (a, + bi)’ = b?sin?a« + b?(s? + 80)2. 
Weiter ist 
(s + 85)? — g?9, 2er! +9) — g%e80(1 — sin? ß) 
—= o?ei® — sin?e, 
so daß 
s?— 3?— 0?00820 — sin?«, 
258 = 0°?sin20 
wird. Hieraus folgt 
se 98 00520 — sin? u 


und 
25? — 0° cos 20 — sin?a« + Y (og? cos 20 — sin? «)? + o* sin? 29, 
sowie nach (66) 





b,? i 
(67) Pl —sina+ =; sint«+ 4 g°c0820 








+ rn V (oe? 00820 — sin? «)? + o‘sin? 26. 


Die Größen g* cos 20 und g*sin 20 sind den Gleichungen (60) 
zu entnehmen. 

Aus dieser Gleichung sieht man, daß das Brechungsverhältnis v 
vom Einfallswinkel « abhängig ist. Ist keine Absorption vorhanden, 


er 
= 
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so ist 6= (0) und die Gleichung (67) geht in die identische 


2 
a 


2 
über. 

Von großer Wichtigkeit ist die Tatsache, daß auch die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der gebrochenen Welle vom Einfallswinkel 
abhängt, da das Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten vom 
Brechungsverhältnis bestimmt wird. 

Ändert sich also das Brechungsverhältnis, so ändert sich damit 
auch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der gebrochenen Welle im 
absorbierenden Medium. Es hängt dies damit zusammen, daß die 
Intensität längs der Welle nicht überall gleichen Wert hat. 

Man muß daher in absorbierenden Medien die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit gebrochener Wellen wohl von der Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit unbegrenzter ebener Wellen, die überall gleiche Intensität 
haben, unterscheiden. Das Verhältnis der Fortpflanzungsgesch windig- 
keit der letzten in beiden Medien wird durch die Größe 


a 9.008 0 


bestimmt. Für «= 0, also senkrechte Inzidenz, ist auch 
v= 0 c08 6, 


während sonst bei schwacher Absorption, also kleinen Werten von 


oe? sin 20, annähernd 
v?—= 0° c0s20 + . n 


4 0°c0829 — sin?« 





ist. 

Außer dem Brechungsverhältnis ist der Absorptionsindex a, für 
absorbierende Medien wesentlich; a, ist der Absorptionsindex für die 
Längeneinheit; b, = = bezieht sich auf das absorbierende Medium 
bei senkrechter Inzidenz. Nun ist nach (62) und (63) 


= eo. — tg! «,(sin!«, + 2sin?«, cos’ a, cos4h, + cos? «,), 


0 2 : 
ken, wi — tgt a, (sin?«,cos4h, + c0s?«,)”, 
b* 0 0 0 0 
> % b, 

woraus sich -; und T ergeben. 
In vielen Fällen kann man cos? «, vernachlässigen und erhält dann 
2 2 
a = tg? «, sin? &,, 


ne te A to? «sin? «, cos 4h 
gg 5 % 0 0 
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2 ” 
u y r tg? «, sin? o,(cos4h,-+ 1) = tg’ «, sin? a, cos?2h,, 
2 
Sr = 3 tg? «,sin?«,(1— eos4h,) = tg? «, sin? «, sin?2R, 
und 
A — tg 2h 
b, gang: 


Die Größe 5 ist der Absorptionsindex bezogen auf die Wellenlänge. 


ı 
Setzen wir nämlıch 


Er 2rk 
nee SE RL, 
so ist 
a, RE 
ey 
Aus dem Ausdruck 
271 


sieht man, daß durch die Absorption auf der Strecke z=4 die 
Amplitude im Verhältnis 1: e”?”* abnimmt. 


Da =», bei senkrechter Inzidenz b,' = b,, m ist, so wird 
nach (57b) 
(68) e ei 29= v’(l—RM), 
0? sin 20 = — 2v?k. 


Von großer Wichtigkeit für das Experiment ist der Zusammen- 
hang von Reflexionsvermögen eines Metalls mit dem Brechungsverhältnis 
und Absorptionsindex. Unter Reflexionsvermögen versteht man die 
bei senkrechter Inzidenz zurückgeworfene Liehtmenge dividiert durch 
die auffallende für eine ganze Schwingung berechnet. 

Die reflektierte Amplitude erhalten wir aus (52a) 

sin« 
Ss sin ß 
a 


+1 
sin ß 
Fü sin« , ; ;8 a -+:b, h h 
ür nB müssen wir 0 = „= v(1— ik) einsetzen, so daß 


Am Ar 
Nun hat A, den Faktor €” Daher ist der reelle Teil 
@’—1-+k*v?) cosnt-+ 2kv sinne 
PN’ +Kr? 
Nimmt man hiervon das Quadrat und integriert über eine ganze 
Schwingung, integriert ebenso das Quadrat der auffallenden Amplitude 
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über eine ganze Schwingung, so erhält man das Verhältnis 

»—1)? + kt»? 
(68a) R—= ru 
als Reflexionsvermögen. Mit zunehmendem %k nähert sich das Re- 
flexionsvermögen dem Werte Eins. Die Metalle von besonders starker 
Absorption reflektieren daher das Licht fast vollständig. Für lange 
Wellen kann man k, und g, vernachlässigen, so daß dann k—=1 und 
v—4 id ist. Für große v ist dann R -), =] _-. 

14. Stehende Wellen. Starke Reflexion kann Veranlassung zur 
Bildung stehender Wellen sein. Vgl. p. 113. Bei senkrechter Inzi- 
denz sind stehende Wellen sowohl für den elektrischen als auch bei 
anderer Polarisationsrichtung für den magnetischen Vektor vorhanden. 

Nehmen wir vollständige Reflexion an, so kann gesetzt; werden 
A,=4,=]1, und wir haben nach den Formeln (45), wenn wir 
int — b(ysina +2 cos «)) = iu, int — b(ysin« — z cos a)) = iu, 
setzen, 





E,=  eosa(dte — er), 


E, — — sina(due+ dw), 


2 


= — a 27 : pl lg 

9. — Vierten, 

Hier liegen die magnetischen Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 
Liegen sie parallel zur Einfallsebene, so ist nach (51) 


GE, === le En geh 
9, = V: cos & (Eee — er), 
ee V: sin a (dr + dw). 


Nehmen wir die reellen Teile, so ist im ersten Fall 


E,= 2cos« sin (n!— by sin «) sin (b2 cos «), 
E, = — 2 sin « cos(nt— by sin «) cos (bz2 cos «), 
9, = — 2 V: cos (ni— by sın «) cos (b2.cos:«). 


Hier verschwindet 9, für alle Orte, wo bz cos «= (2n+1) 5: ist. 
Aber €, und E, können nicht gleichzeitig verschwinden. Es bleibt 
daher immer elektrische Kraft übrig, Für « = n ist 


; 1-: 
tere iya 
2 


Enceyklop. d. math. Wissensch. V 8. 10 
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und 
1 
1 fa +09=1, 
j® 


d. h. der Mittelwert der Energie über eine ganze Schwingung ge- 
nommen ist vom Orte unabhängig. Im zweiten Fall haben wir 


E,= 2cos (nt— by sin «) cos (bz cos «), 
9,= 2 V: cos « sin (nt— by sin «) sin (bz cos a), 


9,=—2 Y: sin & cos (nt— by sin «) cos (bz sin «). 


Hier verschwindet die elektrische Kraft an einzelnen Stellen und der 
Mittelwert der magnetischen Energie ist überall gleich. 


15. Theorie der Dispersion. Allgemeines über die Hypothese 
mitschwingender Ionen. Obwohl die hier behandelte Thevrie der 
Metallreflexion die beobachteten Tatsachen bis zu einem gewissen 
Grade darstellt, so muß sie doch als ungenügend angesehen werden, 
da erfahrungsmäßig die Absorption eng mit einer anderen Erschei- 
nung zusammenhängt, die in den bisherigen Gleichungen der elektro- 
magnetischen Theorie nicht vorkommt, der Dispersion. So hat denn 
auch die Lorentzsche Annahme einer Modifikation des Ohmschen 
Gesetzes nur das Verdienst, zu zeigen, nach welcher Richtung bei den 
Lichtschwingungen Abweichungen vom Ohmschen Gesetz zu erwarten 
sind, ohne daß sie als eine ausreichende Theorie der Absorption 
gelten könnte. 

Allgemein kann man sagen, daß die Dispersion die Zuhilfenahme 
weiterer Vektoren außer dem magnetischen und elektrischen bean- 
sprucht?). 





25) Cauchy versuchte zuerst auf Grund der Annahme in den Äther ein- 
gebetteter Atome die Theorie der Dispersion zu geben, Nouveaux exercices de 
mathematiques, Prag 1835; Me&m, sur les vibrations d’un double systöme et de 
l’&ther contenu dans un corps cristallise; Paris M&m. de l’acad. des sciences 22, 
p. 615. Vgl. Tovey, Phil. Mag. (8) 8, p. 7. Die Theorie des Mitschwingens 
führte Sellmeier ein, Ann. Phys. Chem. 145, p. 582; 147 (1871, 1872), p. 3886 und 
525; vgl. Ketteler, Ann. Phys. Chem., Pogg. Jubelband 1874. Eine Reibungskraft 
benutzte O0. E. Meyer; Ann. Phys. Chem. 145, p. 80. Wie Lord Rayleigh aus- 
führt Phil. Mag. 48 (1889), p. 151, hat bereits Maxwell in Cambr. Callendar 1869 
auf derselben Grundlage die Theorie der anormalen Dispersion gegeben. Einen 
neuen Vektor für die mitschwingenden Moleküle und damit eine neu hinzu- 
kommende Differentialgleichung führte aber erst Helmholtz in die Theorie ein, 
Berlin Ber. Oktober 1874; Ann. Phys. Chem. 154 (1875), p. 582. 
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Setzen wir anstatt D = sE 
-0+ 38. 


und nehmen an, daß zwischen & und G, lineare Differentialgleichungen 
bestehen. 


o€ On ‚08 | ,, € 
E:+aytbyrt =uC+0 Meer tz 

Für periodische Störungen haben wir die Abhängigkeit von der Zeit. 
auf den Faktor €*' zu beschränken und erhalten 

+main—bn®. 

&a 

&—E rar ng JR 
(69) i 


at&in—b,n®. 
nn efie Dein in—b,n®. a 
Diese Verallgemeinerung ist gleichbedeutend damit, daß anstatt der 
Dielektrizitätskonstante & gesetzt wird 


tm in—b,n?... 
(69a) 1+ 7 1+a,in—b,n?... ; 
a 








Die Konstanten a, a’, b, b’ sind nur durch bestimmte Hypothesen 
zu gewinnen. Solche erhält man am einfachsten, wenn man nach 
dem Vorgange von Helmholtz die elektrisch geladenen Ionen der 
Körper durch die elektrischen Schwingungen des Lichts in Bewegung 
setzen läßt. Die Erscheinungen der Dispersion durch Mitschwingen 
der wägbaren Teile zu erklären ist bereits auf Grund der elastischen 
Theorie von Maxwell, Sellmeier, O. E. Meyer, Ketteler und Helmholtz 
mit Erfolg versucht. Aus diesen Theorien ging bereits mit Sicher- 
heit hervor, daß die gewöhnliche Dispersion durch bloßes Mitschwingen, 
die anomale Dispersion aber durch gleichzeitige Absorption erklärt 
werden müsse. 

Die elektromagnetische Theorie konnte diese Hypothese direkt 
übernehmen, doch mußte auf die Wechselwirkung zwischen Materie 
und Äther näher eingegangen werden. Der erste derartige Versuch 
rührt von Kolacek?®) her. Er nimmt an, daß durch die elektromag- 
netischen Schwingungen Ströme in den Molekülen der Körper hervor- 
gerufen werden, die wieder auf die Schwingungen im Äther nach dem 
Induktionsgesetz zurückwirken. Obwohl auf dieser Grundlage eine 
Theorie der Dispersion sehr wohl möglich ist, so entspricht sie doch 
nicht den modernen Anschauungen. nach denen man geneigt ist, 


26) Kolatek, Ann. Phys. Chem. 32 (1887), p. 224 und 429; 34 (1887), p. 673, 
10* 
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Ströme auf Bewegung der Elektronen zurückzuführen. Dann sind 
Ströme innerhalb der Moleküle oder Atome undenkbar. 

Eine möglichst von Hypothesen freie formale Darstellung der 
Dispersion hat Drude?') nach einer Anregung von Hertz gegeben, 
wobei im wesentlichen die oben dargelegte Erweiterung der Dielek- 
trizitätskonstante benutzt wird. ’ 

Am einfachsten und anschaulichsten kommt man indessen zu der 
Theorie der Dispersion durch Verfolgung der Helmheltzschen An- 
nahme®®) des Mitschwingens geladener Atome, die übrigens schon vor 
Helmholtz von H. A. Lorentz gemacht war (vgl. Nr. 21). Man kann 
diese Annahme nicht als neue Hypothese bezeichnen, weil wir schon 
durch die Vorgänge der Elektrolyse gezwungen sind, solche elektrische 
Ladungen der Atome vorauszusetzen. Neu ist nur die weitere An- 
nahme, daß das positive und negative Quantum räumlich in gewissem 
Abstand voneinander sich befinden müssen, weil sonst die Wirkung 
der elektrischen Kräfte sich aufheben würde. 

Der weiter von Helmholtz benutzte Weg, die elektromagnetischen 
Differentialgleichungen zugleich mit den Bewegungsgleichungen der 
Atome aus dem Hamiltonschen Prinzip abzuleiten, kann indessen nicht 
als zweckmäßig bezeichnet werden. Ganz abgesehen davon, daß bei 
der Anwendung des Hamilionschen Prinzips alles auf die Art der 
Variation ankommt, die bei Vorgängen mit unbekannten Parametern 
zweifelhaft bleibt, läßt sich auch der Ausdruck für die Energie, aus der 
die Gleichungen zu entwickeln sind, nicht mit Sicherheit aufstellen. 

Bezeichnen wir mit p den Vektor des elektrischen Moments der 
Ionen bezogen auf die Volumeinheit, mit e ihre Ladung, mit v die 
Geschwindigkeit, so ist 

an 


Denken wir uns nämlich ein Volumelement dx dydz, so sind p,dydz 
die durch dydz hindurchgehenden Momente. Ändert sich nun p, 


p, . i 
um dx, so ist 


0, 
ne dx-dyde = edxdydz 


die infolge dieser Veränderung durch dydz hindurchgehende Ladung. 


Daher ist auch 
dp, op, dx 





27) Drude, Gött. Nachr. 1892, Nr. 2, p.1. 


28) Helmholtz, Elektromagn. Theorie der Farbenzerstreuung, Berlin Ber. 
15. Dez. 1892; Ann. Phys. Chem. 48 (1893), p. 389. 
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Helmholtz setzt nun die elektrische Energie gleich 
1 2 
Zee — 2Ep cos (Ep) + =) 


wo & eine neue Konstante bezeichnet. Haben € und p gleiche 
Richtung, wie es in isotropen Medien der Fall ist, so haben wir 


cos (Ep) =1. 


Reiff ”°) dagegen hält einen Ausdruck der Energie für wahrscheinlicher 
wo das zweite Glied ganz fehlt, und in der Tat ergeben sich daraus 
Gleichungen, die zu denselben Dispersionsformeln führen, wie der 
Helmholtzsche Ausdruck. Mit noch größerem Recht könnte man aber 
auch voraussetzen, daß die Feldstärke im Äther € und die Erregung 
in den Molekülen p sich einfach addieren, so daß die Gesamterregung 


Bretp 


würde. Nach dem allgemeinen Ausdruck für die Energie (6) ergibt 


sich diese dann gleich 
1 


1 

=. (E+Ep). 
Bei dieser Unsicherheit erscheint es daher überhaupt nicht zweck- 
mäßig, von dem unbekannten Ausdruck der Energie auszugehen und 
es empfiehlt sich mehr, die direkten Bewegungsgleichungen aufzustellen, 
weil hier die Grundannahmen durchsichtiger bleiben. 

Da von magnetischen Erregungen durch die Lichtschwingungen 
in den Molekülen abgesehen wird, so bleibt das eine System der 
Mazxwellschen Gleichungen unverändert, 

08 

ri 
Zu der elektrischen Feldstärke im anderen System kommen die durch 
die Verschiebung der Ionen hervorgerufenen p hinzu, so daß dann 
dies System die Gestalt erhält 


(70) AZ E+N-rth. 


Es kommt nun auf die Bestimmung von p an. 

Wir nennen m, die Masse eines Ions, e, seine Ladung, /, seine 
Verschiebung aus der Ruhelage, N, die Anzahl der Ionen in der 
Volumeinheit, so ist 


= — crot®. 


d al 
ER 


29) Reiff, Über die Fortpflanzung des Lichtes in bewegten Medien, Ann. 
Phys. Chem. 50 (1893), p. 361. 
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die Elektrizitätsmenge, die durch die Querschnittseinheit fließt. Diese 


ist einem Strom äquivalent und superponiert sich zu ne 


Auf jedes Ion wirkt nun 

1) eine Kraft €, 

2) eine Kraft —eifa*!., welche das Ion in die Ruhelage zurückzieht. 
Der Ursprung dieser Kraft bleibt dunkel und sie ist als Notbehelf 
anzusehen Daß die Ladung im Quadrat auftritt, soll andeuten, daß 
die Richtung der Kraft bei positiver und negativer Ladung die- 
selbe ist. Da aber die unbekannte Konstante f, als Faktor hinzutritt, 
ist es gleichgültig, in welcher. Form e, vorkommt. 

3) Dasselbe gilt für das Reibungsglied, das zur Erklärung der 
Absorption hinzugefügt werden muß. 

Die Bewegungsgleichung des Ions lautet demnach 


d?l. dl 
Ma = CE — af? — Mala gr" 


Da die Abhängigkeit von t wieder auf den Faktor &"! zu beschränken 
ist, so haben wir 


41731 Man?l, = && sang afık, - Nainlı, 








daher 
} e,€ 
TER —m mtr, din 
und 
SEN, 
(71) am ar —mn?’+n, din 
Die Gleichung (70) wird demnach 


ea dE EN, 
ed (1 T ef? — m TEST am)” rot 9, 


der Einfluß auf die Gleichung (70) ist also derselbe, als wenn wir in 
der Gleichung 











e d€ 
zumıad 
RT ER, 
5 eafr—m ern 
oder auch 
1 
(72) e=1 + Ar Bn’t Gin 
fi m ; n 
u. 78 Be a Y as 
4 ee, Ps B ER, ie 


schreiben. Will man dem Medium auch ohne Mitschwingen der Mole- 


SE 
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küle eine Dielektrizitätskonstante &, zuschreiben, so ist 


1 
EN EDIT Din 





zu setzen. Haben wir es mit mehreren Atomgruppen zu tun, ist an- 


statt p ae 
1 2 ug 


zu setzen und wir erhalten für die Dielektrizitätskonstante 
te ER, 


16. Ableitung spezieller Dispersionsformeln. 
a) Vernachlässigung des Reibungsgliedes (n=0). Durch die 
Gleichung 





d’la 


EN 72 
m = — TV eala 


wird die freie Schwingung bestimmt. Sie ergibt 
A 


(72a) Mne—fier ode n= 5 


In unserem Fall würde die Dielektrizitätskonstante bei der der 
freien Schwingung entsprechenden Schwingungszahl n unendlich 
werden. In der Nähe der Eigenschwingung muß daher immer auf 
die Absorption Rücksicht genommen werden. 

Durehsichtig sind die Körper, bei denen die Eigenschwingungen 
der Atomgruppen vom Gebiet des Sichtbaren entfernt liegen. Hier- 
bei sind die Eigenschwingungen im Ultraroten von denen im Ultra- 
violetten zu unterscheiden. Sind Eigenschwingungen im Ultraroten 
vorhanden, so ist für das sichtbare Gebiet B?n?> A?, bei Eigen- 
schwingungen im Ultraviolett ist A?> B?n?. Wir können also bei 
Absorption im Ultraviolett entwickeln 














1 1 
3; Bas >} DS Moresee i Be #l1+4 ut Zur: | 
und für ein Absorptionsgebiet im Ultrarot 
1 1 
er TE Ar gl! H ee + = “rt er 
x ( en um) 


Die Dielektrizitätskonstante ist, wenn nur ein Absorptionsstreifen 
vorhanden ist, 
1 
lies: € + A?_ PB: Bin! 


Nun ist das Brechungsverhältnis gegen das Vakuum gleich der 
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Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstanten (vgl. (48)), also 
1 





(73) "ot gm 
also für ein Absorptionsgebiet im Ultraroten 
M—,— 1 a BIER ER 
0 B?n? B*n* 


Kommt noch ein solches im Ultravioletten hinzu, so ist 


1 4? 1 B® 
"= en Wink. "fe 7? + Tam®+ a 


Beschränken wir uns auf die ersten an so ist 





1 
"= &+ Er 5 = 77 ni. 
Hier rührt das Glied mit dem Faktor n? von dem Absorptions- 
gebiet im Ultravioletten, das mit en von dem im Ultraroten her. 


Aus dieser Gleichung folgt, daß v» immer mit n wächst. 
Für n= 0, also sehr langsame en ist 
ne N & 1a - 
Dies ist die nach den gewöhnlichen Methoden gemessene Dielektri- 
zitätskonstante. Die Gleichung 


€ = y? 
n=0 


kann im sichtbaren Gebiet nur dann annähernd gelten, wenn im 
Ultraroten keine Eigenschwingungen liegen, weil sonst das Gebiet 
n= 0 von dem sichtbaren durch die Eigenschwingung, wo e= 
werden würde, getrennt ist. 

Bei mehreren Eigenschwingungen ist für .die Dielektrizitäts- 
konstante außerhalb des Absorptionsgebiets zu setzen 


1 
00%) at ur 


: 2% ö 
Schreiben wir 7 = N, so haben wir 


ee &0 ge 2 we: 
 B24n?’c? 
Bea +Za 2 + 5. a a — B,'4a°c9) 


1 
nt dar: 
a 











Für A= oo wird 
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das heißt die Dielektrizitätskonstante wird durch die Eigenschwin- 


gungen der Moleküle vergrößert. 
Nun ist die Wellenlänge der Eigenschwingung 


a 
,= 200 


a 


ne + Dan in 


Bei zwei Eigenschwingungen im sichtbaren Gebiete haben wir 


C, G, 
(74) ”"—(,+ 2—4,® ta 


als Dispersionsformel. 

b) Beibehaltung des Reibungsgliedes. Die Umgebung der Ab- 
sorptionslinien. Kommt man in die Nähe der Eigenschwingung, so 
muß die Absorption berücksichtigt werden. Dann haben wir für die 
Dielektrizitätskonstante 


Daher ist 





1 
or A?— B?n?+0?in 


Die Gleichung (9) gibt uns 
— en?— (a + ib)°, 





also 


_ (a w ib) = &+ Mr BE 0? 





in ’ 


bei Einführung zweier Hilfsgrößen P, und P, wird 


A? — B?n? 
0 — a) =&+ (A?— B’n en ST Pi; 


RER — u. = 
m? (AI Bm Cm: 








P;- 
Hieraus folgt 


+) =VBFF BD, 
St 4VBPTBR—4P, 
ER -4YVPFF PB +4P, 


Nehmen wir zunächst die Absorption als klein an, so ist P, klein 
gegen P, und 


(75) 














LESER ri 
age SE N. 
e*d2 

n° =P.: 
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Nun ist + die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in dem Medium, en 
ist das Verhältnis dieser Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu der im 
Vakuum, also - ‚so daß 


“=P, 
ist. Ferner ist 


(75a) 
Dies wird Null für 


dP, _ An[B?(A?— BinY?— 4:0]. 


dan — TABL Omi] 








A? — Ben? — +, 


woraus 
AT 4A 0: 
N —= BR 
B? 
folgt. 


Dies sind die einzigen endlichen Werte von n, für die Zi ver- 


schwindet. Es muß also der eine einem Maximum, der andere einem 
Minimum entsprechen. Nun ist für diese Werte von n 

2 
(76) "—B=uh@ranro 

Es entspricht also das obere Vorzeichen einem Maximum, das 
untere einem Minimum von P,, dem oberen Vorzeichen entspricht 
der kleinere, dem unteren der größere Wert von n. 

Das Maximum von P, = v? liegt also bei den kleineren Schwingungs- 
zahlen, das Minimum bei den größeren. Werden daher die Werte 
von v als Ordinaten, von n als Abszissen aufgetragen, so ist zunächst 
v=o+ 4 für n=0. So lange die Absorption keine Rolle spielt, 
wächst » mit zunehmendem n bis zum Maximum. In der Nähe des 
Maximums beginnt die Absorption, » fällt mit weiter zunehmendem 
n bis zum Minimum herab und steigt dann wieder, um sich für n = © 
dem Werte , zu nähern. Den Gang des Brechungs- 
index » als Funktion der Schwingungszahl % ver- 
anschaulicht beistehende Figur, wo das schraffierte 
Gebiet das Absorptionsgebiet darstellt. 

Auf der Strecke zwischen dem Maximum 
und dem Minimum, wo v mit zunehmendem » 
abnimmt, liegt anomale Dispersion. Sie kann 

Fig. ı nur bei gleichzeitiger starker Absorption vor- 
handen sein. 

Aus der Folgerung, daß » von dem Minimum aus mit zu- 
nehmendem n wachsend dem Werte &, sich nähert, folgt weiter, daß 
das Minimum selbst bei Werten von » liegt, die kleiner als &, sind. 
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Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit muß hier größer sein als im 
Vakuum, wenn ©, —=1 angenommen wird. Derartige Brechungsver- 
hältnisse sind bisher nur bei einigen Metallen beobachtet. Bei allen 
durchsichtigen Substanzen müssen Eigenschwingungen im Ultraviolett 
liegen, welche das Brechungsverhältnis im sichtbaren Teil auf einen 
größeren Wert hinaufdrucken. 

Entfernen wir uns von der Eigenschwingung in der Richtung 


wachsender », so folgt wegen (75a) und (76), daß „32 groß ist für 


große Werte von B®? und kleine von CO? und klein im umgekehrten 
Falle. Große Werte von .B? bedeuten große mitschwingende Massen, 
große von (Ü? starke Reibung. Die Kurve für v® ist daher steil bei 


' großen mitschwingenden Massen und kleiner Reibung, flach bei kleinen 


Massen und großer Reibung. 

Im ersteren Falle sind die Absorptionsstreifen schmal, im zweiten 
breit. 

Die hier behandelte Theorie läßt sich auch ohne weiteres auf aıe 
Metallreflexion anwenden. 

Bei mehreren mitschwingenden Ionenarten haben wir anstatt der 
Dielektrizitätskonstanten 


1 
& 7 A? — B?n?+ C?in 
a 
zu setzen. 


Nach (57a) ist dies gleich o?e®‘®, während nach (62), (63) und (68) 


A?— B?n? 
) am) 0020 -u+ I a rom 
a 








— tg?«, (sin?«, cos4h,+ cos’«,), 


Y c* 
— 2v?k == g? sin20 = — BE C*n? 
a 


—= + tg?«, sin?«, sin4h, 





folgen. Wir haben hier Systeme von drei Konstanten A, B, © durch 
die Beobachtungen zu bestimmen, während die Beobachtung für eine 
Farbe nur zwei Konstanten liefert. Zur Prüfung der Theorie müssen 
diese daher erst durch Beobachtungen von «, und h, für die ver- 
schiedenen » bestimmt sein. Vgl. Nr. 10. 


17. Drudes Bestimmung der bei der Dispersion wirksamen 
Ionenarten?”)., Wir hatten nach Gleichung (72a) für die Eigen- 


'27) Drude, Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 677, 936, 
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schwingung in nicht absorbierenden Medien 
7 
Vm, 


Ferner nach (73) für nicht absorbierende Medien 


2 1 &a Ra 
Pa dar pe Taten 
a a 


he Saas 





M oe! NR 
7 a 6 = 
u I m mh 
m - nn? wo Ma. 
gesetzt ist. 
Schreiben wir 
2rcC TC 
ob Se ie Ya 
so wird 
M, her 
Pe +2 me 2? + en %) 
e Ni * 
a a FL 
mn & ES 1,2? = m 4ntc? 
a 


Bei solchen Körpern, deren Dispersion sich durch die zwei- 
konstantige Dispersionsformel (74) darstellen läßt, haben wir zwei 
Ionenarten anzunehmen, von denen die eine positiv, die andere negativ 
geladen sein muß, weil keine freien Ladungen auftreten. 

Diese Bedingung liefert die Gleichung 





Nat Rn — 0 
oder 
et 0: 
Nun ist bei allen solchen Körpern für die im Ultrarot liegende 
Eigenschwingung en, viel kleiner als für die ultraviolette Eigen- 
schwingung Sn d. h. m muß viel kleiner als e sein. 


Diese Tatsache Laßt sich aus der Hypothese erklären, daß die 
ultravioletten Schwingungen durch negative Elektronen, bei denen 


m klein ist, dagegen die ultraroten Eigenschwingungen durch posi- 


tive Ionen mit großem m bedingt werden. 
1 


Für die negativen Elektronen hätte man = konstant und gleich 
dem an Kathodenstrahlen gemessenen Wert zu setzen. 

Nennt man nun i die Zahl der Elektronen, die an einem posi- 
tiven Ion haften, s die Dichte des Körpers, M sein Molekular- 
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gewicht, m» die Masse eines Wasserstoffatoms, so ist 


N mantel 
m Mu 
oder 
.„. 4mT®5 Mm; m 
ENTE BO 
Für 1. ist der aus der Elektrolyse, für u der aus Kathoden- 


strahlenmessungen bekannte Wert einzusetzen. 

Die auf diese Weise gewonnenen Zahlen stimmen in roher An- 
näherung mit den Valenzzahlen der betreffenden Körper überein, so 
daß die Hypothese möglich wird, daß die Valenzzahlen durch die An- 
zahl der schwingungsfähigen Elektronen gegeben werden. Die neueren 
Untersuchungen über das Zeemanphänomen bei festen Körpern und 
bei den Bandenspektren, bei denen die elementare Theorie Werte von 


— giebt, die weit größer sind als der aus den Messungen an Kathoden- 
Mm 


strahlen bekannte, lassen es zweifelhaft erscheinen, ob die tatsäch- 
lichen Verhältnisse wirklich so einfach liegen. 


18. Absorption in Metallen bei Annahme von Leitungselek- 
tronen. Drude?®) hat die Theorie der Metalloptik noch dadurch modi- 
fiziert, daß er die Eigenschaft der Leitung der Elektrizität auf Ionen 
zurückführt, die sich innerhalb des Körpers frei verteilen können und 
nur Reibungskräften unterworfen sind?). 

Im allgemeinen hat man frei bewegliche und schwingende Ionen 
gesondert anzunehmen: für die frei beweglichen fehlt die elastische 
Kraft, welche das Ion in die Gleichgewichtslage zurückzieht, d. h. 
die Konstante A? in (77) ist Null. 

Wir haben daher 


1 —M)-,— Ira 


am LO: 


Nimmt man zwei SEN an, so haben wir außer z, die 
Konstanten B,, B,, C,, C,. Die Konstanten C, und C, sind in- 
dessen nicht unabhängig voneinander, da die Bewegungen der beiden 





28) Drude, Physik. Zeitschr. 1 (1899/1900), p. 161. 

29) Die Hypothese freier Elektronen in Metallen scheint wegen des zu 
großen Wertes, den dann die spezifische Wärme annehmen würde, nicht haltbar 
zu sein. Wahrscheinlich sind die Elektronen nur kurze Zeit frei, im übrigen 
gebunden. 
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Ionen die Leitfähigkeit des Mediums ausmachen sollen. Es war nach 
(71) und (72) 
a __ 
“ 
1 





ne, war die Reibungskonstante, sodaß die Geschwindigkeit aus- 


Nata 


drückt, welche das Ion unter dem Einfluß der Feldeinheit erreicht. 


N 
Daher ist 7 — os die Leitfähigkeit oe, nämlich das Produkt aus 
a 


Anzahl der Ionen, Geschwindigkeit iin Felde Eins Ladung des Ions. 
Bei zwei lIonengattungen muß die gesamte Leitfähigkeit 


1 1 
ET OR 


sein. Wir können demnach auch schreiben 
a=2 


BB, 
UM Damian 
a=1 


(78) a=2 
1 64 
De 
a=1 


Nach diesen Gleichungen kann k >1 sein, ohne daß die Dielek- 
trizitätskonstante &, negativ wird. 
Ferner ist 


PL AR 
vk<z; 


beides entspricht den an Metallen gemachten Beobachtungen. v?k muß 
stets mit n abnehmen. 
Ferner haben wir 
2 1 u 
— _- A+WFB ee: 13 rt 





2v? 


Da 8 schneller als X mit zunehmendem » abnimmt, so nimmt auch 
v in diesen Fällen mit zunehmendem n» ab, d. h. bei Metallen ist 
anomale Dispersion Regel. Soweit dies nicht zutrifft, müssen außer 
den Leitungsionen noch mitschwingende Ionen herangezogen werden. 
Aber auch hier liegen die Verhältnisse wahrscheinlich viel verwickelter. 


19. Theorie der Dispersion von Gibbs), In eigentümlicher 
Weise hat J. W. Gibbs die Theorie der Dispersion behandelt, indem 


80) J. W. Gibbs, Notes on the electromagnetic theory of light, Americ., 
Journ. of science 23, p. 262, 466; 25, p. 107. 
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er als notwendigen zweiten Vektor eine unregelmäßige Bewegung des 
Mediums annimmt. Diese soll auf die elektrischen Kräfte in der Weise 
zurückwirken, daß die elektrische Energie um einen Betrag proportional 
> () vermehrt wird. Eine exakte Begründung dieses Ansatzes 
wird nicht gegeben. Nimmt man an, daß durch das Licht Wärme, 
also unregelmäßige Bewegung der Moleküle, erzeugt wird, so kann 
man ihre Energie wohl als Energie auffassen, welche neu hinzukommt, 
und da diese nur auftritt, wenn die Moleküle durch die elektrischen 
Kräfte bewegt werden, so mag zugegeben werden, daß sie proportional 


) ist. Warum indessen die bereits sonst vorhandene Wärme, 


die bei verschiedenen Temperaturen verschieden ist, nicht auf das 
Licht einwirkt, erhellt nicht. 

Wie wir oben Nr. 6 sahen ist die elektrische Energie gleich der 
magnetischen und wenn man das auch hier annimmt, was indessen 
als weitere Hypothese anzusehen ist, so hat man 


1 & As/0E\? 

7 ere 
wo A der Proportionalitätsfaktor der Zusatzenergie ist. 
Bei periodischer Schwingung gibt der Faktor e”' 


1 €* €’ 
Ey rer 
woraus durch Mittelbildung 
1 E 
Alan," duale ed 


als Dispersionsformel folgt. 


20. Theorie von William Thomson. Lord Kelwin®!) hat in 
den Vorlesungen, die er im Jahre 1884 in Baltimore gehalten hat, 
die Mechanik eines Moleküls analysiert, das aus elastischen, durch 
elastische Federn symmetrisch miteinander verbundenen konzentrischen 
Kugelschalen besteht. Obwohl diese Theorie mit der elektromagne- 
tischen Lichttheorie außer Zusammenhang steht, hat sie doch enge 
Beziehungen zur Theorie der Dispersion, weil sie sehr weit auf eine 
allerdings sehr hypothetische Mechanik des Moleküls eingeht. 

Seien & und M Verschiebung und Masse eines Ätherteilchens, 
das an der äußersten Kugelschale anliegt, &,, &, &3, ---, Mı, M3, My..-- 
Verschiebungen und Massen der Schalen. Die durch die Verschiebungen 


31) Sir William Thomson, Lectures of molecular dynamics and the wave 
theory of light, Baltimore 1884 (Nachschrift von Hathaway). 
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hervorgerufenen elastischen Kräfte der Federn sollen den relativen 
Verschiebungen proportional gesetzt werden. Dann sind die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung 


Ma at) —- 06-5), 


m, Te—-06-)—-G&—h), 
M, er an Ole VRER &,) ReSe Oa+ı(&a SER Earı)- 


Werden sämtliche Schalen in periodische Schwingungen von der 
Schwingungszahl n gesetzt, so haben wir für alle & den Faktor e'”' 
anzunehmen. Dann ist 


- 1r=-0(.—1)—-6( 2), 








& m 
= -1)-0(-$) 
rn li) al) 
a a 
Aus der ersten Gleichung ergibt sich 
A G(_& 
et 
und durch Elimination von - aus der zweiten 
RR M, Ö, 1 
Borat: raı, u | 


ar trat) 


Man erhält also allgemein durch fortgesetzte Elimination für 
& 


% einen Ausdruck von der Form 
& _AtAmt+Ant 44m? 
3 B, + Bin? + Bun‘ +... +B,n?* 
der, in Partialbrüche zerlegt, die Gestalt annimmt 
FR a + Fon +, 
re 
wo die k,, k, die Wurzeln der algebraischen Gleichung 
B+Bm®+Bnt +... —=0 
sind. Für jede Wurzel wird &, unendlich. Sie entspricht der Eigen- 
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schwingung einer Schale. Differenzieren wir Fr nach n?, so. wird 
4-20) 
- arm] 
te 
Die lebendige Kraft des ganzen Systems ist 


0 5 "(Mir tmi’ +), 
die der ersten Schale 


und 


E=-+Mn&, 


2 


RE. (+) re. 
Mdan\E) 5 


IE ne nz 
ln en für "= k”. 


daher 





Andererseits ist 


In derselben Weise ergeben sich 9, 93, 94 -. ., so daß, wenn wir 
z für "—=k?" mit R,, = für n"=k,? mit R, bezeichnen: 





R, 
:-- It Eee ): 
Die Bewegungsgleichung des mit der äußersten Schale elastisch ver- 


bundenen Athers lautet, wenn M seine Dichte, e seine Elastizitäts- 
konstante bedeuten, 


MI = 035 +46 B. 


dt? 0x? 
Die herankommende Lichtwelle bewirkt eine Verschiebung des Äthers 

= Adhmt- . 
so daß 

Mm 00, (Eh 
Ste 
und 
= tgd4 


ist. Wir haben daher = einmal durch die Wirkung der heran- 
kommenden Lichtwelle, das andere Mal durch die inneren Schwingungen 
des Moleküls ausgedrückt. Setzen wir beide gleich, so haben wir 


Ser let) 
b? c, 1 1 
2 am er N a A ae ge ui 


Encyklop. d. math, Wissensch. V 3. 11 
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Diese Formel enthält die Abhängigkeit der Lichtgeschwindigkeit von 
der Anwesenheit der Moleküle Nun ist nach der Elastizitätstheorie 
VS die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im freien Äther. Das Brechungs- 
verhältnis ergibt sich daher 


-V4 + 
ee Ay 


da - die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in dem mit Molekülen be- 


ladenen Äther ist. 
Daher haben wir 
ve C C, Re 8 R 
era mitztnt)) 


Ist nur eine Kugelschale vorhanden, so ist 


RER GBR. BR 
"1-ltua) 
4 B 
1a 
Aus dem Vergleich dieser mit den früheren Formeln ist ersichtlich, 
daß man zu einander ähnlichen Dispersionsformeln geführt wird, wenn 
man die Annahme mitschwingender Gebilde macht, denen bestimmte 
Eigenschwingungen zukommen, ohne daß es auf die sonstigen spe- 
ziellen Voraussetzungen der Theorie ankommt. 


(81a) 


21. Dispersionstheorie von H. A. Lorentz. Lorents?’) gelangt 
zu den Gleichungen, welche die Fortpflanzung des Lichtes in ponde- 
rablen Körpern bestimmen, indem er ein System von Molekülen be- 
trachtet, deren jedes ein einzelnes bewegliches Elektron enthält. 
Letzteres hat eine bestimmte Gleichgewichtslage, aus der es aber ver- 
schoben wird, sobald das Molekül von elektrischen Schwingungen ge- 
‘troffen wird, und es ist nun zu berücksichtigen, daß die mitschwin- 
genden Elektronen zu Mittelpunkten elektromagnetischer Wellen wer- 
den, die ihrerseits die Elektronenbewegungen beeinflussen. 

Es sei q die Verschiebung eines Elektrons aus der Gleichgewichts- 
lage, e die Ladung, und also 

=e 


das durch die Verschiebung in dem Molekül hervorgebrachte elek- 
trische Moment. Indem wir dieses als für benachbarte Moleküle 








32) H. A. Lorentz, La theorie electromagnstique de Maxwell et son appli- 
cation aux corps mouvants, Arch. neerl. 25 (1892), p. 863. Der folgenden Dar- 
stellung liegt eine freundliche persönliche Mitteilung von Herrn H. A. Lorentz 


zugrunde. 
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gleich groß betrachten (anderenfalls hätte man mit Mittelwerten zu 

rechnen) erhalten wir für das elektrische Moment des Körpers pro 

Volumeneinheit 

(82) PeNp—Neg, 

wo W die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit bedeutet. 
Für die elektrische Kraft d und die magnetische Kraft 5, welche 

ein einzelnes Molekül in einem um r entfernten Punkt (x, y, 2) 

hervorbringt, gelten die Gleichungen °2*) 


1 :p% 1 ° [91 , _2 [em] ı _2 [pl 
ea ae veh 


(84) =; rt 11), 


in welchen die rechteckigen Klammern dazu dienen, die Werte von 





p, usw. für die Zeit t— anzuzeigen. Mittels dieser Formeln kann 


man auch das Feld berechnen, welches irgend ein Teil $ des Körpers 
in einem äußeren Punkte (x, y, z) zur Folge hat; man hat nur [p] 
durch [P]dS zu ersetzen und sodann über den betreffenden Raum zu 
integrieren. 

Wir fassen jetzt ein bestimmtes Molekül A ins Auge und bilden 
die Bewegungsgleichung für das in demselben enthaltene Elektron. 
Auf dieses Teilchen möge zunächst eine Kraft — fq wirken (f posi- 
tive Konstante), die es nach der Gleichgewichtslage zurücktreibt. 
Ferner besteht eine Wirkung des eigenen Feldes und zwar zerfällt 
diese in einen Widerstand, den wir hier vernachlässigen wollen, und 
eine der Beschleunigung proportionale und entgegengesetzte Kraft, 
die wir dadurch berücksichtigen, daß wir in den Bewegungsgleichungen 
unter m die Summe der materiellen und der sogenannten elektro- 
magnetischen Masse des Elektrons verstehen. (Hierbei ist zu bemerken, 
daß nach neueren Erfahrungen negative Elektronen gar keine mate- 
rielle Masse haben, so daß für solche m einfach die elektromagnetische 
Masse bedeutet.) Bezeichnen wir nun mit (E’, 5”) das Feld, welches 
an der Stelle von A besteht, mit Ausschluß des eigenen Feldes, so 
lautet die Bewegungsgleichung 


m—=—fi+tel. 
Wir legen um A als Mittelpunkt eine physikalisch unendlich 
kleine Kugel, und verstehen unter (E,, 9,), (&,, Hs), (E,, 8) die 


Felder, welche von den in dieser Kugel liegenden Molekülen, von den 
übrigen Teilchen des Körpers, und von äußeren Ursachen herrühren, 


32°) Vgl. diese Encyklopädie V 14, Art. H. A. Lorentz Nr. 13. 
11* 
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so daß 
e-&+&+ 6, 
= 9+ + Ha 


Es läßt sich nun zeigen, daß man von $, absehen darf, und! daß 
man für €, schreiben kann 


ist. 


&=s$, 
wo s eine von der Anordnung der Moleküle abhängige Konstante be- 
deutet. In dem einfachen Falle einer kubischen Anordnung ist s —= 0. 
Den Wert von €, erhält man, wenn man den Ausdruck (83) in 
der oben angegebenen Weise integriert, und das Resultat läßt sich 
in einfacher Weise darstellen, wenn man das Vektor-Potential 


(85) A — (Bas 


einführt. Berechnet man €, in der Weise für einen beliebigen 
Punkt (x, y, 2), daß man immer eine physikalisch unendlich kleine 
um (2,9,2) als Mittelpunkt gelegte Kugel von der Integration aus- 
schließt, so wird W eine bestimmte Funktion von z, y, 2, t, und man 
findet 


1 1 & 1 j 
Gs=-,7- sat „, grddv, 
Se ro 


AnTc 


Um nun Gleichungen zu gewinnen, die für die Lösung des 
Problems geeignet sind, kann man folgenderweise (einfacher als; in 
der zitierten Abhandlung) verfahren. Während nach obigen Formeln 
die magnetische Kraft an der Stelle des Moleküls A den Wert 


i . 
(86) 9, AH 
hat, verstehe man unter „elektrischer Kraft“ den Vektor 
5 Ü+  graddiv A + €, 


4nc® 
eine Definition, die darauf hinausläuft, daß man € als die Kraft im 
Innern einer langen und engen unendlich kleinen, zylindrischen. 
Höhlung, deren Achse mit der Richtung von B zusammenfällt, auf- 
faßt, was einer bekannten Definition der magnetischen Kraft für 
das Innere eines magnetisierten Körpers entspricht. 
Die Bewegungsgleichung wird jetzt 


m—=—fated+s9B+eE, 


(87) G-— 
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oder, mit Berücksichtung der Formel (82), 
EU PT RABEN Er 
Ferner folgt aus (86) 


rt $ = u rot rot A + rot $, = „I; (grad div VAN) + rot 9), 


also, wenn man die Beziehung 


. 


1 
rot 9, = —&, 


die aus (85) folgende Gleichung 
A 1 .. 
und auch (87) beachtet, 
1 D . 
1 (E+ P) 
Zur Abkürzung kann man hier noch 


(89) E+P=-9D 
setzen (elektrische Erregung), so daß 


i . 
wird. 


Desgleichen ergibt sich aus (86) und (87) 
(91) te-——$, 


wobei der Umstand benutzt worden ist, daß zwischen €, und 9, die 
entsprechende Relation besteht. 

Während nun (90) und (91) die gewöhnliche Gestalt der Feld- 
gleichungen haben, wird für den vorliegenden Fall der Zusammen- 
hang zwischen der elektrischen Kraft und der Elektrizitätsbewegung 
durch (88) — in Verbindung mit (89) — ausgedrückt. 

Fügt man zu (88) noch ein Dämpfungsglied y hinzu, so er- 


hält man in derselben Weise wie bei der Ableitung der Gleichung 
(71), (12) \ 
e=]1 + 3, 








und für unendlich lange Wellen (n = 0) 


_ fL@—NNe 
— FAF9RE 


€ 
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woraus für s = 0 


2Ne? 
14575 
ODER 
eV; 


entsprechend der Clausius-Mosottischen Formel folgt. 


22. Theorie der Dispersion von Planck°®). Man findet als 
Gleichung für einen kleinen elektromagnetischen Resonator, dessen 
Dämpfung nur durch Strahlung erfolgt (vgl. unten Art. Strahlung): 
(92) ER 2» np — E&,3.c°?1 


dt zn, dt® 2m, 





wobei die Dämpfung 
16n* 
32°K 


I 


und die Energie des Resonators 
NE 
U-;Kr +, L(n)) 
2un 2un,° 
Le gay Mt 


und wo €, die auf den Resonator ausgeübte Kraft ist. 
p ist das elektrische Moment eines Resonators (Moleküls), also 
2 seine Elongation aus der Gleichgewichtslagee Dann ist die kine- 


tische Energie 





a El an en 


2 t 2 \dt 3c?l \dt 
infolgedessen 
ED 
m mn? 


ist die Masse rein elektromagnetisch, so ist unter der Annahme, daß 
die Ladung e gleichmäßig auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius R 
ausgebreitet ist®°*): 


[7 


m——!: 
3.0 
also 


38) M. Planck, Berlin Ber., 1. Mai 1902. 
83*) M. Abraham, Gött. Nachr. 1902, Heft I, p. 19); Encykl. V 14, Art. 
H. A. Lorentz, Nr. 21. Nach der Relativitätstheorie ist die elektromagnetische 


Masse einer bewegten Ladung nichts anderes als die Trägheit der elektrostatischen 
Energie. 
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Machen wir mit Planck die Annahme, daß die elektrische Polari- 
sation durch die Anwesenheit der Moleküle bedingt ist, so ist p das 
durch die Verteilung der Ladung e erzeugte Moment. Ist. die 
Anzahl der Ladungen in der Volumeinheit, p das mittlere Moment, 
so ist die Erregung D—= & +4xNp. Die Grundgleichungen 


1 08 
FE Ed 
1 09 
a 


ergeben wieder 
Ar x 4r ni — AG; 


die von den übrigen Molekülen auf einen Resonator ausgeübte Wir- 
kung ist wie bei der Bildung des ersten Gliedes von €, auf p. 164 





gleich 2 er, und die gesamte Kraft 








(928) Er. 

Daher folgt aus (92) und er a) 
MERK 21Ne\ - _ 3Lc® 
di mm = »+ (no? — N, ) dienge 2rn, E. 


Setzen wir nun = €, —= 0 
E;— Aeint-twr3)2 5 — Beint-(arin:, 














0 _. 21Ne® _®’—(il— gm’ NE 
k= 7; Ty a ag 3gn,! ’ a PTTüL. 
so ergibt sich 
Le Hear), 

2(@® + P 
92b 
Re „Ve+R— + — (a tere) 

2(@® + ß?) 





Ist die Dämpfung ? klein, so daß ß? gegen «® vernachlässigt wer- 
den kann, so folgt 


ER Ban: . 
a er 2 
als Dispersionsformel. Für n = 0, also unendliche Schwingungsdäuer, 
erhält man 
iu 1429 
oe 


in Übereinstimmung mit der Clausius- Mosottischen Formel. Die 
Lorentzsche Theorie ergab diese Formel, wenn von der Dämpfung 
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abgesehen wurde, während bei der Planckschen immer eine schwache 


Dämpfung vorhanden sein muß, da diese ja durch die Strahlung be- 


dingt wird. | 
Aus der Vergleichung mit den Beobachtungen am Wasserstoff 
ergibt sich für die Linie D, wo v» = 1,0001429 ist, 


kv— 9,6 - 10-1. 
Der Absorptionsindex für die Längenheit « ist 


MA 3 ER cn 
C 


Aus (92b) folgt für kleine ß 


2 RR p? ERER 1 
dag 9 ee 
und hieraus 
Fe RN 
2» 

so daß 

Pk Bw’ — 1)’n a n*(v* — 1)? 3 4n°(v? — 1)? 

i 2vc 12 nctvNit F3vNit 





wird. 
Ist v» nicht weit von 1 verschieden, so ist annähernd 
”—1=2(v—]1) 
und dann wird 
16 — 1)? 
gu, 


2a ist der Absorptionskoeffizient für die Intensität und der Wert von 
2a stimmt genau mit dem von Lord Rayleigh®*) abgeleiteten überein. 
Da die absorbierte Energie wieder in der Form ‘von Strahlung aus- 
gesandt wird, so wird durch die Gasmoleküle eine Zerstreuung des 
Lichtes hervorgerufen. Da a sehr stark mit abnehmender Wellenlänge 
zunimmt, so muß blaues Licht viel mehr als rotes zerstreut werden. 
Nach Rayleigh hat man die Entstehung des Himmelsblaus in dieser 
Weise aufzufassen. 


23. Theorie der Fluoreszenz. Wenn man die einfache Differen- 
tialgleichung eines schwingenden Moleküls 


d’x 


m—-— ar — KT 


dt 
betrachtet, welche als Integral 
x = Ue-erP9t 


84) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 49 (1899), p. 879. 


ER ER 


BER 
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hat, so ist ß,=— die Schwingungszahl der ungedämpften Einzel- 
m 


Vn 
schwingung und ß? — VB — die Schwingungszahl der gedämpften 
Schwingung. 

Den Ausdruck für die gedämpfte Schwingung kann man als 
Fouriersches Integral umformen und erhält 


© 


e-*! sin (Bt+ A) =; ee 





© 


Man sieht hieraus, daß eine gedämpfte Schwingung durch Sum- 
mierung einer unendlichen Anzahl ungedämpfter mit unendlich kleinen 
Amplituden dargestellt werden kann. 

Eine Erweiterung der Gleichung der Molekularschwingung durch 
Hinzufügung von Gliedern, die dem Quadrate oder höheren Potenzen 
der Elongation proportional sind, führt zu Schwingungen, die die 
Summations- und Differenztöne der anregenden und gedämpften 


Schwingung enthalten. 


Man kann auf diese Weise leicht mannigfache Schwingungen als 
durch eine bestimmte einfache erregt ableiten und auf dieser Unter- 
lage eine Theorie der Absorption und Fluoreszenz geben °®). 

Derartige Theorien entsprechen aber nicht ganz den Anforderungen 
der modernen theoretischen Physik, die verlangt entweder von be- 
stimmt präzisierten Vorstellungen und Hypothesen oder von allgemeinen 
(Gesetzen auszugehen. 

Die gewöhnlichen Gleichungen, die eine Eigenschwingung der 
Ionen enthalten, zur Erklärung der Fluoreszenz heranzuziehen, ist 
deshalb aussichtslos, weil die Farbe des Fluoreszenzlichtes immer von 
der des erregenden Lichtes abweicht. Bei linearen Gleichungen sind 
aber immer die Periode der Erregung und die des ausgesandten 
Lichtes identisch. 

W. Voigt”°®) hat eine Theorie der Fluoreszenz aufgestellt, wonach 
die Ionen zwei verschiedene Eigenschwingungen besitzen, von denen 
die eine große, die andere kleine Dämpfung hat. Die erstere würde 
stark absorbierend wirken, und diese Energie könnte dann in der 
anderen Schwingung mit geringer Dämpfung ausgestrahlt werden. 


24. Grundlagen der Kristalloptik. Die Erweiterung der elektro- 
magnetischen Lichttheorie für Kristalle geschieht am einfachsten durch 


35) E. Lommel, Ann. Phys. Chem. 3 (1878), p. 251. 
35°) W. Voigt, Arch. Neerl. (2) 6, p. 352. 
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die Annahme, daß die Dielektrizitätskonstante in verschiedenen Rich- 
tungen des Mediums verschieden ist®®). Da die magnetische Kon- 
stante u erfahrungsmäßig sich bei den optischen Vorgängen in Kri- 
stallen nicht von Eins unterscheidet, so braucht auf sie keine Rück- 
sicht genommen zu werden. 

Die Mazxwellschen en sind in dieser erweiterten Form 


1 dE, 2, 8 102, 
— (eu gr dt + &n Er Hs &g Ge) = 50: — Sr _ 10 


1 (, 08, 2% 26: . 98, 08° 08, 
I) Dunrtanteen un aren 


1 06, 0%, P) f] "OEERR 03, 
(en 2 + 89 Sr Me), = dv 9 a 


Abgekürzt schreiben wir 











Dd—= (JE, 
so daß dann die allgemeinen Gleichungen werden 
1 028 ” 
22 Fr; en rot hi) y 
1.20" 


Setzen wir 
= &, 2f= &ı 5 + &93 £> “r Egg & 
4 2&s &6, + 28,5 &E Tr 285; 8,8; 


und nehmen an, daß &,5 = &y , &ıg = Eyı, Egg = Ey, Ist, so haben wir 


1 oF 
en 
Faßt man den Vektor & als Längenvektor auf, so wird durch 
F ein Ellipsoid dargestellt. Legt man die Koordinatachsen in die 
Achsen des Ellipsoids, so ist | 


2F = 245.4 Ey + 8. 
Bei passender Wahl des Koordinatensystems kann man daher 


0 





36) Maxwell, Treatise on electr. and magn. 2, Art. 794. Mit der elektro- 
magnetischen Theorie stimmen überein die von Äörchhoff präziser gefaßte Neu- 
mannsche Theorie, Berlin Abh. 1876 = Ges. Abh., p. 352. Vgl. Voigt, Ann. Phys. 
Chem. 43 (1891), p. 436 und die Theorie von Mac Cullagh, Irish Trans. 21; 
‚vgl. Fitzgerald, Phil. Mag. (5) 7, p. 216. Weiterbildungen der F'resnelschen Theorie 
sind die Theorien von Boussinesq, Journ. de math.(2) 13 (1868), p.830; Lord Rayleigh, 
Phil. Mag. (4) 41 (1871), p. 519, und Sarrau, Journ. de math. (2) 17 (1867), 
p. 167; 13 (1868), p. 59, die jedoch nicht ganz mit der elektromagnetischen 
Theorie übereinstimmen. 


m 
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setzen. Die allgemeinen Gleichungen werden dadurch einfacher, indem 
D,=a6, Dd,=386, Dd-3L, 
wird. Wir integrieren die allgemeinen Gleichungen, indem wir allen 
Vektoren den Faktor 
Ahle ul Ali u} 
durch den ebene Wellen dargestellt werden, beilegen. Wir erhalten 
zunächst , 


1 1 

FE a b,9,, Trug, a Be b,E,, 
1 
c 


9)  Zung—=9—58, —nud,—b,E,— b,E, 


1 1 
Zune, = b,9, — 6,9, Znus, eig DE, b,E,. 


Multiplizieren wir diese Gleichungen beziehentlich mit b,, b,, b, 
und addieren, so erhalten wir 


(95) b,,&,+b,,&,+ b,.,C, = 0 
oder 
6,20, +b,2,+b,9,—= 0 


b,9. + 6,9, + 6,9,= 0. 

Nun sind b,2 + b,y + b,2 = const. die Ebenen gleicher Phase. 
Daher hat der Vektor b die Richtung, in der die Welle fortschreitet. 

Es stehen also die magnetischen Kräfte und die elektrischen Er- 
regungen senkrecht auf der Wellennormale. Dagegen bildet die elek- 
trische Kraft einen Winkel mit der Wellennormale, der nicht ein 
rechter ist, da elektrische Kraft und Erregung nicht dieselbe Richtung 
haben. 

Multiplizieren wir das erste System der Gleichungen (94) mit $,, 
9,, 9,, das zweite mit E,, €,, €, und addieren, so erhalten wir 


d, 9+2,9,+ 8,9,=0, 
D,E,+BE,+BE=0, 
d.h. es stehen elektrische und magnetische Erregung senkrecht auf 
magnetischer und elektrischer Kraft?”). 
Bei den kristallinischen Medien hat man die Richtung der Wellen- 
normale von der des Strahls zu unterscheiden. 
Bilden wir hier den Poyntingschen Energiestrom, so erhalten wir 


und 


37) O. Heaviside, On the electrom. wave surface, Phil. Mag. (5) 19 (1885), 
p. 397. Über die allgemeine Wellenfläche vgl. Heaviside, Electrom. theory 2, 
p. 520. 
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wie Gl. (7) 


12 Sas@.6>+ 4 mE) — Jio®i, 
—.c[E9]. 

Definieren wir die sa des Lichtstrahls als Richtung des 
Poyntingschen Vektors ©, so steht der Strahl senkrecht auf der slek- 
trischen und magnetischen Kraft. 

Die Richtung der elektrischen Erregung ist dagegen nicht trans- 
versal, da sie von der der elektrischen Kraft abweicht. 

Nun ist Yb,®+ b,°+ b,? die reziproke Länge, welche die in e 


Richtung N der ER HEN fortschreitende Welle in der Zeit 4 — 
durchschreitet, daher ist 


(96) b, Je b,? + b, arg ” ’ 
ex 


wo Cy die in der Richtung N der Wellennormale gemessene Geschwin- 
digkeit bezeichnet. 
 Eliminieren wir nun aus den Gleichungen (94) die $, so er- 
halten wir 
er Im 
& E,= n?u Fr €, Eu. b,(b,E, + b,E, + b,€,) ) 


46,5, X &,—5,(,€, + 5,€, + 8,6) 
„6, u &,— b,(b,€,+b,€, + d,€,) 





83-3; n®?u 
oder 
2b 
(97) & e,= R a (b,E,+ b,E, ER b,8,) 
nu wen kg ı) ! 
USW 


Multiplizieren wir die letzten Gleichungen mit. b,, b,, b, und 
addieren, so erhalten wir mit Berücksichtigung von (95) ar (96) 
2 2 
(98) Fu re er) 
a , ee 
Nun sind 
b, by d 
= b,, ———u 2 = 0 
vr 7 Ver an  " 
die Richtungskosinus von b oder N. Wir können die Gleichung daher 
auch schreiben: 
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Diese Gleichung ist bereits von Frresnel®®) abgeleitet, von dem die 
erste Theorie der Lichtbrechung in Kristallen herrührt. 

Wir haben im allgemeinen eine quadratische Gleichung für c,? 
als Funktion von «,, «,, «,. Es gibt daher im allgemeinen zwei 
verschiedene Fortpflanzungsgeschwindigkeiten und zwei verschiedene 
Wellen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten hängen von der Rich- 
tung im Kristall ab. 

Geht der Lichtstrahl in der Richtung der N so ist 


= u,—(. 

Dann sind die beiden Lichtgeschwindigkeiten 
2, ud 
Von zT 

Für gewisse Kristalle ist &, — &,,, für diese ist also in dieser einen 
Richtung: nur eine Geschwindigkeit: vorhanden. Man nennt sie ein- 
achsige Kristalle. 

Im allgemeinen ist die Irene für & 


+ En te R 


a, 
5,5% 


>= 


Da nun «+ @’+ 0?—=1 ist, so können wir das von cy freie 
Glied mit «,?+ «,’+ «,? multiplizieren. Wir erhalten dann°®), wenn 
wir zur Abkürzung 


med Bd, e--) 


setzen, 
et) rer 
+4 VW ++ G— 2BE— 20 — 2AB. 
Die Größe unter dem Wurzelzeichen ist gleich 
(A+B — 9?— 4A2. 


4 <s<g odr ,<g<E, 


dann haben A und € gleiches, ® entgegengesetztes Vorzeichen. Also 
ist — AB positiv und der Ausdruck unter der Wurzel kann nicht 
38) Frresnel,; Paris M&m. 7, p. 45. 


39) @. Kirchhoff, Vorles. über Optik, herausgeg. v. Hensel, Leipzig 1891, 
p. 201. 





Nun sei 
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negativ werden und nur verschwinden, wenn 
dB=0 und Y=86 


sind. (Da nämlich & und ® entgegengesetztes Vorzeichen haben, so 
kann nicht Y= 0 und CE = sein.) Wir haben also für diesen Fall 


ö FE Eau RE 88 
a,—(, „=+ —:’ w=H+ — 


Bei dieser Richtung der Wellen fallen also die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung zusammen und wir haben nur eine Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. Man nennt diese Richtungen die optischen 
Achsen. Im allgemeinen gibt es wegen des unbestimmten Vorzeichens 
zwei solche Achsen. Nur wenn &,= :, ist, ist «= (0 und 


u,=-]1. 
Dann haben wir nur eine solche Richtung. 


25. Ponderomotorische Kräfte. Die theoretische Ableitung der 
von elektromagnetischen Wellen ausgeübten Strahlung ist von größter 
Wichtigkeit, weil nicht nur wichtige Folgerungen für die Gesetze der 
Strahlung sich hieraus ergeben, sondern weil diese Kräfte auch die 
einzigen bisher experimentell bestätigten sind, die dem Gesetz der 
Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung nicht unterliegen, wenn 
der Lichtäther als ruhend angenommen wird. Allerdings kann dies 
Gesetz in der Form aufrecht gehalten werden, daß man der Energie, 
. auch der frei ausgestrahlten, Trägheit zuschreibt, wie es aus dem 
Prinzip der Relativität gefolgert werden muß. 

Die von Maxwell‘) gegebene Ableitung für die allgemeinen in 
anisotropen Körpern wirkenden Kräfte muß als schwer verständlich be- 
zeichnet werden. Außerdem stimmen die von ihm angegebenen Druck- 
kräfte nicht nur nicht mit den von Helmholtz und Hertz entwickelten 
überein, sondern auch nicht mit der von ihm selbst gemachten An- 
wendung auf den speziellen Fall des Strahlungsdrucks. 

Für den Fall, daß die elektromagnetischen Zustände statisch oder 
stationär sind, lassen sich die ponderomotorischen Kräfte, wie Helm- 
holtg gezeigt hat, aus den Änderungen der Energie bei einer Variation 
der Lage der magnetisierten und elektrisierten Körper gegeneinander 
berechnen nach einem Prinzip, das dem der virtuellen Verrückungen 
in der Mechanik entspricht. Bei allgemein veränderlichen Zuständen 


40) Maxwell, Electr. and magn., art. 640ff. Vgl. hierzu Lord Rayleigh, 


Phil. Mag. (5) 45 (1898) p. 522. 
41) Helmholtz, Erhaltung der Kraft, Ges. Abh. 1, p. 62; ferner 1, p. 798. 
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hängt aber die Energie nicht nur von der Lage der elektrischen 
und magnetischen Körper oder der Stromträger ab, und die Orts- 
änderungen dieser gegeneinander ergeben daher auch nicht die voll- 
ständigen ponderomotorischen Kräfte. Hertz hat die ponderomotorischen 
Kräfte als Druckkräfte aus den Energieänderungen berechnet, die sich 
bei Deformation des elektromagnetischen Mediums einstellen. Diese 
Ableitung wird zweifelhaft, wenn die Frage entsteht, ob der Licht- 
äther an der Deformation der Körper teilnimmt und versagt ganz 
im reinen Äther, dessen mögliche Deformationen vollkommen zweifel- 
haft sind. 

Bei diesen Betrachtungen muß auch noch die Form, in welcher 
die Energie einzuführen ist, als bekannt vorausgesetzt werden, was 
ohne Hypothesen oder ohne Zurückgreifen auf die Kenntnis der pon- 
deromotorischen Kräfte nicht möglich ist. 

Die Hertzsche Ableitung der ponderomotorischen Kräfte bringt 
Art. H. A. Lorentz, V 13 Nr. 23 zur Darstellung. Für den vor- 
liegenden Zweck, die Bestimmung des Lichtdruckes, können wir die 
Darstellung sehr vereinfachen, indem wir uns auf ruhende nicht de- 
formierbare Medien beschränken und von den bekannten ponderomo- 
torischen Kräften zwischen Strömen und Magneten ausgehen, die wir 
dann in naheliegender Weise hypothetisch zu verallgemeinern haben 
werden. Als bekannt müssen die ponderomotorischen Kräfte für 
statische und stationäre Zustände vorausgesetzt werden. Die Anwen- 
dung auf nicht stationäre Zustände ist dann ohne hypothetische Ver- 
. allgemeinerung nicht möglich. 

Diese Kräfte finden ihren einfachsten Ausdruck in dem Ontlomb- 
schen Gesetz der elektrischen Anziehung und Abstoßung, in der An- 
wendung desselben Gesetzes auf die Wechselwirkung zwischen Mag- 
neten und in dem Biot-Savartschen Gesetz für die Wirkung magneti- 
scher Kräfte auf Stromelemente. 

Das gewöhnliche Coulombsche Gesetz muß insofern erweitert 
werden, als noch die durch die Erfahrung bestätigte Aussage hinzu- 
zufügen ist, daß elektrische und magnetische Kräfte in einem polari- 
sierbaren Medium auf dort vorhandene elektrische oder magnetische 
Quanten immer so einwirken, als ob das Medium nicht vorhanden 
wäre. Sie wirken nach der Hertsschen Bezeichnungsweise auf die 
wahre Elektrizität (beziehentlich Magnetismus). Die von den Quanten 
ausgehenden Kräfte dagegen werden durch die entgegengesetzte Wir- 


kung der durch Polarisation frei gewordenen Mengen im Verhältnis = 


oder 5 verringert. Zwei in einem polarisierbaren Medium liegende 
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Mengen wirken daher aufeinander im Vergleich zur Wirkung im 
Vakuum, als ob jede im Verhältnis 1:Y & verkleinert wäre®°). 


Dieser Ableitung liegt die Annahme zugrunde, daß die Kräfte, 
die auf die durch Polarisation freigewordene Elektrizität wirken, 
diese Wirkung nicht auf die in das Medium eingebettete Elektrizität 
übertragen können. Wenn eine positiv geladene Kugel sich in einem 
flüssigen Dielektrikum befindet, so wird sich um die Kugel aus dem 
Dielektrikum negative Elektrizität ansammeln. Die Kräfte, die auf 


diese negative Elektrizität wirken, sollen keine Wirkung auf die Kugel 
haben. 


Die auf ein Stromelement nach dem Biot-Savartschen Gesetz ein- 
wirkenden magnetischen Kräfte müssen ebenfalls daraufhin untersucht 
werden, wie sie abzuändern sind, wenn das Stromelement in ein mag- 
netisch polarisierbares Medium eingebettet ist. Hierzu dient folgende 
Betrachtung. Sei das magnetisch polarisierbare Medium zunächst ho- 
mogen, so werden die um den Strom verlaufenden kreisförmigen 
magnetischen Kraftlinien eine gleichgerichtete Erregung hervorrufen. 
Da diese Kraftlinien in sich zurücklaufen, also keine freien Enden 
haben, so tritt durch die Erregung auch kein freier Magnetismus 
auf und die ponderomotorische Kraft auf einen Magnetpol wird durch 
das polarisierbare Medium nicht geändert. Bringen wir also Strom 
und Magnetpol aus Luft in ein magnetisierbares Medium, so bleiben 
die gegenseitigen Kräfte ungeändert. Die Kraft des Pols ist aber im 


Verhältnis m kleiner geworden. Bei konstant gehaltener Kraft wird 


daher die Wirkung auf den Strom im Verhältnis 1: u vergrößert, d.h. 
wir erhalten die richtige Größe, wenn wir anstatt der Kraft die „Er- 
regung“ ® einführen *®). 

Wenn nun aber nach Mazwells Anschauung die Kraft auf jeden 
Teil des Stroms durch den Zustand der unmittelbaren Nachbarschaft 
bestimmt wird, so muß auch im allgemeinen Fall eines nicht isotropen 


Mediums die Erregung für die Stärke der ponderomotorischen Ein- 
wirkung maßgebend sein. 


In Luft wirkt ein Feld 5 auf den Strom © mit den Kraft- 
komponenten 


42) Hertz, Ges. Abh. 2, p. 275. 

43) Helmholtz, Ges. Abh. 1, p. 614; Stefan, Wien Ber. 70 (1874), p. 589; 
Silow, Ann. Phys. Chem. 156 (1875), p. 389. 

43*) Dies war die bisher gebräuchliche Auffassung. Einstein und Laub 
sind zu einer etwas andern Anschauung gelangt, Ann. Phys. 26 (1908), p. 545. 





25. Ponderomotorische Kräfte. #77 


1,9, ER ', 9 
%, D: Ei dd. 
0, 1,d2 
in einem polarisierbaren Medium mit den Komponenten 
(100) iB,— i,B, 
usw. ein. 
Seien nun in dem Medium magnetische Quanten und Ströme be- 


liebig verteilt, so ist die Menge des wahren Magnetismus in dem Volum- 
element 


08 08 08 


und die zugehörige, Coulombsche ponderomotorische Kraft in der Rich- 
tung & 

fe OB, ns) IRRE 

Dr Fre 7 oy d2 TayaR. 





Die Biot-Savar/sche ponderomotorische Kraft auf den Strom ist 
durch (100) bestimmt. 

Verstehen wir unter ö den totalen Strom, d.h. die Summe von 
Verschiebungs- und Leitungsstrom, so haben wir einzuführen 


OU RD, 
Nde,: 78: 

08, 09, 
' 0x y 


Addieren wir beide Ausdrücke für die ponderomotorischen Kräfte 
und drücken die Erregungen entsprechend dem Schema (93) durch 
die Kräfte aus, so erhalten wir unter der Voraussetzung, daß 


Pas” Bars Mia” Mar Has "In 
ist, für die Gesamtkraft auf die Volumeinheit bezogen, parallel x so- 
weit dieselbe von den magnetischen Wirkungen abhängt, 
oder | 


10 
d, _ 22x [B,.9. NR 8,9, SIR B,9,] 
En. 
(100) + 218,8.) 
d a 
Diese Kraft kann also durch die parallel x wirkenden Druckkräfte 


ersetzt werden 
X, kn [2,9, FEN B, 9, SB B,9,] 


Eneyklop. d. math. Wissensch. V 8. 12 
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normal auf das Flächenelement dydz, und 


tangential auf das Flächenelement dxdz, und 
L—8B,9, 


tangential auf dxdy. Die anderen Komponenten ergeben sich durch 
Vertauschung der Indizes. 

Bei Maxwell it X, = 8,9. — 3 (92 +9, +9) bei Hertz 
und Helmholtz X, —= 4 (8,9. + 9,2.). Die letzteren Werte erhält 
man, wenn man verlangt, daB X,=Y, ist. 

Unsere Ausdrücke stimmen für den freien Ather sowohl mit den 
von Maxwell als mit den von Hertz und Helmholtz angegebenen über- 
ein. Mit letzteren stimmen sie auch noch für isotrope Körper; für 
anisotrope Körper stimmen die tangentialen Kräfte mit Maxwell, die 


normalen mit Hertz und Helmholtz überein. Da sich hier ebenso wie‘ 


bei Maxwell 

X, Da 8,9, 

zZ, 2 8,9, 
ergeben hat, so ist im allgemeinen X, nicht gleich Y, wie bei Hertz. 
Bekanntlich tritt dann ein Drehungsmoment am Volumelement dadydz 
um die z-Achse auf, dessen Größe 


2, 2, 
ist. Bei der Symmetrie, die in der Mazxwellschen Theorie zwischen 
elektrischen und magnetischen Größen besteht, wird man das gefundene 
System von Druckkräften auch für die elektrischen Kräfte inAnspruch 
nehmen. Hierin liegt, daß man als Gegenstück zu der Biot-Savart- 


schen Kraft [8] eine „Hertzsche Kraft“ (vgl. Lorentz, V 13, Nr. 24d) 
von der Größe _— [BD] postuliert, d. h. zu der Wirkung des 


Magnetfeldes auf den elektrischen Strom eine Wirkung des elektri- 
schen Feldes auf den „magnetischen Strom“ hinzunimmt. 

In isotropen Körpern sind die Druckkräfte, die von den elek- 
trischen Kräften herrühren, 


X, zig Z (E,? Ei E? Lioz €), 


Bea U, 


€ 
(100a) Ber ET 
X,=T,=:686, 
X= Z, Ba eE,E,, 


Y,=2, = :68.. 


andererseits 
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Haben wir eine ebene in der Richtung der 2 fortschreitende 
Welle, so ist, wenn die elektrische Kraft parallel x gerichtet ist, nur 
noch 9, von Null verschieden. Dann ist also von den elektrischen 
Kräften herrührend 


X, 56, 
€ 
(100 b) 36 X-X-Y1-0, 
€ 9 
Z,= Bu ° “r 3 


von den magnetischen Kräften herrührend 


uw 
XL,=— 9, 
u 
(100 e) Y,= cy y. X, = X, = Y, = 0, 
Ze ", 


Da nun 3 = 59, ist, so ist die Gesamtwirkung gegeben durch 
die Komponenten 


(100 d) X, = Y,=0, 252 —59°- 


Dieselbe Kraft ist ein Druck in der Richtung z normal auf ein 
Flächenelement, das senkrecht zu z steht. 

- Auch ein Strahlen aussendender Körper muß einen solchen Druck 
an jeder Stelle seiner Oberfläche erleiden. Ein Körper, der nach 
einer Richtung mehr Strahlen aussendet als nach der entgegen- 
gesetzten, erfährt also als Resultante der Einzeldrucke einen ein- 
seitigen Druck und bildet das einfachste Beispiel einer Ausnahme 
des Satzes der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung. 

Diese Nichterfüllung des Satzes der Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung hängt damit zusammen, daß die Druckkräfte auf 
ein Volumenelement bei allgemein veränderlichen Zuständen sich 
nicht aufheben. 

Im leeren Raum ist die X-Komponente der auf ein Volumenele- 
ment am Kraft 


2 0 
3. S 2y (€, ans 6) + 3,88) ae 3, (€, 8.) 
oder bei Behhien der Gleichung dv& = 0 


12” 
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usw. oder 





Ganz analog ergibt sich aus den magnetischen Kräften eine x-Kom- 
ponente 
9,0%, 9,06€, 
EU Er 
Beide zusammen geben die Komponente der Gesamtkraft 


10 
na = zı(&, 9. ee E,9,) 

ı 86, 
= 4% 

Die Kraft auf das Volumelement ist also nur von Null ver- 
schieden, wenn eine zeitliche Änderung des Poyntingschen Energie- 
stroms vorhanden ist. Ihre Richtung ist die des Vektors 06/öt. 
Da sie mit dem Quadrat der Lichtgeschwindigkeit dividiert wird, so 
können merkliche Werte nur bei große Änderungsgeschwindigkeit des 
Energiestroms eintreten). 

Anders gestalten sich die allgemeinen ponderomotorischen Kräfte, 
wenn man sich auf den Boden der Elektronentheorie stellt. 

Nach Bd. V 14, p. 161 ist die auf einen Körper wirkende Kraft 
durch eine Gleichung bestimmt, die von Lorentz eingeführt ist, 


3-/e(&+!mslas, 


und die sich in die Gleichung 


Geuht% 
durch geteilte Integration umformen läßt. Hier ist 
1 (06 


während %, mit deu oben entwickelten, auf den Fall des reinen Äthers 
spezialisierten Spannungen an einer Fläche identisch ist. Daher ist 
im freien. Ather 


(102) rt %=0, 


wie es ja aus der Grundgleichrng hervorgeht, da hier og = 0 ist. 


43) Auf die Tatsache, daß bei allgemein veränderlichen Zuständen die 
Volumelemente des leeren Raums Kräfte erfahren, hat zuerst Hertz aufmerksam 
gemacht (Ges. Abh. 2, p. 235; der Ausdruck (101) findet sich bei Helmholtz, Ges. 
Abh. 3, p. 581). 
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26. Lichtdruck. Trotz der Verschiedenheit der allgemeinen Aus- 
drücke für die Kräfte führen in speziellen Fällen die Maxwellschen 
Spannungen und die Elektronentheorie zu denselben Werten für die 


ponderomotorische Kraft, nämlich wenn = verschwindet. Bei rein 
= über eine ganze Periode 
integriert, so daß in diesen Fällen die Maxwellschen Spannungen mit 
der Elektronentheorie übereinstimmende Mittelwerte der pondero- 
motorischen Kräfte ergeben. 

Man kann aber den Lichtdruck einfacher aus 7%, gewinnen, 
wenn man die Fläche, auf welche die Spannungen %, wirken würden, 
so weit entfernt denkt, daß hier das Feld verschwindet. 


Die Größe 46 nennt Abraham“) die elektromagnetische Be- 


wegungsgröße der Volumeneinheit. 
Nun ist $ die durch die Flächeneinheit, deren Normale die Rich- 
tung © hat, in der Sekunde fließende Energie. 


periodischen Vorgängen verschwindet 





Wir könnten z auch die Raumdichte der Bewegungsgröße nennen. 


In der Zeit r hat sich ein Zylinder von der Länge ! = cr mit dieser 
Dichte gefüllt. Geben wir dem Zylinder die Einheit des Querschnitts, 
so ist sein Volumen cr. Ist nun der Zylinder leer und geht sämt- 
liche Strahlung durch ihn hindurch, so ist die auf ihn wirkende 
Kraft Null. Wenn aber im vorderen Querschnitt die Energie ver- 


nichtet wird, so ist der Mittelwert von = über die Schwingungs- 


dauer erstreckt, nicht Null sondern = (S, — ©,). Ist die Absorption 
sehr stark, so ist ©, klein gegen ©,. Daher ist die auf den Cylinder 
wirkende Kraft 5, = = ‚co =. 


Der so gewonnene Adaneie für die Kraft gestattet den Licht- 
druck auch für Bewegung mit beliebigen Banlminigkelien unter 
der Lichtgeschwindigkeit zu berechnen ®°). 

Sei die x- Achse die Richtung der Normale eines vollkommenen 
Spiegels nach außen, «, und «a, seien die Winkel, welche der ein- 
fallende und reflektierte Strahl mit der x-Achse bildet, $,, 5, und 
&,, ©, Energie und Bewegungsgröße des einfallenden und reflektierten 
Strahles. 


Wir machen nun die Annahme, daß eine Bewegung des Spiegels 
44) M. Abraham, Ann. Phys. 10 (1903), p. 105. 
45) M. Abraham, "Theorie der Elektrizität 2, p. 343. 
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in seiner Ebene keinen Einfluß auf den Reflexionsvorgang besitzt 
und auch mit keiner Arbeitsleistung verbunden ist. Dann kommt 
offenbar nur die normale Komponente der Geschwindigkeit u, in be- 
tracht. (Über die Beziehung dieser Annahme zum Huygensschen 
Prinzip vgl. Abraham a. a. O.) Die auf den Spiegel fallenden, be- 
ziehentlich von ihm ausgehenden Energiemengen sind 


(103) a (—ecose, + u,) und “le COS &, —U,) 
und die Kraft 
(103b) = (— ccos«a, + u,) und . (ce cos — u,)- 


Die Differenz zwischen auffallender und reflektierter Strahlung 
ist bei vollkommener Spiegelung gleich der Arbeitsleistung des 
Strahlungsdrucks, so daB 


rn ccose, + u,)u cos p, — 5 (ecos & — U,)UCOSP, 
(104) 


S $, 
= —(— ec0s0, + W,) — 2 (ccosa, — ,) 


ist, wenn 9, und @, die Winkel bezeichnen, die einfallender und 
reflektierter Strahl mit der Richtung von u bilden. 

Nun ergibt die Bedingung, daß der Lichtdruck keine tangentielle 
Komponente hat, 


(106) y1 — cos?a, S,(— ce cos a, + u,) — Ss(c 008 y — u,)Yl — cos, = (0, 


so daß wir zusammen mit (104) erhalten 











1 sl c0Sp 1 br cos 
(106) Eon 
| Yı— cost«, Vi—cos?!«, 
Nun ist 
U, Uy % 
cp = 6080, 0080, — 08a, 
u, sine, 5 r 

= 7008,+ ——Yu’+w 

Daher 





e—ucosp, =c—u,cos&+Y1— cos?te, Vet u, 
E—U008 9, — Ce—u,008% + Y1 — costa, Yu? + u. 
Hieraus folgt in Verbindung mit (106) 
(1062) C— 4,0086  YI coste, 


e—u,0080% VI coste, 








Aus dieser Gleichung lassen sich nach einigen Umformungen 








27. Die Relativitätstheorie, 183 


die neuen Gleichungen ableiten 





A ee R: COS &, 
ae at COB a, — — 


U, u, 
1— —cose, 1— —.cos&, 

(107b) a Ra 
U 


u 
x x 
ET ale Banden? 





Die vorangehenden Formeln enthalten einfache geometrische 
Sätze über den relativen, d.h. den vom bewegten Spiegel aus be- 
urteilten Strahlengang. So sagt Gl. (1062) aus, daß im relativen 
Strahlengang die Tangente des Einfallswinkels gleich der Tangente 
des Reflexionswinkels ist. 

Wir erhalten aus (103b) für den Lichtdruck parallel der x-Achse 


1 U, U, 
p=— 118 cos «, (— cosa, + “ — 8,608 «(cos d — =) 
und unter Benutzung von (105), (106a) und (107b) 


u,\? en 
vr (- CO8 &, +2 | en + —a | 





u 
= x 
FT co — 


und unter Anwendung von (107a) 


u,\? 
29, ca, + 


0 


Wie wir gesehen haben, hängt dieser Ausdruck für den Licht- 
druck aufs engste zusammen mit der Definition der Lorentzschen pon- 
deromotorischen Kraft. 

Es ist bemerkenswert, daß man zu demselben Wert für den 
Lichtdruck gelangt, wenn man von der Relativitätstheorie ausgeht. 


27. Die Relativitätstheorie. H. A. Zorentz*®) hat gezeigt, daß 
die Maxwellschen Gleichungen für ruhende Körper ihre Form be- 
halten, wenn man die Zustandsgrößen auf ein mit konstanter Ge- 
schwindigkeit bewegtes Koordinatensystem bezieht und neue Variable 
einführt. 





(108) 


46) H. A. Lorentz, Acad. v. Wetensch. Amsterdam 12 (1904), p. 986. Die- 
selbe Transformation nur für die Strahlungsvorgänge ist gegeben W. Wien, Ann. 
d. Phys. 13 (1904), p. 641. ; 
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Einstein®‘) hat dieselbe Transformation von einem etwas anderen 
Standpunkt aus durchgeführt, indem er nämlich postuliert, daß durch 
eine Koordinatentransformation auf ein zweites, relativ bewegtes System 
die Maxwellschen Gleichungen invariant bleiben, und daß die Vor- 
gänge unabhängig davon sind, ob man sie auf das eine oder andere 
System bezieht. 

Nach dieser Transformation bleiben die Gleichungen der Elektro- 
dynamik ungeändert, wenn anstatt €, Ö, der Geschwindigkeit der Elek- 
tronen u, 0, &, Y, 2, t für eine konstante Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit v» parallel der x-Achse eingeführt werden, die ge- 
strichelten Größen 


(5, &—4&,—- 28) kl + 59), 
5-9, id, +5), 9-75): 


2 =ka—vi), yay 2-3, = klt— 32) 
U 


U, 1 U 


Bern Ti, waere 


= a TE uo\ s uv\ 
x x x 
(.-%) ) ı(1-") 








ve 
EN 





Aus diesen Ansätzen läßt sich nun zunächst der allgemeine 
Schluß ziehen, daß im ruhenden System mögliche elektromagnetische 
Vorgänge auch im bewegten sich in gleicher Weise abspielen müssen 
und wir deshalb kein Mittel haben, aus Vorgängen in einem be- 
wegten System auf die Bewegung selbst zu schließen. In der Tat 
enthalten die Größen &, 5', x’, t nur die entsprechenden un- 
gestrichelten Größen, die, wenn man nur das bewegte System kennt, 
unbekannt bleiben. 

Was schließlich die Größen « anlangt, so sind die hierfür ge- 
fundenen Ausdrücke identisch mit denen, die man als Additions- 
theorem zweier Geschwindigkeiten in der Relativitätstheorie erhält. 
Da nämlich die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume als konstant 
betrachtet werden muß, so muß die Möglichkeit ausgeschlossen werden, 
daß die Lichtgeschwindigkeit durch Addition zweier kleinerer Ge- 
schwindigkeiten überschritten wird. Ein Überschreiten der Licht- 


47) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891. 
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geschwindigkeit würde nicht vereinbar sein mit der obigen Trans- 
formation. Denn für v>e wird k imaginär nnd die Transformation 
sinnlos. Das erwähnte Additionstheorem bewirkt nun, daß zwei Ge- 
schwindigkeiten zusammen nie die Lichtgeschwindigkeit überschreiten 
können. 

Die Größen w sind daher nichts anderes als die Zusammen- 
setzung von u und v. 

Man erhält die Ladungsdichte 

DE HE’ €, 

Semi vl wy ger 
Aus (109) folgt für konstantes ? und für w, = 0 


da’ = kdx, dy' = dy, de’ = de, o’dx' = odi, 
also auch 
odxdydz = 0’ da’ dy'de', 


so daß die Ladungen ungeändert bleiben, ob sie vom ruhenden oder 
bewegten System gemessen werden. 

Man kann daher eine optische Beziehung, die für ein ruhendes 
System gefunden ist, durch eine einfache Koordinatentransformation für 
ein bewegtes System ableiten. Auf diese Weise läßt sich die Rich- 
tung eines von einem bewegten Spiegel reflektierten Lichtstrahls be- 
stimmen und die reflektierte Energie. Das Energieprinzip gibt daher 
die vom Strahlungsdruck geleistete Arbeit, aus der sich der Strahlungs- 
druck selbst entnehmen läßt“) in Übereinstimmung mit dem oben 
gefundenen Wert (108). 

Aus der Gleichung 


Wer, Ur 
im h(t ns 42‘) 
folgt für «=0, d.h. für den dem Ort des mit dem gestrichenen 
System bewegten Beobachters, = kt’, so daß das Verhältnis zweier 
Schwingungszahlen 
a 


N 


wird. Eine in einem ruhenden System beobachtete elektromagnetische 
 Sehwingungszahl » wird von einem relativ Bewegten aus als „= nk 
‚gemessen, wozu noch die gewöhnliche Änderung nach dem Doppler- 


schen Prinzip kommt. Dasselbe folgt aus der Gleichung t’ = kt für 
ı=(, — k, wo jetzt n’ die relativ bewegte Schwingungszahl ist. 


Man beobachtet hiernach auch senkrecht zur Beobachtungsrichtung 


48) A. Einstein, a. a. O. p. 915. 
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nicht die unveränderte Schwingungszahl, sondern 


‚ N 
"= -— 
Ve 
Bildet die Richtung des Strahls mit der Richtung der Bewegung den 
Winkel p, so ist allgemein ®”) 





v 

1— cosp -- 
97 

nn = nn -——————: 


2 
v 
Auch der Mitführungskoeffizient läßt sich nach der Relativitätstheorie . 
ableiten. 


28. Vergleich mit der Erfahrung. Nach der elektromagnetischen 
Lichttheorie soll die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum ec die- 
selbe sein, welche die Beziehung zwischen dem elektrostatischen und 
elektromagnetischen Maßsystem feststellt (vgl. V 13, p. 82). Ob- 
wohl diese Theorie von Maxwell in Faradays Ideen über die Ver- 
mittelung der elektromagnetischen Wirkungen durch Übertragung 
von einem Körperelement zum anderen wurzelt, so ist doch das Er- 
gebnis eines Versuchs für ihre Entstehung entscheidend gewesen. Es 
war dies die Bestimmung des Verhältnisses der elektromagnetischen 
und elektrostatischen Einheiten durch Kohlrausch und Weber°®). Auch 
die Theorien von B: Riemann und Lorenz sind durch die Ergebnisse 
von Kohlrausch und Weber angeregt. Bei der Zurückführung der 
elektromagnetischen Einheiten auf absolutes mechanisches Maß kann 
man entweder von der mechanischen Kraft zwischen elektrischen 
Körpern oder zwischen Magnetpolen ausgehen. Man erhält so zwei 
voneinander unabhängige Maßsysteme, deren Beziehung zueinander 
durch das Biot-Savartsche Gesetz der Wirkungen eines Stromelements 
auf einen Magnetpol bestimmt ist. Hierbei kommt es auf die durch 
das Element strömende Elektrizitätsmenge an, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, auf die Geschwindigkeit, mit der eine bestimmte Dichte 
der Elektrizität durch den Leiter strömt. Das Verhältnis der beiden 
Systeme wird hiernach durch eine Geschwindigkeit bestimmt, die 
Kohlrausch und Weber in der Weise messen, daß eine elektrostatisch 


49) A. Einstein, a. a. O. p. 911. 

50) Kohlrausch und Weber, Elektrodynamische Maßbestimmungen, ins- 
besondere Zurückführung der Stromintensitäten auf mechanisches Maß; W. Weber, 
Elektrodynamische Maßbestimmungen, insbesondere Widerstandsmessungen, $ 27. 
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gemessene Elektrizitätsmenge durch ein ballistisches Galvanometer ge- 
leitetet und ihre magnetische Wirkung beobachtet wurde. Das Er- 
gebnis war: 


3,111. 100, 
Bec 


(nach einer Korrektion von W. Voigt Ann. Phys. 2, p. 476). 

Die Methode ist ungenau, weil die statische Elektrizität in einer 
Leydener Flasche angesammelt war, bei der ein unvermeidlicher Rück- 
stand bei der Entladung bleibt. Maxwell®‘) hat daher die Methode 
modifiziert. Er lud eine bewegliche mit festem Schutzring versehene 
Scheibe, die an dem Arm einer Torsionswage befestigt war und einer 
zweiten, festen gegenüberstand, durch eine Batterie von 2600 Queck- 
silberchloridelementen, und maß durch die Torsion die elektrostatische 
Anziehung. Dieselbe Batterie wurde durch ein Galvanometer und 
einen sehr großen Widerstand geschlossen und die magnetische 
Wirkung an der Ablenkung der Galvanometernadel beobachtet. 

Obwohl diese Methode der von Kohlrausch und Weber an sich 
zweifellos überlegen ist, so sind die Ergebnisse der Versuche ungenau, 
wahrscheinlich weil die Konstanz der Batterie nicht genügend war. 
Diese Versuche sind von Exner?) wiederholt, der anstatt der Torsions- 
wage eine empfindliche gewöhnliche Wage verwendet. W. Thomson?) 
hat dieselbe Methode angewandt, benutzt aber nur 60 Daniellsche 
Elemente und mißt die elektrostatische Anziehung mit seinem absoluten 
Elektrometer. Seine Messungen sind von M’Kichen und King’*) und 
vun Shida°°) wiederholt. Bei den neueren Bestimmungen wird meistens 
ein Kondensator von bekannter Kapazität durch eine Batterie von 
konstanter Spannung geladen und durch ein Galvanometer entladen, 
so bei der Methode von Ayrion und Perry’). Klemencic5”) ladet 
nach einem Vorschlag von Boltzmann den Kondensator durch einen 
Stimmgabelunterbrecher 70 Mal in der Sekunde und entlädt ihn 
eben so oft durch ein Galvanometer, das hierdurch einen konstanten 
Ausschlag zeigt. Dieselbe Methode wendet Stoletow ®%) an, während 
J.J. Thomson®”) den Unterbrecher in einen Zweig einer Wheatstoneschen 


51) Maxwell, Phil. Trans. 1868, p. 643. Phil. Mag. (4) 36 (1868), p. 316. 
52) F. Exner, Wien Ber. 86 (1882), p. 106. 

53) W. Thomson, Proc. Royal Soc., Febr. 23, Apr. 12 (1860). 

54) M’Kichen, Phil. Mag. (4) 47 (1874), p. 218. 

55) Skida, Phil. Mag. (6) 10 (1880), p. 431. 

56) Ayrton und Perry, Phil. Mag. (5) 7 (1879), p. 277. 

57) Klemendic, Wien Ber. (2) 83 (1881), p. 603. 

58) Stoletow, Soc. frang. de phys. 4. Nov. 1881. 

59) J. J. Thomson, Trans. of Royal Soc. (8) (1883), p. 707. 
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Brücke legt. Ahnliche Methoden haben Himstedt"),, Rowland®*), 
H. Abraham®?) benutzt. | 

Auf einem ganz anderen Wege, nämlich durch Beobachtung 
elektrischer Schwingungen, ist Colley®®) die Bestimmurg des Ver- 
hältnisses der elektrischen Einheiten gelungen. Nach den Theorien 
von: W. Thomson) und Kirchhoff) ist die Schwingungsdauer einer 
elektrischen Schwingung in einem Leiter von der Kapazität X und der 
Selbstinduktion Z (beide elektrostatisch gemessen) 


27 


wo c das Verhältnis der Einheiten ist. Kennt man L, K und r, so 
läßt sich hieraus c berechnen. Die Bestimmung von Z und K macht 
keine Schwierigkeiten. Die Beobachtung von r geschah in der Weise, 
daß der Wechselstrom auf einen Magneten wirkte, mit dem ein 
Spiegel befestigt war. Die Schwingungen dieses Spiegels wurden 
dann nach der stroboskopischen Methode analysiert. Bei den Ver- 
suchen war 


L = 154,7.10°cm, K = 2,164 : 10° cm, r = 0,002154 sec. 


In der folgenden Tabelle sind die verschiedenen Werte für c 
zusammengestellt ®). 

Es fehlte jedoch lange der wichtige Beweis, daß sich elektro- 
magnetische Störungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, wie es 
von der Maxwellschen Theorie gefordert wird. Dieser Beweis ist 
durch die Hertzschen Versuche erbracht. Es muß jedoch ausdrücklich 
darauf hingewiesen werden, daß die Messungen der Ausbreitungs- 
geschwindigkeit an Drähten, wie die von Lecher und Sarasin und 
De la Rive, für die Maxwellsche Theorie nichts beweisen, da für diesen 
Fall die gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit auch von anderen Theorien 
verlangt wird. Entscheidend sind die Versuche mit stehenden Wellen 
im freien Raum, die durch Reflexion an einer Wand erzeugt werden ®”), 
und die Versuche von Klemen£ic und ÜOzermak®®), bei denen die elek- 


60) Himstedt, Ann. Phys. Chem. 29 (1886), p. 560; 33 (1888), p. 1. 

61) H. A. Rowland, Phil. Mag. (5) 28 (1889), p. 304. 

62) H. Abraham, Paris C. R. 114 (1892), p. 654 u. 1355. 

63) Colley, Ann. Phys. Chem. 26, p. 432; 28 (1885), p. 1. 

64) W. Thomson, Phil. Mag (4) 5 (1853), p. 393. 

65) @. Kirchhoff, Ges. Abh., p. 168. 

66) Rapport II du Congr&s international de physique 1900, p. 247. 

67) H. Hertz, Ann. Phys. Chem. 34 (1880), p. 610; Ges. Abh., p. 133. 
68) J. Klemencic und Paul Ozermak, Ann. Phys. Chem. 50 (193), p. 174. 
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Bischen Wellen durch Reflexion an zwei Spiegeln, ähnlich wie beim 
Fresnelschen Spiegelversuch, zur Interferenz gebracht werden. Eine 














Beobachter EN hy 
Weber und Kohlrausch ......... scr.ce 0. | 3,111 
BO a: a en 2,842 
W. Thomson........ ERARR RR EHER 2,825 
M’Kichen und King.......: EEE 9 2,892 
VOTE Eee a 2,958 
Autom wa Pers 22.222222... Yes 2,960 
MER a ER RE aa Verde sh 2,920 
BERNER. EEE Ra ae er 3,018 
TR N N ne aa 25 2,999 
DE WERL ae ae | .2,963 
N ee dien ee ae 8,0057 
BA ESCHER NN Re | 2,999 
Ze AD NR IR | 2,992 
OR a A a a | 3,015 
Ta | 3,0092 
DEE a en ae | 8,001 
Perrot und Fabry .............. NEN | 2,9978 
Bose ana: Dora 19079. ac en | 2,9971 


solche Interferenz kann nur dann zustande kommen, wenn die beiden 
von den Spiegeln zurückgeworfenen Wellen einen Gangunterschied 
gegeneinander haben, der nur bei endlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der elektrischen Wellen in Luft möglich ist. 

Auf große Genauigkeit können diese Messungen indessen keinen 
Anspruch machen und namentlich ist die Bestimmung der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit unsicher, weil die Beobachtungen direkt 
die Wellenlänge geben, während die Schwingungsdauer nach der 


Formel ı = = VLK berechnet werden muß. Hier werden für L 


und K die für stationäre Verhältnisse gewonnenen Werte eingesetzt, 
was für sehr schnelle Schwingungen nicht mehr richtig ist. 

Über die Lichtgeschwindigkeit liegt ebenfalls eine große Zahl 
verschiedener Beobachtungen vor. 

Die älteren astronomischen Beobachtungen aus der Aberration 
und Verfinsterung der Jupiterstrabanten hatten ergeben c—= 3,08 - 10"°, 

Die erste von Fizeau”®) ausgeführte terrestrische Bestimmung 


69) E. A. Rosa und N. E. Dorsey, Bulletin Bureau of Standard vol. VI 
83 u.4, 1907. 


70) Fizeau, Paris C. R. (1849); Pogg. Ann. 79. 
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der Lichtgeschwindigkeit beruhte darauf, daß ein paralleles Licht- 
bündel durch die Lücken eines Zahnrades geschickt und nach Durch- 
laufen einer größeren Strecke auf demselben Wege zurückreflektiert 
wurde. Bei einer bestimmten Umdrehungsgeschwindigkeit des Zahn- 
rades war dem zurückkehrenden Lichtstrahl durch das Vorrücken des 
Zahns der Durchgang verschlossen. Die zweite terrestrische Methode 
rührt von Foucault”) her. Hier wird das Licht durch einen Spalt 
auf einen rotierenden Hohlspiegel geworfen, der es auf einen festen 
Spiegel wirft, von wo es auf demselben Wege zum rotierenden 
Spiegel zurückkehrt. Da dieser inzwischen seine Stellung bei der 
Rotation geändert hat, wird das Lichtbündel auf einen Weg geleitet, 
der mit der Richtung des Hingangs einen Winkel bildet. Das von 
dem zurückkehrenden Licht entworfene Bild des Spalts fällt in der 
ursprünglichen Foucaulischen Anordnung mit dem Spalt selbst nahe 
zusammen. Da nämlich bei Foucault das Licht nur geringe Strecken 
zurücklegte, so war die Verschiebung des Bildes nur 0,8 mm. 

Die Fizeausche Methode ist von Cornu 1874 und 1878 wieder- 
holt, außerdem von Young und Forbes”?), bei deren Versuchen sich 
eine Verschiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von rotem 
und blauem Licht um 1,8%, ergeben hat, ein Ergebnis, das mit 
allen anderen Beobachtungen und namentlich mit den astronomischen 
unvereinvar ist. 

Die Foucaultsche Methode ist von A. A. Michelson'?) wiederholt 
angewendet worden. Bei ihr waren die Abstände so vergrößert, daß 
die Verschiebung des Bildes 133 mm betrug. Auch Newcomb’*) hat 
dieselbe Methode angewendet. Eine genaue Theorie der Messung in 
Luft rührt von H. A. Lorentz her”®). 

A. A. Michelson”®) hat ferner die Foucaulischen Versuche, die 
Lichtgeschwindigkeit in verschiedenen Flüssigkeiten zu bestimmen, 
wiederholt und quantitative Ergebnisse erhalten. Er fand für das 
Verhältnis in Luft und Schwefelkohlenstoff 1:1,75, während aus 
dem Brechungsverhältnis 1:1,65 erwartet werden muß. Das Ver- 
hältnis in Luft und in Wasser fand er 1,33. Das Verhältnis von Rot 
und Blau war in Schwefelkohlenstoff 1,014. Die letztere Zeit stimmt 


71) Foucault, Paris C. R. 60, p. 501, 792; Ann. Phys. Chem.118. 

72) Young and Forbes, Phil. Trans. R. Soc. London 1882, p. 231. 

73) A. A. Michelson, Proc. of Americ. Assoc. for the advancement of science 
St. Louis Meeting Aug. 1878, p. 71—77; Sillim. Journ, (3) 18, p. 390— 393. 

74) Neweomb, Astron. pap. prepared for the use of the Americ. Ephem. 
and Nautical almanac 1885, p. 12 — 230. 

756) H. A. Lorentz, Ges. Abh. I, S. 470, Leipzig 1907. 
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mit der aus der Abhängigkeit des Brechungsverhältnisses von der 
Wellenlänge sich ergebenden gar nicht überein, da die Brechungs- 


187 
verhältnisse zwischen den Linien B und @ sich wie 2. verhalten. 


Indessen hatte schon Lord Rayleigh‘°) darauf. aufmerksam ge- 
' macht, daß mit den Methoden, die man zur terrestrischen Bestimmung 
der Lichtgeschwindigkeit benutzt, nicht die eigentliche Lichtgeschwin- 
digkeit, sondern entweder die Gruppengeschwindigkeit, wie nach der 
Fizeauschen Methode, oder das Verhältnis des Quadrates der Licht- 
geschwindigkeit zur Gruppengeschwindigkeit, wie bei der Foucaultschen 
Methode, bestimmt wird. 

Die einfachsten Gruppen gewinnt man durch Übereinanderlagerung 
zweier Wellenzüge von etwas verschiedener Wellenlänge und Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. Setzen wir 


E = A sin (nt—b,x) + sin (n,t— b, x) 
— 2.4 sin (" t— za 2) cos (Ft 2). 


Ist nun b, nahe gleich b,, so ist auch », nahe gleich n,, das Argu- 
ment des Kosinus ist klein und dieser ändert seinen Wert langsam. 

Durch den Sinus wird eine Wellenlinie dargestellt, deren Ampli- 
tude zufolge des sich langsam ändernden Kosinus langsam auf 2A 
ansteigt und wieder fällt. Dadurch werden Gruppen von Wellen dar- 
gestellt, die durch Zwischenräume kleiner Amplitude voneinander 
getrennt rn Entsprechende Punkte zweier Gruppen sind durch die 


Strecke Er voneinander getrennt, die Geschwindigkeit der Gruppe 
N, 


ist — ns in. Die Geschwindigkeit der einzelnen Welle ist 
2 





= _ so daß die Gruppengeschwindigkeit 





b 
x a) a+b aa 
wird, oder 
dc, 
u A: 


Bei der Foucaultschen Methode ist nach Lord Rayleigh zu berück- 
sichtigen, daß in einem dispergierenden Medium die von dem rotierenden 
Spiegel ausgehende Wellenfront noch eine besondere Drehung erfährt. 

Während der Lichtstrahl die Strecke / zweimal zurückgelegt hat 


76) A. A. Michelson, Report Brit. Assoc. Montreal 1884, p. 654; Astronomical 
papers (1885), p. 235 — 258. 
77) Lord Rayleigh, Nature 24 (1881), p. 382—383; 25 (1881), p. 52. 
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und zum rotierenden Spiegel zurückkehrt, hat sich der Spiegel um 


den Winkel 
2lo 


ud = es 
gedreht, wenn » die Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Gemessen 
wird der Winkel 2«. 
Während der kleinen Zeit t hat sich die Wellenfront infolge 


der Drehung des Spiegels um 20?=2ß gedreht und während der 
Schwingungsdauer des Lichtes a um seh —=2ß. Es bedeutet A, 
1 1 


die Wellenlänge in dem Medium. Schreiten wir auf der Wellenfront 
um die Strecke dx vor, so vergrößern wir den Abstand der beiden 


y* Wellenfronten um d4,, wo 2 = . ist. 
ER Ist nun c, von A, abhängig, so ist 
Fig. 2. de, di, da 


dh de de 
eine -durch die Dispersion hervorgerufene Drehung der Wellenfront. 
Die Drehung 2» ist also hierdurch vermindert um den Betrag 


de, __ de 204, 


de dh 6 


Die Drehung 2« = Hi ist demnach vermindert um 44 . Aloh .. 


1 dA, 4° 
daß wirklich beobachtet wird 


22 —-"°(1 ) 


ec dic 
oder da a > 
U | 
re? 
1st, 
4 
2& = Im ( _44 =) 
c dic, 
oder 
41 
2«& = a* 72 


Es wird also nach dieser Ableitung durch die Foucaulische Methode 
gt gemessen. 

Es bleibt aber zweifelhaft, ob in der Rayleighschen Betrachtung 
‚außer der Veränderung der Wellenfront nicht auch noch die Änderungen 
der Amplitude wie bei der Fizeauschen Methode hinzukommen. 

Schuster‘®) findet durch eine abweichende Betrachtung, daß man 


78) A. Schuster, Nature 33, 8. 489; 1886. 








> 
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bei der gewöhnlichen Anordnung „, “ en mißt, während Gibbs”) zu 
1 


dem Ergebnis gelangt, daß man auch hier c, beobachtet. 

Die Theorie kann daher noch keineswegs als abgeschlossen gelten. 
Man kann auch nicht sagen, daß die Theorie der Gruppengeschwindig- 
keit etwas Zwingendes besitzt. Was sich besonders dagegen einwenden 
läßt, ist der Umstand, daß die einzelnen Gruppen nicht unabhängig 
voneinander sind. Es ist ja der zugrunde liegende Vorgang nichts 
anderes als eine Schwebung zweier unendlich langer Wellenzüge. 

Cantor®) hat eine andere Ableitung der Gruppengeschwindigkeit 
gegeben, die in Größen erster Ordnung mit der Lord Rayleighschen 
übereinstimmt. 

Es muß jedoch noch die Beziehung der Gruppengeschwindigkeit 
zur Dispersionstheorie klargestellt werden, indem man durch ein 
Fouriersches Integral einen endlichen Wellenzug darstellt, an den sich 
bis ins Unendliche wellenfreies Gebiet anschließt. Die Ausbreitung 
eines solchen Wellenzuges in einem dispergierenden Medium ist zu 
untersuchen. 

Von den übrigen Methoden zur Messung der Lichtgeschwindig- 
keit gibt die Beobachtung der Verfinsterung der Jupitertrabanten die 
Gruppengeschwindigkeit, die Aberration die Phasengeschwindigkeit. 

Die verschiedenen Ergebnisse für die Lichtgesehwindigkeit sind 
folgende: 














Beobachter Eee 

sec 
Encke, Astronomische Methoden ..............2crcc2200. 3,08 -10 
ET ES RNRE E SRENDEND ER I FO NDDAISE SEE SOTR UN IR 3,14 .101° 
2. RER RRRSIRT TERROR 2,983 - 101° 
EEE BIER RNIT AN IV N 2,985 - 101° 
en a ee Cie 3,004 . 10! 
; 2,9994 . 1010 
FREE TREE ER NSDE UNE UNSER N | 4010008. 101° 
ER a aus 2,9995 - 1019 
a ERNEST 2 DOREEN EN DE DENE PRO RUSS IURBIEN 2,9986 - 1010 
EEE BORN a ers en 2,999 . 101 


Man sieht, daß die Lichtgeschwindigkeit ce sehr gut mit den 
Werten der elektromagnetischen Messungen (vgl. p. 189) überein- 
stimmt. 


Die zweite neue Beziehung der elektromagnetischen Liehttheorie, 





79) J. W. Gibbs, Nature 33 (1886), p. 582. 
80) Cantor, Ann. Phys. 24 (1907), p. 439. 
Encyklop. d. math. Wisensch. V 3. 13 
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nach der das Quadrat des Brechungsverhältnisses gleich der Dielektri- 
zitätskonstante sein soll, konnte, so lange die Theorie der Dispersion 
fehlte, prinzipmäßig keine Gültigkeit beanspruchen. Indessen stimmten 
die zuerst in Betracht gezogenen Körper zufällig verhältnismäßig gut. 
Mazxwell®‘) verglich die Zahlen bei Paraffin und fand 


V: = 1,405, v = 1,422. 


Boltzmann®?) untersuchte Paraffin, Kolophonium und fand: 


2 


€ v 

Paraffin 2,32 2,33 

Kolophonium 2,55 2,38 

ferner Schwefel in drei verschiedenen Richtungen: 

& v’ 

1,79 1,80 
2,02 2,00 
2,06 2,03, 


schließlich verschiedene Gase, bei denen sich eine vortreffliche Über- 
einstimmung der Zahlen zeigte. 

Nachdem indessen Hopkinson®?) eine große Anzahl isolierender 
Substanzen geprüft hatte, zeigten sich bedeutende Abweichungen. So 
zeigen die meisten Öle und besonders die Gläser eine viel größere 
Dielektrizitätskonstante, als das Quadrat des Brechungsverhältnisses 
beträgt. Bei Gläsern schwankt sie zwischen 6 und 9,9. 

Noch größer wurden die Abweichungen, als man lernte, die 
Dielektrizitätskonstante bei besser leitenden Substanzen zu messen, 
wie denn z. B. Wasser nach den Versuchen von Cohn und Arons®*) 
den Wert e=19 hat. 

Die neuere Dispersionstheorie hat auf diese Verhältnisse volles 
Licht geworfen. 

Wir hatten p. 152 die Dispersionsformel 


C C 
= + 7? oz + ze 





wenn die Dispersion durch zwei Absorptionstreifen bestimmt wird. 
Diese Formel hat fünf Konstanten. Wenn man diese durch die Be- 


81) J. C. Maxwell, Electricity and magnetism 2, p. 398. 

82) L. Boltzmann, Wien Ber. 66, 67, 68, 69, 70; Ann. Phys. Chem. 155 
(1873), p. 407. 

83) Hopkinson, London Phil. Mag. (2) (1881), p. 355—373. 

84) Cohn u. Arons, Ann. Phys. Chem. 33 (1888), p. 20 
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obachtungen bestimmt, so hat man für A = oo in 
e=(, 
die gewöhnliche Dielektrizitätskonstante. 

Die Dispersion des Quarzes®) und des Flußspats®°) läßt sich 
durch diese fünfkonstantige Formel darstellen. 

Die Dielektrizitätskonstante des ersteren ist von (Curie?) zu 
4,5 bestimmt. 

Das Quadrat des Brechungsverhältnisses im sichtbaren Spektrum 
ist im Mittel 2,4. Aus der Dispersionsformel ergibt sich ®) 

= 0, = 5,91. 

Für Flußspat findet Curie als Dielektrizitätskonstante 6,8. Aus 

der Dispersionstheorie folgt 
0, : = 6,09, 
während das Quadrat des optischen Brechungsverhältnisses 2,07 beträgt. 

So gibt hier die Theorie die Beobachtungen bereits mit be- 
merkenswerther Annäherung wieder. 

Über die Reflexion und Brechung liegt ein sehr umfangreiches 
Beobachtungsmaterial vor, auf das wir nicht näher einzugehen brauchen. 
Es bezieht sich hauptsächlich auf die Phasenänderungen, welche das 
Licht bei der Reflexion erfährt. Während, wie wir oben gesehen 
haben, die gewöhnliche Reflexion an einem nicht absorbierenden 
Medium zu keiner Phasendifferenz Veranlassung gibt, hatte man auch 
an durchsichtigen Körpern solche beobachtet. Die Theorie dieser 
Beobachtungen fußt entweder auf der Annahme, daß. doch auch bei 
durchsichtigen Medien etwas Absorption vorhanden ist, wie das 
namentlich bei stark brechenden Gläsern vorkommt, oder daß auf dem 
reflektierenden Medium Oberflächenschichten von verschiedenartigem 
optischen Verhalten liegen. Der Einfluß solcher Schichten ist be- 
sonders von Drude®®) untersucht. 

Die bei totaler Reflexion auftretende elliptische Polarisation ist 
ebenfalls vielfach untersucht. Auch das damit zusammenhängende 
Eindringen des Lichts ins zweite Medium. Von den verschiedenen 
Versuchen das letztere zu beweisen, sei nur der Versuch von Voigt) 





85) Rubens, Ann. Phys. Chem. 53 (1894), p. 280—281. 

86) Paschen, Ann. Phys. Chem. 53 (1894), p. 329, 812; Ann. Phys. Chem. 
54 (1895), p. 668. 

87) Ourie, Ann. chim. phys. (6) 17 (1869), p. 385; 18, p. 203. 

88) P. Drude, Ann. Phys. Chem. 43 (1891), p. 126. 

89) Voigt, Ann. Phys. Chem. 67 (1899), p. 185; 68 (1899), p. 135. 

90) Drude, Phys. Zeitschr. 1, p. 161; Lehrbuch der Optik, Leipzig 1900, 
Kap. IV u. V, 
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erwähnt, bei welchem Licht von zwei einen stumpfen Winkel bil- 
denden Prismenflächen reflektiert wird. Dann tritt aus der Prismen- 
kante ein feines Lichtbündel heraus. 

Auch die Metalloptik wird durch die Theorie der Dispersion 
und Absorption im großen und ganzen richtig dargestellt®'), wenn- 
gleich hier eine große Detailarbeit namentlich für die experimentelle 
Bestimmung der Dispersion übrig bleibt. 

Die anomal dispergierenden Metalle folgen ganz gut der Theorie 
von Drude, p. 156. Auch der von der Theorie verlangte Zusammen- 
hang zwischen den Reflexionskonstanten und dem Brechungs- und 
Absorptionsindex stimmt mit den Beobachtungen soweit überein, als 
die Genauigkeit der letzteren reicht. In der folgenden Tabelle sind 
einige Konstanten zusammengestellt. Die berechneten Werte von v 
und %k sind aus den beobachteten Reflexionskonstanten Haupteinfalls- 
winkel «, und Hauptazimut h, bestimmt. Sie sind den Angaben von 
Drude entnommen. 

Die beobachteten Werte von v rühren von Kundt”?) (K) und Du 
Bois und Rubens (B. u. R.)?”) her. Sie sind aus den Ablenkungen 
des Lichtes durch sehr dünne Metallprismen bestimmt. 
















































































v v 
os 2”, | berechnet beobachtet (K) % h, 
n 

rot | gelb | rot | weiß | blau | gelb gelb 
Silber ...... 60 1130 | 0,20 | 0,18 0,27 | 75049 | 43035 
Be... 46 | 865 | 0,31 | 0,37 | 0,38 | 0,58 | 1,00 | 72°18’ | 419 39° 
Kupfer...... 58 [1090 | 0,58 | 0,64 | 0,45 | 0,65 | 0,95 | 71° 35’ | 38% 57 
Make. i...; ;% 14 | 263 | 2,16 | 2,06 | 1,76 | 1,64 | 1,44 | 78°30’ | 32° 35° 
Eisen... ....| 5 94 | 2,62 | 2,41 | 1,81 | 1,73 | 1,52 | 770 3° | g7049° 
Nickel...... 31| 53 | 1,89 | 1,79 | 2,17 | 2,01 | 1,85 | 76° 17 | 31041 
Wismut..... 0,7| 18 | 2,07 | 1,90 | 2,61 | 2,26 | 2,13 | 77° 3 | 31° 58° 
f s v 2% 5 
k ok sk beobachtet (Bu.R) beob.| ber. 

gelb | rot |gelb | rot | gelb | rot | weiß | blau, %, | % 
Silber ...... 20,3 | 3,67 | 3,96 | 0,81 | 0,67 93,6 | 95,8 
RT 7,7 | 3,15 | 2,82 | 0,96 | 1,03 88,2 | 85,1 
Kupfer...... 4,1 | 3,15 | 23,62 | 18 | 1,7 89,0 | 73,2 
Platin ...... 2,1 | 4,46 | 4,26 | 9,6 | 87 7908 
Eisen ....... 1,4 | 3,47 | 340 | 9,1 | 82 | 3,06 | 2,72 | 2,43 | 56,5 | 58,5 
Nickel ...... 1,9 | 8,32 | 3,55 | 6,7 | 6,0 | 2,04 | 1,93 | 1,71 166,01 — 
Wismut..... 1,9 | 3,94 | 3,66 |! 81 | 6,9 _ be 


91) Kundt, Ann. Phys. Chem. 34 (1888), p. 469. 

92) Du Bois u. Rubens, Ann. Phys. Chem. 41 (1890), p. 507. 
94) Hagen u. Rubens, Ann. d. Phys. 1 (1900), p. 373. 

95) Drude, Lehrbuch der Optik, Leipzig 1900, p. 338. 
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Für die Theorie des Lichtes von großer Wichtigkeit sind die 
Versuche O. Wieners®®) über stehende Lichtwellen. Es gelang ihm durch 
Herstellung sehr dünner Kollodiumhäutchen, deren Dicke etwa nur 
!/,) der Wellenlänge des Natriumlichtes betrug, lichtempfindliche 
Schichten herzustellen, die die Wirkung einzelner Teile einer Licht- 
welle herauszuschneiden erlauben. Eine solche Schicht wurde auf 
einen Silberspiegel gelegt, doch nicht genau parallel, sondern mit 
einer keilförmigen Luftschicht dazwischen. Fällt nun paralleles Licht 
durch die Schicht senkrecht auf den Silberspiegel, so entstehen durch 
das Zusammenwirken der auffallenden und refiektierten Strahlen 
stehende Lichtwellen. Diese Wellen werden von der lichtempfind- 
lichen Schicht etwas schräg durchschnitten, die dadurch abwechselnd 
an Schwingungsknoten und Schwingungsbäuche gelangt Es tritt 
dann in der Tat eine periodische Schwärzung der lichtempfindlichen 
Schicht beim Entwickeln auf, die von der Anwesenheit des Silber- 
spiegels abhängt und sich dadurch als von stehenden Wellen her- 
rührend kundgab. Besonders wichtig sind die Versuche, bei denen 
polarisiertes Licht unter 45° auf den Spiegel fiel, dem wieder das 
Kollodiumhäutchen nahe parallel war. 

Hier zeigte sich, daß periodische Streifen auftraten, wenn die 
Polarisationsebene der Einfallsebene parallel war, dagegen eine gleich- 
mäßige Schwärzung, wenn sie senkrecht auf der Einfallsebene stand. 
Nun steht die Polarisationsebene senkrecht auf dem elektrischen 
Vektor. Die periodischen Streifen treten also auf, wenn der elek- 
trische Vektor senkrecht auf der Einfallsebene steht. 

Wie wir p. 144 gesehen haben, muß der Vektor, der senkrecht 
zur Einfallsebene schwingt, periodischem Intensitätswechsel bei einem 
Einfallswinkel von 45° unterworfen sein. Die periodischen Streifen 
sınd daher von dem elektrischen Vektor hervorgerufen, während der 
magnetische keine Wirkung hervorbringt. Die Wienerschen Versuche 
geben also das wichtige Ergebnis, daß die chemische Wirkung von 
dem elektrischen Vektor hervorgebracht wird. 

Von großer Bedeutung sind die von der Strahlung hervor- 
gerufenen ponderomotorischen Kräfte In der thermodynamischen 
Theorie wurde bereits lange mit diesen aus der Mazxwellschen Theorie 
gefolgerten Kräften operiert, bevor diese selbst wirklich beobachtet 
waren. In neuester Zeit ist es nun Lebedew’”) und Nicols und Hull®) 
gelungen, den von der Strahlung ausgeübten Druck zu messen. Die 

96) O. Wiener, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 201. 


97) Lebedew, Ann. d. Phys. 6 (1901), p. 483. 
98) Nichols and Hull, Phys. Review 13 (1901), p. 307. 
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Größenordnung stimmt mit der von der Maxwellschen Theorie ge- 
forderten überein. Die Schwierigkeit dieser Beobachtungen liegt be- 
sonders darin, daß die von der Erwärmung des Gases, das den von 
der Strahlung zu bewegenden Körper umgibt, herrührenden sogenannten 
radiometrischen Kräfte schwer zu beseitigen sind. Im äußersten 
Vakuum beobachtet man dann noch Kräfte, die von weiterer Ver- 
dünnung nicht mehr abhängig sind, also von der Anwesenheit der 
geringen Reste wägbarer Substanz nicht herrühren können. 


(Abgeschlossen im November 1908.) 
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Einleitung. 


29. Die zu behandelnden Erscheinungen. Für das Verständnis 
der Eigenschaften der Materie und die Ergründung des Zusammen- 
hanges zwischen verschiedenen physikalischen Wirkungen sind die- 
jenigen Erscheinungen von großer Bedeutung, bei welchen sich ein 
Einfluß äußerer Einwirkungen auf die optischen Eigenschaften der 
Körper kundgibt. Diese Einwirkungen können mechanischer, ther- 
mischer, elektrischer oder magnetischer Art sein. So werden im all- 
gemeinen die optischen Konstanten durch äußere Kräfte und durch 
Erwärmung oder Abkühlung geändert, der Brechungsindex eines durch- 
sichtigen isotropen Körpers z.B. in solcher Weise, daß er in erster 
Annäherung als eine Funktion der Dichte betrachtet werden kann. 
Einseitiger Druck oder Zug, wodurch die Isotropie, falls sie ursprüng- 
lich vorhanden war, verloren geht, hat bei festen Körpern eine Doppel- 


29. Die zu behandelnden Erscheinungen. 201 


brechung zur Folge, und ähnliches beobachtet man bei gewissen 
Flüssigkeiten, wenn ihre Schichten sich übereinander verschieben. 
Ferner hat Humphreys durch seine Beobachtungen über die Verschie- 
bung der Spektrallinien von Gasen bewiesen, daß Druckerhöhung die 
Lichtemission modifizieren kann, und hat man andere Verschiebungen, 
die, dem Dopplerschen Prinzip gemäß, auf eine Bewegung der leuch- 
tenden Teilchen zurückzuführen sind, in manchen Fällen wahrgenommen 
und zu wichtigen Schlüssen verwertet. 

Was die Wirkung eines elektrischen Feldes betrifft, so äußert 
sich diese in einer von Kerr entdeckten Doppelbrechung in festen 
Körpern und Flüssigkeiten, sowie in den von Pockels untersuchten 
Änderungen des optischen Verhaltens von Kristallen. 

Die Besprechung der genannten Wirkungen wird an anderen 
Stellen der Eneyklopädie ihren Platz finden. (Vgl. V 26, Art. Pockels 
über Kristalloptik.) Hier soll nur die Rede sein von den magneto- 
optischen Erscheinungen, die experimentell und theoretisch so ein- 
gehend untersucht worden sind, daß es wohl angemessen erscheint, 
denselben einen eigenen Artikel zu widmen. 

Die am längsten bekannte dieser Erscheinungen ist die 1846 von 
Faraday entdeckte magnetische Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes!). Ihr folgte im Jahre 1877 Kerrs Beobachtung?), daß Mag- 
netisierung eines Eisenspiegels die Beschaffenheit des reflektierten 
Lichtes modifiziert, während endlich Zeemans Entdeckung der mag- 
netischen Zerlegung der Spektrallinien®) der Ausgangspunkt einer 
langen Reihe von Untersuchungen wurde, die ganz besonders dazu 
geeignet sind, einen Einblick in den Mechanismus der Emission und 
Absorption zu eröffnen. 

Im Interesse der Übersichtlichkeit wird in der folgenden Dar- 
stellung von einer chronologischen Anordnung Abstand genommen 
und der Zeeman-Effekt in den Vordergrund gestellt, wobei die Elek- 


1) M. Faraday, On the magnetization of light and the illumination of magne- 
tie lines of force, London Phil. Trans. 1846, Part. 1, p.1; Experimental researches 
in electrieity, 1855, 3, p. 1. 

2) J. Kerr, On rotation of the plane of polarization by reflection from the 
pole of a magnet, Phil. Mag. (5) 3 (1877), p. 321; On reflection of polarized 
light from the equatorial surface of a mägnet, Phil. Mag. (5) 5 (1878), p. 161. 

3) P. Zeeman, Over den invloed eener magnetisatie öp den aard van het 
door een stof uitgezonden licht, Zittingsverslag Amsterdam 5 (1896), p. 181, 242 
[übers. in Phil. Mag. (5) 43 (1897), p. 226]; Doublets and triplets in the speetrum 
produced by external magnetic forces, Phil. Mag. (5) 44 (1897), p. 55, 255; Mea- 
surements concerning radiation phenomena in the magnetic field, ibidem 45 (1898), 
p. 197. 
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tronentheorie, die sich hier bis zu einem gewissen Punkte als sehr 
nützlich erwiesen hat, zugrunde gelegt wird. Indes werden sich auch 
mehr phänomenologisch gehaltene Betrachtungen hineinmischen, deren 
Zweckmäßigkeit sich namentlich in der Behandlung des magneto-op- 
tischen Kerr-Effektes zeigen wird. 


30. Benennungen und Bezeichnungen. Die Bezeichnungen 
schließen sich an die in den Art. V 13, 14 und dem vorangehenden 
Teil von 22 benutzten an. Es bedeutet also v eine Geschwindig- 
keit, c die Geschwindigkeit des Lichtes im Äther, € die elektrische 
und $) die magnetische Kraft. Zur Unterscheidung wird aber die 
Kraft des als konstant und homogen gedachten äußeren Feldes, welches 
die zu betrachtenden Wirkungen hervorruft, (als Vektor) mit H be- 
zeichnet. Ein H schreiben wir wenn, wie oft stillschweigend voraus- 
gesetzt wird, die z-Achse die Richtung des Feldes hat; die Kraft kann 
dabei noch positiv oder negativ sein. 


Unter „quasi-elastischen“ Kräften werden die Kräfte unbekannter 
Natur verstanden, die ein schwingendes Teilchen nach der Gleich- 
gewichtslage hin zurück zu treiben bestrebt sind; es wird angenommen, 
daß sie der Verrückung aus dieser Lage proportional sind, und 
der Proportionalitätsfaktor wird f genannt; desgleichen g die Kon- 
stante, die einen der Geschwindigkeit proportional gesetzten Wider- 
stand bestimmt. Das Zeichen für eine Masse ist m, das für die Ladung 
eines Elektrons e. 


Mit den Schwingungen des Lichtes werden immer die elektrischen 
Schwingungen gemeint (auf welchen die Polarisationsebene senkrecht 
steht) und ein Strahl wird charakterisiert durch die Frequenz n (d.h. 
die Anzahl Schwingungen in der Zeit 2=). Dasselbe Zeichen dient 
auch, um eine Stelle im Spektrum anzugeben; auf der „positiven“ 
Seite einer solchen liegen die höheren Frequenzen. Ist » ein be- 
stimmter Wert und hat eine Funktion p für jeden Wert von » die 
Eigenschaft p(n + v) = p(n — v), so sagen wir, daß sie symmetrisch 
zu der Stelle » verteilt ist; dagegen reden wir von einer entgegen- 
gesetzt symmetrischen Verteilung, wenn p(n + v) =— p(n — v) ist. 
Als Maß für die Entfernung zweier Punkte im Spektrum soll die 
Differenz der betreffenden Frequenzen dienen. 


Weitere abgekürzte Ausdrücke bedürfen kaum der Erklärung. 
Wenn es sich z. B. um den Brechungsindex u oder den Absorptionsin- 
dex h eines Körpers für Licht von der Frequenz %» handelt, so kann man 
füglich von den Werten von u und h an der Stelle » des Spektrums 
reden. Ebenso liegt es auf der Hand, daß als Lage eines Spektral- 
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streifens von gewisser Breite die Lage des Maximums der Emission 
oder Absorption angegeben wird. 

Es möge auch noch daran erinnert werden, daß eine zirkulare 
Polarisation links genannt wird, wenn die Umlaufsrichtung der Fort- 
pflanzungsrichtung entspricht (Art. V 13, Nr. 3). 

Schießlich sei festgesetzt, daß, wenn % irgend eine komplexe 
Größe bedeutet, die mit ihr konjugierte Größe mit % bezeichnet 
werden soll. 


I. Direkter Zeeman-Effekt. 


31. Strahlung eines schwingenden Elektrons und eines Systems 
von Elektronen. Aus den Grundgleichungen der Elektronentheorie 
folgt (Art. V 14, Nr. 18), daß ein Elektron jedesmal dann zu einem 
Strahlungszentrum wird, wenn seine Geschwindigkeit sich entweder 
in Richtung oder in Größe ändert; führt es einfache Schwingungen 
aus, so pflanzen sich solche von dem Teilchen aus nach allen Rich- 
tungen hin fort (Art. V 14, Nr. 14). Dabei gelten folgende Sätze, in 
welchen vorausgesetzt ist, daß die Verrückung des Elektrons aus der 
Gleichgewichtslage sowohl gegen die Wellenlänge wie auch gegen die 
Entfernung zu dem Punkte, wo man die Strahlung betrachtet, sehr 
klein ist. 

a) Zerlegt man die Schwingung des Elektrons in einige Kompo- 
nenten, so erhält man die Strahlung durch Superposition derjenigen 
Strahlungen, die bestehen würden, wenn das Teilchen jedesmal nur 
eine der Teilschwingungen ausführte. 

b) Die Strahlung, welche ein Elektron O in einem entfernten 
Punkt P hervorruft, ist derjenigen Teilbewegung zuzuschreiben, die 
man erhält, wenn man die Bewegung des Elektrons auf eine durch 
O senkrecht zu OP gelegte Ebene projiziert. Ist diese projizierte 
Schwingung $ geradlinig, dann ist das Licht in P geradlinig polari- 
siert, mit den Schwingungen in der Richtung von 8. Ist dagegen 
die Bahn der Projektion eine Ellipse E, so ist das Licht in P ellip- 
tisch polarisiert; der Endpunkt des elektrischen Lichtvektors beschreibt 
eine Bahn, die der Ellipse E ähnlich ist, gleiche Lage wie sie hat, 
und in derselben Richtung durchlaufen wird. 

Auch die Strahlung eines Teilchens (Atom, Molekül), das eine 
gewisse Anzahl schwingender Elektronen enthält, läßt sich in einfacher 
Weise angeben, wenn man annimmt, daß die Entfernungen zwischen 
den einzelnen Elektronen sehr klein sind im Vergleich mit der Wellen- 
länge und mit der Entfernung bis zur betrachteten Stelle Dann kann 
man das ganze System durch ein einziges schwingendes Elektron, 
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das seine Gleichgewichtslage in irgend einem Punkte des Teilchens 
hat, ersetzen. Zur Bestimmung der Komponenten X, y, z der Ver- 
schiebung dieses „äquivalenten Elektrons“, dem wir die beliebige 
Ladung € beilegen, dienen die Gleichungen 


(1) ex= Zei, ey= Den, ez2= Let, 


in welchen die Summen sich auf die einzelnen Elektronen beziehen, 
und für jedes derselben die Verrückung aus seiner Gleichgewichtslage 
mit (&, n, &) bezeichnet ist. Die Größen (1) können auch als die 
Komponenten des elektrischen Momentes des Teilchens betrachtet 
werden. 

Die Formeln vereinfachen sich zu 


x=2#, y=2n, 2=2i, 


wenn man allen Elektronen die gleiche Ladung e zuschreibt und auch 
e= e setzt. 

Übrigens kann man (1) auch dann anwenden, wenn die Ladungen 
nicht in einzelnen Elektronen konzentriert, sondern kontinuierlich 
über einen Raum oder eine Fläche verbreitet sind; nur hat man dann 
die Summen durch Integrale zu ersetzen. 

Das Vorstehende genügt, um bei gegebener Bewegung der La- 
dungen die Strahlung zu berechnen. Wie nun die Bewegung durch 
ein magnetisches Feld beeinflußt wird, ergibt sich aus dem Satze, daß 
bewegte Ladung eine „elektromagnetische“ Kraft erleidet, die pro 
Einheit der Ladung durch 


(@) 5 lo-H] 
gegeben ist (Art. V 14, Nr. 3). 


32. Elementare Theorie des Zeeman-Effektes. Ein leuchtendes 
Teilchen enthalte ein einziges bewegliches Elektron, das unter dem 
Einfluß einer quasi-elastischen Kraft schwingt. Das allgemeine Inte- 
gral der Bewegungsgleichungen 


mM-—f+&2n, 


= —m—‘E, 

m=—fi 
setzt sich zusammen aus den partikularen Lösungen 
(3) 5—a,cos(nt+p), 7=asinmi+P), 
(4) = coli +), = —% sin(nt+ Ps), 


= a,cos(n,t + P;)- 


33. Schwingungen e. beliebigen m. elekt. Ladungen versehenen Teilchens. 205 


Hier sind a,, a,, @,, 94, 2}, P, Integrationskonstanten, während 
die Frequenzen bestimmt werden durch 


A 
No rel He 


Nr — e- nn, nm + 2 Nz 
Die Bewegung längs der z-Achse hat also die Frequenz %,, 
welche bei Abwesenheit des Feldes allen Schwingungen zukommen 
würde. Senkrecht zu den Kraftlinien können die in entgegengesetzter 
Richtung stattfindenden kreisförmigen Schwingungen (3) und (4) aus- 
geführt werden, für deren Frequenzen man, wenn eH/cm viel kleiner 
als », ist, schreiben darf 


(5) nm, R=MmT v; vll. 

Bei spektraler Zerlegung des senkrecht zu den Kraftlinien aus- 
gestrahlten Lichtes sieht man, statt der ursprünglichen Linie, ein Triplet 
von äquidistanten Linien, deren mittlere die Lage n, hat. Während 
in dem Lichte dieser Komponente die Schwingungen die Richtung 
des Feldes haben, stehen sie bei den äußeren Komponenten senkrecht 
zu den Kraftlinien. 

In dem Spektrum des in der Richtung OZ ausgestrahlten Lichtes 
erscheinen nur die Linien (5); sie sind jetzt zirkular polarisiert, und 
zwar, wie man aus (3) und (4) ersieht, die erste links und die zweite 
rechts. Da nun Zeeman fand, daß bei der genannten Beobachtungs- 
richtung, wenn H positiv ist, die links zirkular polarisierte Kompo- 
nente die größere Frequenz hat, schloß er, daß e negativ ist. Die 
Spektrallinien haben ihren Ursprung in der Bewegung negativer Elek- 
tronen. 

Aus der gemessenen Entfernung der Komponenten eines Triplets 
oder Duplets, in Verbindung mit der Feldstärke H, kann man das 
Verhältnis e/m ableiten; man gelangt dabei zu Werten, die mit den auf 
anderen Wegen gefundenen der Größenordnung nach übereinstimmen. 
Es muß indes bemerkt werden, daß es unter den vielen beobachteten 
Triplets manche gibt, für welche die Gleichungen (5) zu mehr oder 
weniger verschiedenen Werten von e/m führen. Will man also an 
der oft vertretenen Auffassung, daß alle negativen Elektronen gleich 
seien, festhalten, so kann die elementare Theorie nicht alle jene Triplets 
erklären. 

33. Schwingungen eines beliebigen mit elektrischen Ladungen 
versehenen Teilchens. Der Umstand, daß viele Linien durch das 
magnetische Feld in mehr als drei Komponenten zerlegt werden (man 
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hat sogar 19 Komponenten beobachtet), hat dazu geführt, die Schwin- 
gungen von Teilchen mit komplizierterem Bau zu untersuchen‘). 

Beschränkt man sich auf sehr kleine Abweichungen aus einer 
Lage stabilen Gleichgewichtes, so können die Lagrangeschen Koordi- 
naten P9,+ ++, Pus-- +, 2m SO gewählt werden, daß sie in der Gleich- 
gewichtslage Null sind, und daß die den quasi-elastischen Kräften 
entsprechende potentielle Energie U und die kinetische Energie 7 
sich darstellen lassen in der Form 


Tetfp th + + fmPa): 
T= 4m? + mp’ ++ m.Pn)) 
wo f und m positive Konstanten sind. 

Aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen folgt dann, bei 
Abwesenheit eines magnetischen Feldes, die Möglichkeit von m Be- 
wegungsweisen, indem jede Koordinate für sich als eine einfach 
periodische Funktion der Zeit variieren kann, und zwar hat man für 
die Frequenzen dieser Grundschwingungen 

3 UOEER r Eee ‚ne m. 

Die Wirkung eines Feldes H auf die sich ee Ladungen 
hat jetzt gewisse, den Koordinaten 9,, ?g,... entsprechende Kräfte 
P,, P;,... zur Folge, und wenn man um der Allgemeinheit willen 
(unter einer naheliegenden vereinfachenden Annahme) Widerstands- 
kräfte einführt, so erhält man die Bewegungsgleichungen 


"= — hm mA + Pı 
Mm Than Ma 9u Ds + Ph, 


een m Dt P.. 

Aus dem Ausdruck (2) kann man ableiten, daß P,,P,,... ho- 
mogene lineare Funktionen der Geschwindigkeitskomponenten 9, ,P3,-:- 
sind. Berücksichtigt man ferner, daß, wie (2) zeigt, die elektromag- 
netischen Kräfte bei der wirklichen Bewegung keine Arbeit leisten, 
so gelangt man zu folgendem Ansatz 


P= 6GB + sfr ++ Gmdmı 
(6) PR=4Mm + Pt: + mar 


4) H.A. Lorentz, Über den Einfluß magnetischer Kräfte auf die Emission des 
Lichtes, Ann. Phys. Chem. 63 (1897), p. 278; Beschouwingen over den invloed 


van een magnetisch veld op de uitstraling van licht, Zittingsverslag Amsterdam 7 
(1898), p. 113. 
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wo in P, ein Glied mit p, fehlt, während zwischen den Koeffizienten 
die Beziehungen 
(?) un Our 
bestehen. 

Die Koeffizienten sind homogene lineare Funktionen von H,, 
H,, H,, im übrigen aber (bei kleinen Schwingungen) Konstanten. 
Ihre Form läßt sich angeben, wenn man beachtet, erstens daß kleine 
Verschiebungen &, n, & der Ladungselemente (Elektronen) sich dar- 
stellen lassen durch 


0 0 
(8) I ntant USW., 


wo unter den Differentialguotienten die Werte in der Gleichgewichts- 
lage, also Konstanten, zu verstehen sind, und daß daher für die wirk- 
liche Bewegung 


er Be 
As DET a ‚ USW., 
und für eine virtuelle Verrückung 
0 0 
= nt + I ac 


ist; zweitens, daß die rechtwinkligen Komponenten der elektromagne- 
tischen Kräfte sich aus (2) ergeben, und drittens, daB P,öp, die Arbeit 
dieser Kräfte bei den durch dp, bestimmten Verrückungen bedeutet. 
Für den Fall, daß die Ladungen in Elektronen konzentriert sind, er- 
hält man 


H on 68 0% On H, a2: 08 08 
—_ —_ Zel- — — — ze[-- —— — = 
5 ee (F. op, OP, ir.) er (Mr op,  0P, ir.) 


H, 08 on On 08 
+ Een in. 20,02.) 

wo die Summen sich auf die verschiedenen Elektronen beziehen. 

Substitution der Werte (6) in die Bewegungsgleichungen führt 
auf ein System homogener linearer Differentialgleichungen, in welchen 
die Koordinaten », oder die denselben entsprechenden Freiheitsgrade, 
die für H= 0 unabhängig voneinander sind, „magnetisch miteinander 
gekoppelt“ erscheinen. 

Um eine partikulare Lösung zu finden, setze man 
9) PM, Be")... 
mit den näher zu bestimmenden, im allgemeinen komplexen Kon- 
stanten q,, 99,...; eine wirkliche Bewegung des Teilchens ergibt sich 


dann, wenn man schließlich für p,, p,,:-- die reellen Teile dieser 
Ausdrücke nimmt. 
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Man findet zunächst 
msn +t ieh + + in m— 0, 


(10) aıdı 7 Me Een + 'oom Im = —- 0, 
nf + 6.3 9 2” er ee = ern 
n? ö 
wen—- — 19. 


und sodann, nach Elimination der „komplexen Amplituden“ q,,,---, 
MySı, Via ++, Im 
(11) Gy, MaSgy +, m | _Q, 
Bonn: Ha an, DD 
Diese Gleichung liefert die Werte von n und jeder Wurzel der- 
selben entsprechen nach (10) bestimmte Verhältnisse zwischen 
Yı» 923 * + +» Im 
Für H= 0 zerfällt (11) in 
30,5 =0,..,,= 0. 


34. Freiheitsgrade von gleicher Frequenz. Eine Spektrallinie 
kann nur dann durch die magnetischen Kräfte zerlegt werden, wenn 
bei Abwesenheit des Feldes einige Grundschwingungen gleiche Fre- 
quenz haben. Wird nämlich eine Linie in %k Komponenten gespaltet, 
so ist klar, daß bei allmählichem Verschwinden des Feldes diese Kom- 
ponenten zusammenfallen, und daß also die ursprüngliche Spektrallinie 
als eine k-fache zu betrachten ist. 

Es mögen die ersten k der Frequenzen n, den gemeinsamen 
Wert n, haben, und zu gleicher Zeit 

ee 
sein. Dann gibt es k gleiche Werte von n, welche die Größen 
S1, 89, --,5,; zum Verschwinden bringen. Nach Erregung des Feldes 
treten statt dieser k Wurzeln eine gleiche Anzahl anderer, nicht unter 
sich gleicher auf, und für jede derselben werden die unter sich gleichen 
Größen $,, S...,5, von Null verschieden sein. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß der Einfluß des Magnetfeldes auf 
die Frequenzen immer sehr gering ist. Somit kann man sämtliche 
Koeffizienten c,, als sehr klein betrachten, und wenn man unter n 
einen der soeben genannten k Werte versteht, so kann man annehmen, 
daß auch s,,8...,s, sehr klein sind, während s,,,,.-.,s„ erheblich 
größere Werte haben. 

Hieraus folgt zweierlei. Erstens kann man sich in erster An- 
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näherung bei Entwicklung der Determinante (11) auf diejenigen 
Glieder beschränken, in denen keine einzige der Größen $,,,,-: :, Sm 
fehlt. Die Gleichung (11) verwandelt sich demnach in 


My Sy, %eyay + +, 91a 


Ga, Maday de | 
N l),, 


91, 99, ++ MıFr | 


oder, wenn wir für die gleichen Größen $,, 8... .,s, das Zeichen s ein- 
führen, so daß ; 
(12) s-en— = — ig 
ist, 
mS, Ia5= +: 86 
(13) | Ge Mat | 0. 
| 5015 3Cyay ++ Mı8 
Zweitens folgt aus den letzten m — k der Formeln (10), daß die 
Größen 9,15: -, 4. sehr klein gegen 9,,9,..-,q, sind. Man darf da- 
her die ersten %k jener Gleichungen ersetzen durch 


msn tigt tin 0, 
(14) ht Mmsgt + ia, 

ti + tms d, 
was auch wieder auf (13) zurückführt. 

Zusammenfassend kann man sagen, daß man in der Untersuchung 
der Bewegungszustände, welche den Freiheitsgraden gleicher Frequenz 
entsprechen, ganz von den übrigen Freiheitsgraden abstrahieren kann. 

Nachdem man die Werte von s bestimmt hat, die der Gleichung (13) 


genügen, erhält man für jeden derselben aus (12) einen Wert von n, 
und aus (14) bestimmte Verhältnisse zwischen q,, 99, - - -, %- 


35. Allgemeine Sätze über magnetische Zerlegungen. a) Die 
Gleichung (13) liefert für s reelle Werte. 

Ist nämlich s eine Wurzel, so kann den Formeln (14) durch 
Werte von 9,, %,..-,q, genügt werden. Man addiere nun diese Glei- 
chungen, nachdem man sie mit ,, 99, ---,Q,; (Nr. 30) multipliziert 
hat. Der Koeffizient von s in der resultierenden Gleichung wird reell, 
und ebenso, wegen der Beziehungen (7), der von s unabhängige Aus- 
druck. Folglich muß s reell sein. 

b) Mit Rücksicht auf (7) kann man ferner schließen, daß die 


_ Wurzeln s paarweise gleich und von entgegengesetztem Vorzeichen 
Eneyklop. d. math. Wisgensch. V 3. 14 
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sind. Zwei solche Wurzeln nennen wir konjugiert und die denselben 
entsprechenden Schwingungen konjugierte Bewegungsweisen. Ist k 
ungerade, so hat eine Wurzel den Wert Null. 

c) Die durch (14) bestimmten Verhältnisse zwischen den Ampli- 
tuden q,, Qg,---,q, verwandeln sich in die mit ihnen konjugierten 
komplexen Größen, wenn man von einer Wurzel s zu der mit ihr 
konjugierten übergeht. Einem Werte s= 0 entsprechen reelle Ver- 
hältnisse zwischen q,, 3: - -,%- 

d) Nach Umkehrung des Feldes hat die Gleichung (13) dieselben 
Wurzeln wie zuvor, einer Wurzel s entsprechen dann aber diejenigen 
Werte der Verhältnisse zwischen den komplexen Amplituden, die vor- 
her zu der Wurzel — s gehörten. 

e) Berücksichtigt man die Formeln (1) und (8), so sieht man, 
daß die Koordinaten X, y, zZ des äquivalenten Elektrons sich als ho- 
mogene lineare Funktionen von 2,, Pe, -, 2, mit reellen Koeffizienten . 
darstellen lassen; somit führt Substitution der Werte (9) zu kom- 
plexen Ausdrücken für X, y, Z, deren reelle Teile die wirklichen 
Werte dieser Verschiebungen liefern. Zunächst soll mit diesen kom- 
plexen Ausdrücken gerechnet werden, so daß 


(15) x=ge", = ver, z = yer' 


ist, wo @, %, x homogene lineare Funktionen und zwar mit reellen 
Koeffizienten, von 9,, @,--,q; sind. Die Verhältnisse zwischen p, %, x 
hängen daher von denen zwischen q,, 99, -- -, 9, ab, und verwandeln 
sich ebenso wie diese in die konjugiert komplexen Größen, wenn man 
eine Wurzel s mit der Wurzel — s vertauscht 

Nachdem man die Ausdrücke für @, %, x gebildet hat, kann man 
eine der Größen X, y, z — sie möge r heißen — herausgreifen und 
die beiden anderen, sowie die Koordinaten p,, 2g,---,P, alle in der 
Form hr darstellen. Von den Größen h gilt, was von den obenge- 
nannten Verhältnissen gesagt wurde, und man kann noch hinzufügen, 
daß dieselben Werte aller Verhältnisse, die bei einer Richtung des 
Feldes mit einer Wurzel s verbunden sind, bei der entgegengesetzten 
Feldrichtung zu der Wurzel — s gehören. 

Ändert sich die Stärke des Feldes bei festgehaltener Richtung, 
so ändern sich alle Koeffizienten c,, und alle Wurzeln s proportional 
zu |H|. Dabei behalten aber die einer bestimmten Wurzel ent- 
sprechenden Verhältnisse } ihre Werte. Auch von den Widerständen 
g sind sie unabhängig. 

f) Für spätere Zwecke ist es nützlich, hier einige Beziehungen 
zwischen den genannten Verhältnissen anzuführen. | 
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Wir unterscheiden die k partikularen Lösungen des Gleichungs- 
systems durch eine Ordnungszahl x, und versehen die sich auf eine 
bestimmte Lösung beziehenden Größen mit einem Index (x), den wir 
den betreffenden Buchstaben oben anhängen. Es ist also s®” eine 
ausgewählte Wurzel der Gleichung (13). Ferner bezeichne man die 
für den Bewegungszustand x gewählte Größe r mit r(9 und setze für 
diesen Zustand 


(16) x—= cd, ya, ze yAr”), 
(17) 2 = ar", = Nr, ..., mar. 
Man hat danr zunächst wegen der Gleichungen (9) und (14) 
m 9a + id +  +ia = 0, 
(18) Gy, a,” r RS B ih vu it = (0, 


i,,0,6 + %Cyg a,6 I + ms 9aye di 0, 
und ferner nach (1) und (8) 


(19) eum—a Ye, +9 Ze nn + ta De 25, u. 


Für die ERBEN der RE die mit der durch x angedeu- 
teten konjugiert ist, wird im folgenden x’ geschrieben. Es ist daher 
Me Ne, Nu... 


g) Man sehe jetzt von den Widerständen g ab. Dann hat man 
nach (12) 


‘ N 
(20) nn", 


oder da, wie die Erfahrung zeigt, s” sehr klein gegen n, ist, 


e1) ont 45, 

so daß 45) den Einfluß des Magnetfeldes auf die Frequenz angibt. 
Indem nun in dieser Weise jeder Wurzel s® von (13) eine Kompo- 
nente der ursprünglichen Spektrallinie entspricht, gibt es im ganzen 
k Komponenten, deren Entfernungen von x, der Feldstärke proportional 
sind, und die symmetrisch zu n, liegen. Für ein ungerades %k hat 
die mittlere die Lage n,. 

h) Für jede Komponente kann man die Bewegung des äqui- 
valenten Elektrons ins Auge fassen. Nach den Gleichungen (15) ist 
sie, da n) jetzt reell wird, eine ungedämpfte Schwingung mit be- 
stimmten Amplitudenverhältnissen und Phasendifferenzen zwischen den 
drei Komponenten; folglich ist die Bahn eine Ellipse von bestimmter 
Gestalt und Lage. Während diese nun für die k Bewegungszustände 


sehr verschieden sein kann, unterscheiden sich zwei konjugierte 
14* 
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Lösungen x und x’, also zwei gleichweit von n, liegende Komponenten, 
nur durch entgegengesetzte Richtungen des Umlaufs und verschiedene 
Umlaufszeit. Dabei ist noch zu bemerken, daß dieselbe Frequenz, die 
bei einer Richtung des Feldes zu einer bestimmten Umlaufsrichtung 
gehört, nach Umkehrung des Feldes bei der entgegengesetzten Be- 
wegungsrichtung vorkommt. 

Die Bahn des äquivalenten Elektrons wird zu einer geraden Linie, 
wenn sM= 0. 

Die Verhältnisse zwischen den Größen 9,, 29, - - -; Py, X, Y, Z, von 
welchen die Lage und die Gestalt der soeben genannten Ellipse, sowie 
auch die Bewegungsrichtung in derselben abhängen, bestimmen, was 
wir die Schwingungsform nennen. Es gibt demnach k verschiedene 
Schwingungsformen. Sie haben jetzt, da es sich um freie Schwingungen 
handelt, jede ihre eigene Frequenz; durch äußere Kräfte erregte 
Schwingungen können aber in jeder Form mit beliebig gegebener 
Frequenz stattfinden (Nr. 37). Ferner ist zu bemerken, daß auch 
dann, wenn kein Feld besteht, die Bewegung sich auf die k genannten 
Schwingungsformen zurückführen läßt. 

i) Für k=2 sind die Wurzeln von (13) 











BT. 
—j) 
Vmm, 
und für k=3 
c2 e2 ca 
O0 und + i2 23 31 
—/ mm, ' mm, Mm, m, 


Wenn man annimmt, daß die Koeffizienten m stets von derselben 
Größenordung m sind, und ebenso bei einer bestimmten Feldstärke 
die Koeffizienten c,, von der Größenordnung €, so werden der Größen- 
ordnung nach die Werte s) durch c/m, und also auch die Entfernungen 
zwischen den magnetischen Komponenten durch 


yv=—=— 


m 
gegeben. 

36. Wechselwirkung zwischen zwei Spektrallinien. Nach dem 
Vorstehenden hat ein magnetisches Feld keinen Einfluß auf die Fre- 
quenz, wenn ein leuchtendes Teilchen nur einen Freiheitsgrad hat. 
Dagegen treten, theoretisch gesprochen, im allgemeinen Änderungen 
ein, wenn zwei oder mehr Freiheitsgrade vorhanden sind, auch wenn 
diese ungleiche Frequenzen haben. Ist z.B. m = 2 und sieht man 
von den Widerständen ab, so wird die Gleichung (11) 


m; m; (n? — n,?)(n?— n,?) = n’c,. 
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Sie liefert zwei positive reelle Werte für n?, und also auch (da ein 
negatives n dieselbe Bedeutung hat wie ein positives von gleicher 
Größe, und wir also immer » positiv nehmen können) zwei Werte 
für n. Diese liegen beide außerhalb des Intervalles n,, ,, so daß 
die Spektrallinien sich unter dem Einflusse des Magnetfeldes gleichsaın 
abstoßen. 

Ist nun n,>n, und n,—n, groß gegen die oben eingeführte 
Größe v, so hat man annähernd für die Wurzeln 

2 7 N ce? 
“r Ba 2m, - n,?)? Br Zm m m DuR 

zu der ersten gehört ein kleiner imaginärer Wert von q,/q,, zu der 
zweiten ein solcher von g,/9- Die berechneten Verschiebungen sind 
von der Größenordnung 








v? 





nn,’ 
sie werden sich leicht der Beobachtung entziehen, da bereits die Ent- 
fernungen zwischen den Komponenten einer zerlegten Linie, die von 
der Ordnung » sind, sehr klein sind. Übrigens würden sie dem 
Quadrat der Feldstärke proportional sein. 

Was die Zerlegungen anlangt, so zeigen sich diese bei mehreren 
oder allen Linien zu gleicher Zeit. Dies ist auch dann erklärlich, 
wenn alle Linien derselben Art von Teilchen angehören. Es kann 
vorkommen, daß es unter den vielen Freiheitsgraden nicht nur eine 
Gruppe von gleicher Frequenz gibt, sondern eine gewisse Anzahl 
solcher Gruppen. Man kann dann in der oben gezeigten Weise jede 
für sich betrachten, vorausgesetzt, daß die Entfernungen zwischen 
den ursprünglichen Linien groß gegen v sind. Dann kann man 
nämlich von der „Abstoßung“, die, wie eine nähere Untersuchung 
lehrt, auch zwischen zwei zerlegten Linien (wie allgemein zwischen 
je zwei Linien) besteht, absehen. 

Von Fällen, in denen die Abstoßung sich wirklich bemerklich 
macht, weil die Entfernung der Linien nicht groß gegen v ist, wird 
im nächsten Abschnitt (Nr. 53) die Rede sein. 


37. Schwingungen unter der Wirkung einer periodischen elek- 
trischen Kraft. Behufs späterer Anwendung betrachten wir hier die 
Bewegung eines Teilchens, auf welches eine elektrische Kraft wirkt, 
deren Komponenten durch die reellen Teile gewisser, den Faktor e'”' 
enthaltender Größen X, Y, Z gegeben sind. Bei diesem Problem, 
das in die allgemeine Theorie des Mitschwingens gehört, beschränken 
wir uns auf die % Freiheitsgrade p,, p,,... gleicher Frequenz, und 
‚auf die erzwungenen Schwingungen, deren Periode mit der der äußeren 
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Kraft übereinstimmt; die komplexen Ausdrücke für 9,,2,,... ent- 
halten also alle den Faktor e*'. 

Leitet man aus den rechtwinkligen Kraftkomponenten die den 
Koordinaten p,, 2, . - - entsprechenden ab, führt man wieder die Wider- 
stände g ein, und versteht man unter s die Größe (12), in welcher: 
jetzt nicht nur n, und g, sondern auch n als gegeben zu betrachten 
ist, und die keineswegs der Gleichung (13) zw genügen braucht, so 
findet man aus den Bewegungsgleichungen für die Berechnung von 
P1, Pz .:. die Formeln 


[m sp + im + + KrrP 
EIN EP DICH, 
GP + MmsPp + + lrBı 


(22) er rt mr22en Zi 


RR + 1649Pg u es man, 3 ; 
A i 
der Dez ab 


Man kann die erregte Bewegung auffassen als zusammengesetzt aus 
k Schwingungen von den in Nr. 35 betrachteten Formen. Die Schwin- 
gung x z. B. wird, den Formeln (16) und (17) gemäß, durch r*) be- 
stimmt, und für die Gesamtbewegung gilt 

add LM LH... tar, 
(23) DL DL... + 0,0, 





was bei geeigneten Werten von r®, r®,... jede Wertkombination 
von 9, Pg,:  . darstellen kann. 

Es lassen sich nun Formeln ableiten, die je eine der Größen r(” 
bestimmen. Zu diesem Zwecke multipliziere man die Gleichungen 
(22) — nachdem man ein bestimmtes « gewählt hat — mit 

Bm, N ...,.:00r N 
und addiere sie dann. Der Koeffizient von », wird, wenn man (7) 


berücksichtigt, 
Ma) — ia) — + — 10), 


und hierfür läßt sich schreiben 
ms + Nam a, 
da nach der ersten der Gleichungen (18) 


m, sa,” + 50,0,” +... 4 TC, a,” —=(, 
ist. 
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Man verfahre in derselben Weise mit den anderen Gliedern, be- 
rücksichtige auch (19) und drücke schließlich auf der linken Seite 
mit Hilfe von (23) p,, ?,,... in r®, r@,... aus. Man erhält dann 


(24) Im, aa, + m, Be +... + ma, da, N) 
— { a) X n.- PmY+ ymz). 
2 ler Pe) 


Ersetzt man nun in den ge (18) x durch «’, und addiert 
sie nach Multiplikation mit a,”, %N,.. ,‚ dann wird z.B. der Koeffizient 


von a, i 
m, sa," Er sc N — a CN), 


d.h., wenn man auch die erste jener Gleichungen für «= y anwendet, 
m (ld + Man. 
Es ergibt sich daher 
(Ss) + 59) (m a, da, + ma, da; + + + ma Man) = 0, 
so daß der letzte Faktor nur dann nicht verschwindet, wenn s” +" =0, 
d.h. wenn y=x ist. Folglich verwandelt sich die Gleichung (24) in 


(25) GR a a (X + BP Y+7®Z), 

wo 

(26) AO — m, ara + m, + --- + m,a, 9a, 

gesetzt worden ist. Es ist dies eine positive reelle Größe, und zwar ist 
(27) AN AN. 


Die Gleichung (25) setzt uns in den Stand, für die erzwungene 
Schwingung x unmittelbar die Bewegung des äquivalenten Elektrons 
kennen zu lernen. 


38. Magnetisch isotrope Teilchen. Die magnetischen Kompo- 
nenten einer Spektrallinie haben im allgemeinen dieselbe Schärfe 
wie die Linie selbst, was nur möglich ist, wenn das Feld auf die 
Frequenz aller Teilchen der Lichtquelle den gleichen Einfluß hat. 
Stellt man sich vor, daß die Moleküle regellos orientiert sind, so muß 
man sich also denken, daß die Änderungen der Frequenz unabhängig 
sind von der Richtung der magnetischen Kraft in bezug auf das 
Teilchen, d.h. daß die Moleküle, was die magnetische Einwirkung 
betrifft, ösotrop sind, eine Bedingung, welcher in der elementaren 
Theorie genügt wird. Wie sie auch in etwas weniger einfacher Weise 
erfüllt sein kann, möge folgendes Beispiel zeigen. 

Nach einer von J. J. Thomson entwickelten Theorie?) besteht ein 





5) J. J. Thomson, On the structure of the atom, Phil. Mag. (6) 7 (1904), 
p. 237; The corpuscular theory of matter, London, 1907, chap. 6. 
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Atom aus einer, als unbeweglich gedachten, über einen gewissen 
Kugelraum verbreiteten positiven Ladung, in welcher eine Anzahl 
gleicher negativer Elektronen e eingebettet liegen. Die gegenseitigen 
Abstoßungen dieser „Korpuskeln“, wie T’homson sie nennt, und die 
von der positiven Ladung ausgeübten Kräfte halten sich bei einer be- 
stimmten Anordnung das Gleichgewicht, und zwar ist dieses stabil, 
wenn die Verteilung der positiven Elektrizität zweckmäßig gewählt ist. 

Die positive Dichte werde nicht, wie bei T’homson, als konstant 
betrachtet, sondern als eine Funktion der Entfernung vom Mittelpunkte; 
ferner mögen vier Elektronen vorhanden sein.®) In der Gleichgewichts- 
lage liegen diese in den Eckpunkten eines regulären Tetraeders mit 
der Kantenlänge a. Bezeichnet man mit o die positive Dichte in den 
Punkten der dem Tetraeder umschriebenen Kugel, mit go, aber die 
mittlere Dichte im Inneren dieser Kugel, so lautet die Gleichgewichts- 
bedingung 

3e 


4 Sehen 7 
und die Bedingung für die Stabilität 
4 
e>7%- 


Wenn man von Bewegungen, die kein Licht ausstrahlen (weil 
die Koordinaten des äquivalenten Elektrons dauernd Null sind) absieht, 
so lehrt die Untersuchung der Schwingungen, welche unter der 
Wirkung der elektrischen Kräfte stattfinden können, folgendes. Es 
gibt Grundschwingungen, bei welchen zwei sich kreuzende Kanten 
AB und OD des Tetraeders gemeinschaftlich in der zu beiden senk- 
rechten Richtung hin- und hergehen, während gleichzeitig durch Be- 
wegungen von A und B auf der Linie AB, und ebenso von © und D 
auf der Linie OD die beiden Kanten abwechselnd verlängert und 


verkürzt werden. Es sei 
p= acosnt 


die zuerstgenannte Verschiebung, positiv gerechnet, wenn sie von 
CD nach AB hin gerichtet ist. Nennt man die andere Verrückung 
positiv oder negativ, je nachdem sie von der Mitte der betreffenden 
Linie hinweg oder auf die Mitte zu gerichtet ist, so läßt sich diese 
für A und B durch + 0p, für C und D durch — op darstellen. 
Hier ist 


6) H. A. Lorentz, The theory of electrons and its applications to the pheno- 
mena of light and radiant heat, Leipzig, 1909, p. 120. 
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‘= 8Yy2 +Y1 +29, 
A bar 
Tr 
Das Doppelzeichen in der ersten Gleichung zeigt, daß es zwei ver- 
schiedene Grundschwingungen der angegebenen Art gibt. Für ihre 
Frequenz hat man 


0, [ea +4e — eo) V2C + 2). 


Da von je zwei sich kreuzenden Kanten dasselbe gilt wie von AB 
und CD, so entsprechen jedem Wert von n drei Grundschwingungen, 
so daß ein magnetisches Triplet zustande kommen kann. Die Ent- 
fernung der Komponenten ist unabhängig von der Richtung des Feldes; 
man erhält sie, wenn man den Wert, den die elementare Theorie er- 


gibt, mit 
1 — 6% 
1 Fang 2) 


multipliziert, wobei ein negativer Wert die Bedeutung hat, daß bei 
der Beobachtung längs den Kraftlinien die gegenseitige Lage der 
links und rechts zirkular polarisierten Komponenten umgekehrt ist wie 
nach der elementaren Theorie. 

Es möge hier noch eine Arbeit von Robb”) erwähnt werden, in 
welcher aus der Annahme zweier beweglicher Elektronen, zwischen 
welchen eigentümliche Verbindungen bestehen, ein Quintet, und ebenso 
aus der Betrachtung von vier Elektronen ein Nonet abgeleitet wird. 
Sie tritt insofern aus dem Rahmen des Vorhergehenden heraus, als 
die Verbindungen durch nichtlineare Gleichungen ausgedrückt werden. 


39. Orientierte Teilchen. Da es nicht gelungen ist, auf Grund 
der Annahme magnetisch isotroper, regellos orientierter Teilchen in 
befriedigender Weise zu einer Erklärung der komplizierteren Formen 
des Zeeman-Effektes zu gelangen, so hat Voigt diese Annahme auf- 
gegeben. Er stellt sich vor, daß das Feld richtend auf die Moleküle 
wirkt, und daß infolgedessen jedes Teilchen mit einer gewissen, in 
ihm ausgezeichneten Richtung dem Felde parallel gestellt wird. 

Hierbei ist zu beachten, daß die Lagen der Teilchen nicht ganz 
bestimmt werden; eine Drehung um die ausgezeichnete Richtung 
herum ist nämlich nicht ausgeschlossen. Auf die Frequenzen hat eine 
solche Lagenänderung keinen Einfluß, wohl aber werden die Bahnen 
der äquivalenten Elektronen mit gedreht. 








7) A, A. Robb, Beiträge zur Theorie des Zeeman-Effektes, Ann. Phys. 15 


(1904), p. 107. 
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Während man nun aus der geradlinigen Polarisation des senkrecht 
zu den Kraftlinien emittierten Lichtes schließen kann, daß diese 
Bahnen entweder dem Felde parallele gerade Linien, oder senkrecht 
dazu stehende Ellipsen sind, folgt aus der zirkularen Polarisation der 
Strahlung längs den Kraftlinien, daß die Ellipsen Kreise sein müssen; 
sonst würde eine große Zahl von Molekülen, für welche die in be- 
stimmter Richtung durchlaufenen Bahnen in der zur Feldrichtung 
normalen Ebene in allen möglichen Weisen orientiert wären, zusammen 
Lieht mit unvollständiger zirkularer Polarisation aussenden. Der Be- 
dingung, die sich nach dieser Schlußfolgerung für die Bewegung des 
äquivalenten Elektrons ergibt, wird genügt, wenn bei Drehung der 
Koordinatenachsen um die ausgezeichnete Richtung die Bewegungs- 
gleichungen eines Teilchens die Gestalt nicht ändern. 

Im folgenden nehmen wir an, daß es unter den % früher (Nr. 34) 
betrachteten Bewegungsweisen eine Gruppe von k, Schwingungsformen 
gibt, bei welchen das äquivalente Elektron geradlinig in der Richtung 
OZ (d. h. in der Feldrichtung) schwingt, eine Gruppe von k, 
Schwingungsformen mit kreisförmiger, positiv (d.h. entsprechend der. 
2-Richtung) gerichteter Bewegung dieses Elektrons, und natürlich 
eine ebenso zahlreiche Gruppe mit negativ gerichteter Kreisbewegung. 
Wir unterscheiden Schwingungsformen dieser drei Gruppen durch die 
Indizes #,, %,, %_, und benutzen allgemein die Indizes +, — um 
positive und negative Umlaufsrichtungen in der xy-Ebene zu unter- 
scheiden, die Indizes 1,2 aber für Schwingungen parallel und senk- 
recht zu den Kraftlinien. 

Unter der Größe r (Nr.35e) verstehen wir bei einer Schwingungs- 
form #, die Verschiebung z, in den beiden anderen Fällen aber die 
Verschiebung X. Daraus folgt 


u%) = 0) , Be» == 0 y ya) = 1} y 
(28) ee) 1 a B%* 73 ARE ED i, y'% +) ( ; 
aa F_—— 1 y B* E——- } + $, y%r- FE — 0) r 


40. Theorie von Voigt). Ein leuchtendes Teilchen enthalte / 
gleiche negative Elektronen, die, jedes für sich, durch eine quasi- 
elastische Kraft an eine Gleichgewichtslage gebunden und magnetisch 
miteinander gekoppelt sind, und zwar mögen solche Koppelungen 
einerseits zwischen, den Verschiebungen längs den Kraftlinien und 
andererseits zwischen den dazu senkrechten Bewegungen bestehen. 


8) W. Voigt, Betrachtungen über die komplizierteren Formen des Zeeman- 
Effektes, Ann, Phys. 24 (1907), p. 193; Magneto- und Elektrooptik, Kap. 4. 
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In den Formeln von Voigt spielen die rechtwinkligen Verschiebungs- 
komponenten &,n, & der Elektronen die Rolle, die in den oben auf- 
gestellten allgemeineren Gleichungen den Koordinaten p zukommt, 
mit der Vereinfachung jedoch, daß in einer Gruppe von Gleichungen 
nur die Verschiebungen & in der Feldrichtung, und in einer zweiten 
Gruppe nur die Verschiebungen &, 7 vorkommen. Sieht man von Wider- 
ständen und von äußeren Kräften ab, so lauten die Bewegungsglei- 
chungen der ersten Gruppe 


nt t tab 


(29) MESZ TACt.aE, 
(„= Sr euy: 


Sie führen auf k,—=1 Schwingungsformen x,, bei welchen alle Elek- 
tronen in der Feldrichtung hin- und hergehen. 

Die Gleichungen für die &- und n-Schwingungen, bei deren Auf. 
stellung man die obengenannte Bedingung der Symmetrie um die 
2-Achse im Auge behalten muß, haben die Gestalt 


m, —fi, +08 u a thin + hat thımı 
m,=—fmteeit + mh: oh E, , 
EI) matt tat hüet Aariı + + arts 
nr, = mt gt + om —hE, — hust, m rrelg 5 





Hier sind h, c,,, h,, die Koppelungskoeffizienten; der erste hat 
für alle ektonen denselben Wert und zwischen den übrigen be- 
stehen die Beziehungen 


[4 ’ j 
Cyx u | Cry; hyz a hey: 


Es ergeben sich jetzt A, =! Schwingungen %,,, bei welchen 
sämtliche Elektronen in positiver Richtung in Kreisen herumlaufen, 
und ebenso viele mit ihnen konjugierte Bewegungsweisen %,_. 

In Wirklichkeit betrachtet Voigt nicht, wie es hier geschah, die 
freien Schwingungen eines isolierten Teilchens, sondern die Fort- 
pflanzung des Lichtes in einem System von Teilchen; es kann daher 
über einige von ihm gewonnene Resultate erst in den folgenden 
Abschnitten berichtet werden. Hier genügt es zu sagen, daß, wenn 
man den Konstanten passende Werte gibt, die obigen Ansätze für 
die Erklärung von wohl jeder beobachteten Zerlegung ausreichen. 

Enthält das Teilchen nur zwei Elektronen, so gibt es zwei kon- 
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jugierte Schwingungen x,, deren er durch 
m( Jo 
bestimmt werden, und für welche 
= ri 


ist; die durch (26) definierte Konstante A hat, wenn man e@=e 


setzt, für beide den Wert 
A“) =m. 


Für die Schwingungen x,, hat man 
m) = —ıHyhFel, 
ER Le 12 ee ER . 
E reed gi ei N ‘E,, Ne iE,, 





Af+ — in 
= Vh% = ci 
Für die Schwingungen x,_ gelten ähnliche Formeln mit 

Au 

Wir fügen hinzu, daß nach der elementaren Tbeorie, in welcher 
k=k=1 ist, 

AM) — m, Afs+ — Ar — 2m 
wird. 

41. Beispiel einer magnetischen Koppelung. Von den in (29) 
und (30) angenommenen Koppelungen sind die durch A ausgedrückten 
eine direkte Folge der in (2) angegebenen Wirkung des Magnetfeldes. 
Um auch von den übrigen Rechenschaft zu geben, kann man sich 
vorstellen, daß die Elektronen, deren Verschiebungen in den Glei- 
chungen vorkommen, kinematisch mit anderen gekoppelt sind, derart, 
daß die auf diese letzteren ausgeübten elektromagnetischen Kräfte 
sich auch in der Bewegung der zuerst genannten bemerklich machen. 

Man denke sich z. B. vier gleiche Elektronen A, B, C, D, von 
welchen A sich nur auf der Linie 2=a, y=0, B auf der Linie 
x=0(,y=a, Ü und D aber nur in der xy-Ebene bewegen können. 
Die Verbindungen mögen darin bestehen, daß C und D stets gleich- 
weit nach entgegengesetzten Seiten von ihrer gemeinschaftlichen 
Gleichgewichtslage O entfernt sind, und daß die Linien AC und BC 
die konstante Länge L haben. Ist für die Gleichgewichtslage von A; 
2=YVL’— a=[1, und für die von B: z—=— 1, so bestehen folgende 
lineare an zwischen den unendlich en Verschiebungen, 
die wir für A mit &,, für B mit &, für C mit &,n und für D mit 
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— £, — n bezeichnen, 
N l 
eo, 1 


Man kann daher &,, &, als Koordinaten wählen. Setzt man nun 
für die potentielle Energie (die zum Teil aus den elektrischen Wechsel- 
wirkungen hervorgehen kann) 


+), 


für die kinetische Energie 
12 1 . . 
na+z)@ +5), | 
und beachtet man ferner, daß die Arbeit der (auf C und D wirkenden) 


elektromagnetischen Kräfte bei der virtuellen Verrückung (d&,, 06%) 


den Wert 


bes +6) 


hat, so gelangt man zu den Bewegungsgleichungen 
m(* + =, 
nt) tt 
Sie ergeben ein magnetisches Duplet, bei dessen beiden Kompo- 
nenten das äquivalente Elektron in der Richtung der Kraftlinien 


schwingt. Dies rührt daher, daß die Elektronen Ü und D nichts zu 
den Verschiebungen dieses Elektrons beitragen. 


42. Betrachtungen von Larmor. Die Berechnung des Zeeman- 
Effektes wird sehr einfach, wenn ein leuchtendes Teilchen gleiche 
Elektronen (in beliebiger Zahl) enthält, deren Gleichgewichtslagen auf 
der z-Achse (die dem Felde parallel ist) liegen, und wenn, was die 
nach den Gleichgewichtslagen wirkenden Kräfte betrifft, Symmetrie 
um diese Achse besteht, so daß die Komponenten der auf ein Elektron 
wirkenden Kraft, welches auch der Ursprung derselben sein möge, 
die Werte 

ehe hm ah 
haben. 


Larmor?) hat gezeigt, daß unter diesen Umständen, mit Ver- 
nachlässigung von Gliedern mit dem Quadrat von H, die Gleichungen, 
welche die Schwingungen im magnetischen Felde bestimmen, die 
Gestalt der bei fehlendem Felde geltenden Bewegungsgleichungen 


9) J. Larmor, On the theory of the magnetic influence on spectra, and on 
the radiation from moving ions, Phil. Mag. (5) 44 (1897), p. 503. 
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annehmen, wenn man sie auf Koordinatenachsen transformiert, die 
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit — eH/2cm um die z-Achse 
rotieren. In bezug auf solche Achsen hat also das äquivalente 
Elektron dieselbe Bewegung, die es bei Abwesenheit des Feldes 
in bezug auf ruhende Achsen haben könnte Daraus folgt (vgl. 
Nr. 43), daß, wenn es in diesem letzteren Fall normal zu den 
Kraftlinien mit der Frequenz n, schwingen kann, unter dem Einfluß 
der magnetischen Kraft entgegengesetzte kreisförmige Schwingungen. 
mit den Frequenzen (5) möglich sind. Man erhält also ein Zeeman- 
sches Triplet, sobald es auch noch eine Schwingung längs der Kraft- 
linie mit der Frequenz », gibt. 


43. Rotierende Teilchen. Man hat oft die Meinung ausgesprochen, 
die Zerlegung der Spektrallinien finde ihren Grund in unsichtbaren 
Bewegungen, die im magnetischen Felde vor sich gehen, sei es in 
verborgenen Rotationen im Äther!%), oder in drehenden Bewegungen 
der leuchtenden Teilchen. Die letzte Auffassung möge hier kurz be- 
sprochen werden. 

Ein System gleicher negativer Elektronen sei in einer positiv 
geladenen Kugel (vgl. Nr. 38) so angeordnet, daß in bezug auf durch 
den Mittelpunkt gelegte Koordinatenachsen die Summen x, Zy, &z2, 
Zay, Zyz, &2x verschwinden, während 22?, Zy?, &2? den gemein- 
schaftlichen Wert K haben; die einzigen auf die Teilchen wirkenden 
Kräfte seien die elektrischen, und die positive Kugel sei unbeweglich. 
Wird nun ein magnetisches Feld erregt, so wird infolge der dabei auf- 
tretenden elektrischen Kräfte das System der negativen Teilchen in 
Rotation versetzt, und zwar wie ein starrer Körper, wenn, verglichen 
mit den Elektronenschwingungen, die Erregung sehr langsam erfolgt. 

Ist E die elektrische Kraft des anwachsenden Magnetfeldes, so 
darf man für die Komponenten der auf ein Elektron wirkenden 
Kraft setzen 


TR 3 
e(E, 23H Yay E- 32), usw., 


wo E und die Differentialquotienten sich auf den Mittelpunkt be- 
ziehen. Daraus folgt für die Kompeorenten des resultierenden Dreh- 
momentes 


E R 
eK(“ Pe 


dy 22 jr z,;, USW. 


10) Siehe z. B. H. Becquerel, Sur une interpretation applicable au phe- 
nomene de Faraday et au phenomene de Zeeman, Paris C. R. 125 (1897), 
p- 679. 


43. Rotierende Teilchen. 223 


Das Drehmoment ist also — (eK/c)H, und da das Trägheits- 
moment in bezug auf jede durch O gehende Achse den Wert 2mK 
hat, so erhält man für die Beschleunigung der Rotation — (e/2cm) H, 
und für die schließlich erreichte Drehgeschwindigkeit, wenn das 
Teilchen anfangs in Ruhe war, 


t= — HH. 


2em 


Diese Bewegung hält an, so lange das Feld besteht, und würde 
auch zustande kommen, wenn das Teilchen von außen her in das 
bereits vorhandene Feld hineinträte. 

Während das System rotiert, können die Elektronen in dem- 
selben Schwingungen ausführen, bei deren Untersuchung man füglich 
ein fest mit dem System verbundenes Achsenkreuz anwendet. In den 
Gleichungen, die sich dann ergeben, heben sich, sofern man das Quadrat 
der Rotationsgeschwindigkeit vernachlässigt, die von dem Felde H her- 
rührenden Glieder gegen die, welche nach der Theorie der Relativ- 
bewegung den Einfluß der Rotation ausdrücken. Die Schwingungen 
gehen demnach genau so vor sich, als ob das magnetische Feld nicht 
da wäre und das Teilchen ruhte; ein „innerer“ Zeeman-Effekt besteht 
nicht mehr. 

Indes wird sich, eben infolge der Rotation, in der Strahlung ein 
„außerer“ Effekt zeigen. 

Für einen der Bewegungszustände, die bei fehlendem Felde in 
dem ruhenden Teilchen bestehen können, seien 


(81) x= a, co(mt+p) Y=a,cos(mt+P,), 

(32) z = a, cos (n,t+P;) 

die Ausdrücke für die Koordinaten des äquivalenten Elektrons. Dann 
gelten in dem jetzt betrachteten Fall dieselben Gleichungen für die 


beweglichen Koordinaten. Fällt nun die Feldriehtung mit der z- Achse 


zusammen, 30 folgt aus (31) für die Koordinaten in bezug auf 
ruhende Achsen 


x= q,cosvtcos(n.t+p,) + a, sin vi cos (n,t-+P,), 
y= — a, sin vtcos(n.t+P,) + a, cos vi cos(n,E-+P,), 
Si 
a 


Die hierdurch besehriebene Bewegung besteht aus zwei zirkularen 
Schwingungen, deren eine in der der z-Achse entsprechenden Rich- 
tung mit der Frequenz n,— v, die andere in der entgegengesetzten 
Richtung mit der Frequenz n, + v stattfindet. Die Gleichung (32) 
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bleibt ungeändert und es tritt somit in der Ausstrahlung ein Zeeman- 
Effekt auf, der mit dem in der elementaren Theorie abgeleiteten über- 
einstimmt. 

Fraglich bleibt allerdings, ob wirklich eine Rotation aller Teilchen 
angenommen werden darf, auch solcher z. B., die erst in dem Felde 
durch eine Art Dissoziation entstehen. Was die Dämpfung der 
Drehung wegen der mit ihr verbundenen Strahlung betrifft, so ist 
diese wahrscheinlich so langsam, daß sie in keinem wirklich beobacht- 
baren Fall in Betracht kommt. 


44. Kombination verschiedener periodischer Bewegungen. Die 
experimentellen Untersuchungen haben zu einigen wichtigen Ergeb- 
nissen geführt, von denen im vorhergehenden die Rede noch nicht 
war. Die Linien, welche zu einer Serie gehören, d. h. solche, deren 
Frequenzen man erhält, wenn man einem in einem geeigneten mathe- 
matischen Ausdruck vorkommenden Parameter ganzzahlige Werte bei- 
legt, werden alle in derselben Weise zerlegt, mit gleichen Entfernungen 
zwischen den Komponenten!!). Merkwürdige Beziehungen treten auch 
sonst häufig auf. Es ist z. B. nicht selten, daß bei einer multiplen 
Zerlegung sämtliche Komponenten äquidistant sind, und Runge hat 
gezeigt!?), daß alle beobachteten Entfernungen zwischen den Kompo- 
nenten Vielfache aliquoter Teile einer einzelnen Größe sind. 

Von diesen Tatsachen gibt die in Nr. 31—40 entwickelte Theorie 
kaum Rechenschaft; nur insofern geht die Gleichheit verschiedener 
Zerlegungen mit Notwendigkeit aus ihr hervor, als die elementare 
Theorie, bei Voraussetzung eines einzigen allgemein gültigen Wertes 
von e/m, diese Gleichheit für alle Triplets fordert!?). Hier erhebt 
sich aber das Bedenken, daß die Annahme, jede Linie entspreche den 
Schwingungen eines besonderen Elektrons, den Zusanımenhang zwischen 
den Linien im Dunkeln läßt. 

Etwas befriedigender ist in dieser Hinsicht die in Nr. 43 ge- 
schilderte Auffassung (sowie auch die in Nr. 42 angeführte). Geben 
die inneren Bewegungen in dem leuchtenden Teilchen zu einer Serie 
von Spektrallinien Anlaß, so werden sich diese infolge der Rotation 
alle in gleiche Triplets verwandeln. 


11) ©. Runge, Über den Zeeman-Effekt der Serienlinien, Phys. Zeitschr. 3 
(1902), p. 441; ©. Runge u. F. Paschen, Über die Strahlung des Quecksilbers im 
magnetischen Felde, Anhang z. d. Abhandl. Akad. Berlin 1902, p. 1. 

12) ©. Runge, Über die Zerlegung der Spektrallinien im magnetischen 
Felde, Phys. Zeitschr. 8 (1907), p. 232. 

13) T. Preston, Radiation phenomena in the magnetic field, Phil. Mag. (5) 45 
(1898), p. 325. 
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Man kann sagen, daß nach dieser Betrachtungsweise die Fre- 
quenzen nu, + v aus der Kombination der Lichtschwingungen mit 
einem anderen periodischen Vorgang, nämlich mit der Drehung der 
Teilchen entstehen, ähnlich wie bei akustischen Versuchen die Ko- 
existenz zweier Töne einen Summations- und einen Differenzton her- 
beiführt. Hiermit vergleichbare Wirkungen können in mannigfach 
verschiedener Weise stattfinden. Sind zwei periodische Vorgänge mit 
den Frequenzen n und n’ im Spiel, so kann es leicht vorkommen, 
daß die mathematischen Ausdrücke für die Erscheinungen Produkte 
wie cosnt cos n’t enthalten; solche lassen sich aber auf Glieder mit 
den Frequenzen n+n und n—n’ zurückführen. Dies legt den 
Gedanken nahe, daß die lichterzeugenden Schwingungen in irgend 
welcher Weise mit periodischen Bewegungen, die im magnetischen 
Felde ihren Sitz haben, in Zusammenwirkung treten. Gäbe es mehrere 
solcher periodischer Bewegungen, so könnte es zu einer multiplen 
Spaltung kommen und äquidistante Zerlegungen würden sich ergeben, 
wenn im magnetischen Felde Vorgänge mit den Frequenzen n’, 2‘, ... 
existierten, oder wenn durch wiederholte Kombination der Licht- 
schwingungen mit einer Bewegung von der Frequenz n’ Funktionen 
mit den Frequenzen n+ n’, n + 2, ... aufträten. 


45. Theorie von Ritz. Alles zusammengenommen wird man 
zu dem Schluß gedrängt, daß die Elektronentheorie der Lichtemission 
die Beobachtungen nur in sehr bescheidenem Umfange zu erklären 
vermag, und daß vielleicht an ihren Grundlagen vieles zu ändern sein 
wird. Eine Schwierigkeit, auf die Rayleigh'*) aufmerksam gemacht 
hat, liegt in dem Umstande, daß die Gesetzmäßigkeiten in den 
Spektren ihren Ausdruck in ziemlich einfachen Beziehungen zwischen 
den ersten Potenzen der Frequenzen finden, während jede Theorie, die 
quasi-elastische Kräfte annimmt, zunächst zu Formeln für die Quadrate 
der Schwingungszahlen führt. Letzteres rührt daher, daß in den Be- 
wegungsgleichungen die Verrückungen selbst nebst deren zweiten 
Differentialquotienten nach der Zeit auftreten. Ritz hat die Bemer- 
kung gemacht’), daß die ersten Potenzen der Frequenzen sich direkt 
aus den Bewegungsgleichungen ergeben, wenn man die quasi-elastischen 
Kräfte durch solche ersetzt, die den Geschwindigkeiten proportional 
sind. Da nun die durch ein magnetisches Feld ausgeübte Kraft dieser 


14) Rayleigh, On the propagation of waves along connected systems of 
similar bodies, Phil. Mag. (5) 44 (1897), p. 356 (Scientific papers, Cambridge 4, p. 340). 
15) W. Ritz, Magnetische Atomfelder und Serienspektren, Ann. Phys. 25 
(1908), p. 660. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 15 
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Art ist, so stellt er sich vor, daß ein Körper kleine Elementar- 
magnete enthält, und daß die Elektronen ihre Schwingungen in deren 
Feldern ausführen; geeignete Spezialisierung ermöglicht es dann, 
Formeln zu erhalten, die den Serien entsprechen. Der Zeeman-Effekt 
wird in dieser Theorie aus drehenden Bewegungen der Elementar- 
magnete erklärt, mit welchen die Elektronenschwingungen gewisser- 
maßen „kombiniert“ werden. 


II. Inverser Zeeman-Effekt und magnetische Doppelbrechung. 


46. Vorzüge der Theorie des inversen Effektes. In dieser von 
Voigt!®) entwickelten Theorie tritt die Betrachtung der Absorption in 
einem magnetischen Kräften unterworfenen Körper in den Vorder- 
grund und gelangt man erst dadurch zu Schlüssen über den direkten 
Zeeman-Effekt, daß man sich auf den Parallelismus zwischen Emission 
und Absorption beruft. ‘Auch ohne nämlich auf die betreffenden Er- 
scheinungen das Kirchhoffsche Gesetz in seiner vollen Strenge an- 
wenden zu wollen, darf man sich wohl darauf verlassen, daß ein 
Körper diejenigen Lichtarten mehr als andere emittiert, die er unter 
denselben Umständen am stärksten zu absorbieren imstande ist, und 
daß also die Emissionslinien in Lage, Breite und Intensität mit den 
Absorptionslinien übereinstimmen. Daß nun die Methode von Voigt 
der direkten Betrachtung der Ausstrahlung überlegen ist, liegt daran, 
daß die Einzelheiten der Absorption sich verhältnismäßig leicht theo- 
retisch verfolgen lassen, indem man in die Gleichungen für die Licht- 
fortpflanzung gewisse einen Widerstand vorstellende Glieder aufnimmt. 
Eine ähnliche Behandlung der Emission würde auf beträchtliche 
Schwierigkeiten stoßen. 

Von den genannten Widerstandsgliedern muß bemerkt werden, 
daß sie das eigentliche Wesen der Absorption wohl gar nicht treffen, 
obgleich sie vorzüglich geeignet scheinen, die wahren Ursachen 
gleichsam zu vertreten. Könnte man diese ergründen und sich von 
der physikalischen Natur der Widerstände eine Vorstellung bilden, 
so könnte man auch versuchen, der Theorie der Emission eine ent- 
sprechende Grundlage zu geben. Schreibt man z. B. die Absorption 
dem Umstande zu, daß die Schwingungen der Körperteilchen nicht 


16) W.Voigt, Zur Theorie der magneto-optischen Erscheinungen, Ann. Phys. 
Chem. 67 (1899), p. 345; Weiteres zur Theorie des Zeeman-Effektes, ibidem 68 
(1899), p. 352; Bemerkung über die bei dem Zeemanschen Phänomen statt- 
findenden Intensitätsverhältnisse, ibidem 69 (1899), p. 290; Weiteres zur Theorie 
der magneto-optischen Wirkungen, Ann. Phys. 1 (1900), p. 389. Siehe auch die 
in Anm. 8 zitierten Arbeiten. 
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immerfort ungestört weiter gehen, sondern in unregelmäßigen Zeit- 
intervallen etwa durch Zusammenstöße geändert werden!”), so kann 
man eben diese Störungen auch in der Betrachtung der Emission be- 
rücksichtigen. 

Ein weiterer Vorzug der Voigtschen Theorie liegt darin, daß sie 
den Zusammenhang zwischen dem Zeeman-Effekt und der magne- 
tischen Doppelbrechung, sowie dem Faraday-Effekte erklärt und die 
Untersuchung dieser Erscheinungen wesentlich gefördert hat. 


47. Grundgleichungen für die Fortpflanzung des Lichtes in 
einem System von Molekülen. Jede der im vorigen Abschnitt ge- 
schilderten Anschauungen, z. B. die Vorstellung rotierender Teilchen 
(Nr. 43), oder die von Ritz gemachte Annahme könnte nun als Aus- 
gangspunkt für eine Theorie der Absorption gewählt werden. Indes 
wollen wir uns, ebenso wie Voigt, auf nichtrotierende Teilchen be- 
schränken und uns der Hypothese quasi-elastischer Kräfte bedienen. 
In der Darstellung schließen wir uns stets dem Artikel V 14 und 
dem ersten Teil dieses Artikels an. 

Es seien N die Anzahl der Teilchen pro Volumeneinheit, p das 
elektrische Moment eines derselben, 


(83) P—Np 
die elektrische Polarisation des Körpers, und 
(84) D-C+% 


die elektrische Erregung. Was die magnetische Erregung 8 betrifft, 
so werde angenommen, daß die Lichtschwingungen nicht von einer 
wechselnden Magnetisierung begleitet sind, und daß also 
8-9 
gesetzt werden darf. 
Um die Gesetze der Fortpflanzung des Lichtes zu ermitteln, hat 
man die aus den Grundformeln 


= Bd, nte=— 
hervorgehende Gleichung 
(35) AE— graddive— 5d 
und die Formel 


(36) divd—0 


17) H. A. Lorentz, Over de absorptie- en emissiebanden van gasvormige 
lichamen, Zittingsverslag Amsterdam 14 (1905), p. 518, 577 (Amsterdam Proceed- 
ings 8, p. 591). 

15* 
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mit jenen zu kombinieren, welche die Beziehung zwischen ® und € 
ausdrücken. Dabei ist zu beachten (Art. V 14, Abschn. IV), daß € 
und Ö$ Mittelwerte bedeuten (wie auch p im Fall einer unregelmäßigen 
Lagerung der Teilchen) und daß die auf ein Teilchen wirkende elek- 
trische Kraft um eine der Polarisation ® proportionale Größe von & 
verschieden ist (Art. V 14, Nr. 36). Nach dem Beispiel von Voigt 
soll hier aber von dem Zusatzgliede abgesehen werden; Berücksich- 
tigung desselben würde die Rechnungen erschweren, ohne, wenigstens 
bei kleineren Körperdichten, an den Resultaten wesentliches zu 
ändern. Allerdings dürfte bei festen und flüssigen Medien die Ver- 
nachlässigung nicht ganz unbedenklich sein. 

Wäre ein Teilchen der Wirkung der übrigen und des Magnet- 
feldes entzogen und auch frei von Widerständen, so könnte es mit 
bestimmten Frequenzen n, schwingen. Die mit den verschiedenen 
Schwingungszahlen stattfindenden Bewegungen und die sich darauf 
beziehenden Größen unterscheiden wir voneinander durch die Indizes 
a,b,c,... Wir nehmen an, daß man es in jedem dieser Fälle mit 
einer gewissen Zahl k,, k,, k,, ..., im allgemeinen k, von Grund- 
schwingungen zu tun hat, so daß man von der Gruppe a, der 
Gruppe b usw. von Grundschwingungen sprechen kann. Ist das Feld 
erregt, übrigens aber noch das Teilchen sich selbst überlassen, und 
die Bewegung wie soeben widerstandsfrei, dann treten an die Stelle 
einer dieser Gruppen k Grundschwingungen, deren Frequenzen n'” 
durch (21) gegeben sind, und die wir wie in Nr. 39 durch die In- 
dizes %,, %, und x,_ voneinander unterscheiden. Um indes allzu- 
große Häufung der Indizes zu vermeiden, wenden wir sie nur soweit 
an, als zur Vermeidung von Mißverständnissen nötig ist. 

Diejenigen Punkte des Spektrums, wo die Frequenz einen der 
Werte hat, die einem isolierten widerstandsfreien Teilchen zukommen, 
mögen „Mitschwingungsstellen“ heißen. ‘Bei fehlendem Felde sind 
diese Stellen %y., Ro ...; unter dem Einfluß der magnetischen 
Kraft dagegen treten statt einer jeden derselben die Stellen n', n* +) 
und n%-) auf. 

Wir kehren jetzt zu der Untersuchung der Fortpflanzung zurück, 
wobei wir wieder die mit g bezeichneten Widerstände einführen. 
Indem wir eine Lichtbewegung von bestimmter Frequenz n ins Auge 
fassen und also annehmen, daß alle variablen Zustandsgrößen den 
Faktor €”' enthalten, haben wir es mit dem in Nr. 37 behandelten 
Problem des Mitschwingens der Teilchen unter dem Einfluß der 
wechselnden elektrischen Kräfte des Lichtbündels zu tun, und zwar findet 
im allgemeinen das Mitschwingen in den verschiedenen Schwingungs- 
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formen statt, die wir soeben durch Indizes voneinander unterschieden 
haben. Die Betrachtung der fingierten äquivalenten Elektronen bietet 
nun den Vorteil, daß die Verschiebung eines solchen jedesmal auch 
das elektrische Moment eines Teilchens, von welchem sein Einfluß 
auf die Fortpflanzung abhängt, bestimmt. Insofern dieses Moment 
von der Schwingung x herrührt, hat es nach (1) und (16) die Kom- 
ponenten 





(37) ea”) v9, e p” 9), 6 yo y®) 
und man findet nun aus den Gleichungen (34), (33) und (25) 
Be e 2 e 
D,= €, — - EHE LIE 
(38) S Dr a“ ME, +BME, +, ) 
ab.. Kya+ %o— + ( )— NG 
usw. 


Hier hat man die Formeln (12) und (20) berücksichtigt und zur 
Abkürzung 


(39) SB 1) 





gesetzt; diese Größe ist unabhängig von der Wahl von e. Die Be- 
deutung der Summenzeichen $ und & mit den angehängten Indizes 
bedarf wohl keiner weiteren Erklärung. 

In den nächsten Nummern handelt es sich um die bei den Ver- 
suchen realisierten einfachen Fälle. Spezialisiert man die Endformeln 
für H= 0, so findet man die Lage der Absorptionslinien bei fehlen- 
dem F ade. im allgemeinen Re nicht (wohl bei den speziellen An- 
sätzen von Voigt) die richtigen Werte für die Intensität der Absorption 
und die Größe des Brechungsindex. Die in der angedeuteten Weise 
erhaltenen Formeln beziehen sich nämlich auf den Fall, daß die 
Teilchen zwar ohne äußere magnetische Einwirkung schwingen, aber 
noch immer die durch eine solche hervorgebrachte Orientierung haben, 
während in Wirklichkeit nach Aufhebung des Feldes die Lagerung 
der Teilchen zu einer regellosen wird. 


48. Fortpflanzung senkrecht zu den Kraftlinien. Schwingungen 
in der Richtung des Feldes. Es sei €,— 0, €, = 0 und es mögen 
€, und die übrigen von Null verschiedenen Zustandsgrößen sämtlich 
den Faktor 
( 40) ‚inle- &) 
enthalten, wo 
(41) EL IEN LN 


mit den reellen Konstanten » und h ist. Da in den reellen Teilen 
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von Größen mit dem Faktor (40) die Ausdrücke 
e=** cos n(t— 2) und 07” sin n(t — #) 


auftreten, so bestimmt A die Absorption (Absorptionsindex). Als Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit kann man v, als Brechungsindex 

1, 

bezeichnen, und man nennt füglich © die komplexe Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und 


()=— 


den komplexen Brechungsindex. 
Mit Rücksicht auf (28) erhält man jetzt aus (38) 


0, d,-0, 


5% 
Ba Ter ae 





und nach (35) 


(x) 
(42) u?=1— BET + N, 2) x nd: 


wo wir (a) so wählen, daß v und A positiv werden. 
Aus (u) kann man schließlich u und %h ableiten mittels der aus 
(41) folgenden Gleichung 





ich 


(43) 1 =). 
Wenn n so weit von n'” verschieden ist, daß der Wert von 
(44) (+5) 9) 


groß gegen ng wird, kann man den imaginären Teil des in (42) vor- 
kommenden Bruchs vernachlässigen. Wir wollen dann sagen, die 
Stelle n im Spektrum sei „weit“ von der Mitschwingungsstelle n') 
entfernt, oder sie liege außerhalb des Bereiches dieser letzteren. Da- 
gegen rechnen wir zu dem Bereiche von n® alle diejenigen Werte von n, 
für welche der Ausdruck (44) von derselben Größenordnung wie ng, oder 
noch kleiner wird. Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an, daß die 
Mitschwingungsstellen n,,, No, - . . SO weit auseinander, und die Mit- 
schwingungsstellen n‘” jeder einzelnen Gruppe so nahe der Stelle n, 
dieser Gruppe liegen, daß die Punkte des Spektrums, welche zu den 
Bereichen der verschiedenen n‘ einer Gruppe a gehören, von allen n” 
der übrigen Gruppen weit entfernt sind. Wenn wir uns dann auf 
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einen Teil « des Spektrums beschränken, welcher die verschiedenen 
n” jener ausgewählten Gruppe a umfaßt, und dessen Ränder sich 
noch eben im Bereich der äußersten n,” befinden, so lassen sich die 
Glieder der Summe in (42), die von den Gruppen b,c,... herrühren, 
in eine reelle Zahl q zusammenfassen. In der Voraussetzung, daß 
1 — gq positiv ist (welcher Fall eintritt, wenn die auf der positiven 
Seite von a liegenden Gruppen überwiegenden Einfluß haben), 
schreiben wir 


(= u 2 (+) 
RE 


2%) 





(nn) — ing. 


wo sich die Summe nur noch auf die n'“ der Gruppe a erstreckt, 
und wo wir von der reellen Größe u, annehmen wollen, daß sie jeden- 
falls nicht viel kleiner als Eins ist. 

Ist nun ferner die Breite des betrachteten Gebietes a klein gegen 
die Entfernungen zu den Gruppen b, c,...., so dürfen wir u, als 


eine Konstante betrachten, und außerdem » + m durch 2n, und ing 
RT 


durch in,g ersetzen. Dadurch wird 


1 B 
(45) a ar 





(nn) ig 


Eine weitere Vereinfachung erreicht man, wenn man annimmt, daß 
sogar dort, wo die Absorption am stärksten ist, die Schwächung des 
Lichtes beim Durchlaufen einer Wellenlänge äußerst wenig beträgt. 
Daraus folgt, daß die imaginären Teile von (u) und (u)? sehr klein 
gegen die Einheit sein müssen. Da nun für n=n in (45) das 
Glied — iB®/n,g auftritt, so muß man annehmen, daß n,g9/B® eine 
große Zahl ist. Dann ist aber der absolute Wert des letzten Gliedes 
in (45) stets sehr klein, und man hat annähernd 
() 
)= m — - > 2 


Zu, 2 (nn) — ig’ 


* 








und, wenn man in (43) » durch n, ersetzt, 











&)\ p(%) 
46 RR 1 (n —n )B 
(46) SEM n, 22 ulm)’ L gr’ 
(x) 
47 RE gB 
( ) E h, 2 Kı'C > 4(n FazS n9)* + g° 


% 


Der in den letzten beiden Gleichungen hinzugefügte Index 1 hat die 
in Nr. 39 angegebene Bedeutung. 
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Die Formel (47) drückt das Gesetz der Absorption aus. Irgend 
ein Glied der Summe ist ein Maximum an der Mitschwingungsstelle 
n® und sinkt symmetrisch zu diesem Punkt auf Null herab, und zwar 
ist der Wert nur noch ein kleiner Bruchteil des Maximalwertes, so- 
bald |a— n®| ein mäßiges Vielfaches von g ist, d. h. sobald man 
den „Bereich“ von n” verläßt. 

Sind nun die verschiedenen Stellen n'" so weit voneinander ent- 
fernt, daß die eine außerhalb des Bereichs der anderen liegt, dann 
stellt (47) k, voneinander getrennte Absorptionsstreifen vor, in welche 
die ursprüngliche Linie n, durch das Magnetfeld zerlegt worden ist. 
Sie befinden sich an den Mitschwingungsstellen n®), also eben da, wo 
die Theorie des direkten Zeeman-Effektes Komponenten der Emisions- 
linie n, ergab. Insofern für eine der Linien das Verhältnis zwischen 
dem Werte von A und dem Maximumwerte durch das Verhältnis 
In — n®)|/g bestimmt ist, kann y als Maß für die Breite des Streifens 
gelten. Ferner kann man als Maß für die Intensität den genannten 
Maximumwert, d.h. 

Br) 
2019 





betrachten. Diese Größe kann wegen des Faktors B(*) von der einen 
Komponente zur anderen variieren, hat aber, da nach (39) und (27) 
Be) — B%) ist, denselben Wert für zwei konjugierte, gleich weit 
von n, liegende Komponenten. 


Was die oben gemachten Voraussetzungen betrifft, so laufen 
diese, physikalisch gesprochen, darauf hinaus, daß die Absorptions- 
linien "4, Roy, -.. durch Gebiete unmerklicher Absorption voneinander 
getrennt sind, daß das Magnetfeld stark genug ist, um eine völlige 
Trennung der magnetischen Komponenten » zu bewirken, und daß 
nach dieser Trennung die Liniengruppen n,”, n,”,... weit aus- 
einander liegen. 


Schließlich möge hervorgehoben werden, daß wir g einerseits als 
sehr klein gegen |%,,. — %o,|, d. h., wenn n die Größenordnung der 
Frequenzen angibt, gegen n, und andererseits als sehr groß gegen 
B®/n angenommen haben. Dies involviert, daß B*/n? sehr klein ist, 
was nach (39) nur zutreffen kann, wenn die durch N gemessene 
Dichte unter einer gewissen Grenze liegt. 


49. Fortpflanzung in der Richtung der Kraftlinien. a) Links 
zirkular polarisiertes Licht. 
Es sei 
Ee,=0, &,= — ie 


x 


ss 
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und es mögen die von Null verschiedenen Zustandsgrößen den Faktor 


ö n ( - &) 
enthalten, so daß die Fortpflanzung parallel zu OZ stattfindet. 
Beachtet man wieder die Werte (28), so findet man jetzt aus (38) 


2d,-&,-8Y ERr €,, 


N,° En 
ab. (+5) (n— 9) — ing 


2,=—iD, Dd=0, 
und, analog zu (42), 


48 ı1—1— a 
(48) (u,) NET RR Tau are 


Hieraus erhält man unter ähnlichen Voraussetzungen wie oben 


er) ME u Ho+ No De af 
%+ 


IE gB” i 
(60) h, er 2 ann)’ + g? 


b) Rechts zirkular polarisiertes Licht. Die Formeln gestalten 
sich ganz ähnlich; man hat nur = — €, D,— — iD, durch 
E,=+iE, D,=+1TD, zu ersetzen und statt des Index + ein — 
zu schreiben. So findet man 


(51) u"—=1— SQ 2 28%) 


N RER. 
se ae (+) er) ing 



































. j (nn) 30 
(52) ne. Ben nn & un) gr’ 
s N, g.B 
es a er 


OR 


In Übereinstimmung mit der Theorie des direkten Effektes nimmt 
man bei Versuchen mit links zirkular polarisiertem Licht Absorptions- 
streifen wahr an den Mitschwingungsstellen n'=+), bei rechts zirkular 
polarisiertem Licht dagegen an den Stellen n”%-. Das eine System 
von Linien ist gleichsam das Spiegelbild des anderen in bezug auf 
den Punkt n,, und da für konjugierte Werte B=+) — Br ist, so 
haben korrespondierende Linien gleiche Stärke, wenn man u,, und 
4,_ als gleich betrachten darf. 
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50. Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung normal zu den 
Kraftlinien. In diesem Fall ist €, = 0, während €, und €, im all- 
gemeinen beide von Null verschieden sind. Diese Größen enthalten 
den Faktor (40) und man hat, wenn 


825 Ey 3% gs = (,, 


%2+ 


Ber 2) el 





und 





— —n) — ing 

gesetzt wird, 

2,=E+r C(E,+iE)+ 0 (E,— 6), 

— €, — 0, (E,+3E,) + 10_(E,—:8,). 
Nun ist aber nach (36) bei der Fortpflanzung parallel zur x- Achse 
D,= 0, so daß nach Elimination von €, 
4 +20,) 4 +2C) 
2, el 2.4 +0 E, 

wird. Hieraus folgt 


1+2C0,)(1+2C0_ 
ne  ayaram, 
und durch Vergleichung mit (48) und (51) die einfache Beziehung?) 
1 1 1 
ie, te 
Der Index 2 erinnert an die Schwingungsrichtung normal zu den 
Kraftlinien. 
Sind die Verhältnisse derart, daß (u,) und (u_) ‚wenig von- 
einander verschieden sind, so kann man (54) ersetzen durch 








(55) (u) = Hu) + W), 
und es ist dann 

(56) u = 4lu, +u_) 
und 

(57) ,=%(h,+h) 


Da für konjugierte Schwingungsformen x,, und %,_ die Be- 
ziehung gilt 
u na) — — (N — n%=+)), 
so folgt aus (50) und (53), wenn man u,, = u,_ setzt, daß h, an der 
Stelle n, + » den gleichen Wert hat wie A_ an der Stelle n, — v; 
nach (57) ist also die Absorption Ah, symmetrisch zu n, verteilt. 








18) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 163. 
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Liegen bei der Beobachtung längs den Kraftlinien die Absorptions- 
streifen für rechts und links zirkular polarisiertes Licht ganz aus- 
einander, so findet man bei der nunmehr angenommenen Beobachtungs- 
richtung Absorptionsstreifen sowohl an den Mitschwingungsstellen 
n”=+ als auch an den Stellen n®. 

Zu etwas anderen Schlüssen gelangt man, wenn man (54) nicht 
durch (55) ersetzen darf. Zwar kann man noch sagen, daß, wenn in 
der Feldrichtung die Absorptionsstreifen für rechts und links zirkular 
polarisiertes Licht ganz getrennt sind, die Absorption auf dieselben 
Gebiete beschränkt bleiben muß, wenn man normal zum Felde die 
y-Schwingungen untersucht; nach (54) ist nämlich (u,) reell, und also 
ha; = 0 in allen Punkten, wo (u,) und (u_) beide reell sind. Indes 
komplizieren sich die Verhältnisse dadurch, daß (54) im allgemeinen 
nicht eine zu n, symmetrische Verteilung von h ergibt, ein Umstand, 
der sich auch in der Lage der Absorptionsmaxima zeigen muß. Yoigt 
hat hierauf aufmerksam gemacht!”), und Versuche von Zeeman be- 
stätigten die theoretischen Folgerungen”). Neuere Untersuchungen 
haben es aber wahrscheinlich gemacht, daß in den meisten Fällen 
diese Djssymmetrie zu schwach ist, um sich in den Beobachtungen 
erkennen zu lassen?!), so daß dann die wirklich wahrgenommenen Dis- 
symmetrien auf andere Ursachen zurückzuführen sind (vgl. Nr. 53b). 


5l. Versuche von Egoroff und Georgiewski. Aus dem oben 
für verschiedene Fälle berechneten Absorptionsindex h kann man die 
Lichtschwächung in einer Schicht von gegebener Dicke A ableiten. 
Wir nehmen zunächst an, daß A unendlich klein ist, so daß der 
Bruchteil der einfallenden Intensität, der absorbiert wird, durch 


1—e"4—2hA 


gegeben wird; auch mögen die Absorptionsstreifen sich nicht über- 
decken. Ferner habe in dem betrachteten Teil des Spektrums die 
einfallende Intensität, insofern sie zu Frequenzen zwischen n und 
n + dn gehört, den Wert Jdn, wo J konstant ist. Für einen der 
durch die Formel (47) angezeigten Absorptionsstreifen beträgt dann 
die totale Absorption 


19) W. Voigt, Über eine Dissymmetrie der Zeemanschen normalen Triplets, 
Ann. Phys. 1 (1900), p. 376. 

20) P. Zeeman, Waarnemingen over eene asymmetrische verandering van 
ijzerlijnen by straling in een magnetisch veld, Zittingsverslag Amsterdam 8 (1899), 
p. 328 (Amsterdam Proceedings 2, p. 298); siehe auch P. Zeeman, Recherches sur 
la de&composition magnetique des raies spectrales, Arch. neerl. (2) 13 (1908), p. 260. 

21) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 178. _ 
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gB"JA dn 
Une ) aln—n)’ + g?’ 


wo man das Integral von — oo bis + oo erstrecken darf. Berück- 
sichtigt man in derselben Weise die übrigen Streifen n', so erhält 
man für die Lichtmenge, welche im ganzen (in der Umgebung von n,) 
absorbiert wird, wenn die Strahlen senkrecht zu dem Felde stehen, und 
die Schwingungen diesem parallel sind, 

(58) ar pn, 


2C kyı 


% 








Hiermit vergleichen wir den entsprechenden Ausdruck, bei der- 
selben Fortpflanzungsrichtung, für Schwingungen normal zum Felde. 
Für diese findet man aus (50), (53) und (57) 


nd BR I Enke ») 
(59) 2c ah * PA h 
und in der Voraussetzung u, = Hy, = W_ = u, hat man also 
(60) S Be) — IB" + I Bo — 2,35% 
Ka+ H— %2+ 


als Bedingung dafür, daß im ganzen die verschieden gerichteten 
Schwingungen in gleichem Maße absorbiert werden. Sie ist bei den 
speziellen von Voigt gemachten Annahmen stets erfüllt (vgl. Nr. 52), 
wie man für den Fall zweier Elektronen oder eines einzigen (elemen- 
tare Theorie) aus (39), in Verbindung mit den am Schluß von Nr. 40 
angeführten Werten ersieht. 

Indes, auch wenn die Relation (60) besteht, werden die beiden 
Absorptionen ungleich, sobald A nicht mehr als unendlich klein gelten 
kann. Man gehe z. B. in der Entwicklung von e-?* einen Schritt 
weiter und nehme dabei an, daß die Streifen n) ganz auseinander 
liegen. Dann muß man von (58) und (59) die Ausdrücke 


nA?J a 
Erre, ZB 3je 


ah®. E M 
a ‚2 D[B° 1 


%+ 


und 


subtrahieren. In den beiden obengenannten Fällen ist der erste Wert 
größer als der zweite, und dasselbe wird, eben wegen der Gleich- 
heit (60), auch sonst oft zutreffen, wenn, wie bei Voigt, k, = k, ist, 
und die verschiedenen B) bzw. Bfs+) von derselben Größenordnung 
sind. Es steht daher zu erwarten, daß der dem Magnetfelde aus- 
gesetzte Körper die dem Felde parallelen Schwingungen schwächer 
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absorbiert als die dazu normalen. Daraus folgt dann weiter, daß er 
die zuerstgenannten Schwingungen auch am schwächsten emittiert, 
was man auch an und für sich erklären kann aus der Absorption, 
welche die von den hinteren Schichten des Körpers ausgesandten 
Strahlen in den vorderen Schichten erleiden??). Eine partielle Pola- 
risation des ausgestrahlten Lichtes, die in dieser Weise verständlich 
wird, haben Egorof und Georgiewski beobachtet??). 


52. Magnetische Doppelbrechung. a) Der in den Formeln (46), 
(49) und (52) vorkommende Ausdruck 


n— n® 
AOgaerO) any 
ist entgegengesetzt symmetrisch zu der Stelle n‘”, mit einem Maximum 





1- 1 i daR 1 1 
__ fi a ME) il EEE; BREITE) HERR 0 
& fürn=n"+ „9 und einem Minimum & fürrn=n 59; 


er nähert sich der Grenze Null, wenn n sich weiter von n( entfernt. 
Die Formeln zeigen daher an, daß der Brechungsexponent sich in 
der Nähe von n® in eigentümlicher Weise ändert; er ist größer nach 
rot, kleiner nach violett hin. Dieser Einfluß der Mitschwingungs- 
stellen zeigt sich auch bei Abwesenheit eines magnetischen Feldes; er 
verursacht dann die sogenannte anomale Dispersion“). Ist das Feld 
erregt, so macht er sich bei jeder einzelnen Komponente der Absorp- 
tionslinien bemerklich. 

Es ist wichtig zu bemerken, daß ein ähnlicher Verlauf des 
Brechungsindex wie aus (46), (49) und (52) auch aus den allgemeineren 
Gleichungen (42), (48) und (51) hervorgeht, und daß der Einfluß einer 
Mitschwingungsstelle auf die Brechung sich bis zu Entfernungen er- 
streckt, wo die Absorption unmerklich ist (vgl. Nr. 48). 

‘ b) Wir vergleichen jetzt die Brechungsexponenten u, und u, für 
senkrecht zu dem Felde gerichtetes Licht mit den durch die Indizes 
1 bzw. 2 angedeuteten Schwingungsrichtungen; zunächst setzen wir 
dabei H=0. Im allgemeinen ergeben dann die abgeleiteten Formeln 
eine Ungleichheit der beiden Werte; diese rührt daher, daß das System 
aus nicht isotropen Teilchen besteht, und daß schon die Orientierung 
derselben, abgesehen von einer Modifikation der Schwingungen durch 
das Feld, genügt um eine Doppelbrechung zu verursachen. Nur wenn 


22) H. A. Lorentz, Sur la polarisation partielle de la lumiere &mise par une 
source lumineuse dans un champ magn6tique, Arch. neerl. (2) 2 (1899), p. 1. 

23) N. Egoroff u. N. Georgiewski, Paris C. R. 124 (1897), p. 748, 949; 125 
(1897), p. 16. 

24) Dieser Art. (W. Wien) Nr. 16b. 
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wir die in (60) ausgedrückte Voraussetzung machen, verschwindet 
diese „Doppelbrechung der Orientierung“. 

Für H= 0 werden nämlich für jede der Gruppen a, b,... alle 
n') dem entsprechenden n, gleich, und man hat z.B. statt (42) 


z.B 
Wi Dans 
Verfährt man in derselben Weise mit (48) und (51), so erhellt, daß, 
wenn für jede Gruppe (60) gilt, (u,)’= (u,)’= (u_)* sein muß. Dar- 
aus folgt mit Rücksicht auf (54), (w,) = (u,) und auch u, = u. 

e) Mit Hilfe der Ausdrücke (37) und der Formeln (28) und (25) 
kann man das Moment eines Teilchens berechnen, auf welches eine 
in beliebiger Weise gegen die ausgezeichnete Richtung (Nr. 39) ge- 
neigte elektrische Kraft € wirkt. Durch Summierung findet man 
dann ferner die Polarisation P eines Körpers, dessen Teilchen nicht 
nur frei von magnetischer Einwirkung schwingen, sondern auch regellos 
orientiert sind. Das Resultat für diesen Fall lautet 





(») (x) (x) 
1EBO+3EB® +3 EB 


2 2 . 
n""—n?— ing 





W-1—- 8 
ab.. 

Es stimmt mit den oben für (u,)? und (u,)® gefundenen Werten 
überein, wenn die Relation (60) gilt. 

Daß diese Gleichheiten zwischen den Werten von (u)? bestehen 
müssen, ist übrigens in der Theorie von Voigt sofort klar, da, wenn 
H=0 gesetzt wird, seine Gleichungen nichts enthalten, das an eine 
Anisotropie und eine Orientierung der Teilchen erinnert. Man kann 
hieraus rückwärts auf (60) schließen. 

d) Als magnetische Doppelbrechung in engerem Sinne kann man 
die bezeichnen, welche unter Einwirkung eines Magnetfeldes auch dann 

besteht, wenn die Bedingung (60) erfüllt ist. Sie hat die Eigenschaft, 
' an jeder bestimmten Stelle des Spektrums ungeändert zu bleiben, 
wenn man das Feld umkehrt. Dieses hat nämlich eine Verwechslung 
der Werte n®s+) und n=-) und ebenso, wie aus (48) und (51) hervor- 
geht, von (u,)? und (u_)? zur Folge, so daß nach (54) (u,)? ungeändert 
bleibt. Dasselbe gilt auch von (u,)”, da in der Gleichung (42) zwei 
konjugierte Werte n) und n“) miteinander vertauscht werden, und 
also bei beiden Feldrichtungen die Summe sich aus denselben Gliedern 
zusammensetzt. Ist k, ungerade, so hat ein n®) den Wert n,, der 
unabhängig von H ist. 

Die magnetische Doppelbrechung besteht, theoretisch gesprochen, 


53. Magneto-optische Effekte an Kristallen. 239 


in jedem Punkte des Spektrums, in beliebiger Entfernung von einer 
Mitschwingungsstelle; auch die Größe u,, in (46) ist von der ent- 
sprechenden u,, für welche sich aus (56) der Wert 4(u,, + u,_) er- 
gibt, etwas verschieden. Indes ist die Differenz sehr klein. Viel be- 
trächtlicher ist die Doppelbrechung in der Nähe einer Gruppe von 
Mitschwingungsstellen n®; es rührt dies daher, daß die Punkte n“) 
nicht mit den Punkten n‘ zusammenfellen, und daß somit an einer 
Stelle, wo u, infolge der Nähe eines n®) vergrößert oder verkleinert 
erscheint, dasselbe nicht in demselben Maße von u, gilt, und umgekehrt. 

Voigt hat die Formeln für diese Erscheinungen weiter entwickelt?) 
und ihre Übereinstimmung mit der Erfahrung”) nachgewiesen. 


53. Magneto-optische Effekte an Kristallen. Gewisse Kristalle 
bringen in dem Spektrum so feine Absorptionslinien hervor, daß es mög- 
lich ist, eine Änderung derselben durch das Magnetfeld zu beobachten. 
J. Becquerel hat diese Erscheinungen gründlich untersucht”) und, ebenso 
wie Voigt”), eine Theorie für dieselben aufgestellt”). Da diese der 
im vorstehenden entwickelten sehr ähnlich ist, so soll hier nur soviel 
gesagt werden als nötig ist, um das ihr Eigentümliche hervortreten 
zu lassen; es besteht dies namentlich darin, daß jetzt auch Koppelungen 
zwischen Freiheitsgraden von ungleicher Frequenz eine Rolle spielen. 

Eine regelmäßige Orientierung der Teilchen ist bei den Kristallen 
von vornherein gegeben. 

Becquerel hat seine Beobachtungen an optisch einachsigen Kristallen 
gemacht, und zwar hatte die Achse entweder die Richtung des Feldes 


25) Siehe die erste der in Anm. 16) zitierten Abhandlungen, sowie Magneto- 
und Elektrooptik, $$ 95, 96, 102, 118. 

26) W. Voigt und E. Wiechert, Ann. Phys. Chem. 67 (1899), p. 359. Siehe 
auch J. Geest, La double refraction magnetique de la vapeur de sodium, Arch 
neerl. (2) 10 (1905), p. 291; A. Cotton et H. Mouton, Nouvelle propriet6 optique 
(bir6fringence magnetique) de certains liquides organiques non colloidaux, Paris 
C. R. 145 (1907), p. 229; A. Cotton, H. Mouton et P. Weiß, Sur la birefringence 
magnetique des liquides organiques, ibidem p. 870. 

27) J. Becquerel, Zahlreiche Abhandlungen in Paris C. R. 142—147 (1906—8); 
Zusammenfassungen in Phys. Zeitschr. 8 (1907), p. 632 und in Le Radium 4 (1907), 
p.49, 328; 5(1908), p.d. Siehe auch H. E. J. G. du Bois und @.J. Elias, Der Einfluß 
von Temperatur und Magnetisierung bei selektiven Absorptions- und Fluoreszenz- 
spektren, Ann. Phys. 27 (1908), p. 233. 

28) W. Voigt, Über die Wirkung eines Magnetfeldes auf das optische Ver- 
halten pleochroitischer Kristalle, Gött. Nachr., Math.-phys. Kl., 1906, p. 507; 
Magneto- und Elektrooptik, Kap. 5. 

29) J. Becquerel, Sur une theorie des phenomenes magneto-optiques dans 
les cristaux, Paris C. R. 143 (1906), p. 769; Sur une explication theorique des 
phenomenes magndto-optiques observ6s dans un cristal, ibidem p. 890. 


240 V 22. H. A. Lorentz. Magneto-optische Phänomene, 


oder eine dazu normale, während auch die Beobachtungsrichtung eine 
ähnliche einfache Lage, sowohl gegen die Achse, wie gegen das Feld 
hatte. Die Theorie von Voigt ist etwas allgemeiner gehalten, indem 
er einen Kristall mit drei zueinander senkrechten ungleichwertigen 
Symmetrieachsen, deren eine die Richtung des Feldes hat, betrachtet. 
Er fand, daß es für die Darstellung fast aller Beobachtungen genügt, 
zwei Elektronen anzunehmen, deren jedes die durch seine Bewegung 
hervorgerufene elektromagnetische Kraft erleidet, und die nur was die 
Bewegungen in der Feldrichtung betrifft, magnetisch miteinander ge- 
koppelt sind. Übrigens werden, der kristallinischen Natur der Sub- 
stanz gemäß, die Koeffizienten der quasi-elastischen Kräfte und der 
Widerstände für die drei Hauptrichtungen verschieden genommen; 
auch für die beiden Elektronen sind sie ungleich. 

Indem wir die Elektronen durch die Indizes 1, 2, die sich auf 
die Achsenrichtungen beziehenden Koeffizienten aber durch Striche 
unterscheiden, erhalten wir für die Gleichungen, welche die Bewegung 
unter dem Einflusse einer periodischen elektrischen Kraft bestimmen, 


m =—f, 5, — mg E, + Cr „N +eE,, 
m=—hM — my m+ 2: + e&,, 
m$, = —f 4 —m9 Gt 6%; +eE,, 
(61) 
"= —h 8 —mg + Gy 19 +eE,, 
my = — N — MI: N + a Fe eG, , 
m=—h bh my ot ea +eE,, 
una BETT 

a) Die Fortpflanzung habe die Richtung der x-Achse, so daß alle 
Zustandsgrößen den Faktor (40) enthalten, und die Schwingungen 
seien dem Felde parallel. Man hat nur mit den beiden &-Gleichungen 


zu rechnen. Aus diesen findet man für die Verschiebung z=&, + 5% 
des äquivalenten Elektrons (e=e gesetzt) 


me Sy, + 8 








L=— —.. 
2 ER ’ 
n MH —CLE ® 
ZaR BR 1 er . „ 
RT re er 


Folglich ist, wenn man mit g&, den Anteil bezeichnet, den die 
übrigen Schwingungsformen zu ®, liefern, 


= (1+9— Ir s +8 ) €. 


n m’, —e,, 
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Für den komplexen Brechungsindex (u) erhält man 


2 
ee j ss +8% 
v n ms, —c}.; ’ 
sL>2 





oder, bei ähnlicher Annahme wie früher 


ur Nme* +3 
(«) u „, Wbcz 24, & ms, 5, cn 





Hierfür kann man endlich schreiben 


Ne? 1 1 
(62) Wen-unlersti) 


wenn man 





43 - ER Lig —g")— 24 
und 


(63) Ye+S a d-h 


setzt. 

Aus (62) ergeben sich Lage, Intensität und Breite der Absorp- 
tionsstreifen. Die Nenner der Brüche haben nämlich die Gestalt 
@ —iß, und «,—iß,, sodaß man für den Absorptionsindex die 


Formel hat 
Ne? 


2u, cm ( r & Fr )' 

Unter geeigneten Umständen läßt diese ähnliche Vereinfachungen 
zu, wie die früher benutzten. Die durch die beiden Glieder angezeigten 
Absorptionsstreifen haben ihr Maximum an den durch 

u=0, =0 
gegebenen Stellen, während ihre Intensitäten in diesen Punkten durch 
die Ausdrücke 


h= 





Ne? Ne? 
2u,cmß,’” 2mcemß, 





bestimmt sind. 

Es seien z.B. die Widerstände g,” und 9,” gleich, die durch f,” 
und f, gemessenen quasi-elastischen Kräfte aber voneinander ver- 
schieden, und zwar fy} >fi . Dann sind d und # reell und positiv, 
und man _- die Lage der Absorptionsmaxima aus 


n — 49-0 und ni 9-0. 


Für H=0 sind die Wurzeln - und VR- ; bei wachsendem Felde, 


m 
wobei auch # von Null ab zunimmt, entfernen sie sich voneinander 
(vgl. Nr. 36). Die Intensität der Streifen aber bleibt konstant, da jetzt 
ß, = ß, unabhängig von H ist. 


Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 16 
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Setzt man nicht 9,” und 9,”, sondern f,” und f, einander gleich, 
so wird d imaginär und also auch ®#, wenigstens so lange das Feld 
noch nicht eine solche Stärke erreicht, daß der Wurzelausdruck in 
(63) reell wird. Die Folge davon ist, daß «, und «, nach Erregung 
des Feldes ihre Werte behalten, während diesmal ß, und ß, sich än- 
dern. Die beiden zusammenfallenden Maxima bleiben in ihrer ur- 
sprünglichen Lage, während in der Intensität der Absorption und, im 
Zusammenhang damit, in der Breite des Streifens die magnetische 
Kraft sich geltend macht. 

Die hier angedeuteten Erscheinungen sind wirklich von J. Becquerel 
beobachtet worden. Was die erste derselben betrifft, so muß betont 
werden, daß die Erklärung eine Koppelung zwischen den Koordinaten 
£, und &, mit etwas verschiedenen Eigenfrequenzen erfordert. 


b) Etwas ähnliches kommt auch vor, wenn bei der oben an- 
genommenen Richtung der Strahlen die Schwingungen senkrecht zum 
Felde stehen. In diesem Falle tritt die Koppelung zwischen den beiden 
Elektronen gar nicht in Wirksamkeit, und kann man entweder die 
erste und zweite, oder die vierte und fünfte der Gleichungen (61) für 
sich betrachten. Wenn nun z. B. die Frequenzen Yf,/m und Vf, /m 
nicht gleich sind, so erleiden die denselben entsprechenden Streifen nach 
Erregung des Feldes eine Verschiebung, die beobachtbar sein kann, 
falls nur die ursprüngliche Entfernung klein genug ist. Das Eigen- 
tümliche hierbei ist, daß man den Streifen Yf,/m anfangs gar nicht 
sieht, da seine Schwingungen die Richtung der x-Achse haben; die 
andere Linie wird gleichsam von einer unsichtbaren abgestoßen. Aller- 
dings kommt auch diese bei steigender Feldstärke allmählich zum 
Vorschein. 

Voigt äußert die Meinung®®), daß in derartigen Wirkungen 
zwischen Linien ungleicher Frequenz vielleicht auch der Grund der 
bei gasförmigen Körpern wahrgenommenen dissymmetrischen Triplets 
liege. Indes wird die Deutung von kleinen, dem Quadrat der Feld- 
stärke proportionalen Verschiebungen, wie man sie z. B. bei der Mittel- 
linie gewisser Triplets beobachtet hat?!), dadurch erschwert, daß hier 
auch ganz andere Wirkungen als die oben betrachteten im Spiel sein 
können. Es ist z. B. keineswegs ausgeschlossen, daß im magnetischen 
Felde die leuchtenden und absorbierenden Teilchen eine 4? proportionale 


30) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, $ 149. 

31) P. Zeeman, Zittingsverslag Amsterdam 16 (1908), p. 618, 855; 17 (1908), 
p. 541 (Amsterdam Proceedings 10, p. 574, 862; 11, p. 473). P. Gmelin, Phys. 
Zeitschr. 9 (1908), p. 212. Siehe auch W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 178. 
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Strukturänderung erleiden, die sich in einer Änderung der Frequenzen 
' offenbart. 

c) Ein einachsiger Kristall, der mit der Achse in der Richtung 
des Feldes gestellt ist, verhält sich einem Lichtstrahl gegenüber, der 
ihn in der Richtung der Kraftlinien durchsetzt, wie ein isotroper 
Körper. Unter den vielen Zerlegungen in Duplets, die .Becquerel in 
diesem Fall beobachtet hat, sind einige deswegen von besonderem 
Interesse, weil bei ihnen die gegenseitige Lage der rechts und links 
zirkular polarisierten Komponenten die umgekehrte wie gewöhnlich 
ist, und zwar zuweilen mit einer exzeptionell großen Entfernung der 
beiden Linien. Man kann dies entweder durch die Annahme schwin- 
gender positiver Elektronen erklären, für welche das Verhältnis e/m 
ebenso groß oder sogar größer wie für die negativen ist (.Becquerel), 
oder daraus, daß es, was nicht undenkbar ist, in den intramolekularen 
Räumen magnetische Felder von großer Stärke gibt, die dem äußeren 
Felde entgegengesetzt sind®?) (vgl. auch Nr. 38). 

Übrigens hat man neuerdings verwandte Erscheinungen auch bei 
gasförmigen Körpern beobachtet??). 


d) Es möge schließlich noch kurz derjenigen Fälle gedacht werden, 
in welchen, obgleich die Versuchsanordnung verschieden war, Becquerel 
dieselbe Zerlegung der Linien zu sehen bekam. Man vergegenwärtigt 
sich diese am einfachsten, indem man auf die Betrachtung des direkten 
Zeeman-Effektes zurückgeht. 

Es können z. B., wenn die Widerstände und die äußere elektrische 
Kraft fehlen, in einem Teilchen bestimmte Eigenschwingungen statt- 
finden, bei welchen das äquivalente Elektron sich der xy-Ebene pa- 
rallel bewegt; dabei kann es vorkommen, daß diese Bewegung nahezu 
geradlinig, in der Richtung der y-Achse ist. Solche Schwingungen 
werden dann mit der ihnen eigenen Frequenz in der Richtung sowohl 
von OZ wie von OX Licht ausstrahlen. Unter diesen Umständen 
ist es wohl begreiflich, daß man für diese Fortpflanzungsrichtungen 
auch die gleichen Absorptionslinien beobachtet, wenn man mit zu OY 
parallelen Schwingungen arbeitet. Allerdings läßt die mehr ins Detail 
gehende Theorie des inversen Effektes gewisse, wenn auch vielleicht 
nicht wahrnehmbare Unterschiede zwischen den beiden Fällen er- 
kennen 3%), 


32) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, $ 130. 
33) J. Becquerel, Paris 0. R. 146 (1908), p. 683; A. Dufour, ibidem p. 118, 
229, 634, 810; R. W. Wood, Phil. Mag. (6) 15 (1908), p. 274. 
34) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, $ 147. 
16* 
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54. Anwendung des Satzes der Spiegelbilder.. Ein System 
teils geladener, teils ungeladener Teilchen A führe irgend eine Be- 
wegung B aus, und man denke sich ein zweites System von Teilchen 
A’ mit gleichen Massen und Ladungen wie A, das in jedem Augenblick 
das Spiegelbild von A in bezug auf eine feste Ebene E ist. Die 
Bewegung B’, welche das System A’ dabei hat, ist wirklich möglich, 
wenn in ihm Kräfte wirken, die das Spiegelbild der im System A 
bestehenden Kräfte sind, eine Bedingung, welcher die Kräfte elektro- 
magnetischen Ursprungs genügen, und die daher erfüllt sein wird, 
falls auch die Gesetze für die Kräfte anderer Art mit ihr in Über- 
einstimmung sind. Indem wir letzteres annehmen, können wir den 
Satz, daß dem Bewegungszustande B jedesmal ein „gespiegelter“ Zu- 
stand B’ entspricht, zu mancher wichtigen Folgerung benutzen; dabei 
ist zu beachten, daß, wenn P und P’ einander entsprechende Punkte 
sind, die elektrischen Vektoren (E und ®) in P’ die Spiegelbilder der 
Vektoren in P sind, während die magnetische Kraft in P’ dem Spiegel- 
bilde der in P bestehenden entgegengesetzt gleich ist. (Vgl. Art. V 14, 
Nr. 50a.) 

Man denke sich z. B. einen Versuch zur Beobachtung des direkten 
Zeeman-Effektes in der Richtung des Feldes angeordnet, und lege die 
Ebene. E den Kraftlinien parallel. An dem gespiegelten Magnetfelde 
und auch, wie man wohl annehmen darf, an den beobachtbaren Eigen- 
schaften des Spiegelbildes der Lichtquelle wird nichts geändert, wenn 
man E um die Kraftlinie herum dreht. Folglich kann dabei auch 
an den Eigenschaften des Spiegelbildes des mit bestimmter Frequenz 
angestrahlten Lichtes nichts geändert werden, und das ist nur mög- 
lich, wenn dieses Licht entweder unpolarisiert oder (teilweise oder 
vollständig) zirkular polarisiert ist. Da bei der Spiegelung das Feld 
umgekehrt wird und ein rechts zirkular polarisierter Strahl sich in 
einen links zirkular polarisierten verwandelt, so kann man (in der 
Voraussetzung, daß die Lichtquelle und ihr Spiegelbild dieselben Eigen- 
schaften haben) ferner schließen, daß eine Frequenz, die zuerst einem 
Strahl mit der einen Polarisationsrichtung zukommt, nach der Um- 
kehrung des Feldes bei dem entgegengesetzt polarisierten Strahl ge- 
funden wird. 

Man kann auch die Ebene E senkrecht zu den Kraftlinien legen. 
Dann ergibt sich, daß das senkrecht zu diesen ausgestrahlte Licht 
keine andere als eine geradlinige Polarisation haben kann, mit der 
Polarisationsebene entweder parallel oder normal zu dem Felde. 

Wählt man aber für die Ebene E diejenige, welche die Richtungen 
der Fortpflanzung und des Feldes enthält, so findet man, daß eine 
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Abweichung der Mittellinie eines Triplets von der ursprünglichen 
Linie, wenn überhaupt vorhanden, bei Umkehrung des Feldes in dem- 
selben Sinne bestehen bleibt, und daß, wie bereits in Nr. 52 erörtert 
wurde, die magnetische Doppelbrechung dieselbe Eigenschaft besitzt. 


III. Magnetische Drehung der Polarisationsebene und 

magneto-optischer Kerr-Effekt. 

55. Zusammenhang zwischen der Drehung der Polarisations- 
ebene und der ungleichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit links und 
rechts zirkular polarisierten Lichtes. a) Wenn man mit W den 
„Lichtvektor“, etwa die elektrische Kraft, bezeichnet, so stellen die 
Gleichungen 


(64) Y,—acosnlt— -+p), Y,—asinn(t— -+p) 


einen links zirkular polarisierten Strahl vor, der sich mit der Ge- 
schwindigkeit v, fortpflanzt. Ähnlich hat man, wenn v_ die Ge- 
schwindigkeit eines rechts zirkular polarisierten Strahls ist, für einen 
solchen die Ausdrücke 


(65) U,= a cos n(t— +P)), „as n(i—, tr): 


Durch Superposition der beiden Zustände, mit gleichen Ampli- 
tuden genommen, erhält man 


U, = 2a cos [yz + 4n(p — p))} cosn t— (= +-)+3(+P)), 


Y,— 2asin [us + pp) eosn[t 3 (+ 2)e+2(e+7)), 
(66) v3.) 


wo u, und u_ die Brechungsindizes für links und rechts zirkular 
polarisiertes Licht sind. 

Diese Ausdrücke stellen einen geradlinig polarisierten Strahl vor, 
dessen Schwingungsrichtung (und Polarisationsebene) sich während des 
Fortschreitens allmählich um die Strahlrichtung dreht, und zwar be- 
stimmt (66) den Drehungswinkel pro Längeneinheit, positiv gerechnet, 
wenn die Richtung der Rotation der Fortpflanzungsrichtung entspricht. 

b) Sobald man weiß, daß die Polarisationsebene jedes sich in 
einer gegebenen Richtung fortpflanzenden geradlinig polarisierten 
Strahles in einem bestimmten Sinne und um einen bestimmten Be- 
trag gedreht wird, kann man schließen, daß links und rechts zirkular 
polarisiertes Licht in der betreffenden Richtung ungleiche Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten haben. 
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Setzt man nämlich den Strahl | 
2 ; 
YW,=acosyz cosn(t— +P), A, — a sin v2 cos n(t— +?) 
mit einem der beiden Strahlen 
—— . . zZ . 
U,= Fasinyesinn(t— 2 +p), A, = + acosvesinn(t— +p) 
zusammen, so erhält man bei Wahl der oberen Vorzeichen 
ER, 
A =acosn t-(-—#)z+p}, 
ee 
Y,— asinn (5 —")z+p}, 
und wenn man die unteren Zeichen nimmt 


WW ua cosn|t — +®)e+r), 
4, — —asinnf—(-+®)z+p}, 
also im einen Fall einen links und im anderen einen rechts zirkular 
polarisierten Strahl, deren Geschwindigkeiten v, und v_ sich aus den 
Formeln 
1 1 1 1 
en re 
ergeben. 

Diese Bemerkungen zeigen, daß nach den Grundsätzen der Un- 
dulationstheorie eine der genannten Tatsachen eine unmittelbare Folge 
der anderen ist. 

c) Es kann vorkommen, daß zwei zirkular polarisierte Strahlen 
sich nicht nur durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, sondern 
überdies durch die Absorptionsindizes unterscheiden, so daß man z. B. 
in den Ausdrücken (64) den Faktor e”“+* und in (65) den Faktor 
e-"-® hinzuzufügen hat. In diesem Fall kann man nicht sagen, daß 
die Zusammensetzung der beiden Bewegungen ein linear polarisiertes 
Bündel mit sich drehender Polarisationsebene liefere; aus einem ur- 
sprünglich geradlinig polarisierten Strahl entsteht vielmehr, während 
er weiter geht, ein elliptisch polarisierter. Indes kann man beweisen, 
daß, während die von dem Endpunkte des Lichtvektors beschriebene 
Ellipse am Strahl entlang allmählich die Gestalt ändert, wobei sie 
sich immer mehr einem Kreise nähert, ihre Achsen die durch (66) 
bestimmte Drehung erleiden. Man findet daher den Winkel y, wenn 
man den Strahl, nachdem er eine gewisse Strecke zurückgelegt hat, 
mit einem auf das Minimum der Lichtstärke einzustellenden Nicol- 
schen Prisma untersucht. 
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Auch eine andere vielfach benutzte Methode ergibt in allen Fällen 
den durch (66) bestimmten Drehungswinkel. Läßt man nämlich den 
aus der Zusammensetzung der Zustände (64) und (65) hervorgehenden 
Strahl — wobei wir uns die Faktoren e”*+* und e°*-* hinzugefügt 
denken wollen —, dessen Schwingungen, wenn p = p’ ist, für z= 0 
die Richtung der x-Achse haben, nachdem er eine Strecke l durch- 
laufen hat, durch eine Quarzplatte gehen, in der die Drehung das 
entgegengesetzte Vorzeichen wie % hat, und dann durch ein Nicol- 
sches Prisma, welches nur die Schwingungen von der Richtung OY 
durchläßt, so wird die Intensität des austretenden Lichtes ein Minimum 
für diejenige Dicke der Quarzplatte, bei der ihr Drehungswinkel gleich 
— Iy ist. 

56. Voigts Theorie des Faraday-Effektes”). Aus dem in Nr. 49 
Gesagten geht hervor, daß bei der Fortpflanzung längs der Kraftlinien 
die Geschwindigkeiten v, und v_ der links und rechts zirkular pola- 
risierten Strahlen (ebenso wie die Absorptionsindizes) im allgemeinen 
voneinander verschieden sind, und daß also eine nach (66) zu be- 
rechnende Drehung der Polarisationsebene stattfinden muß. Diese 
Erscheinung hängt mit dem Vorhandensein der Absorptionslinien zu- 
sammen, und zwar rührt sie daher, daß für die beiden Arten zirkular 
polarisierten Lichtes die Streifen nicht die gleiche Lage haben. 

An einer bestimmten Stelle des Spektrums macht sich infolge- 
dessen der Einfluß der Absorptionslinien auf den Brechungsindex (vgl. 
Nr. 52a) bei links und rechts zirkular polarisiertem Lichte in ver- 
schiedenem Maße geltend °®). 

Auf die Glieder u,, und u,_ in den Gleichungen (49) und (52) 


und die denselben entsprechende Drehung 35 (Wo — 4y,), die in ent- 


fernteren Mitschwingungsstellen ihren Ursprung hat, kommen wir 
weiter unten zurück; zunächst soll nur von den letzten Gliedern in 
(49) und (52) die Rede sein. Diese ergeben eine Drehung, die in 
der Nähe der Mitschwingungsstelle »n, besteht und unter Umständen 
die durch w,, und u,_ angezeigte erheblich übertreffen kann. Sie 


35) W. Voigt, Ann. Phys. Chem. 67 (1899), p. 345; Magneto- und Elektro- 
optik, Kap. 3, Abschn. 3. 

36) Siehe, was die experimentelle Bestätigung der theoretischen Schlüsse 
und weitere Fragen betrifft: D. Macaluso u. O. M. Corbino, Paris C. R. 127 
(1898), p. 548; P. Zeeman, Zittingsverslag Amsterdam 11 (1902), p. 6 (Amsterdam 
Proceedings 5, p. 41), Arch. neerl. (2) 7 (1902), p. 465; J. J. Hallo, Arch. neerl. 
(2) 10 (1905), p. 148; R. W. Wood, Phil. Mag. (6) 10 (1905), p. 408 u. (6) 14 
(1907), p. 145; L. Geiger, Ann. Phys. 23 (1907), p. 758 u. 24 (1907), p. 597; @. J. 
Elias, Ber. d. phys. Ges. 6 (1908), p. 869. 


* 


248 V 22. H. A. Lorentz. Magneto-optische Phänomene. 


setzt sich aus verschiedenen Rotationen zusammen, die je von einer der 
'zur ausgewählten Gruppe a (vgl. Nr. 48) gehörenden Mitschwingungs- 
stellen n herrühren. Man kann nämlich sagen, daß nach (66) jeder 
Stelle n”+ eine Drehung 


1 (n —.n*)) Br») 
er ne 


und jeder Stelle n“ eine Drehung 


1 (nn) 36) 
me al ne’ + gt! 


entspricht. Wir haben hier u, = w_= u, gesetzt und in die 
Formel (66) statt » den Wert n, eingeführt. 

Jede der vorstehenden Größen (vgl. Nr. 52a) ist entgegengesetzt 
symmetrisch zu der betreffenden Stelle »" und zwar hat auf der 
positiven Seite dieser Stelle (67) das positive und (68) das negative 
Vorzeichen. Was die absoluten Werte betrifft, so nehmen diese, wenn 
man sich von n(“% entfernt, zunächst zu, um dann, nachdem die Ent- 
fernung 49 überschritten worden ist, sich der Null zu nähern. Ver- 
steht man ferner unter n'*+) und n(*-) zwei konjugierte Mitschwingungs- 
stellen, so sind, da B®) — B+) ist, die absoluten Werte von (67) 
und (68) gleich, wenn man der Differenz n — n+ in dem einen 
Ausdruck denselben Wert gibt wie der Differenz n — n®- in dem 
anderen. 

Beachtet man nun auch, daß die Stellen n“» und n® sym- 
metrisch zu n, liegen, so sieht man leicht, daß die Drehung Yy sym- 
metrisch zu dieser Stelle verteilt ist, und daß sie also auf beiden 
Seiten des betrachteten Bereichs a den gleichen Sinn hat. Dieser 
läßt sich leicht angeben, wenn, wie es gewöhnlich vorkommt, die 
Stellen n+) alle auf der einen Seite, und die Stellen n'*“ alle auf 
der anderen Seite von n, liegen, und zwar für ein positives H die 
zuerst genannten Stellen auf der positiven Seite. Am positiven Rande 
des Gebietes a überwiegen dann die Werte (67), da die Entfernungen 
n — n”+ kleiner sind als die entsprechenden n — n. Da hier die 
Differenzen n — n‘” positiv sind, so hat die Rotation an den Rändern 
des betrachteten Bereichs das positive Vorzeichen, d. h. sie entspricht 
der Richtung der Kraftlinien. 

Unter denselben Umständen ergibt sich für die Mitte des Ge- 
bietes, d. h. für die Stelle n,, eine negative Drehung; hier hat man 
nämlich, da für je zwei konjugierte Mitschwingungsstellen 








(68) ” 


N, — nr) = — (N, — 9) 


ESS aa 
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ist, 





AR (n, — n+)) Br» 
em mE im en 

Es ist bemerkenswert, daß in diesem letzteren Fall die Mit- 
schwingungsstellen n(“+ und n®, was die Drehung betrifft, in der 
gleichen Richtung wirken. 

Wir fügen hinzu, daß der Sinn der Drehung umgekehrt sein 
würde, wenn die Stellen »+ auf der negativen und die Stellen n“ 
auf der positiven Seite von n, liegen würden. Wirklich hat J. Becequerel 
in denjenigen Fällen, wo sich bei dem longitudinalen Zeeman-Effekt 
eine umgekehrte Zirkularpolarisation zeigte (Nr. 53c), auch den 
Faraday-Effekt in entgegengesetzter Richtung wie gewöhnlich be- 
obachtet. Er bediente sich bei diesen Versuchen einer Kristallplatte; 
da diese aber einachsig war, und sowohl die Achse als auch die 
Beobachtungsrichtung mit den Kraftlinien zusammenfiel, so darf man 
die für isotrope Körper geltenden Gleichungen anwenden. 

Lägen die Mitschwingungsstellen n”+ teils auf der positiven und 
teils auf der negativen Seite von n,, so könnten die Erscheinungen 
recht kompliziert werden. Dagegen vereinfachen sich die Formeln 
erheblich, wenn es nur ein n+) (und also auch nur ein n) gibt. 

In diesem Fall wird die Drehung in der Mitte des betrachteten 
Gebietes 

. (n, — n»)) Br» 

rar 
eine Formel, die J. Becquerel numerisch verifiziert hat. Man kann 
nämlich den Wert von n, — n* aus der beobachteten magnetischen 
Zerlegung ableiten, während sich g und “+ aus der Dispersion bei 
fehlendem Felde ergeben. Letzteres zeigen die Formeln (49) und (52), 
welche im vorliegenden Fall für Z=0 in 

a 2 (mn) B® 

RT an, An—n)? Hg? 











übergehen. Bestimmt man den Wert von |n — n,|, für welchen die 
Abweichung |u — u,| des Brechungsindex ein Maximum wird, so er- 
hält man den Wert von 49, während jenes Maximum die Größe 
2%) 

20,9 
hat, und also den Koeffizienten B” bestimmt. 

Bis jetzt wurden die Werte von w,, und a,_ in den Formeln 
(49) und (52) als gleich betrachtet. Ist dies nicht erlaubt, so super- 
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poniert sich in der Nähe der ausgewählten Mitschwingungsstelle n, 
auf die von ihr selbst herrührende Drehung eine andere durch den 
Einfluß der anderen Stellen n, hervorgebrachte. Für diese hinzu- 
kommende Drehung gelten ähnliche Rechnungen, wie wir in der 
nächsten Nummer für einen Punkt, der von allen Mitschwingungs- 
stellen weit entfernt ist, durchführen werden. 

Vorher möge noch eine Folgerung erwähnt werden, die ganz 
allgemein aus den Gleichungen (48) und (51) gezogen werden kann. 
Wir hatten gefunden, daß, wenn x, und x_ konjugierte Bewegungs- 
zustände bezeichnen, die Werte von n“+ und n- miteinander ver- 
tauscht werden, wenn man das Feld umkehrt, während BW+) — BWJ 
dabei ungeändert bleibt. Die Formeln zeigen daher, daß, für irgend 
eine bestimmte Frequenz n, die Werte von (u,) und (u_), und also 
auch die von u, und u_, miteinander vertauscht werden, wenn das 
Feld umgekehrt wird. Folglich kann man aus (66) schließen, daß 
an einer bestimmten Stelle des Spektrums die magnetische Drehung 
zugleich mit der magnetischen Kraft die Richtung wechselt. 


Hiermit ist keineswegs gesagt, daß die Drehung der Feldstärke 
proportional sei. Zwar trifft dies zu in Punkten, die von jeder Mit- 
schwingungsstelle weit entfernt sind, aber in der Nähe einer solchen 
Stelle n, kann die Beziehung zwischen d% und H recht kompliziert 
werden. Der Grund liegt darin, daß bei Verstärkung des Feldes die 
Lage eines festgehaltenen Punktes » in bezug auf die Mitschwingungs- 
stellen n“+ und n“ sich infolge der Verschiebungen dieser letzteren 
in mannigfacher Weise ändern kann. 


Aus dem Satze, daß bei Umkehrung des Feldes die Drehung % 
das Vorzeichen wechselt, kann man ferner ableiten, daß, wenn ein 
Lichtstrahl einmal in der Richtung der Kraftlinien, und dann in der 
entgegengesetzten Richtung fortschreitet, die Schwingungsrichtung 
sich in beiden Fällen in demselben Sinne dreht, eine Tatsache, die 
Faraday sofort nach seiner Entdeckung hervorhob. 


57. Drehung der Polarisationsebene bei unmerklicher Absorp- 
tion. Wenn der betrachtete Punkt » in größerer Entfernung von 
jeder Mitschwingungsstelle n, liegt, so dürfen wir in den Formeln (48) 
und (51) das Glied ing fortlassen und überdies für jedes n”) die 


Differenz 
nn, = 0 


als unendlich klein gegen »n — n, betrachten. Nehmen wir außerdem 
an, daß die jetzt reellen Werte auf der rechten Seite der Gleichungen 
positiv sind, und daß also u reell wird, so erhalten wir 
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2%) 
(69) u > PH Faro ee 


2 B”) 
El, 
(70) u_ S 2 (n MR: HOy ge, 


und hieraus lassen sich ziemlich einfache, mit den Beobachtungen in 
befriedigender Übereinstimmung stehende Formeln für die Drehung 
als Funktion der Frequenz gewinnen. Sie sind den Dispersions- 
gleichungen, d. h. den Gleichungen für die Beziehung zwischen u 
und » ähnlich. 

Unter einer vereinfachenden Annahme läßt sich übrigens eine 
direkte Beziehung zwischen der Drehung und der Dispersion angeben. 
Man hat nämlich, wenn der Körper sich außerhalb des magnetischen 
Feldes befindet, so daß alle ö) Null sind, 


m ei 1 In 


« %a+ « a— 








Hat nun jedes d%+) den gleichen Wert ö, und also jedes 6“) den 
Wert — d, so folgt aus (69), (70) und (71) 


du Fon du 
u, = en, BE 


Hieraus erhält man nach (66) für den Drehungswinkel 


nö du 
et 


oder auch, wenn A die Wellenlänge im Vakuum bedeutet?”), 


ei 1ö du 
-— 7: 
Führt man nun hier den Wert — — ein, den die elementare 
Theorie des Zeeman-Effektes für ö ergibt (Nr. 32), so wird 
Hi d 
(12) vo Seen Tu 


37) Diese Gleichung wurde mittels einer Betrachtung, die der hier benutzten 
nahe verwandt ist, von Fitz Gerald abgeleitet. Siehe: @. F. Fitz Gerald, Note on 
the connexion between the Faraday rotation of plane of polarization and the 
Zeeman change of frequency of light vibrations in a magnetic field, Proc. Roy. 
Soc. London 63 (1898), p. 31 (Scientific writings, p. 464). Auf wesentlich ver- 
schiedenem Wege gelangte auch H. Becquerel in der in Anm. 10 zitierten Arbeit 
zu derselben Formel. 
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eine in gewissen Fällen brauchbare Näherungsformel. Mit ihrer Hilfe 
hat Siertsema°®) aus seinen Messungen der magnetischen Drehung in 


Gasen Werte von — abgeieitet, die mit den auf anderen Wegen ge- 


fundenen in leidlicher Übereinstimmung stehen. 


Da in den durchsichtigen Spektralgebieten . negativ ist, und 


auch e negativ angenommen werden kann, so verlangt die Formel 
eine Drehung, die das Vorzeichen von H hat, und somit der Feld- 
richtung entspricht. 

Eine Drehung in diesem Sinne, eine „positive“, wie man sagen 
kann, zeigt sich in der Mehrzahl der durchsichtigen Körper. Nach 
der Theorie muß sie in den Spektralgebieten mit unmerklicher oder 
schwacher Absorption immer dann auftreten, wenn die Stellen n**+ 
auf der positiven und die Stellen »'*- auf der negativen Seite von n, 
liegen (vgl. Nr. 56). In welcher Weise nun die in gewissen Körpern 
beobachteten „negativen“ Drehungen in jedem einzelnen Fall zu er- 
klären seien, muß hier dahingestellt bleiben. Der Umstand, daß 
manche Salze, die Eisen als Kation enthalten, im magnetischen Felde 
„negativ“ drehen, scheint anzudeuten, daß die im Innern magne- 
tischer Moleküle bestehenden Zustände (etwa kreisförmige Elektronen- 
bewegungen oder Rotationen geladener Teilchen) hier im Spiel sind”). 
Allerdings zeigt metallisches Eisen positive Drehung. 


58. Drehung der Polarisationsebene eines sich in beliebiger 
Richtung fortpflanzenden Strahls. In der Voraussetzung, daß von 
der Absorption abgesehen werden dürfe, wollen wir auch noch die 
Drehung der Polarisationsebene eines Strahls untersuchen, der einen 
gewissen Winkel mit der z-Achse bildet. Zu diesem Zwecke gehen 
wir auf die Gleichungen (38) zurück. Beachtet man die in (28) ge- 
gebenen Werte der Koeffizienten «”, B”, „”, so findet man 


B® 
D=6.— S b> Org "31 FR a +6) 


ab.. 
B”) i 
fr = (n Bi 9m)? ne ng? (E, weg s) ’ 


4 








38) L. H. Siertsema, Zittingsverslag Amsterdam 11 (1902), p. 499 (Amsterdam 
Proceedings 5, p. 413). 

39) Siehe eine von P. Drude in seinem Lehrbuch der Optik, Leipzig 1900 
(p. 384) entwickelte Theorie, in welcher der Faraday-Effekt auf „Molekularströme“ 
zurückgeführt wird. Sie führt zu der Folgerung, daß auf beiden Seiten eines 
Absorptionsgebietes entgegengesetzte Drehungen stattfinden. 
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— . 
D, .-8|S;- 9)? ER (+) 
ab 
iB®) 
be > (n — IM)’ —n,: (&, —i | l 


(x) 
u—E, 2. An 


Wir vernachlässigen stets die zweiten und Be Potenzen der 


# 1 2nd” 
Größen 6) und ersetzen also gg Co) pre durch —— re. + zn 

















Ferner berücksichtigen wir, daß 6% für zwei ne Zustände, 
sei es für zwei Fälle «, und x,', oder für x,, und «,_, gleiche und 
entgegengesetzte Werte hat; auch nehmen wir an, daß die Gleich- 
heit (60) besteht. Setzt man zur Abkürzung 


1-8» 1_n, a D20|-0 
Se «ns ng] R, 


von welchen Größen die zweite als unendlich klein zu betrachten ist, 
so wird 








D,— QE,+IRE, 
D, = QE,—iRE,, 
D, = QE.. 
Es seien jetzt OZ’ und OX’ neue Achsen, die man durch eine 
Drehung $ von OZ und OX um OY erhält. Auf 0X’, OY, 0Z’ 


transformiert, lauten die gefundenen Gleichungen 
D,= QE,+iRE, cos ®, 
D,—= QE, —iR(E,co8#-+ €E,sin®), 
D,= QE,+iRE, sin 9, 
und hieraus ergibt sich, bei Vernachlässigung von Gliedern mit R?, 


die Möglichkeit einer Fortpflanzung links oder rechts zirkular polari- 
sierten Lichtes, dessen Wellen senkrecht zu OZ’ stehen. Dabei ist 


,-—i58, sin ®, 
E&=+il,, D,—=(Q+Recod)E,, D,—= (Q+Reosd)E,. 


Aus den beiden letzten Gleichungen, in Verbindung mit (35) 


% 
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findet man für den Brechungsindex 


(73) -VOtRoas-YO0+— 





COS ®. 





vg 
Wenn die Fortpflanzung nach der Seite der positiven 2’ hin statt- 


findet, so beziehen sich die oberen Vorzeichen auf links, die unteren 
auf rechts zirkular polarisiertes. Licht. Der Drehungswinkel ist 
nach (66) 


nR 
ey 
er ist also dem Kosinus des Winkels zwischen der Fortpflanzungs- 
richtung und den Kraftlinien proportional. 

Daß wir bei dieser Betrachtung keine Spur einer magnetischen 
Doppelbrechung von der in Nr. 52 betrachteten Art fanden, erklärt 
sich aus dem Umstande, daß wir jetzt fortwährend die zweiten und 
höheren Potenzen der Feldstärke vernachlässigt haben. 

Theoretisch interessant ist schließlich die Gestalt der Wellen- 
fläche‘). Da man die Geschwindigkeit einer ebenen Welle mit der 
Normale OZ’ erhält, wenn man c durch den Ausdruck (73) dividiert, 
so sieht man leicht, daß die (auf die Zeiteinheit bezogene) Wellen- 
fläche aus zwei Kugeln mit dem Radius 7 besteht, deren Mittel- 
punkte in der. Richtung der positiven und der negativen z2 um die 
gleichen Strecken 





cos 9; 


ce R 
2ayR0 
von dem Schwingungsmittelpunkt entfernt sind. Folglich gehören 
nach der bekannten Huygensschen Konstruktion zu einer den magne- 
tischen Kraftlinien parallelen Wellenfront zwei Lichtstrahlen, die in 
der durch die Wellennormale kei die z-Achse gelegten Ebene ver- 


laufen und beide einen Winkel mit der Wellennormale bilden. 


7 


Man kann dies eine „magnetische Doppelbrechung“ nennen, ob- 
gleich die Erscheinung von ganz anderer Art ist als die früher (Nr.52) 
mit diesem Namen bezeichnete. 


59. Vereinfachte Form der Theorie. Wenn man sich auf PR 
jenigen Spektralgebiete beschränkt, wo die Absorption unmerklich ist, 
so dürfen die Widerstände von vornherein vernachlässigt werden. 


40) A. Cornu, Sur la forme de la surface de l’onde lumineuse dans un 
milieu isotrope plac& dans un champ magnetique uniforme: existence probable 
d’une double r6fraction particuliere dans une direction normale aux lignes de 
force, Paris C. R. 99 (1884), p. 1045. 
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Nimmt man überdies nur eine Art Moleküle an, deren jedes, der 
elementaren Theorie des Zeeman-Effektes gemäß, ein einziges beweg- 
liches Elektron enthält, so gestaltet sich die Berechnung, die übrigens 
in der vorhergehenden allgemeineren enthalten ist, sehr einfach. Die 
ersten beiden Bewegungsgleichungen eines Elektrons lauten dann 


nämlich (vgl. Nr. 32) 
mi=—fE+ lite, 
mm —m—7:+e6, 
P.—Neb, B,—Nen 
ist, so hat man, wenn man zur Abkürzung Ne —=a setzt, 
.. H . 
mP, TE SACH, FB: + —®, I 2 aE,, 
- HH. 
mP, = NE RB, — Pe + 0E,. 


Diese Gleichungen, kombiniert mit den allgemeinen Relationen 
(34) und (35), bestimmen die Fortpflanzung des Lichtes längs der 
2-Achse. Sie geben für die Brechungsindizes zirkular polarisierter 
Strahlen 


und da 


(74) 





Sud (w""— 1)’ nH ie w—1)’nH 
Bu R he one) Pet 5 one 
und für den Drehungswinkel 
yo_ Wow: 
2u c*’Ne 


In diesen Formeln sind wieder alle vom Feld abhängigen Größen 
als unendlich klein betrachtet worden; u bedeutet den Brechungsindex 
bei fehlendem Felde. Da dieser bestimmt wird durch 

a __a+f—mn? 
fo mn! ° 
so sieht man leicht, daß das Resultat mit der Formel (72) im Ein- 
klang steht. 


60. Frühere Theorien des Faraday-Effektes. Wir lassen jetzt 
eine gedrängte Übersicht der älteren Erklärungsversuche dieses Effektes 
folgen“). Dabei beschränken wir uns stets auf eine Fortpflanzung 





41) Siehe: J. Larmor, The action of magnetism on light, with a eritical 
correlation of the various theories of light-propagation, Report Brit. Association, 
Meeting of 1898, p. 335, wo auch verschiedene in Nr. 61 erwähnte Theorien be- 
sprochen werden. 
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längs der Kraftlinien, d. h. längs der z-Achse, und im Zusammenhang 
damit auf die Gleichungen, welche die senkrecht zu OZ stattfindenden 
Schwingungen bestimmen. 

a) Kurz nach Faradays Entdeckung bemerkte Aöry“?), daB man 
von der Drehung der Polarisationsebene Rechenschaft geben kann, 
wenn man die gewöhnlichen Gleichungen der damaligen Lichttheorie 


0 


A nd TE Bea?” 
ure 
ak ae a | 
0 008 0’ 
(75) ; 0 
on _ 8m _ BE 
Fr? ot 


ersetzt; m ist hier eine der Feldstärke proportionale Konstante, die 
wir, ebenso wie das m in den weiter folgenden Gleichungen, als un- 
endlich klein betrachten wollen. Für den Drehungswinkel findet man 


m 
ya— PER 
wo »—= YA die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei Abwesenheit des 
Feldes bedeutet. Da diese bei den gemachten Annahmen für alle 
Lichtarten den gleichen Wert hätte, so wäre auch die Drehung von 
der Frequenz unabhängig. Man könnte übrigens leicht in die Glei- 
chungen neue Glieder einführen, die eine Dispersion vorstellen. 

Was die in (75) angenommenen, die Wirkung des Feldes aus- 
drückenden Glieder betrifft, so hat ©. Neumann‘) von denselben da- 
durch Rechenschaft gegeben, daß er die Wirkung eines Magneten 
oder einer Drahtrolle auf ein schwingendes Ätherteilchen nach Webers 
elektrodynamischem Gesetz berechnete, eine Betrachtungsweise, die 
sich den heutigen Auffassungen in bemerkenswerter Weise nähert. 


b) Airy wies ferner darauf hin, daß man statt der Glieder mit 
2 und A auch andere von geeigneter Form annehmen kann; sie 


müssen ungerade Differentialquotienten nach # und gerade Differential- 
quotienten nach den Koordinaten enthalten. So ging Verdet“) von 


42) @. B. Airy, On the equations applying to light under the action of 
magnetism, Phil. Mag. (3) 28 (1846), p. 469 (übers. in Ann. Phys. Chem. 70 
(1847), p. 272). 

43) O. Neumann, Die magnetische Drehung des Lichtes, Halle 1863. 

44) E. Verdet, Recherches sur les propristes optiques d&veloppees dans les 
corps transparents par l’action du magn6ötisme, Paris C. R. 56 (1863), p. 630; 
(Euvres 1 (Notes et m&moires), p. 246. 


TER 


SEEN! 
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den Gleichungen 


0° 8 0° 0°n 

A Mn 
(76) 

On 

00. 02?0t 


aus und zeigte, daß die Formel 
2 
vs 
zu welcher sie führen, mit manchen Beobachtungen befriedigend über- 
einstimmt. 

Die Gleichungen der elektromagnetischen Lichttheorie nehmen 
die Gestalt (76) an, wenn man in (74) die Glieder mit m streicht, 
die Polarisation ® durch die volle elektrische Erregung D=-B-+ € 
ersetzt, und dann die aus den beiden Formeln für €, und &, folgenden 
Werte in die erste und die zweite der in (35) zusammengefaßten 
Gleichungen einsetzt. 

c) Bei Verdet findet man auch die Berechnung der magnetischen 
Drehung aus den allgemeineren Differentialgleichungen (deren Form 
wieder der von Aüöry gestellten Forderung genügt) 


D?P&=g(D,))5 + mv(D, D,)n, 

D?n = Yy(D,)n — mv(D,, D,)E. 
Hier zeigen D, und D, partielle Differentiationen nach t und z 
an, und bedeutet das Symbol @(D,) eine gerade ganze Funktion 
von D,, das Symbol »(D,, D,) aber eine ganze Funktion, die in 


bezug auf D, gerade und in bezug auf D, ungerade ist. Enthalten & 
und n die Zeit £ und die Koordinate z in dem Faktor 


in (1-2) in (:-%) 
e —=e N 


so wird p(D,) zu einer reellen Funktion des Produktes nu, sagen 
wir f(nu), und »(D, D,) zu einer imaginären Größe von der Ge- 
stalt ög(n, u). Der Brechungsindex für links oder rechts zirkular pola- 
risiertes Licht bestimmt sich aus der Gleichung 


— "—f(nu) E mg, u), 
oder, wenn man den Brechungsindex außerhalb des Feldes mit u, 


bezeichnet, 


— MIN, ) 
Ir Betr nn) 





Hieraus folgt für den Drehungswinkel 


yo mal, m), 
ef (nu) 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 17 
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d) Vor vielen Jahren hat Kelvin“) die Bemerkung gemacht, daß 
die magnetische Drehung der Polarisationsebene die Existenz gewisser 
verborgener Rotationen anzeige, die im magnetischen Felde um die 
Kraftlinien als Achsen stattfinden. In der Tat kann man dies sagen, 
wenn man in einer mechanischen Deutung der elektromagnetischen 
Erscheinungen den elektrischen Vektoren (und also auch den elek- 
trischen Schwingungen des Lichtes) translatorischen Charakter zu- 
schreibt; dann sind die magnetischen Vektoren rotatorischer Art (vgl. 
Art. V13, Nr. 41). Maxwell“) versuchte dann, von diesen Rotationen 
und ihrem Einfluß auf die Lichtschwingungen ein Bild zu entwerfen; 
indem er die Fundamentalsätze von Helmholtz’ Theorie der Wirbel- 
bewegungen heranzog, gelangte er zu Gleichungen für die Fortpflanzung 
des Lichtes, welche die Form (76) haben. 

Die Vorstellung verborgener Rotationen um die Kraftlinien liegt 
auch mancher späteren Betrachtung zugrunde®"). 


61. Allgemeine Gleichungen für die Fortpflanzung des Lichtes 
im magnetischen Felde. Die Frage, wie die allgemeinen elektro- 
magnetischen Feldgleichungen zu modifizieren seien, wenn der be- 
trachtete Körper sich in einem Magnetfelde befindet, ist von vielen 
Physikern diskutiert worden, und man hat dabei auch die Metalle in 
den Kreis der Betrachtungen gezogen, wozu insbesondere die Ent- 
deckung von Kerrs magneto-optischem Effekt den Anlaß gab. Bei 
diesen Untersuchungen “®), auf die hier nicht im einzelnen eingegangen 





45) W. Thomson, Dynamical illustrations of the magnetic and the helicoidal 
rotatory effects of transparent bodies on polarized light, Proc. Roy. Soc. London 8 
(1857), p. 150. 

46) J. C. Maxwell, The theory of molecular vortices applied to the action 
of magnetism on polarized light (Part 4 of „On physical lines of force“), Phil. 
Mag. (4) 23 (1862), p. 85 (Scientific papers 1, p. 502; in deutscher Übersetzung: 
Über physikalische Kraftlinien, Ostwalds Klassiker, Nr. 102, p. 70); Electricity 
and magnetism, 2° ed., 2, p. 410. 

47) Siehe z. B. J. Larmor, Proc. London Math. Soc. 23 (1891), p. 127. 

48) H. A. Rowland, On the general equations of electromagnetic action 
with application to a new theory of magnetic attractions and to the theory’ of 
the magnetic rotation of the plane of polarisation of light, Amer. Journ. of Math. 
1880, p. 97 (gekürzt in Phil. Mag. (5) 11 (1881), p. 254); J. W. Gibbs, On the 
general equations of monochromatic light in media of every degree of trans- 
parency, Amer. Journ. of Science (3) 25 (1883), p. 107 (Scientific papers 2, p. 211); 
D. A. Goldhammer, Das Kerrsche magneto-optische Phänomen und die magne- 
tische Zirkularpolarisation nach der elektrischen Lichttheorie, Ann. Phys. Chem. 46 
(1892), p. 71; P. Drude, Über magneto-optische Erscheinungen, ibidem p. 353; 
Lehrbuch der Optik, Leipzig 1900, p. 384; J. @. Leathem, On the theory of the 
magneto-optic phenomena of iron, nickel and cobalt, London Phil. Trans. (A) 190 
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werden kann, hat man verschiedene Wege eingeschlagen. Versucht 
man an der Hand der Elektronentheorie in den Mechanismus der Er- 
scheinungen einzudringen, so hat man den Ausdruck 


(77) — [vH] 


für die von dem äußeren Felde auf bewegte Ladung ausgeübte Kraft 
als Ausgangspunkt zu wählen. Da man nun guten Grund hat, einen 
Leitungsstrom als eine Bewegung freier Elektronen aufzufassen, so 
lag es nahe, bei der Betrachtung eines Metalls an die auf solche 
Elektronen wirkende elektromagnetische Kraft zu denken. Diese 
Wirkung ist auch bei dem Hall-Effekt (d. h. bei der Entstehung 
einer Potentialdifferenz zwischen den Rändern eines Metallblattes, das 
in der Längsrichtung von einem elektrischen Strom durchflossen wird 
und einem normal zu seiner Fläche gerichteten Magnetfelde ausgesetzt 
ist) im Spiel, und so ist man dazu gekommen, die Theorie der 
magneto-optischen Phänomene bei Metallen zunächst an den Hall- 
Effekt anzuschließen“). Indes hat sich später gezeigt, daß einfache 
Beziehungen zu diesem letzteren nicht existieren und daß man, wenn 
man die optischen Vorgänge in einem Metall bis ins einzelne ver- 
folgen will, mit der Hypothese von Leitungselektronen nicht aus- 
kommt; man muß sich vielmehr vorstellen, daß auch andere Elektronen, 
die an bestimmte Gleichgewichtslagen gebunden sind („Polarisations- 
elektronen“), sich an den Lichtschwingungen beteiligen. 

Immerhin bleiben in der Erforschung der Natur der Licht- 
schwingungen in ponderabelen Körpern, namentlich in den Metallen, 
große Schwierigkeiten bestehen, und empfiehlt es sich daher, in mehr 
phänomenologischer Weise vorzugehen, indem man sich damit be- 
gnügt, in die Gleichungen für die Lichtbewegung gewisse geeignet 
gewählte Zusatzglieder aufzunehmen, die den Einfluß des Feldes aus- 
drücken sollen. Man kann z. B. solche Glieder in den Ausdruck für 
die Energie des Systems einführen und sich dann bei Ableitung der 
Feldgleichungen auf die allgemeinen Prinzipien der Mechanik stützen, 
ein Verfahren, dem vom Standpunkte der Elektronentheorie nichts 
im Wege steht, da auch nach dieser Sätze wie z. B. das Prinzip der 
kleinsten Wirkung ganz allgemein gelten, und also eine sachgemäße 
Anwendung solcher Sätze auch auf dem Gebiete der magneto- 





(1897), p. 89; C. H. Wind, Etude theorique des phenomönes magnsto-optiques 
et du phenomödne de Hall, Arch. neerl. (2) 1 (1898), p. 119. 
49) H. A. Lorentz, Le ph&nom£ne decouvert par Hall et la rotation 6lectro- 
magnetique du plan de polarisation de la lumiere, Arch. neerl. 19 (1884), p. 123. 
3 YA 
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optischen Erscheinungen möglich sein muß (vgl. Art. V14, Nr. 8 
und 9). 

Einfacher ist es jedoch, die in Frage stehenden magnetischen 
Zusatzglieder direkt in die Feldgleichungen einzuführen. Dieser Weg, 
den wir hier wählen wollen, führt rasch zum Ziel, wenn man sich 
von vornherein auf Schwingungen von bestimmter Frequenz be- 
schränkt und alle vom magnetischen Felde abhängigen Glieder als 
unendlich klein behandelt. Freilich hat ersteres zur Folge, daß über 
die Art und Weise, wie die untersuchten Erscheinungen von der 
Wellenlänge des Lichtes abhängen, nichts ausgesagt werden kann; 
die in den Gleichungen vorkommenden Koeffizienten werden eben als 
Funktionen der Frequenz betrachtet, deren Werte den Beobachtungen 
zu entnehmen sind. Was die zweite Beschränkung anlangt, so in- 
volviert diese, daß wir die Widerstandsänderung der Metalle und alle 
sonstigen Wirkungen, die nicht von der ersten Potenz der Feldstärke 
abhängen, von der Betrachtung ausschließen müssen. 

a) Wir legen die Annahme zugrunde, daß auch im magnetischen 
Felde die allgemeinen Beziehungen 


(78) 5-6, 
(79) eE-— 8, 
(80) divc=0, 

(81) divd—0, 


wo & den Gesamtstrom und ® die magnetische Erregung bedeutet, 
gültig bleiben, ebenso, daß an der Grenzfläche zweier Körper noch 
immer die normalen Komponenten von & und ®, sowie die tangen- 
tiellen von € und 9 stetig sind. Ferner nehmen wir an, daß, sogar 
in den magnetischen Metallen, von einer durch die Lichtschwingungen 
hervorgebrachten, ebenso rasch wie diese wechselnden Magnetisierung 
abgesehen werden darf, so daß wir B=$ setzen dürfen. Wir er- 
innern daran, daß unter $ die die Lichtschwingungen begleitende 
periodisch veründerliche magnetische Kraft verstanden wird, während 
die konstante Kraft des äußeren Feldes mit H bezeichnet wird. Der 
Einfluß dieser letzteren Kraft zeigt sich in den Feldgleichungen nur 
darin, daß die Beziehung zwischen der elektrischen Kraft € und dem 
Strom & geändert wird. 

b) Wir rechnen stets mit komplexen Ausdrücken und setzen ein 
für allemal fest, daß die komplexen Werte der Komponenten W,, U,, 
U, jedes der veränderlichen Zustandsvektoren, von welchen Werten 
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wir schließlich die reellen Teile zu nehmen haben, die Zeit nur in 
dem Faktor e”‘ enthalten sollen. Wir können füglich die drei kom- 
plexen Werte W,, Y,, X, zu einem „komplexen Vektor“ X zusammen- 
fassen und den wirklichen Vektor A den reellen Teil jenes komplexen 
Vektors nennen. Indem wir ferner die Begriffe der Differential- 
quotienten, der Rotation und der Divergenz in naheliegender Weise 
auch auf komplexe Vektoren anwenden, dürfen wir die Gleichungen (78) 
bis (81) auch für die komplexen Vektoren €, 9, & und ® gelten 
lassen. Auch möge gleich hier bemerkt werden, daß man, auch wenn 
A und ® komplexe Vektoren sind, den Ausdruck 


KO. FED FUD, 
als das skalare Produkt (WA ®3) derselben, und die Größen 
AD —- AB, AU-AB UB-UD, 


als die Komponenten ihres Vektorproduktes [X - 3] bezeichnen kann. 
c) Bei Abwesenheit eines magnetischen Feldes läßt sich für jeden 
isotropen Körper die Beziehung zwischen € und & auf die Form 


(82) = o€ 


bringen, wo 6 eine im allgemeinen komplexe, nur von der Frequenz n 
abhängige Größe ist. 

Hat man es z. B. mit einem Dielektrikum zu tan, in welchem 
die elektrische Erregung ® der elektrischen Kraft proportional ist, 


so daß 
D=sE, 


mit einem konstanten reellen &, dann ist 
(83) C=-D—- ind = insE; 


unter 6 in (82) hat man somit den imaginären Faktor ins zu ver- 
stehen. Ein zweiter einfacher Fall ist der eines Metalles, in welchem 
nur Leitungsströme von ziemlich niedriger Frequenz bestehen; dann 
ist 6 die Leitfähigkeit. Versuche von Hagen und Rubens haben ge- 
zeigt, daß die Gleichung (82) mit diesem reellen Koeffizienten auch 
noch für langwellige Wärmestrahlen anwendbar bleibt. 

Indes, und darauf kommt es jetzt vor allem an, gilt eine Glei- 
chung von der Form (82) auch in viel verwickelteren Fällen. Hat 
ein Körper zu gleicher Zeit die Eigenschaften eınes Leiters und eines 
Nichtleiters, besitzt er also eine Leitfähigkeit 6 und eine Dielektrizitäts- 
konstante &, so gilt für den Strom 


C= (6+ins)E. 


Ferner braucht hier und in der Gleichung (83) & keineswegs reell 
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und unabhängig von n zu sein. Denkt man sich die Moleküle eines 
Körpers in irgend welcher Weise mit Elektronen versehen, die eine 
Verschiebung aus ihren Gleichgewichtslagen erleiden und unter dem 
Einfluß quasi-elastischer Kräfte, vielleicht auch von Widerständen 
schwingen können, so kann man noch immer die Gleichung (82) an- 
nehmen, wenn man nur dem 6 einen geeigneten komplexen Wert 
beilegt. Für den ziemlich allgemeinen in Nr. 47 behandelten Fall 
läßt sich dies unschwer verifizieren. 

Allgemein kann man sagen, daß jedesmal, wenn die Beziehung 
zwischen den reellen Werten der Komponenten von € und ®, oder E sich 
durch lineare und homogene Gleichungen ausdrücken läßt, in welchen 
die Komponenten selbst, nebst beliebigen Differentialquotienten nach 
der Zeit vorkommen, daraus für eine bestimmte Frequenz eine Glei- 
chung von der Form (82) hervorgeht. 

Wir machen noch besonders darauf aufmerksam, daß in manchen 
Fällen der Strom in verschiedene Teilströme zerlegt werden kann. 
In einem Körper, der zugleich Leiter und Dielektrikum ist, kann man 
den Leitungsstrom und den Verschiebungsstrom unterscheiden, und 
sobald ein Körper verschiedene Elektronengattungen enthält, entspricht 
der Bewegung jeder derselben ein Strom, wozu sich dann noch der 
Verschiebungsstrom gesellt, der in dem im Körper befindlichen Äther 
besteht, und für den wir & schreiben können. 

Bezeichnet man die verschiedenen Partialströme mit ©, &”,..., 
so kann man setzen 


Be 


..y 


wo die Größen 0’, 0”, ... im allgemeinen komplexe Funktionen von 
n sind. In der Gleichung (82) ist dann 


o=60-+0"+---.. 
Auch kann man mit Hilfe der angeführten Gleichungen die elektrische 
Kraft &, sowie die einzelnen Ströme ©, €”, ... in dem Gesamt- 
strom & ausdrücken. 
d) Wenden wir uns jetzt dem Einfluß eines äußeren Feldes H zu. 
Um diesen anzugeben, haben wir auf den rechten Seiten der in (82) 
enthaltenen Gleichungen 


e,=o6, &,=oL&, &,= 06, 
gewisse Zusatzglieder hinzuzufügen, und diese sind nach dem bereits 
Gesagten homogene und lineare Funktionen von H,, H,, H,. Ferner 


können sie nur die Komponenten von €, €, €”, ... enthalten, und 
es liegt nahe anzunehmen, daß auch diese Größen linear vorkommen 
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und daß kein Glied frei von denselben ist. Da wir nun Glieder von 
der Größenordnung H? vernachlässigen, so dürfen wir in den Zusatz- 
gliedern die Werte von €, &, €”, ... ersetzen durch die soeben ge- 
nannten Ausdrücke, die nur den Gesamtstrom © enthalten, und die 
wir in der Voraussetzung H—= 0 abgeleitet hatten. Die gesuchten 
magnetischen Zusatzglieder müssen sich daher als homogene lineare 
Funktionen, einerseits von H,, H,, H,, andererseits von 6,, &,, 6, 
darstellen lassen. 

Um diese Funktionen näher kennen zu lernen, ziehen wir die 
Isotropie des Mediums in Betracht. Diese erfordert, daß die Glei- 
chungen sich bei beliebiger Drehung des Koordinatensystems nicht 
ändern, d. h. daß bei einem bestimmten Felde und einem bestimmten 
Bewegungszustande die neuen Komponenten der verschiedenen Vek- 
toren denselben Gleichungen genügen wie die ursprünglichen Kom- 
ponenten. Erteilt man nun den Koordinatenachsen eine Drehung 
von 180° um die x-Achse, so bleiben die x-Komponenten sämtlicher 
Vektoren ungeändert, während die y- und z-Komponenten das Vor- 
zeichen wechseln. Daraus folgt, daß in der Formel für @, keine 
magnetischen Glieder mit C,H,, C,H,, €,H,, €,H, vorkommen können. 
Desgleichen findet man aus der Betrachtung einer Drehung von 180° 
um OY, daß auch Glieder mit C,H,, &,H,, C,H, ausgeschlossen sind, 
so daß die Gleichung für &, die Gestalt haben muß 
(84) G,=0€,+rC,H,+rC,H,. 

Man fasse nun schließlich eine Drehung von 90° um die x- Achse 
ins Auge. Bei einer solchen bleiben C, und €, ungeändert; die neuen 
Werte von &,, H,, &,, H, aber werden den ursprünglichen Werten 
von €, H,, —&,, —H, gleich. Soll auch bei dieser Drehung die 
Formel (84) ihre Gestalt behalten, so muß 7 = — r sein. 

Das Ergebnis dieser Überlegungen ist, daß die Beziehung zwischen 
der elektrischen Kraft und dem Strom sich ausdrücken läßt durch 
die Gleichungen 

&,—= 0€&, + r(C,H,— C,H), 
(85) &,—= 06€, + (C,H, — C,H,), 
GC, —=0€,+ (C,H, —C,H,), 
oder, in eine Formel zusammengefaßt (vgl. oben unter b)), 
g=sE + r[C-H]. 


Unter den gemachten Annahmen muß sich also das optische Ver- 
halten des Körpers mit Hilfe zweier im allgemeinen komplexer Kon- 
stanten 6 und r, die von der Natur des Körpers und der Frequenz 
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des Lichtes abhängen, beschreiben lassen. Dabei ist bemerkenswert, 
daß das äußere Feld auf die erste Konstante keinen Einfluß hat; eine 
eventuelle Änderung der Glieder oE,, o€,, o&, hätte man nämlich 
zu den Zusatzgliedern rechnen können und diese müssen, wie wir be- 
wiesen haben, notwendig von der angegebenen Gestalt sein. 

Übrigens steht unser Resultat im Einklang mit der Vorstellung, 
daß die Zusatzglieder von den Kräften herrühren, die das Magnetfeld 
nach dem in (77) enthaltenen Gesetz auf bewegte Ladung ausübt, 
und ebenso mit dem allgemeinen in Nr. 54 ausgesprochenen Satz der 
Spiegelbilder. 

Die Formeln (85) haben wir nunmehr mit den allgemeinen Be- 
ziehungen (78) bis (81), in welchen B=$ zu setzen ist, zu ver- 
binden. Das in dieser Weise sich ergebende System von Gleichungen 
umfaßt wohl alle Systeme, die man aufgestellt hat. 

Was die magnetischen Metalle betrifft, so haben verschiedene 
Untersuchungen gezeigt, daß die Wirkung eines äußeren Feldes nicht 
der magnetischen Kraft, sondern vielmehr der Magnetisierung pro- 
portional ist?®). Wir können diesem Umstande dadurch Rechnung 
tragen, daß wir unter H die Magnetisierung bzw. irgend einen anderen, 
den magnetischen Zustand und dessen Wirkung bestimmenden Vektor 
verstehen. 


62. Partikulare Lösungen. Man nehme an, daß alle variablen 
Zustandsgrößen die Zeit und die Koordinaten in dem Faktor 


in (rate) 
e [777 


(86) 
enthalten, in welchem « ein reeller oder komplexer Winkel ist, und 
© eine näher zu bestimmende Konstante. Zur Abkürzung bezeichne 
man mit (6,), (E,), ... die Größen, welche man mit dieser Expo- 
nentialgröße und außerdem mit einer beliebigen gemeinschaftlichen 
Konstante zu multiplizieren hat, um @,, €,, ... zu erhalten. Jene 
Konstante kann man die Amplitude nennen. 
Der Bedingung (80) wird genügt, wenn wir setzen 


(87) (&,)=—eosina, (L)=6cosa, (C,)= op, 


wo p eine Konstante ist, deren Wert sich sofort ergeben wird, und 
es folgt dann aus (85) 


50) A. Kundt, Über die elektromagnetische Drehung der Polarisations- 
ebene des Lichtes im Eisen, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. 191; H. E. J. @. 
du Bois, Magnetische Zirkularpolarisation in Kobalt und Nickel, Ann. Phys. 
Chem. 31 (1887), p. 941. 
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(E,) = — sin «a — r(cosa-H, — pH,), 
(88) (E)= cose— r(pH,-+sin«-H,), 


(&)= p+r(sine-H,—+cos«-H,), 
und aus (79) 


= sine), 
(89) (5) — ze a(E,), 


(9) = [eos «(E,) — sin «(E,)], 


wodurch auch der Bedingung (81) genügt wird. 
Wir haben jetzt noch die gefundenen Werte in (78) zu sub- 
stitnieren. Setzen wir dabei zur Abkürzung 








cos«-H,+sin«-H,—=H,, 


so erhalten wir die beiden Bedingungen 


dp) —i4, 
=(e+TH)=—i-p, 
woraus wir ableiten 
(91) Z=i-(l+ich,). 


Von den beiden aus dieser Gleichung folgenden Werten von ® 
wählen wir denjenigen, dessen reeller Teil positiv ist. 

Ist nun der Winkel « reell, so stellen die obigen Gleichungen 
je nach dem gewählten Vorzeichen einen links oder einen rechts zirkular 
polarisierten Strahl vor, und zwar unterscheiden sich diese Strahlen 
sowohl durch ihre Fortpflanzungsgeschwindigteit v (v, und v_), wie 
auch durch ihren Absorptionsindex h (vgl. Nr. 48); diese letzteren 
Größen ergeben sich aus (41), nachdem man die „komplexe Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit“ © aus (91) abgeleitet hat. 

Die Verschiedenheit von v, und v_ hat wieder eine magnetische 
Drehung der Polarisationsebene zur Folge. Diese kann schon in einer 
dünnen, noch ziemlich durchsichtigen Schicht eines magnetischen 
Metalls einen beobachtbaren Wert erreichen. 

Bei fehlendem Felde kommt den beiden Strahlen der gleiche durch 


(92) —_il 


bestimmte Wert &, der Konstante » zu. Dieses &, muß nun offenbar 
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für einen durchsichtigen Körper reell sein, so daß für einen solchen 
6 rein imaginär und positiv sein muß. Da ferner die Erfahrung lehrt, 
daß ein nicht absorbierender Körper auch in einem magnetischen 
Felde durchsichtig bleibt, so muß, wie aus (91) hervorgeht, in diesem 
Fall auch 7 imaginär sein. 

Für den freien Äther hat man e—=1, und also nach (83) e=in, 
mithin, wie es sein muß, &,=c. Die Konstante r ist hier Null, da 
ein magnetisches Feld auf die Lichtbewegung im Äther keinen 
Einfluß hat. 

Wenn man es mit einem absorbierenden Körper, etwa einem 
Metall, zu tun hat, so werden sowohl 6 als auch r komplex. Was 
die erste dieser Konstanten betrifft, so läßt die Gleichung (92) wieder 
einen Schluß zu. Da nämlich die Amplitude notwendig in der Fort- 
pflanzungsrichtung abnehmen muß, so muß, weil wir den reellen Teil 
von ©, positiv nehmen, auch der imaginäre Teil positiv sein; man 
überzeugt sich davon, wenn man beachtet, daß €, usw. sämtlich den 
Faktor (86) enthalten, und daß man, um zu einem wirklichen Be- 
wegungszustand zu gelangen, die reellen Teile der komplexen Größen 
zu nehmen hat. Aus der Gleichung (92) folgt nun ferner, daß der 
reelle Teil von 6 positiv ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so liefert 
auch die Gleichung (91) ein © mit positivem imaginärem Teil, und 
zwar gilt dies, welchen komplexen Wert r auch haben möge. Wegen 
der Kleinheit von rH, wird nämlich das Vorzeichen des imaginären 
Teils auf der rechten Seite durch das Vorzeichen des reellen Teils von = 


bestimmt. 

Es muß schließlich hervorgehoben werden, daß der Winkel « auch 
einen komplexen Wert haben kann. Auch in diesem Fall, auf den 
die nächste Nummer uns führen wird, wollen wir von links oder 
rechts zirkular polarisiertem Licht reden, je nachdem wir in den For- 
meln die oberen oder die unteren Vorzeichen nehmen. 


63. Metallreflexion im magnetischen Felde°'). Ein magnetisches 
Metall, für welches r einen merklichen Wert hat, sei durch eine 





51) @. F. Fitz Gerald, On the electromagnetic theory of the reflection and 
refraction of light, London Phil. Trans. 171 (1880), p. 691 (Scientific writings, 
p. 45); W. van Loghem, Theorie der terugkaatsing van het licht door magneten, 
Diss. Leiden, 1883; A. Righi, Recherches exp6erimentales et th&oriques sur la 
lumiere polarisee reflöchie par le pöle d’un aimant, Ann. chim. phys. (6) 4 (1885), 
p. 433; 9 (1886), p. 65; A. B. Basset, On the reflection and refraction of light 
at the surface of a magnetized medium, London Phil. Trans. (A) 182 (1891), p- 
371; W. Voigt, Elektro- und Magnetooptik, Kap. 6 und 7. Siehe aueh die in 
Anm, 48 zitierten Arbeiten von Goldhammer, Drude, Leathem und Wind. 
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ebene Grenzfläche von Luft getrennt und werde von einem unter 
dem Winkel «, einfallenden Lichtbündel getroffen. Wir stellen uns 
die Aufgabe, bei gegebenem Polarisationszustande und gegebener Inten- 
sität dieses letzteren die Beschaffenheit des reflektierten Lichtes zu 
untersuchen. Das Problem läßt sich auf das einfachere zurückführen, 
die Beschaffenheit zu bestimmen, welche das einfallende Licht haben 
muß, damit im zweiten Medium nur eine entweder links oder rechts 
zirkular polarisierte Liehtbewegung entstehe, und dabei jedesmal die 
Größen, die sich auf die gespiegelten Strahlen beziehen, zu berechnen. 
Die beiden Fälle können in den Rechnungen zusammengefaßt werden, 
wenn man fortwährend Doppelzeichen anwendet. 

Wir legen den Koordinatenursprung in die Grenzfläche, die 
x-Achse normal zu dieser nach der Seite des Metalls hin, und wählen 
die Einfallsebene zur xy-Ebene. Das einfallende Licht kann man 
jedenfalls in zwei Komponenten zerlegen, deren eine die elektrischen 
Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene, die andere aber in dieser 
Ebene hat. Während cos«,, sin«, die Richtungskonstanten der Fort- 
pflanzungsrichtung in der xy-Ebene sind (wobei «, spitz ist), wählen 
wir eine Richtung r mit den Konstanten —sin«,, cos«, als positive 
Richtung für die zuletzt genannten elektrischen Schwingungen. Wir 
können dann die einfallende Lichtbewegung in abgekürzter Form 
darstellen durch die Gleichungen 


(E,) _f; (E,) enge A, 
womit gemeint ist, daß diese Werte, mit der Größe 
ä a ( Fera tyenen) 
(93) e 
multipliziert, die Komponenten &, und €, der elektrischen Kraft 


liefern. 
Desgleichen setzen wir für das reflektierte Licht 


Ey), (E)=9; 
und zwar verstehen wir hier unter r’ eine Richtung in der xy-Ebene 
mit den Richtungskonstanten — sin«,, —cos«a,. In der ersten 
Gleichung hätten wir auch €, schreiben können; der Strich bei z soll 
nur daran erinnern, daß es sich jetzt um das reflektierte Bündel 
handelt. Man hat die beiden Ausdrücke mit 


IT IT amade RL den | 
(94) A 
zu multiplizieren, um die Werte von €, und &, zu erhalten. 

In den Exponentialgrößen (93) und (94) haben wir für die Fort- 
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pflanzungsgeschwindigkeit c geschrieben, weil wir von der Verschieden- 
heit der optischen Eigenschaften der Luft und des freien Äthers ab- 
sehen wollen. 

Es sollen jetzt die „komplexen Amplituden“ f, g, f', g’ in der 
Voraussetzung bestimmt werden, daß in dem Metall von den beiden 
in (87) bis (91) enthaltenen Zuständen nur entweder der links oder 
der rechts polarisierte und zwar mit der Amplitude 1 (Nr. 62) zu- 
stande kommt. Hierbei erhebt sich zunächst die Frage, welchen 
Wert, wenn «, gegeben ist, wir dem Winkel « zuschreiben müssen. 
Man sieht nun leicht, daß den Grenzbedingungen nur dann in allen 
Punkten der Grenzfläche genügt werden kann, wenn 

sın &. sın a 
© et 
ist. Diese Gleichung, welche das Brechungsgesetz in der Erweiterung 
auf absorbierende Körper ausdrückt, liefert einen bestimmten kom- 
plexen Wert für sin.«. 

Da wir nun «, festhalten wollen, und » für die links und rechts 
zirkular polarisierte Bewegung im Metall verschieden ist, so wird 
auch « für diese beiden ungleich. Schreiben wir «, für den Winkel, 
den das Brechungsgesetz uns bei fehlendem Felde liefert, und der 
sich aus der Gleichung 

sın &, sın & 


(96) er 


[4 ®) 





ergibt, so können wir je nach der Wahl der Vorzeichen setzen 
e—=W-+tv, 
wo v eine der Feldstärke proportionale und also als unendlich klein 
zu behandelnde Größe ist. Aus (95) und (96) folgt nun mit Rücksicht 
auf (91) und (92) 
En EN re: 


sin &, @, 
und hier dürfen wir in H, für den Winkel « den Wert «, setzen. 
Also: 
(97) H,= cose,-H,+ sma, -H 
v=$irtge,-H,, 
(98) «= + tirtge,-H,. 


Was den Winkel «, betrifft, so ist dem Vorhergehenden noch 
folgendes hinzuzufügen. Nachdem man sina, aus (96) abgeleitet 
hat, findet man daraus cos«,. Die Unbestimmtheit in dem Vorzeichen 
von co8«, wird nun gehoben durch die Bemerkung, daß in dem Metall 


y’ 
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bei zunehmender Entfernung von der Grenzfläche die Amplitude nur 
ab- und nicht zunehmen kann. Faßt man den Fall H= 0 ins Auge 
und ersetzt man also in dem Exponentialausdruck (86) « durch «, 
und © durch o,, so sieht man sofort, daß der imaginäre Teil von 
— das negative Vorzeichen haben muß. 

" Wir können jetzt das gestellte Reflexionsproblem leicht lösen. 
Nach dem Gesagten und mit Rücksicht auf die fundamentellen Be- 
ziehungen zwischen € und $ kann man für das einfallende Licht 
schreiben 


(&)—=— geina,, (&)—geosa, (E)—f 
(9; — fsine,, (9,) = — fcosa,, (9.) u; 
und für das reflektierte Licht 
(&)—=— gen, (E)=—geosa, (E)—f), 
= sinu, H)=fosm, (9-9; 
während für die Lichtbewegung im Metall die Gleichungen (87) bis (89), 
in welchen wir p durch +: und — durch u ersetzen, anzuwen- 
den sind. 
Die Grenzbedingungen vereinfachen sich nun dadurch, daß wegen 


des Brechungsgesetzes (95) die drei Exponentialausdrücke (86), (93) 
und (94) für = 0 gleiche Werte annehmen; sie führen zu den vier 


Gleichungen a 8 
f+r=Fi+rH, 
(f-f)et, = (+i+ rH,)cote, 
gta (+ ich,), 


(g — g)eose, = cos« — r(F iH,-+ sine -H,), 

die der Reihe nach aus der Kontinuität von &,, $,, $,, €, hervor- 
gehen. Weitere Bedingungen gibt es nicht, da nach den allgemeinen 
Feldgleichungen die Stetigkeit von €,, €, und 9,, 9, die von ®, 
und 6, in sich schließt. 

In den drei letzten Gleichungen ersetzen wir jetzt « durch den 
Wert (98). Es ergibt sich dann, wenn wir fortwährend Glieder mit 
H? vernachlässigen, 





fHf=Fi+rh, 
— .cote, t20, 
f* Sc Tr. cote, ax iM ” 


99, | { 
er 9+9= era, (1-+icose,:rH,)+ti ne rH 


sin &s '5 sin «& n) 


‚ co8 & 


ITEM aa 











"Atieosa,- -zH,) +) -——— en RER De 


208, COBd, " com ° 
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In der dritten und vierten Gleichung haben wir, weil es für die 
Vereinfachung der weiteren Formeln dienlich ist, 


H,= 2cosa,-H,—+ H,, 
gesetzt, so daß nach (97) 


„= — 6080, H,-+ sina, -H, 
ist. 

Um die aus (99) sich ergebenden Werte von f, f, 9, g’ in ein- 
facher Form anzugeben, bestimmen wir einige neue Größen k, k',...,n 


mittels der Gleichungen 
ER RN 1. 0, 0 


























cote, ? 
v ‚  cot2a, 
»«+x=1,. Tr 
‚__ sine, __y __ 0%, 
(100) ee ang? nee, 0087,’ 
‚__ Bing, an 0 
AA 2sina,’ Anhee 2cosa, C0Ba,? 
nn sina, 
i 2cosa, 


Bezeichnen wir die Werte von f, f’, 9, 9’, die man aus (99) er- 
hält, wenn man die oberen Vorzeichen nimmt, mit dem Index 1, die 
aber, welche gelten, wenn man die unteren Zeichen wählt, mit dem 
Index 2, so finden wir 

fi= —ik + «rH,, 
fi=—ik+xrtH,, 
9,=4Wl-+ icose, - rH,) + iArH,— nrH,, 
9, =tV(1l-+icosa,- rH,) + iA rH,—+ nrH,, 
f&=ik+ urH,, 
fr =ik + arH,, 
9 = (1 — icose, - rH,) — iArH,, — nrH,, 
9 = (1 — icosa, - rH,) — iA’rH,, + nrH,. 


64. Theorie des Kerr-Effektes. Durch geeignete Zusammen- 
setzung der beiden partikularen Lösungen, von welchen in der letzten 
Nummer die Rede war, können wir Formeln erhalten für den Fall, 
daß das einfallende Licht linear, entweder in oder senkrecht zu der 
Einfallsebene polarisiert ist. 

Wenn wir uns auf die Betrachtung des einfallenden und des 
reflektierten Lichtes beschränken, so können wir nämlich die eine 
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Lösung wie folgt darstellen: 
Einfallendes Licht: (E)=fi, (E)=9 
| Reflektiertes Licht: (E,)= fi, (&,)=9) 
und ebenso haben wir für die zweite Lösung: 
Einfallendes Licht: (E)=f, (E)=9, 
| Reflektiertes Licht: (&,)=f,, (E,) = 9. 
Addiert man nun diese Ausdrücke, nachdem man (101) mit 


(101) 


(102) 


Ya 
h9 —f9ı 





und (102) mit 
u 
9% —fr9ı 
multipliziert hat, so gelangt man zu dem Bewegungszustand: 
Einfallendes Licht: (E)=1, (E)=0, 
: 4: ey fi 9 hu DER Hr—I 9 A. 
Reflektiertes Licht: (E,) = ER, (E, ne 
Dieses zeigt, daß aus einem in der Einfallsebene polarisierten 
Lichtbündel ein reflektiertes Bündel entsteht, das in zwei Kompo- 
nenten zerlegt werden kann, deren eine in der Einfallsebene, die andere 


aber senkrecht dazu polarisiert ist, und deren komplexe Amplituden 
durch 





m h’9--fr 9 


ee, hr$—h9ı 
und 


b,— HIr—9I 92 9 I 
Fat 
gegeben werden, wenn man die Amplitude des einfallenden Lichtes 
gleich Eins setzt. 
Multiplizieren wir dagegen (101) und (102) mit den Faktoren 
fz I 
AR —hN a hr’ 
so erhalten wir nach Addition: 


Einfallendes Licht: (E)=0, (E)=1, 

. : ; Shhhh FE Ah 
Reflektiertes Licht: (E,) Se inch (E,.) = In Fe FA 9, x 
Somit zerfällt auch das Licht, welches bei der Reflexion aus 

einem senkrecht zur Einfallsebene polarisierten Bündel entsteht, in 
zwei Komponenten. Die komplexe Amplitude der senkrecht zur 
Einfallsebene polarisierten ist 





SEN md 29: 
a Pr hg?’ 
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und die der in der Einfallsebene polarisierten Komponente 


b ER hh-hfi, 

® 9% —f9 
In den vier abgeleiteten Gleichungen haben wir mit dem Index p 
bzw. s angedeutet, ob es sich um eine parallel oder um eine senk- 
recht zur Einfallsebene polarisierte Komponente handelt. Ferner 
haben wir mit a die Amplituden derjenigen Komponenten bezeichnet, 
die, was die Lage der Polarisationsebene gegen die Einfallsebene be- 
trifft, mit dem einfallenden Lichte übereinstimmen; Schwingungen 
dieser Art sind die einzigen, die bei fehlendem Felde im reflektierten 
Lichte vorkommen. Ist aber das Magnetfeld erregt, so gesellen sich 
zu diesen Komponenten noch andere, senkrecht zu denselben polari- 
sierte. Infolge des Auftretens dieser neuen Komponenten, welche die 
„magnetischen“ heißen mögen, und für deren Amplituden wir b ge- 
schrieben haben, ist im allgemeinen auch dann, wenn die Polarisations- 
ebene des einfallenden Lichtes eine der genannten Hauptlagen hat, 

das reflektierte Licht elliptisch polarisiert. 
Aus den am Schluß der vorigen Nummer für f,, fi, usw. an- 
gegebenen Werten erhält man, bei fortgesetzter Vernachlässigung der 


Glieder mit H? für den gemeinschaftlichen Nenner der gefundenen 
Brüche 


I — kA > 2ik(— I + nr), 
und für die Zähler 
fi 9 — fr n = 2ik (— 1 + neH,), 
I 92 — 92 9 = ill — VA)cH,, 
f19 — [291 — 2ik(— — yrH,), 
fa —hfı = Zilk — ka’)cH,. 
Mithin wird 


= 

DR ie tH,, 
tote, 
ee, 


Benutzt man nun schließlich die Gleichungen (100), wobei man 
sich der Identitäten 
A te 


103) A | 
( ) "M—ı,a+X|’ 
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PR 0 WEDR \, 


x —K, »+%| 


ik, Bla, 


- 





(104) 








| 
%% | 


bedienen kann, so erhält man 
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(106) 1, ee tl 60804 -H, + sinay-H,), 
(107) en) 
ei, Paris = En —j7(e0s N, + sine, -H,). 


Was die Bedeutung dieser Formeln betrifft, so erinnern wir 
daran, daß man, um zu den Gleichungen für die wirklichen Zustände 
zu gelangen, die Werte von (&,), (E,), bzw. (E,), (E,) mit den Ex- 
ponentialgrößen (93) und (94) multiplizieren und von den Produkten, 
nachdem man eventuell die, welche sich auf denselben Zustand be- 
ziehen, noch mit einer gemeinschaftlichen komplexen Konstante multi- 
pliziert hat, die reellen Teile nehmen muß. 

Auf diese weiteren Rechnungen kann hier nicht eingegangen 
werden. Wir bemerken nur, erstens, dad man für H=0 die ge- 
wöhnlichen Formeln der Metallreflexion mit zwei in der komplexen 
Größe 6 steckenden Konstanten erhält, und zweitens, daß, da r eben- 
falls komplex ist, auch der Einfluß eines magnetischen Feldes durch 
zwei Konstanten bestimmt wird. Setzt man r=sef, so ist s für 
die Amplitude und £ für die Phase der magnetischen Komponenten 
des zurückgeworfenen Lichtes maßgebend°?). 

Die Amplitude a, ist ganz unabhängig vom magnetischen Felde. 


65. Besondere Fälle. Bei einem Teil von Kerrs Versuchen 
standen die magnetischen Kraftlinien senkrecht zu der spiegelnden 
Fläche (polare Reflexion), bei anderen waren sie dieser Fläche und 
auch der Einfallsebene parallel (äquatoriale Reflexion). In beiden 
Fällen hat, da H,—= 0 ist, die Amplitude a, denselben Wert wie bei 
Abwesenheit des Feldes. Ferner ist im ersten Fall H,= 0, und also 

sin2«, sin«, 
m 2sin?(e, + 5 I — &,) <H,, 


(109) b,=b,; 





52) Daß man die Beobachtungen über den Kerr-Effekt nur dann erklären 
kann, wenn man der die Phase bestimmenden Konstante ß für jedes Metall und 
jede Lichtart einen geeigneten Wert beilegt, ging wohl zuerst aus den Messungen 
von R. Sissingh hervor: Mesures relatives au phenomene de Kerr, dans l’aiman- 
tation parallele & la surface reflöchissante, Arch. neerl. 27 (1894), p. 173. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. V 3. 18 
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im zweiten Fall dagegen H,—= 0 und infolgedessen 





ee sin2«, sina,tga« 
d— — Gaiatla, F as)oos(e; — a) "Mer 
(110) = —b, 


Die Beobachtungsresultate zeigen eine befriedigende Überein- 
stimmung mit diesen Formeln. 

Daß auch ein senkrecht zur Einfallsebene gerichtetes Feld einen 
Einfluß auf das reflektierte Licht hat, und zwar den in der Gleichung 
(107) durch das Glied mit H, angezeigten, hat zuerst Wind aus der 
Theorie abgeleitet?®). Zeeman hat die Folgerung experimentell be- 
stätigt®®). 

66. Beziehungen zwischen den magneto-optischen Effekten bei 
parallel und bei senkrecht zur Einfallsebene polarisiertem ein- 
fallendem Licht. Bei der Beobachtung des Kerr-Effektes kann man 
sich mit Vorteil der Methode der sogenannten „Minimum“- und 
„Nulldrehungen“ bedienen). 

Man gibt zunächst, während der Spiegel noch nicht magnetisiert 
ist, dem Polarisator eine solche Lage, daß seine Schwingungsrichtung 
entweder senkrecht zur Einfallsebene steht oder in derselben liegt, 
und verdunkelt das Gesichtsfeld durch Einstellung des Analysators. 
Nachdem dann infolge der Magnetisierung das Licht wieder zum Vor- 
schein gekommen ist, kann man die Intensität durch geeignete Dreh- 
ung des Analysators zu einem Minimum machen. Man kann das 
ebenso, während man den Analysator in der ursprünglichen Lage 
stehen läßt, durch eine bestimmte Drehung des Polarisators erreichen, 
und drittens kann man, indem man diesen und den Analysator zu 
gleicher Zeit um die richtigen Winkel dreht, das Gesichtsfeld wieder 
völlig verdunkeln. Zwischen den Werten, die sich für diese Minimum- 
und Nulldrehungen ergeben, wenn das einfallende Licht ursprünglich 
einmal in der Einfallsebene und dann senkrecht zu dieser polarisiert 
ist, ergeben sich einfache Beziehungen, die man leicht aus (109) und 
(110) ableiten kann. 


Wir brauchen hier auf diese Fragen nicht weiter einzugehen. 


53) In der in Anm. 48) zitierten Arbeit. 

54) P. Zeeman, Metingen over den invloed eener magnetisatie, loodrecht 
op het invalsvlak, op het door een ijzerspiegel teruggekaatste licht, Zittings- 
verslag Amsterdam 5 (1896), p. 108 (Arch. neerl. (2) 1 (1898), p. 221). 


55) P. C. Kaz, Over de terugkaatsing van bet licht door magneten, Diss. 
Amsterdam, 1884. 
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Wohl aber möge noch eine interessante Folgerung aus den beiden 
Gleichungen erwähnt werden. 

Wir waren in Nr. 64 zu zwei Bewegungszuständen gelangt, deren 
erster bestimmt wird durch die Formeln: 


| Einfallendes Licht: (E)=1, (E)=0, 


e) Reflektiertes Licht: (E,) = Q,, (E)=b, 


während für den zweiten das Schema gilt: 


| Einfallendes Licht: (E)=0, (E)=1, 


7) Reflektiertes Licht: (E,) = db,» (E,)= a. 


Hieraus lassen sich nun neue Zustände dadurch ableiten, daß man 
die Ausdrücke (111) und (112) addiert, nachdem man die ersteren 
mit einer beliebigen komplexen Konstante g und die letzteren mit 
einer Konstante q’ multipliziert hat. Unter den Zuständen, die man 
in dieser Weise erhält und bei welchen man es mit elliptisch pola- 


risierten Strahlen zu tun hat, zeichnen sich zwei — sie mögen die 
„Hauptzustände“ heißen — dadurch aus, daß 

Er) _& 

(E,) (E,) 


wird, welche Gleichung bedeutet, daß die Ellipsen, welche im ein- 
fallenden und im gespiegelten Licht von dem Endpunkte des Licht- 
vektors beschrieben werden, dieselbe Gestalt haben; auch stimmen sie 
für Beobachter, gegen die hin die Strahlen sich fortpflanzen, sowohl 
was die Lage gegen die Einfallsebene als auch was die Umlaufs- 
richtung betrifft, miteinander überein. 

Den ersten Hauptzustand erhält man, wenn man 


gm a, gb, 
setzt; dann findet man nämlich, wenn man das Produkt b,b, ver- 
nachlässigt: 
Einfallendes Licht: (E,) = a,— a, (E)=b, 
Reflektiertes Lieht: (E,)= a,(a,— a,), (E,) = a,b,, 
also 


(113) Nu PRRBRL 0 NSPRRRSSERR "DOOR 
(E,) (E,) 9,4, 


Der zweite Hauptzustand ergibt sich für 

g=b, (=4,—a 

nämlich: " © 
18* 
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Einfallendes Licht: (E,) = b,, (E)=a,— a,, 
Reflektiertes Licht: (E,) = a,b,, (E,) = a,(a, — a,), 


114) La 
(E,) (E,.) A, — Ay 

Da die Größen b, und b, sehr klein sind, so sind die beiden 
Hauptzustände des einfallenden Lichtes nur wenig von den entsprechen- 
den Zuständen bei fehlendem Felde verschieden, bei welchen das 
Licht im einen Fall in der Einfallsebene und im anderen senkrecht 
zu derselben polarisiert ist. Das Charakteristische der Hauptzustände 
aber liegt, ebenso wie für H = 0, darin, daß bei jedem derselben der 
Polarisationszustand des Lichtes bei der Reflexion erhalten bleibt; um 
die Ausdrücke (E,) und (E,) für das reflektierte Licht zu erhalten, 
hat man nur die entsprechenden Größen (E,) und (E,) mit einem 
komplexen Reflexionsfaktor, der eine Amplituden- und eine Phasen- 
änderung in sich schließt, zu multiplizieren, und zwar hat dieser 
Faktor den Wert a, im ersten und den Wert a, im zweiten Haupt- 
fall. Nach (105) ist er im ersten Fall unter allen Umständen und 
nach (107) im zweiten Hauptfall für H,= 0 unabhängig von der 
Magnetisierung. 

Daß nun zwei Hauptzustände mit den genannten Eigenschaften 
existieren, gilt ganz unabhängig von den speziellen Werten von q,, 
Q,, b,, d,, Die Bedeutung der Gleichheiten (109) und (110) aber be- 
steht darin, daß sie zu einer Beziehung zwischen den beiden Haupt- 
zuständen führen. Es ist nämlich, wie man aus (113) und (114) er- 
sieht, wenn man die beiden Fälle durch die Indizes ] und II von - 
einander unterscheidet, bei polarer Reflexion 

(E77 Er 
Er Er Eh 


und bei äquatorialer Reflexion 





Gr Er 
(115) ©, 

Die erste Gleichung sagt aus, daß man die eine „Hauptellipse“ 
des einfallenden Lichtes aus der anderen durch eine Drehung von 90° 
um die Strahlenrichtung herum erhält, wobei man die Umlaufsrich- 
tung ungeändert lassen muß. Dahingegen zeigt uns die Formel (115), 
daß man, um bei der äquatorialen Reflexion den zweiten Hauptzustand 
aus dem ersten abzuleiten, zunächst in der angegebenen Weise ver- 


fahren, und dann noch die elliptische Bewegung an der Einfallsebene 
spiegeln muß. 


67. Ableitung und Anwendung eines Reziprozitätssatzes. 977 


Es möge noch hinzugefügt werden, daß man als „Hauptzustände“ 
auch solche definieren kann, bei welchen die Verhältnisse (E,)/(E,) 
und (E,)/(E,), bei gleichen absoluten Werten, entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben; auch bei dieser Auffassung führen (109) und (110) 
zu ähnlichen Schlüssen wie oben. 

Will man nun soweit gehen, daß man diese Beziehungen zwischen 
den Hauptzuständen als Ausgangspunkt nimmt, so kann man ohne 
Mühe auf die Gleichheiten (109) und (110) und auf die oben erwähnten, 
die Minimum- und Nulldrehungen betreffenden Sätze schließen°®). Daß 
indes die Ableitung aus den Feldgleichungen und den Grenzbedingungen 
vorzuziehen ist, ist einleuchtend. Nur leidet sie, wie sie im vorher- 
gehenden gegeben wurde, an dem Mangel, daß die Formeln (109) und 
(110) als einigermaßen zufällige Ergebnisse zum Vorschein kommen, 
(sie entspringen nämlich der Gleichheit der in (103) und (104) vor- 
kommenden Determinanten) und es möge daher noch in der folgenden 
Nummer ein allgemeiner Reziprozitätssatz abgeleitet werden, der sich 
ähnlichen, bei Abwesenheit eines magnetischen Feldes geltenden Sätzen 
anschließt, und in welchem die Gleichungen (109) und (110) ent- 
halten sind. 


67. Ableitung und Anwendung eines Reziprozitätssatzes. Wir 
denken uns ein von Luft umgebenes magnetisches Metall und be- 
trachten Zustände mit einer bestimmten Frequenz, die in diesem 
System bestehen können; indem wir fortwährend mit komplexen Funk- 
tionen rechnen, nehmen wir an, daß alle variabelen Zustandsgrößen 
durch Ausdrücke mit dem Faktor e”‘ dargestellt werden können. 
Es mögen nun zwei Zustände dieser Art ins Auge gefaßt werden, und 
zwar möge das magnetische Feld bei dem einen die gleiche Stärke 
aber die entgegengesetzte Richtung wie bei dem anderen haben. Gilt 
dann (vgl. Nr. 61) für den ersten Zustand die Gleichung 


(116) &, gg €, + z[C, x H], 
so haben wir für den zweiten zu setzen 
(117) ß&,= 66, — 1[6, - H]. 


Gleichungen dieser Form können wir sowohl auf das Metall wie auch 
auf die Luft anwenden; nur ist für dieses letztere Medium = (0. 
Auch in den weiteren Formeln unterscheiden wir die Größen, 


welche sich auf den ersten und den zweiten Zustand beziehen, durch 
die Indizes 1 und 2. 


56) Siehe die in Anm. 51) zitierte Arbeit von Righi und W. Voigt, Magneto- 
und Elektrooptik, Kap. 6, Abschn. 2. 
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Es sei jetzt 6 (der Strich dient um Verwechslung mit dem obigen 
Faktor 6 zu vermeiden) eine geschlossene, teils im Metall, teils in 
der Luft liegende Fläche, » ihre nach außen gerichtete Normale und 
S der von ihr eingeschlossene Raum. Mit Rücksicht auf die Konti- 
nuität der tangentiellen Komponenten von & und S findet man leicht 


SS: - rot &) — (&, : rot 9,)) 48 = [TE - 9.1.8, 
oder nach (78) und (79) 
119) — find: 5) + (&-G))as— [TE - ).d8. 


Ebenso gilt die Gleichung, die man hieraus durch Vertauschung 
der Indizes 1 und 2 erhält, 


1) ft 9) + (&-%))aS = fTE, - 91,40. 


Man kann nun, wenn man Glieder mit H? vernachlässigt, die 
Gleichungen (116) und (117) ersetzen durch 


6, = 66, + or[E, -H] 
G, = 06, — or[E, -H]. 


und 


Diese führen zu der Beziehung 
(&-6,)= (8-6) 


und aus (118) und (119) folgt dann der Satz, den wir beweisen 
wollten, 


(120) SiS 9.1.05 — [IS - 9.1.48. 


Wir wenden ihn auf einen einfachen Fall an. Die Grenzfläche 
des Metalls sei eben und werde bei dem ersten der zu betrachtenden 
Zustände von einem Bündel paralleler Lichtstrahlen getroffen, von 
solcher Breite, daß von Diffraktionserscheinungen abgesehen werden 
darf. C sei der zylindrische von dem einfallenden Lichte erfüllte 
Raum, C’ der ebenfalls zylindrische Raum, der von den reflektierten 
Strahlen eingenommen wird. Bei dem zweiten Zustand denken wir 
uns umgekehrt einfallende Strahlen in ©’ und also die zurück- 
geworfenen in ©. 

Zur Vereinfachung nehmen wir ferner an, daß die Randlinie des 
von den Strahlen getroffenen Teils & der Grenzfläche zwei Symmetrie- 
achsen, die eine in und die andere senkrecht zu der Einfallsebene, 
hat. Wir bezeichnen mit O den Mittelpunkt von &, mit OA und 
OA’ die Achsen der genannten Zylinder C und C’, mit P und P 
zwei auf diesen Linien in den gleichen Entfernungen I von O liegende 
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Punkte; der Abstand 7 sei so groß, daß die durch P und P’ gelegten 
senkrechten Querschnitte Q@ und @’ der Zylinder keinen Punkt mit- 
einander gemein haben. Wir können dann die Fläche e so wählen, daß 
diese Querschnitte Teile von ihr sind, und daß sie sonst nirgendwo 
von dem einfallenden oder dem reflektierten Lichte berührt wird; in 
dem Metall aber bleibe sie soweit von dem Flächenteil & entfernt, 
daß hier (wegen der Absorption) in keinem Punkte von 5 eine merk- 
liche Lichtbewegung besteht. 

Unter diesen Umständen reduzieren sich die Integrale in (120) 
auf die von den Querschnitten Q@ und @’ herrührenden Anteile, und 
diese lassen sich in einfacher Weise angeben, da angenommen werden 
darf, daß in allen Punkten von Q und ebenso in der vollen Aus- 
dehnung von ©’ der gleiche Zustand besteht. Bezeichnet man die 
Richtungen PO und P’O mit u, bzw. w, so erhält man nach Division 
durch die gleichen Werte von Q und 


(121) [&, - Del +[E - Selu =[$- Slam + - Slam: 


Bei den angenommenen Zuständen liegen nun sowohl in P als 
auch in P’ die Richtungen der vier Vektoren &,, $,, &,, $, in der 
Ebene des Querschnitts @ bzw. Q’; außerdem ist jedesmal, wenn wir 
mit a einen Vektor von der Länge Eins in der Fortpflanzungsrichtung 
bezeichnen, 

H=[a- €], 


also, wenn u und u’ Einheitsvektoren in den Richtungen « und w 


sind, 
Yun [1 En) Den [u En) 
dere een dan il n)- 
Hieraus folgt 
[& - Selm = — (E: En» [&; Ska (&- Go 
[E&, - 9elsw ji (E, e &,) 2 [S, - Sven ka (€, ; &) ey 
und schießlich, wenn man diese Werte in (121) einsetzt, 
(122) (€, i Gm a (€, $ Gm: 

Es sollen nunmehr die beiden Zustände noch weiter spezialisiert 
werden. Um das in kurzen Worten zu tun, wählen wir die Koordi- 
natenachsen, mit dem Mittelpunkte O von & als Ursprung, so, wie 
es in Nr. 63 angegeben wurde; dabei richten wir es derart ein, daß 
die Richtung PO in der zy-Ebene die Richtungskonstanten cos «, 


und sin«, hat. Die Schwingungen, welche sich in dem Zylinder C 
fortpflanzen, zerlegen wir nach den Richtungen z und r, und ebenso 
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die, welche in C’ fortschreiten, nach den Richtungen 2’ und r’ (vgl. 
Nr. 63). Hierdurch verwandelt sich Gleichung (122) in 

(123) (E,,&,,+ &,&)n= (E,&,+ € Er) 


Wir fangen mit der polaren Reflexion an. Der erste. Zustand, 
bei welchem 


H,=H 
sein möge, bestehe darin, daB im Zylinder © ein durch die Werte 
(124) Eye, En = Ö 


charakterisiertes Bündel einfällt; hieraus entsteht ein reflektiertes 
Bündel, für welches wir mit den früheren Bezeichnungen schreiben 
können 

in (t-?) in (-°%) 
(125) Em = %a,e "‚ECumnmabe‘ ". 


$ 


Zu dem Zustand, den wir als den zweiten betrachten wollen, ge- 
langen wir in zwei Schritten. Zunächst stellen wir uns vor, daß bei 
dem soeben für H, angenommenen Wert in dem Zylinder C Licht 
einfällt, dessen Schwingungen der Einfallsebene parallel sind. Gelten 
dabei im Punkte P die Werte 


(126) 0, uner, 
dann ist in P’ 

in (e-°,) in (-%) 
127 E,= a,b,e " &,= a,ae $ 
( z’ 2°» , 2.8 


Den durch diese vier Gleichungen beschriebenen Zustand wollen wir 
nun an der xz-Ebene gespiegelt denken und was wir dadurch er- 
halten, für den zweiten Zustand nehmen. Wir dürfen das tun, weil 
bei der Spiegelung 
H=—H 

wird (Nr. 54), und also der Bedingung, daß in den Zuständen 1 und 2 
das magnetische Feld entgegengesetzte Richtungen haben soll, genügt 
ist. Da nun der Punkt P’ das Spiegelbild von P ist, und die Rich- 


tungen z und r bei der Spiegelung in z’ und r’ übergehen, wie um- 
gekehrt 2’ und r’ in z und r, so finden wir 


&, Ps Prag 0, &, »(p) — 4g € nz 


in 1% in (e-°.) 
Em = @b,e , &.m > 4a,e x 


Setzt man diese Werte mit (124) und (125) in (123) ein, so er- 
gibt sich die Gleichung (109). 
Den Fall der äquatorialen Reflexion können wir in fast genau 
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derselben Weise behandeln. Für den ersten Zustand nehmen wir 
aufs neue die Formeln (124) und (125) an, wobei jetzt 
H=H 

sein möge. Ferner denken wir uns wieder, bei demselben Wert von 
H,, die durch (126) und (127) dargestellte Lichtbewegung, und nehmen, 
um den zweiten Zustand zu erhalten, zwei Veränderungen mit ihr 
vor. Die erste ist eine Spiegelung an der xz-Ebene, wobei der Wert 
von H, ungeändert bleibt. Die zweite besteht in einer Umkehrung 
des magnetischen Feldes ohne Änderung des einfallenden Lichtbündels. 
Zieht man in Betracht, daß die magnetische Komponente, auf die b, 
sich bezieht, hierbei das Vorzeichen wechselt, so ergibt sich 


&, um 0, &, = a,e"', 


() 


En Eee 473 b,e N) 
infolgedessen die Relation (123) zu der Gleichung (110) führt. 


(Abgeschlossen im März 1909.) 
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Bezeichnungen (die elektromagnetischen sind die gleichen wie im 
vorigen Artikel): 


= Fr e,dA = fe,dn Gesamtstrahlungsintensität eines linear 
Ö ö polarisierten Strahls des schwarzen 
Körpers. 


A Wellenlänge, n = ze Schwingungszahl. 


E= / Ed= f E,dn Gesamtstrahlungsintensität eines linear 

ö ö polarisierten Strahls eines beliebigen 
Körpers. 

A Absorptionsvermögen (Verhältnis der von einem Körper ab- 

sorbierten zur auffallenden Energie). 

Absorptionsindex eines Strahls für die Längeneinheit. 

Entropie. 

Absolute Temperatur. 

Energiedichte der Strahlung in stationärem Zustand. 

Energie eines Oszillators. 

Entropiestrahlung. 

Zeitlicher Mittelwert des Quadrats der einen Oszillator er- 

regenden elektrischen Feldstärke, 


naskhas 


1. Der Kirchhoffsche Satz. Sobald die elektromagnetischen 
Wellen nicht durch geordnete elektromagnetische Vorgänge, sondern 
durch die inneren Molekularbewegungen heißer Körper hervorgebracht 
werden, bildet die Theorie der Strahlung einen besonderen Teil der 
Wärmelehre und die elektromagnetischen Zustandsänderungen müssen 
sich auch dem zweiten Hauptsatz der Wärmetheorie fügen. 

Von besonderer Wichtigkeit für die thermodynamischen Be- 
ziehungen ist die ponderomotorische Kraft elektromagnetischer Wellen, 
die wir Encykl. V. 22, p. 174 entwickelt haben. Hiernach übt eine 
Welle auf eine Grenzfläche einen Druck aus, der bei senkrechter 
Ineidenz durch den Unterschied der Energiedichte an beiden Seiten 
gemessen wird. Durch diesen Druck ist nun die Möglichkeit gegeben, 
aus der Strahlung Arbeit zu leisten. 

Als eine Folgerung aus der Wärmetheorie hatte bereits .Bartol 
die Notwendigkeit der Existenz dieses Drucks gefolgert, dessen Größe 
von Maxwell aus der elektrischen Lichttheorie abgeleitet war. 

Die eigentliche Grundlage für die thermodynamische Theorie der 
Strahlung bildet aber das Kirchhoffsche Gesetz von der Konstanz 
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des Verhältnisses zwischen Absorption und Emission!). Der Beweis, 
den Kirchhoff seinem Satze gegeben hat, ist außerordentlich künstlich 
und beschwerlich. An Stelle des Kirchhoffschen Beweises ist von 
E. Pringsheim ein wesentlich vereinfachter gegeben'!*). Heutzutage 
wird man kaum nötig haben, dem ursprünglichen Kirchhoffschen Be- 
weise zu folgen, wenn man die Definitionen und den Ausgangspunkt 
etwas anders wählt. 

Nach der Wärmetheorie müssen wir annehmen, daß die Wärme, 
die im Innern eines gleichmäßig temperierten Körpers in Form von 
Strahlung vorhanden ist und immer einen endlichen Bruchteil des 
ganzen Wärmevorrats ausmachen muß, den allgemeinen Gesetzen des 
Wärmegleichgewichts unterliegt und daher auch eine bestimmte Tem- 
peratur besitzt. Es kommt ihr dann auch eine bestimmte Entropie 
zu, die für den Zustand des Gleichgewichts ein absolutes Maximum 
annehmen muß. 

Wir können nun unmittelbar folgern, daß auch ein endlicher 
Hohlraum im Innern des Körpers sich mit Strahlung gleichmäßig 
erfüllen muß, die dadurch ausgezeichnet ist, daß nach jeder Richtung 
gleichviel Energie sich ausbreitet. 

Es darf nämlich von der im vollständigen Gleichgewicht befind- 
lichen Strahlung keine Arbeit geleistet werden können, die sonst ein 
Perpetuum mobile zweiter Art ermöglichen würde. Da die auf einen 
absorbierenden oder reflektierenden Körper fallende Strahlung einen 
Druck ausübt, so muß zunächst nach jeder Richtung soviel Energie 
gehen, als nach der entgegengesetzten. Wäre dies nicht der Fall, so 
würde man auf einer Platte, die beiderseits spiegelt und die man 
senkrecht zu den Strahlen stellt, von der Seite, woher mehr Energie 
kommt, einen größeren Druck erhalten als von der anderen, und da- 
durch Arbeıt leisten können, 

Ginge dagegen in irgend einer Richtung ab (Fig. 1) eine stärkere 
Strahlung als in eineı anderen cd, so Er 


Art c 
könnten wir eine beiderseits spiegelnde 
Platte P anbringen, die den Winkel zwi- a 


schen den Strahlen halbiert. Dadurch wird ® 
die Strahlung cd nach b gelenkt, die ihr 


—> 
gleiche de nach a. Ist nun die Strahlung 
-—> 





a . . . .. d 
ab größer als ed, so ist sie auch größer Fig 1. 


1) @. Kirchhoff, Ges. Abh. 1882, p. 574. 
1°) E. Pringsheim, Verhandl. d. deutschen phys. Ges. 1901, p. 81. 





286 V 23. W. Wien. Theorie der Strahlung. 


als dc, und es geht nun in der Richtung nach a weniger als von a. 


Eine zweite senkrecht gestellte Platte würde also einen einseitigen 
Überdruck erfahren. 

Betrachten wir nun ein Element der Oberfläche des Hohlraums 
und nennen A den Bruchteil der Strahlung, der von einer beliebigen 
Richtung kommend absorbiert wird, E den in derselben Richtung 
ausgesandten Betrag. 

Für die im Innern des Hohlraumes gleichmäßig hin- und her- 
gehenden Strahlen muß es offenbar belanglos sein, wenn ein Teil 
der Innenfläche durch einen anderen von gleicher Temperatur aber 
verschiedener physikalischer Beschaffenheit ersetzt wird. Denn das 
Wärmegleichgewicht wird dadurch nicht gestört. Daraus folgt, daß 
die in einer bestimmten Richtung gehende Strahlung nur von der 
Temperatur der Innenflächen abhängig ist. Nennen wir sie e. Von 
ihr wird beim Auftreffen auf die Innenwand der Betrag Ae absorbiert, 
e— Ae reflektiert. Nach dem Satz der Reziprozität des Strahlen- 
ganges!) geht der umgekehrt laufende Strahl auf demselben Wege. 
In der dem ersten Strahl entgegengesetzten Richtung wird also auch 
e— Ae reflektiert und dazu kommt noch der emittierte Betrag E. 


Wir haben also 
e=e—Aece+E 


oder 

E= Ae 
und 

E 
(1) Ta 


d. h. das Verhältnis von Eıission zum Absorptionsvermögen ist nur 
von der Temperatur abhängig. 

In unmittelbarer Beziehung zum Kirchhoffschen Satz steht das 
Lambertsche Kosinusgesetz. Dies Gesetz sagt aus, daß die von der 
Oberfläche eines zerstreut strahlenden Körpers in einer bestimmten 
Richtung ausgestrahlte Energie proportional ist dem Kosinus des 
Winkels, den der Strahl mit der Normale des Flächenelements bildet. 
Es ist nichts weiter als eine Anwendung einer Eigenschaft der Strah- 
lung eines vollständig absorbierenden Körpers auf andere Oberflächen, 
bei denen das Gesetz naturgemäß nur näherungsweise erfüllt sein 
kann. Betrachtet man ein kleines Oberflächenstück eines Körpers, das 
alle auffallende Strahlung absorbiert, und nimmt weiter an, daß dieser 
Körper in einem Raume sich befinde, in welchem Strahlungsgleich- 
gewicht herrscht, so muß das Oberflächenstück von Strahlen einer be- 


1) Helmholtz, Physiol. Optik, S. 169. 
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stimmten Richtung gleichviel aussenden und aufnehmen. Da nun 
die aufgenommene Menge dem Kosinus jenes Winkels proportional 
ist, so muß es auch die ausgesandte sein. 

Es hat keine Schwierigkeit, den Beweis so zu vervollständigen, 
daß sich das ausgesprochene Gesetz auf jede Wellenlängen bezieht. 
Würde es sich nämlich auf die Gesamtstrahlung beziehen und ver- 
schiedene Verteilung der Energie auf verschiedene Wellenlängen mög- 
lich sein, so könnte in den angestellten Betrachtungen eine dünne 
Platte anstatt der spiegelnden eingeschaltet werden, die durch Inter- 
ferenz die Farben dünner Blättchen zeigt. Eine solche Platte läßt 
Energie einzelner Wellenlängen mehr hindurch als andere. Wenn 
Ungleichheiten in der Energie auf beiden Seiten der Platte für einzelne 
Farben vorhanden wären, so könnten wir auf eine solche Platte un- 
gleichen Druck erzeugen und damit Arbeit leisten. Daß der Kirchhoff- 
sche Satz für jede Wellenlänge gilt, hat seinen Grund darin, daß wir 
Hilfsmittel besitzen, um die Strahlen nach den Wellenlängen, die sie 
enthalten, zu zerlegen. Es ist deshalb die Strahlung für jeden Spektral- 
bereich unabhängig von der Existenz von Strahlung anderer Spektral- 
bereiche. 

In der Formel (1), welche das Kirchhoffsche Gesetz ausdrückt, 
kann A höchstens gleich Eins sein. Eine Oberfläche, für die A=1 
ist, absorbiert alle auffallenden Strahlen vollständig. Dann ist E= e 
der größte Wert, den E annehmen kann. Oberflächen von dieser Be- 
schaffenheit heißen schwarz. Streng genommen kann es solche Ober- 
flächen in der Natur nicht geben. Denn nach dem vorangehenden 
Artikel Encyel. V. 22, p. 145, Gl. (68a) kann das Reflexionsvermögen 

6-1 + Kr 

Be a u 2 177 
nur verschwinden, wenn k=0, v—=1; dann würde aber keine Ab- 
sorption stattfinden. 

Wenn jedoch ein Hohlraum eine kleine Öffnung hat, durch welche 
Strahlen von außen eindringen, und die Wände des Hohlraums haben 
gegen die Öffnung eine solche Neigung, daß ein Strahl erst nach 
vielen Reflexionen wieder zur Ausgangsöffnung gelangt, so wird man 
auch bei endlichem Reflexionsvermögen durch die Zahl der Reflexionen 
beliebig viel der einfallenden Strahlen absorbieren lassen. Eine solche 
Öffnung verhält sich dann wie ein schwarzer Körper und sendet daher 
bei gleicher Temperatur des ganzen Hohlraumes das Maximum der 
Strahlung aus. 

Einige Körper, wie Ruß und Platinschwarz, können für einen 
großen Spektralbereich für schwarz angesehen werden und es steht 
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nichts im Wege, bei idealen Prozessen die Existenz vollkommen 
schwarzer ebenso wie vollkommen spiegelnder und vollkommen zer- 
streut spiegelnder (weißer) Körper vorauszusetzen. 

In der gewöhnlichen Form des Kirchhoffschen Satzes nimmt man 
nur die Oberflächen als strahlend an. Richtiger ist es zu berück- 
sichtigen, daß es eine Oberfläche, die allein emittiert, nicht gibt, da 
die Strahlen immer aus einer gewissen Tiere des Körpers kommen. 
Ein in einem absorbierenden Körper fortschreitender Lichtstrahl wird 
nach Zurücklegung der Wegstrecke x nach dem Ausdruck e”** ge- 
schwächt. 

Wir betrachten nun einen unendlich dicken Körper auf der Seite 
x <.0, von dem jedes Volumelement den Betrag &,dydz dx in der Rich- 
tung x emittiert. Aus diesem komme ein Lichtstrahl an dem Punkte 
hervor, dessen Koordinate £= 0 ist. Dann ist die Intensität des 
parallel x austretenden Strahls, der in der Richtung der zunehmenden 
x fortschreitet, wenn an der Stelle z—= 0 keine Reflexion stattfindet 

0 


edyds | et#rdz ie rn, 
- on 


Ein in umgekehrter Richtung, der Richtung der abnehmenden x, gehen- 
der Strahl wird unter den gleichen Voraussetzungen in dem unendlich 
dieken Körper vollständig absorbiert. Die Emission muß dann die 
eines schwarzen Körpers sein, also muß 

€, 

— _e 

3 E73 


sein, was natürlich für alle Richtungen gilt, so daß 
FA 
a 


ist. Hier ist & das Emissionsvermögen für die Volumeinheit, a der 
Absorptionsindex für die Längeneinheit. 


2. Temperatur der Strahlung?). Da die im Gleichgewicht be- 
findliche Strahlung aus dem Wärmevorrat des umgebenden Körpers 
stammt, so muß ihr auch dessen Temperatur zugeschrieben werden, 
und zwar nicht nur der Gesamtstrahlung, sondern jeder einzelnen 
zwischen benachbarten Wellenlängen liegenden Strahlung. 

Sobald eine andere Verteilung der Energie auf die einzelnen 
Farben vorhanden wäre, würde sich doch von selbst durch Austausch 
mit den umschließenden Wänden die Verteilung herstellen, die dem 
Gleichgewichtszustande entspricht. Hierdurch ist die Temperatur der 


2) W. Wien, Ann. Phys. Chem. 52 (1894), p. 132. 
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Strahlung von bestimmter Energiedichte und Farbe bestimmt, zu- 
nächst unter der Voraussetzung, daß es sich um vollkommen zer- 
streute Strahlung, in der keine Richtungen bevorzugt sind, handelt, 
sobald man die Abhängigkeit der Energieverteilung von der Tempe- 
ratur für die im Gleichgewicht befindliche Strahlung kennt. Er- 
fahrungsmäßig ist diese für konstante Temperatur eine Funktion der 
Wellenlänge, die ein einziges Maximum besitzt. 


Die Temperatur einer Strahlung von gegebener Energiedichte 
und bestimmter Wellenlänge wird hiernach von der genannten Funktion 
abhängen. Bei den uns zugänglichen Temperaturen liegt das Maximum 
der Energie im Ultraroten. Die Funktion fällt sowohl nach den langen 
als nach den kurzen Wellenlängen stark ab. Bei gleicher Temperatur 
gehört zu Rot eine größere Energiedichte als zu Blau. Bei gleicher 
Energiedichte hat also blaues Licht höhere Temperatur als rotes. Da 
die freie Energie von der Temperatur bestimmt wird, so hängt auch 
der Betrag an freier Energie von der Farbe ab. 


Wenn Strahlung von der Temperatur 7, sich in solche von der 


Temperatur 7, verwandelt, so kann hierbei der Bruchteil aa in 


Arbeit umgesetzt werden. 

Diese Betrachtungen sind von Wichtigkeit, weil bei vielen photo- 
chemischen Prozessen die freie Energie des Lichts von wesentlicher 
Bedeutung sein muß. Wenn z. B. bei der Fluoreszenz kurzwelliges 
Licht in langwelliges verwandelt wird, so ist das gleichbedeutend mit 
Temperaturerniedrigung, also Entropievermehrung. Der umgekehrte 
Prozeß, der auch häufig vorkommt, muß daher von Kompensation 
begleitet sein. 

Bei beliebig zusammengesetzter Strahlung muß die Temperatur 
jeder Wellenlänge bestimmt werden, so daß wir im allgemeinen 
Strahlung von kontinuierlich verschiedener Temperatur vor uns haben. 
So wird z. B. die von einem metallisch reflektierenden Körper aus- 
gehende Strahlung, da dieser bei derselben Temperatur weniger aus- 
strahlt wie ein schwarzer, eine niedrigere Temperatur haben als der 
Körper selbst, und zwar wird die Temperatur der Strahlung für die- 
jenigen Wellenlängen am meisten von der Körpertemperatur ab- 
weichen, für die das Absorptionsvermögen am meisten von Eins ab- 
weicht. Da jeder natürliche Strahl in zwei senkrecht aufeinander 
polarisierte gleicher Intensität zerlegt werden kann, so hat ein un- 
polarisierter Strahl immer bei gleicher Temperatur die doppelte 
Energie wie ein polarisierter. 

Wenn bei der Strahlung bestimmte Richtungen ausgezeichnet 
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sind, so sind Abweichungen vom Gleichgewichtszustande vorhanden, 
die durch zerstreuende (matte) Flächen von selbst ausgeglichen werden 
können. 

Ein solcher Prozeß ist aber nicht umkehrbar und entspricht 
daher einer Vermehrung der Entropie. 

Wir können die Temperatur solcher Strahlung, die bestimmte 
Richtung hat, dadurch bestimmen, daß wir sie wieder zur Ausgangs- 
stelle zurückkehren lassen, wie im Folgenden gezeigt wird. 

Nennen wir do ein Flächenelement, das Strahlen entsendet, ß den 
Winkel, den die Strahlrichtung mit der Normale bildet, edwo dw’ die 
auf ein in der Normale von dw senkrecht gegen diese liegendes 
Flächenelement do’ gestrahlte linear polarisierte Strahlung, dann ist 
die gesamte ausgestrahlte Energie 


n 


2 
edo = 2zdoe | sin Bcosßdß = nedo. 
N 

Legen wir in großer Entfernung um dw als Mittelpunkt eine 
innen spiegelnde Kugelschale, so kehren alle Strahlen wieder zurück. 
Dann geht nach beiden Richtungen von dem Element fort und auf 
dasselbe zu pro Flächeneinheit der Betrag e = ze. 

Nahe der Mitte des Elements do errichten wir senkrecht eine 
kurze Strecke h und legen durch den Endpunkt eine Ebene parallel 
zu do. Zwischen beiden Ebenen und den Kegeln mit den Winkeln 
ß und 8 + dß haben wir die Gesamtenergie (der hin- und zurück- 


gehenden Strahlen) 
9 4nesinßcosßdß hdw 
( ) c cos ß 


und nach Integration zwischen 0 und r und Division durch das 





Volumen h dw die Energiedichte 


(2°) u m, 
und für unpolarisierte Strahlung 

Sne 
(2%) u“. 


Diese Beziehung gilt überall, wo die Strahlung vollkommen zerstreut 
ist, also in einem von stationärer Strahlung gleichmäßig erfüllten 
Raum auch in großer Entfernung von do. 

Betrachten wir dagegen die Energiedichte an der spiegelnden 
Kugelfläche in der Nähe eines Elementes dw’, das parallel mit do 
und in seiner Normale liegt. Wir fassen ein kleines über dw’ mit 
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der Höhe h errichtetes Parallelepiped ins Auge. Sei do eine kleine 
Kreisscheibe; die von der Peripherie dieser Scheibe nach dem Mittel- 
punkt von dw’ gezogenen Linien bilden mit der Normalen den 
kleinen Winkel ß. Dann befindet sich in dem Parallelepiped von 
der Höhe h die Energie 





(3) nn zur [si ß cos Bdß —, = EAN! (1— cos ß). 


0 
Das Volumen des Parallelepipeds ist Adw’, also die Energiedichte 
"1 — cos ß). Vergrößert man die Entfernung der Kugel- 


Ehe von dw, so muß man sich do im Verhältnis des Quadrats der 
Entfernung vergrößert denken. Dann ist die Energiedichte von der 
Entfernung unabhängig. 

ß muß genügend klein sein, damit alle Strahlen wieder zum Aus- 
gangspunkt zurückkehren. 

Die Temperatur eines solchen Strahlenbündeis bestimmt sich aus 
der als bekannt vorausgesetzten Energiedichte. Und zwar ist diese Tem- 
peratur dieselbe, welche die im stabilen Gleichgewicht befindliche 
Strahlung besitzt, deren Dichte im Verhältnis 1:1 — cos ß größer ist. 
Bei genau parallelen Strahlen ist $ = 0, daher 1— cosß=0, d.h. 
die Temperatur würde unendlich hoch bei endlicher Energiedichte sein. 
Die innere Energiedichte % entspricht der inneren Energie der Thermo- 
dynamik. 

Sobald die Temperatur bestimmt ist, ist es auch durch den 
zweiten Hauptsatz die Entropie. Die quantitative Bestimmung ist 
gegeben, sobald die äußere Arbeit bestimmt ist. Dies wird im 
folgenden Abschnitt auseinandergesetzt. 

Der Einfluß der Beugung ist noch besonders zu untersuchen. Da 
jedoch durch Beugung durch ein Gitter ein regelmäßiges Spektrum 
wie durch die Brechung durch ein Prisma erzeugt werden kann, so 
scheint in dem Beugungsvorgange selbst nichts irreversibles zu liegen, 
während die Zerstreuung der Strahlung durch Beugung als irreversibel 
zu betrachten ist. 

Durch regelmäßige Ausbreitung wird die Temperatur eines 
Strahlenbündels nicht geändert, wohl aber wenn diffuse Zerstreuung 
stattfindet. Dadurch wird die Strahlung dem Zustande des Gleich- 
gewichts genähert. Zerstreuung der Strahlung ist als nicht umkehr- 
barer Vorgang aufzufassen. 

Aus der Betrachtung der Offnung der Strahlenkegel lassen sich 
wichtige Folgerungen über die Abbildungsverhältnisse gewinnen. 

19* 
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Auch folgt aus ihnen die Abhängigkeit des Emissionsvermögens 
vom Brechungsverhältnis. Beschränken wir uns zunächst auf kleine 
Öffnungswinkel « und betrachten zwei Flächenelemente do und do,, 
die einander zustrahlen. N und N, seien die beiden Normalen, r die 
Verbindungslinie. Dann ist die Energie, die die beiden Elemente 
einander zustrahlen, 


a. cos (r N) cos (rN,). 


Liegt do, in der Normale N,, so ist cos (N,)=1 und 
do, =r?e?z, 
und die zugestrahlte Energie 
edo cos (rN)a’x. 


Seien nun zentrisch optische Systeme vorhanden, so daß das Element 
do reell abgebildet wird und dw’ das Bild von do ist. Hierzu muß 
aus dem divergenten Strahlenkegel ein konvergenter werden und die 
in ihm enthaltene Energie ist 
.edo’ cos (r N’)e'’r, 

wobei die gestrichenen Größen dieselbe Bedeutung für das konvergente 
Bündel haben, wie die ungestrichenen für das divergente. Diese 
Energie muß gleich der des divergenten Bündels sein. Haben beide 
Elemente gleiche Temperatur, so muß auch in umgekehrter Rich- 
tung die gleiche Energiemenge gehen, solange die Reziprozität des 
Strahlenganges besteht. Diese Reziprozität besteht nicht mehr, wenn 
Medien eingeschaltet sind, die eine Veränderung der Farbe durch 
Fluoreszenz oder Drehung der Polarisationsebene des Lichts durch 
Magnetisierung bewirken. Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke folgt 


edw cos (r N) «a? = e’dw’ cos (r N’)«'*. 
Ein Satz der geometrischen Optik lautet, daß das Produkt aus 
Divergenzwinkel, Brechungsverhältnis des Mediums und Bildgröße in 


einem zentrisch optischen Systeme konstant ist?), wenn der Divergenz- 
winkel als klein angenommen werden kann. 


i ; do’ cos (r N’) BE 
Nach diesem Satze haben wir, da V das. Verhältnis 
der Bildgröße zum Gegenstande ist, PER n 


Vdo cos (rN)av = Yaw’ cos (rN’) av‘, 











also 


e e’ 
(4) sad 


y* ’ 


3) Vgl. Helmholtz, Wiss. Abh. 2, p. 188. 
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d. h. das Emissionsvermögen eines schwarzen Körpers in einem Medium 
vom Brechungsverhältnis v ist gegenüber dem in einem anderen Medium 


2 
vom Brechungsverhältnis v’ im Verhältnis 7 vergrößert, ein bereits 


von Kirchhoff abgeleitetes Ergebnis. 

Es lassen sich jedoch diese Betrachtungen auch auf Strahlen von 
größerem Divergenzwinkel ausdehnen, was für die geometrische Optik 
wichtig ist. 

Für: die Strahlung in einem weiter geöffneten Strahlenbündel vom 
Winkel « haben wir zu setzen, wenn cos (r N) = 1 angenommen wird, 


do 2xe [cos «sinadae = zedo sin? a. 
ö 
Für das entsprechende Bündel des optischen Bildes erhalten wir 


G 
. 


ne do’ sin? « 
ev’? ; i 
Da nun e = —,- war, so haben wir durch Gleichsetzen 
(5) do »v* sin? « = do’v’? sin? «', 


womit der Sinussatz der geometrischen Optik ausgesprochen ist, der 
seine Wurzel demnach in den photometrischen Verhältnissen hat. 


3. Arbeitsleistung der Strahlung. Stefan-Boltzmannsches Gesetz 
und Verschiebungsgesetz. Nach den Art. 22, p. 174 angestellten 
Betrachtungen übt ein senkrecht einfallender Strahl auf ein Flächen- 
stück einen Druck aus, der durch den Unterschied der Energiedichte 
an beiden Seiten gemessen wird. 

Wenn nun ein Strahl auf eine bewegte Platte fällt, so übt er 
einerseits einen Druck auf diese aus und leistet bei der Bewegung 
positive oder negative Arbeit. Gleichzeitig ändert sich aber nach 
dem Dopplerschen Prinzip dabei die Wellenlänge. Und zwar wird, 
wenn die Platte sich in der Richtung des Drucks bewegt, also von 
dem Druck Arbeit nach außen geleistet wird, die Wellenlänge durch 
die Bewegung vergrößert. | 

Wenn Strahlung sich in einem von spiegelnden Wänden um- 
gebenen Raume befindet und ein Teil der Wände beweglich ist, so 
wird eine Volumvergrößerung mit einer Arbeitsleistung nach außen 
hin und gleichzeitig mit einer Verminderung der Energiedichte ver- 
bunden sein einerseits infolge der Volumvergrößerung, andererseits 
infolge der Arbeitsleistung. Nun entsprieht nach dem oben Aus- 
einandergesetzten eine Verminderung der Energiedichte einer Tempe- 
raturerniedrigung. Sind die Wände regelmäßig spiegelnd, so können 
bei diesen Volumänderungen Vorzugsrichtungen in einer ursprünglich 
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zerstreuten Strahlung eintreten. Da diese größere Arbeitsleistungen 
bedingen, so führen wir zerstreut spiegelnde Wände ein, die keine 
Vorzugsrichtungen aufkommen lassen. 

Eine Verminderung der Energiedichte durch Volumänderung muß 
derselben Verminderung durch Temperaturerniedrigung des die Strah- 
lung erzeugenden Körpers vollkommen äquivalent sein‘). Es muß auch 
die spektrale Zusammensetzung beider übereinstimmen, weil sonst eine 
Gleichheit der Temperatur für die ganze Strahlung nicht vorhanden 
wäre. Nehmen wir der Einfachheit halber einen rechtwinklig parallel- 
epipedischen Raum, dessen eine regelmäßig spiegelnde Wand beweg- 
lich sei, deren Fläche gleich der Einheit angenommen werden soll?®). 
Die festen Wände sollen zerstreut spiegeln. «u, sei die Energiedichte 
für die zwischen A und A-+ di vorhandenen Strahlen. Sei 8 der 
Winkel, unter dem ein Strahl auf die Platte auffällt. Dann haben 
wir nach (2) und (2*) zwischen ß und 8 + dß die Energie 

xu,dısinßdß, 
wenn x die LE der beweglichen Platte von der Gegen- 
wand ist. 


Bewegt sich nun die Platte mit der Geschwindigkeit v — ee so 


hat während di die Platte die Strecke vdt zurückgelegt und auf die 
Platte ist die Energiemenge 


cu . dx 
da sin ß cos Bdß —- 


gefallen. Ein auf eine spiegelnde Fläche fallender Lichtstrahl, der 
einen Winkel 8 mit der Normale bildet, ändert seine Wellenlänge A 
nach dem Dopplerschen Prinzip in 


ih, -ı(1+ ” cos ß). 


Diese Energie verändert ihre Wellenlänge um = A cos ß. Das Verhält- 


nis des Teils, der seine Wellenlänge geändert hat, zur ursprünglichen 
Gesamtenergie zu, dA, ist 


a Pain Ad z; 


2% x 


Nimmt man die Geschwindigkeit v genügend klein, so wird nach 
kurzer Zeit eine gleichmäßige Verteilung der Änderung der Wellen- 
längen auf die ganze Energie eintreten. Die gesamte Energie erfährt 


4) W. Wien, Ann. Phys. Chem. 52 (1894), p. 152. 
4*) Vgl. M. Thiesen, Verh. der Physik. Ges. Berlin 2. März 1900. 
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daher eine Änderung der Wellenlänge 


rt 


dah ’ ı dx 
a, 2 | cost Bein pa 4°. 
0 


Das Verhältnis der Volumänderung zum ursprünglichen Volumen 
beträgt = ‚ in gleichem Verhältnis ist die Dichtigkeit der Energie 
verkleinert. Ferner ist nach p. 181 Art. 22 der Druck auf die ver- 
schiebbare Platte gleich der gesamten Energiedichte multipliziert mit 

ıı 


3 
} cos? ßsin ßdß, so daß das Verhältnis der geleisteten Arbeit zur 


N 
Gesamtenergie ist 


Die gesamte Änderung der Energiedichte im Vergleich zur ursprüng- 
lichen ist 


Nach den bekannten Lehrsätzen der Wärmetheorie muß die ab- 
solute Temperatur integrierender Nenner des Differentials der zu- 
geführten Energie sein. Sei die zugeführte Energie 


dQ = Mdz-+ Ndy, 


wo M und N zwei Funktionen der beiden den Zustand bestimmenden, 
voneinander unabhängigen Variabeln z und y sind. 

Nun gibt es unter den unendlich vielen integrierenden Nennern 
des Differentials dQ einen, der eine Funktion von 2 oder y allein 
ist*®) und dieser ist die die Temperatur bestimmende Variable. 

Damit der integrierende Nenner f das Differential dQ integrabel 


mache, muß 

en re 

RN Be 
sein. Hängt nun der integrierende Nenner nur von z ab, so ist 
1 ea a) ı of 


a ltr 

woraus 
ren: BE 
eh ae 


Die Größe f ist dann diejenige, welche die absolute Temperatur be- 


4®) O. Budde, Ann. Phys. Chem. 45 (1892), p. 571. 
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stimmt. Die Änderung der Energie in dem oben betrachteten, von 
Strahlung erfüllten Raum ist 


d9—xdu+Zude. 


Den oben benutzten Variabeln z und y entsprechen hier « und x, 


und es ist M=x und N=-Zu, 
us 
Her 92) 4u’ 


4 


woraus f = const. u 
“= const. f* = const. T“. 
Die Energie der Strahlung ist der vierten Potenz der absoluten 


Temperatur proportional®). Daher ist auch die Emission 7* proportional 
und wir setzen die Emission der unpolarisierten Strahlung 


2e = aT“. 
Das Verhältnis der Energieänderung zur ursprünglichen war 
du . 4dz 4dT 4dh 
(6) Be aa 
aT AL . ; 4 
so dd — = — - ist, welche Gleichung die Anderung der Wellen- 


länge mit der Temperatur, das Verschiebungsgesetz, ausspricht®), das 
wir weiter unten diskutieren werden. 
Die Entropie wird durch die Gleichung definiert 


d 
us, 
also 
(M) S=8+ - const. zur. 


Man kann aber auch die von einem kleinen, im Mittelpunkt einer 
innen spiegelnden Kugel befindlichen Element ausgehenden Strahlen 
zur Ableitung der Abhängigkeit der Strahlungsenergie von der Tem- 
peratur benutzen. Der Divergenzwinkel der vom der spiegelnden 
Fläche zurückkehrenden Strahlen sei «, die Energiedichte u, (vgl. 
Gl. 8)). 

Sei r der variable Radius der Kugel. Wir bezeichnen die Größe 
u,r? mit a. Die Größe a ist innerhalb der Kugel in genügender Ent- 
fernung vom Mittelpunkt konstant. Die Energie in der Nähe des 


5) Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 22 (1884), p. 291. 
6) W. Wien, Berlin Ber. 9. Febr. 1893; Ann. Phys. Chem. 52 (1884), p. 132. 
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Kugelmittelpunkts können wir bei genügend großem Radius der 
Kugel vernachlässigen. i 
Die Energie der Strahlung ist in einem Kegel von der Öffnung 3 & 
U=2ur=Bar, 
dU= &rdu, + 3rdru,)- 
Die nach außen abgegebene Arbeit ist, während r um dr wächst, 
dW = Artdru,, 
daher 
dgQ=dU+dW = Lrdu,+ 4u,rdr). 
Hier ist M= 2r?, N=42Qu,r?, also 
L/BN ‚aM. 1 
Her) 
also entsprechend dem Stefanschen Gesetz 


u, const. T* 
und 


(Ta) sSs=8&+#2 (eonst.)t u r®. 


Die Änderung der Wellenlänge läßt sich hier ohne Bildung von Durch- 
schnittswerten berechnen. 

Während r sich um dr ändert, ist die Anzahl der Reflexionen 
an der Kugelfläche 


RL 


ae TERM 


Bei einer Reflexion hat sich die Wellenlänge von ihrem ursprüng- 
lichen Wert A, geändert in 


2v 
= (1 + =) Ay, 
nach »n Reflexionen in 
dr c 


1 (+ am + 2" 
Dies ist für lim — = 00 gleich 
e_ - (147), 
Setzen wir A— A, = dA, so ist 


R 


dr 
di = —h, pi 


RR 
Rn 

Denken wir uns nun die Änderung von r so ausgeführt, daß 
während dessen das Element durch einen aufgelegten Spiegel am 
Strahlen verhindert wird, so kann keine äußere Wärmezufuhr ein- 
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treten und es ist 
daQ=0=rdu, + 4u,dr, 


woraus 
U, nn 
mer 
folgt. Da nun 
m. m 
Fr, Ua Bet ai 


ist, so haben wir, wie in Gl. (6), 


nr oder A=Ti, m e——: 

Durch das Stefan-Boltzmannsche Gesetz der Strahlung und durch 
das Verschiebungsgesetz ist die Abhängigkeit der Funktion e von A 
und 7 wesentlich eingeschränkt. 

Kennen wir nämlich e, für eine Temperatur als Funktion von A, 
dann rücken bei einer Temperatursteigerung um d7 die Werte von A 
const. 

T? 
Temperatur 7, die Funktion e(A) für die Temperatur 7, indem wir 


dT vor. Allgemein erhalten wir aus e(A) für die 





um dd= — 


für A einsetzen = so daß wir e() erhalten, was indessen noch mit 
0 0 

einer Funktion von 7’ zu multiplizieren ist, um das Stefan-.Boltzmannsche 

Gesetz zu erfüllen. Es ist also 


ea, =FT)FAN). 
Die Funktion f bestimmt sich dadurch, daß 


x 


feaa = const. T“ 
0 
sein muß. Setzen wir AT=z, so ist 


fear = a = const. T%, 


0 0 


woraus f(7) = const. 7° folgt. 
Daher ist 
(8) e= T’F(AT) 
oder bei entsprechend abgeänderter Bedeutung von F 
„_. Fan 


nn 
Die Bestimmung von F' ist ohne Hinzernahme hypothetischer 
Elemente aus der Thermodynamik nicht abzuleiten. 
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Erfahrungsmäßig hat die Funktion e ein Maximum. An den 


Stellen, wo = negativ wird, muß bei zunehmendem 7 durch die Ver- 


schiebung der A ein kleinerer Wert von F' an die Stelle eines größeren 
rücken. Da nun die Werte von e niemals bei steigender Temperatur 
abnehmen dürfen (weil sonst ein kälterer Körper einem wärmeren 
einen Überschuß an Energie zustrahlen würde), so muß die Steige- 
rung der Werte von e durch die Temperaturerhöhung größer sein als 
die Verkleinerung der Verschiebung. Hieraus folgt 


72 =5TFAT)+TSAF (AT) 


A de 
-7+ Ta» 
also 
de 
— 7 <7T 


Es muß also die Kurve e, für negative z 


„ weniger steil ab- 


fallen als die Kurve 
const. i 


75 
H. A. Lorentz”) hat das Verschiebungsgesetz auf Grund seiner 
elektromagnetischen Theorie abgeleitet, indem er die durch Bewegung 
der Grenzen auftretenden Veränderungen der Gleichungen untersucht. 
Er betrachtet zwei Systeme, von denen das eine «’, y', 2’ durch 
allmähliche kubische Dilatation aus dem anderen x, y, z entsteht. 
Wir setzen die Koordinaten 


zede, yaylı, sude*. 








Dann ist 
dz (da Ri a: Az _ (dr ES 
Fr - (tz), y-(E + Ya)e, te. 
Ist 
dd _dy _de _, 
Baer uf "ng, 
so sind 
dz dy dz 
Pre ra Be 7 Ye 


die Geschwindigkeiten des Punktes x, y, 2 relativ zu «', y', 
Ferner ist, wenn wir die Koordinaten allgemein mit I en 
so daß 2 =], usw. ist, 


u, 


SR 
ai Dr 


7) H. A. Lorentz, K. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam, 18. Mai 1901. 
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Führen wir statt der Zeit 2 eine neue #’ durch die Gleichung 


+ 1 S a 
St a ev \; n. 


?=a+y’+ 2°, ein, so wird 


AS. -at al 5 
mm Tal ge 


|v wlw 


sn DNB ET er. 
er(i + ar) auet I A Fr az 


Nimmt man a sehr klein, so daß — eine kleine Zahl bleibt, so kann 
man Glieder zweiter und höherer Ordnung vernachlässigen. 

Wir können den Mazxwellschen Gleichungen genügen, wenn wir 
setzen 


>) 


= et’ — * 05), 
= et + 50, 


wenigstens bis auf Glieder zweiter Ordnung. 
Setzt man die neuen Größen in die Gleichung 


= = rot 
ein, und berücksichtigt, daß bis auf Glieder, die a® enthalten, 
KERPEN U RLREIBR. „5 1 
FE ol ec? ot 
und ebenso 
05 _ a: Cd 
Be 
ist, so findet man 
de ’ ’ 
FIZ = crot 9 


Wenn daher der Zustand eines gegebenen Systems durch Funk- 
tionen F(x, y, z, t) gegeben ist, so wird das veränderte System durch 
F(x', y, 2’, {) bestimmt sein. 

Wir lassen nun den Wert von a unbeschränkt abnehmen, be- 
trachten aber solche Zeiten t, daß e“' endlich ist. 

Setzen wir in Übereinstimmung mit den obigen Transformations- 
gleichungen für !, € und $: 

Eu et, (4, =, -:, 
so ist das neue System aus dem ursprünglichen durch einfache Linear- 
dilatation im Verhältnis 1:& hervorgegangen. Dabei hat sich die 
elektromagnetische Energie im Verhältnis s*:1 geändert. 
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Da nun nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz sich die Energie 
wie die vierte Potenz der absoluten Temperatur verhält, so ändern 
sich die Lineardimensionen umgekehrt der absoluten Temperatur 
Jede charakteristische Wellenlänge muß sich auch in diesem Verhältnis 
ändern, woraus das Verschiebungsgesetz hervorgeht. 

M. Abraham?) hat das Verschiebungsgesetz abgeleitet, indem er 
den von ihm (Art. 22 8. 181) abgeleiteten Strahlungsdruck, der für 
beliebige Geschwindigkeiten des bewegten Spiegels gilt, zugrunde 
legt. Diese Ableitung legt Zeugnis dafür ab, daß die aus der Elek- 
tronentheorie gefolgerten ponderomotorischen Kräfte auch in diesem 
Fall mit der Erfahrung übereinstimmen. Die oben benutzte Ableitung 
des Verschiebungsgesetzes hat den Vorteil, daß sie nicht an die Elek- 
tronentheorie gebunden ist, da sie die ponderomotorischen Kräfte wur 
für unendlich kleine Geschwindigkeiten zu kennen braucht. 

Eine weitere Ableitung des Verschiebungsgesetzes gibt J. H. Jeans®*). 
Doch kommt in ihr eine nicht kontrollierbare Vernachlässigung vor, 
welche als hypothetische Annahme einzuführen ist; daher kann die 
Jeanssche Entwicklung nicht als Beweis für das Verschiebungsgesetz 
angesehen werden. 

Die im vorstehenden gewonnenen Sätze geben im wesentlichen 
das, was sich auf rein thermodynamischem Wege, unter Hinzuziehung 
der elektromagnetischen Theorie des Lichtdrucks, in der Strahlungs- 
theorie erreichen läßt. Das Emissionsgesetz selbst, d. h. die Form der 
Funktion, die die Energie als Funktion der Wellenlänge darstellt, 
läßt sich auf diesem Wege nicht gewinnen. Hierzu sind besondere 
Hypothesen über die Art, wie die Emission der Strahlung vor sich 
geht, erforderlich. | 

4. Theorie der Strahlung von M. Planck. In den ausgedehnten 
Untersuchungen Plancks über die Theorie der Strahlung müssen wir 
zwei Sondergebiete voneinander trennen. Einmal die Anwendung der 
Rowland-Hertzschen Theorie, der von einem schwingenden elektrischen 
Dipol ausgesandten Strahlung, woraus sich eine allgemeine Theorie 
der elektromagnetischen Resonanz ergibt. Diese Theorie ist von 
Wichtigkeit für alle Reziprozitätsfragen, besonders für den Zusammen- 
hang zwischen Emission und Absorption. Da in ihr die speziellen 
Gesetze der Thermodynamik nicht vorausgesetzt sind, so hat sie all- 
gemeine Gültigkeit und muß für alle elektromagnetischen Strahlungen 





8) M. Abraham, Ann. Phys. 10 (1903), p. 105. 

8*) J. H. Jeans, Proc. of Royal Soc. 76 (1905), p. 546. Vgl. die Entgegnung 
von Ehrenfest, Phys. Zeitschr. 7 (1906), p. 527 und die weitere Diskussion ei 
Zeitschr. 7, p. 667 und 850. 
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gelten. Andererseits kann diese Theorie nicht ohne Zuhilfenahme 
besonderer Hypothesen zum Entropiebegriff und. zur Irreversibilität 
führen, denn die Emissionsvorgänge sind an sich durchaus reversibel 
wie alle rein elektromagnetischen Vorgänge. 

Die Entropie wird nun in einer besonderen Betrachtung im An- 
schlußB an die Boltzmannschen Untersuchungen über die Entropie 
eines Gases gewonnen. Um die Boltzmannschen Methoden der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung anwenden zu können, muß eine große Zahl 
diskreter Elemente vorausgesetzt werden. 

Planck setzt hypothetisch die Existenz von diskreten Energie- 
elementen voraus, die aber, wie die Theorie zeigt, nicht konstant sein 
können, sondern umgekehrt proportional der Wellenlänge zunehmen. 
Um nun aus der nach Analogie der Gastheorie gewonnenen Entropie 
die Spektralgleichung der schwarzen Strahlung zu gewinnen, ist eine 
Beziehung zwischen emittierter Strahlung und Energie eines Resonators 
im stationären Zustande erforderlich. Da dieser Zustand, wie wir ge- 
sehen haben, von der Natur der strahlenden Körper unabhängig ist, 
so muß die Einführung einer beliebigen Anzahl von emittierenden 
Zentren zu demselben Ergebnis führen. 

Zur Gewinnung dieser Beziehung ist die elektromagnetische 
Theorie der Strahlung erforderlich, bei der jedoch die Irreversibilität 
durch eine besondere Hypothese der natürlichen Strahlung einge- 
führt wird. 

Wenn nun auch in der Tat die beiden erwähnten Theorien der 
Strahlung zu einer Spektralgleichung führen, die mit den bisherigen 
Beobachtungen in Übereinstimmung ist, so muß doch andererseits auf 
verschiedene Lücken in der Theorie hingewiesen werden, die erkennen 
lassen, daß uns die vollständige Einsicht in die Verhältnisse fehlt. 

Wenn eine beliebig gegebene Spektralverteilung der Strahlung 
in einem gleichtemperierten Raume gegeben ist, so stellt sich durch 
die Wirkung der strahlenden Zentren von selbst die Strahlung des 
schwarzen Körpers her. Bei den von Planck eingeführten Reso- 
natoren ist das nicht der Fall, diese verändern die Strahlung nicht 
in ihrer spektralen Zusammensetzung und können daher auch nicht 
als Modell eines strahlenden Körpers gelten. 

Infolge dessen ist auch der Mechanismus nicht ersichtlich, der 
bewirkt, daß das von der Verteilungswahrscheinlichkeit geforderte 
Strahlungsgleichgewicht mit Hilfe der Resonatoren überhaupt erreicht 
werden kann, wo doch die Resonatoren an einer Spektralverteilung 
nichts zu ändern vermögen. Man kann sogar sagen, daß hierin ein 
innerer Widerspruch der Theorie liegt, wenn man sie auf die vor- 
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liegende Form beschränken würde, wie Planck®) selbst hervorhebt. 
Er selbst erwartet von der Betrachtung der Zusammenstöße eine Aus- 
füllung dieser Lücke. Indessen scheint es mir fraglich, ob die Zu- 
sammenstöße eine Änderung der Schwingungszahl hervorbringen, ob 
sie nicht vielmehr nur die Intensität beeinflussen. Dagegen muß die 
Bewegung der Resonatoren selbst, die man sich nach dem Mazwell- 
schen Verteilungsgesetz erfolgend denken wird, nach dem Doppler- 
schen Prinzip eine Anderung der Schwingungszahl eintreten lassen, die 
der von Lord Rayleigh'”) berechneten Verbreiterung der Spektral- 
linien entspricht. Weitere Schwierigkeiten in der Planckschen Theorie 
werden wir später besprechen. 

Wir wollen nun zunächst die Ableitung der Strahlungsentropie 
aus der Hypothese der Energieelemente und den Wahrscheinlichkeits- 
gesetzen betrachten. 


A. Statistischer Teil. 


Außer der Hypothese der Existenz diskreter Elementarquanta der 
Energie ist: natürlich hypothetisch die Art, wie die Entropie durch 
die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden sol. Wenn eine Anzahl 
von strahlenden Molekülen vorhanden ist, so ist die Frage die, wie 
sich die Elementarquanten der Energie auf die einzelnen Moleküle 
verteilen. Zwischen der Energie eines Oszillators selbst und der in 
der Zeiteinheit ausgesandten Strahlung wird die Beziehung durch das 
Dämpfungsverhältnis hergestellt. Ist odt die zur Zeit {= 0 während 
dt emittierte Energie, so ist die Schwingungsenergie des Öszillators 

(3 
U= ce’tdi— —, 
0 
wo 2« das Dämpfungsverhältnis für die Energie bezeichnet. 

Was nun den Zusammenhang zwischen Entropie und Wahrschein- 
lichkeit angeht, so kann man zunächst eine allgemeine Beziehung 
aus den Eigenschaften der Entropie und der Wahrscheinlichkeit 
ableiten. 

Die Gesamtentropie zweier voneinander unabhängigen Systeme 
ist gleich der Summe der beiden einzelnen Entropien 


S=S+8. 


9) Vgl. Planck, Vorles. über Theorie der Wärmestrahlung, Schlußparagraph ; 
weiter P. Ehrenfest, Wien Berichte 114% (1905), p. 1301; Phys. Zeitschr. 7 
(1906), p. 528. 

10) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 27 (1889), p. 298. 


304 V 23. W. Wien. Theorie der Strahlung. 


Dagegen ist nach einem bekannten Gesetz der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung die Wahrscheinlichkeit für die Existenz zweier unabhängiger 
Ereignisse gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen, 


sodaß 
W=W,W;. 


s=fWM) S=f(W), 
s+8=fWW)=fW)+fM;). 
Diese Gleichung wird erfüllt, wenn 
(9) S=f(W) = klogW-+- const. 


ist. 


Ist nun 


so Ist 


Was nun die Wahrscheinlichkeit W betrifft, so ist dieselbe auf- 
zufassen als die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein gewisser physi- 
kalischer Zustand von N voneinander unabhängigen Emissionszentren 
existiert!!). Die Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit kann zunächst 
nicht anders als vollkommen hypothetisch sein und diese Wahrschein- 
lichkeit ist keineswegs mit der mathematischen für das Eintreten 
eines gewissen Ereignisses identisch. Für die äußere Beobachtung 
ist der Zustand der Emissionszentren durch die mittlere Energie der- 
selben bestimmt. Nun kann diese Energie in sehr verschiedener Weise 
auf die einzelnen Emissionszentren verteilt sein. Soll bei einer end- 
lichen Anzahl der Emissionszentren die Anzahl der möglichen Ver- 
teilungen der Energie eine endliche sein, so muß man die Hypothese 
eines endlichen Energieelementes & machen, so daß die Gesamtenergie 


U,=UN=Me 
ist, wo M eine ganze Zahl ist. 
Die Anzahl der möglichen Verteilungen der M Energieelemente & 
auf die N Resonatoren ergibt sich aus der Kombinationslehre gleich 


(M+N-—1)! 
(N<n:M! 


und diese Zahl soll zugleich das Maß der Wahrscheinlichkeit des be- 
treffenden Zustandes sein. Nun ist nach der Strlingschen Formel 


11) Für die Plancksche Theorie ist es wesentlich, daß auch jedem einzelnen 
Emissionszentrum Entropie zukommt und die hier gemachte Annahme einer An- 
zahl N solcher, auf die man die Energieelemente nach der Wahrscheinlichkeit 
verteilt, ist identisch mit einer zeitlichen Unregelmäßigkeit der Schwingung eines 
einzelnen Emissionszentrums. 
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für großes N 
N RT 
-() Verf 


logN!= 4log(22N) + N(loegN — 1) 


oder 


oder mit Vernachlässigung von Gliedern niederer Ordnung in N 
log N!= NlogN. 


Hiernach ist die Entropie von N Oszillatoren, auf welche M 
Energieelemente verteilt werden, 


S,=klegW-+C 
—= k{(M+ N)log(M+ N) — NlogN— MlogM} +C. 


Die Gesamtenergie der N Strahlungszentren ist 


U,=NU 
so daß 
MM MM U 
Keen, 
und 


(10) S,—kN[(1+Z)log(1+ A) I1g2}+0 


ist. Da die Entropie der Anzahl N proportional sein muß, ist (=0 
zu setzen. Die mittlere Entropie des einzelnen Resonators ist 


(10a) S-kl1+- —)10g (1 +2) ng}. 


Man muß diesen Ausdruck als die Definition der Entropie der Strah- 
lung auffassen. Benutzen wir die thermodynamische Beziehung 





dU=TaS, 
so können wir 7 anstatt $ einführen und es ergibt sich 
U 
een 
Era Du Tr 
€ 
woraus 
& 
(1) feier 
et” —1 


folgt. Hierdurch ist die Abhängigkeit von der Temperatur bestimmt. 

Um den Zusammenhang zwischen der Energie des Resonators U 
und der Emission zu finden, bedarf es einer aus der elektromagnetischen 
Theorie der Strahlung folgenden Beziehung, Gl. (26). 


Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 20 
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Hiernach ist für polarisierte Strahlung 


cU 
Zus) 


; 1 
u Bee ps 


er] 


Nun muß nach dem Verschiebungsgesetz e*” eine Funktion der 
einzigen Variabeln A7 sein. Daraus folgt, daß & umgekehrt propor- 
tional der Wellenlänge sein muß. Wir setzen 


(12) =. 
Dann folgt A 
h 1 
(13) Ang Fr BB 
er 


Diese Strahlungsformel enthält außer der Lichtgeschwindigkeit c zwei 
Konstante k und h. Die erste gibt die Beziehung zwischen Entropie 
und Wahrscheinlichkeit an und kann daher nicht auf die Strahlung 
beschränkt sein. 

Setzt man den Wert AT genügend groß, so hebt sich die Kon- 
stante h ganz aus der Formel (11) heraus und es bleibt 


U=KT. 


Mit der hier bestimmten Konstanten % kann man diejenige ver- 
gleichen, welche das Verhältnis zwischen Entropie und Wahrschein- 
lichkeit bei einem idealen einatomigen Gas darstellt und die denselben 
Wert haben muß. Hieraus ergibt sich eine Beziehung der Konstanten % 
und der mittleren lebendigen Kraft eines Gasmoleküls'?). 

Einfacher gewinnt man diese Beziehung, wenn man nach dem 
Vorgange von Lord Rayleigh (vgl. 5.322) den Boltzmannschen Satz an- 
wendet, daß sich im stationären Zustand die kinetische Energie gleich- 
mäßig auf alle Freiheitsgrade verteilt. Ein Oszillator hat einen Frei- 
heitsgrad (da er z.B. durch ein linear schwingendes Elektron repräsen- 
tiert sein kann). Sei nun die auf einen Freiheitsgrad fallende Energie 
U, dann fällt auf seine kinetische Energie der Betrag U. Da seine 
mittlere potentielle Energie ebenso groß ist, so ist 


U=2V. 
Ein einatomiges Molekül hat drei Freiheitsgrade, es ist daher 


12) Vgl. Planck, Über die Elementarquants der Materie und Elektrizität, 
Ann. Phys. (1901), p. 564. 
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seine kinetische Energie 
A=3Ü. 
Hieraus folgt nach (2b) 
(14) U=44=kT-= — 
vgl. S. 324). 
Nun ist nach der kinetischen Gastheorie 


(14a) 4NA=pı=RT, 


wenn N die Anzahl der Moleküle im Grammolekül, v das Volumen 
des Grammoleküls und R die absolute Gaskonstante bezeichnen. 


Hieraus folgt 
Nk=R, 


R 
(14b) N-T- 


Es ergibt sich also aus der Konstante %k die Anzahl der Moleküle N. 
Aus (14, 14a) folgt: 


(14e) __8=RT 


a TB 

Die in der allgemeinen Formel (13) vorkommende Konstante h 
ist in ihrer physikalischen Bedeutung dunkel (vgl. S. 355). Aus 
Gleichung (12) ergibt sich 

en 
€ 

Ihre Dimension ist demnach Energie X Zeit. Aus diesem Grunde 
nennt sie Planck das Wirkungselement. 

Wie die Entropie 8 mit der Energie U zusammenhängt, kann 
man auch die Entropie L eines Lichtstrahls zu e in Beziehung setzen. 

Da 


»| os 
| 


ist, so können wir 


| 


wm SS 


4 


>» 


setzen. Dann ist also nach (10a) 

k e, 4° e,2® e,2° e,1° 
a) I |(i+ Sm)toelı + Er) mt; 
wo für beliebige Strahlung E, statt e, zu setzen ist. 

Die Gleichung (13) gibt uns ein Mittel, die Temperatur eines 
Strahlenbündels bestimmter Wellenlänge Intensität und Divergenz (vgl. 
8.291) zu bestimmen. Wir nehmen die Divergenz als klein an und be- 
trachten das Flächenelement do eines beliebigen strahlenden Körpers, 


das durch ein zweites senkrecht zur Normale von do» in der Ent- 
20* 
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fernung r liegendes Flächenstück do’ die Energie W strahlt. Dasselbe 
linear polarisierte Strahlenbündel sendet ein Element dw eines schwarzen 
Körpers aus, dessen Temperatur die des Strahlenbündels ist. 


Es ist also 


dodo 


wo d2 die Öffnung des Strahlenkegels ist. Aus (13) ergibt sich 











he 
T= ; 
h ’ 
Kalog (76. + ı) 
oder, wenn W, do, dQ gegeben sind, 
he 
(15a) T= 
kal ( un ı) 


Die bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf linear polarisierte 
Strahlen. Für unpolarisierte Strahlen ist zu setzen 
W = 2edodR 
und 


he 
2c?h do AR 


kulog ( e 
Die Beziehung zwischen der Raumdichte der Strahlung und der 
Emission e ist durch Gleichung (2) festgelegt, welche für Strahlung 
einer beliebigen Wellenlänge geschrieben lautet 


T= 











Sxe 8rzch 1 
(16) Lu Fa c : 45 hc 


eiT_ı 


Die gesamte räumliche Dichte der unpolarisierten Strahlung ergibt 
sieh durch Integration von 4 über sämtliche Wellenlängen, 
v-l/ud= = e,dA. 


0 


Die Integration ergibt 
48h (kT\* 
aa (7) I; 
wo y = 1,0823 ist. 


Wenn man das Stefan-Boltzmannsche Gesetz (vgl. S. 296) in der 
Form schreibt 
2e=alT“, 
so ist 
6yk* 


re 
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Die Wellenlänge, der die größte Energie zukommt, ergibt sich 
aus der Gleichung 
de 0 
21 7279 
zu 


38 


TE 
wo ß = 4,9651 ist. 
B. Elektromagnetischer Teil. 
I. Allgemeine Gleichungen der elektromagnetischen Strahlung. 
Nach der Theorie von Rowland und Hertz'?) erhält man das von 
einem elektrischen Doppelpunkt mit alternierenden elektrischen La- 


dungen und mit einer in die z-Riehtung fallenden Achse ausgestrahlte 
elektromagnetische Feld durch die Gleichungen 








’ pp ‚ Op ic BR: ep 
,— 9803’ e,— dyde’ 2 02? Oi? 
.. 0 
ee Mer en dr 
1,98 
I— are 


6 
4xp— * sin (nt — br), er 


Das Moment des Dipols ist A sin nt. 

Über dieses Feld soll sich ein zweites mit den Vektoren € und $ 
lagern. Während sien die Vektoren € und €, 9 und $ einfach 
addieren, ist dies beim Poyntingschen Vektor wegen seiner quadratischen 
Form nicht der Fall. Außer © und ©’, den Poyntingschen Vektoren 
bei ausschließlich vorhandenem Felde &, 59 oder €, $, ergibt sich 


noch 
= clEH]+ el $]. 
Der Vektor ©, entspricht der gegenseitigen Einwirkung beider Felder. 
Nun verschwindet das über eine geschlossene Fläche erstreckte 
Integral des Vektors ©, weil dieses Feld allein keine Energieänderung 
in dem umschlossenen Raum hervorbringen soll. 
Die durch eine Kugelfläche während einer Schwingung hindurch- 


gestrahlte Energie, die man durch Integration des Vektors & erhält, 
ist nach Hertz 

A®’n? 

66 


Um die durch Integration des Vektors ©, zu gewinnende Energie- 


13) Encyklop. V. 22, Nr. 8. 
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strömung zu erhalten, bilden wir bei Einführung von Polarkoordi- 
daten «, ß 


e,= _( 5: — - a sinßsin« cos«, 

= — E ee sin’« + — . „ (1 — 3cos?e), 
g, = 4 E72 sin«sinß, 
9, = —- - 23 sine cosß. 


Wir erhalten dann, wenn wir über eine kleine Kugel (r = R) 
und über eine ganze Schwingung (von 0 bis r) integrieren 


fürfüos, „fgosne|(E, cosa cosß + E, cosa sind — € ‚sine) 29 + 
+ &(H,sinß — 9, cosß) 4 Zu + =) = 


Da es sich um kleine Werte der Koordinaten handelt, kann man 
entwickeln 








-6,+% - rsinacosß + — _ rsinesinß + Gere r cos« 


usw. Führt man die Integration aus, so erhält man 


(18) fa (SS +S 


Die elektrische Energie des Oszillators kann man setzen =4Ksin?nt, 
die magnetische =4_Ln? cos?nt, also die gesamte Energie 


U= 4Ksin’nt + 4Ln?cos’nt. 


Dabei ist die von der Kraft &,, geleistete Arbeit während dt, 
sofern r für die Stelle des Oszillators klein gegen die Wellenlänge ist: 


(19) —= nAdiE,,cos(nt). 











0z 


II. Elektromagnetische Resonanz. 
Nehmen wir zunächt die Kraft &,,— (0 an, dann haben wir einen 
sich selbst überlassenen Oszillator. Anstatt der Funktion Asin (nt — br), 


können wir eine beliebige Funktion f (t — =) einführen. Die elektro- 
magnetische Energie ist dann 


U=4Kf’+41f". 
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Die vom Oszillator im Mittel während einer langen Zeit 7 emit- 
tierte Energie beträgt nach Enc. V 14, Art. H. A. Lorentz, p. 187 und 
190 entsprechend der oben benutzten Hertzschen Formel 


T 
us f f">(dat. 


0 


Wird nun dem Oszillator keine Energie zugeführt, so muß sein 


z 
BEI AH 1, m 
(20) fa + 231"6)=0. 
6 
Diese Gleichung ist identisch mit 


1 


T 
Salal0+ art) ar) 


Wenn U groß ist, so kann man das Glied Er ff" vernach- 


lässigen. Diese Annahme bedeutet kleine Dämpfung. Wir sehen das 
aus der dann vereinfachten Gleichung 


% 
’ (dU ee 
Ja -Lrr j=0 
0 

oder 


(20a) Bir mno 


6rc® 





Setzen wir in dieser Gleichung 
f= Tach 
so daß = die Schwingungsdauer, & die Dämpfung ist, und betrachten 
« gegen n, als kleine Größe, so ergibt sich aus dem reellen und 
imaginären Teil jener Gleichung: 
K K 
SEE oa 


und als Dekrement während einer Schwingungsdauer 
2za K 
nn 6n,ZLie? 
Da Kf von der Ordnung von Lf’ ist, so sieht man, daß die 
Kleinheit der Größe & gegen n, gleichbedeutend mit Kleinheit von 


l= 


al gegen Eins ist, worauf die Vereinfachung der Differential- 
gleichung beruht. Bei großer Dämpfung ist diese nicht mehr linear. 

Entsprechend der Gleichung (19) wird bei Einwirkung der 
Kraft €,, die während dt geleistete Arbeit dtf’€,, sein. Um diesen 


| 
| 
| 


N 


} 
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Betrag wird die Energie U vermehrt, so daß wir jetzt die Gleichung 

erhalten, wenn wir von jetzt €. anstatt &,, schreiben 
E,. 


$ Lin 
Kf+1f"— af” 
= n, die Schwingungszahl der Eigenschwin- 














(21) 
Wir nennen Y 7 
gung. Dividieren wir die Differentialgleichung durch L, so können 
wir sie schreiben 
I af 6clE, 
(21a) Fe N ne a En 
Setzen wir 
&,= ( cos (nt — ®), 
so gibt die Gleichung (21a) 
(21b) ET oos(nt — 9 — 7), 
wo 
RE In® 
Aue n,(n,?—n®) 


ist. 
Stellt man nun die örregende äußere Kraft E, durch ein Fourier- 


sches Integral dar und setzt 
— [ änl,cos(nt — 8,), 


6 
so wird ©, und die Phase ©, im allgemeinen von n abhängig sein 


Dann ergibt sich aus der Gleichung (21b) 


(22) f— 6ue | ©% 0,siny,oos(nt — @,— 7,), 
0 
wo 
In® 
tgy, = ann! ne) 


So lange ! klein ist, kommen im wesentlichen nur die Glieder 
des Fourierschen Integrals in Betracht, deren » nahe gleich n, ist 





so daß annähernd 
= (and, siny, cos(nt — ©, — 7,), 


f- n,° 
6 
1:77 
gr. — 27m —n 


ist. 
III. Weitere Spezialisierung. Bildung von Mittelwerten. Hypothese 
der natürlichen Strahlung. 
Es wird nun als Intensität J der erregenden Schwingung der Mittel- 
wert von &,?, genommen über eine Zeit T, die groß ist gegen die 
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Schwingungsdauer des Resonators, bezeichnet. Hierbei sollangenommen 
werden, daß die ©, für Werte von n, die klein gegen n, sind, also 
für langsame Perioden, verschwinden. 
Nun ist, wenn » >n bleiben soll 
IH+T © 


J= 2,faefan wo „C,cos(nt— 9,)cos(nt— ©,,) 


t+% 
= 3 fa ffanar Q„C,[eos[n’t — nt) — (®,. — 9,)] 
{ + cos[nt +nd) — (0,+ 9,)]} 


in 5 siny(n’— n)zcos[4 (n — nat + OD — (0, ,-— 9,)] 
— 2 / Janan a8 | Won) 








sin} (m + MT cos[4( m + n)2: + D)— (+ 9,)] 

ar (n’ +-n)T 

Für kleine Werte von 7, für die aber n,X endlich bleibt, ist auch 

(n' — n)T verschwindend, während n,Z und damit (n + »)T immer 
groß bleiben, so daß für genügend kleines T das Integral 


= I J ändn C, CO, cos[m’ — mt — (0, — 9,)] wird. 
00 


Hierin ist die Bedingung enthalten, daß (n — n)T immer klein, 
dagegen n’T, nT groß sind, so daß 2 klein sein muß. 

Ohne diese Voraussetzung würde die Intensität von T abhängig 
bleiben, was erfahrungsmäßig für die Strahlungsintensität nicht der 


Fall ist. 
Setzen wir „— n=m 


- fänc RER C„sin (© n+m a 


nn n+m 0,008(0,,.— 0.); e 


so ıst 


(23) J— [ dm(A,sinmt + B,cosmt). 
0 


Ebenso läßt sich der Mittelwert der Energie U unter der Vor- 
aussetzung berechnen, daß die elektrische und magnetische Energie 


im Mittel gleich sind, was für geringe Dämpfung annähernd zutrifft, 
so daß = 
U= Kf? 
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ist. Das Ergebnis ist dem für J gefundenen analog und es ergibt 
sich aus (22) unter Berücksichtigung des Wertes von 


und des Umstandes, daß m klein ist gegen n und daß nur die Glieder 
wesentlich sind, für die n nahe gleich n, ist 


I sinmt + b,cosmt), 


dan 


(23a) ae 5 5 On+m On sin YarmSiny,sin(O,, nt Yarm In) 


6c° d 
ee — Om, Sin Y, 4 mSiny„008(O n+m ae 2 ee 


Nun ist für den Mittelwert, da 
N 


6c°1 


“. N 


6037’ 


| afı2 
KR=L(F), 
so daß die ausgestrahlte Energie 


ist, nach (22) 


u Ian! Fra 


3c° 


a nit "ıUdt, 


3c° 


Der mittlere Wert der absorbierten Energie ist gleich der Arbeits- 
leistung der Kraft E, auf den Oszillator nach (19) = E,df, sodaß 


et = au+®rıva 


No 
-— at +"rıdat 
und nach (23) 
— [dm (a„ m cos mt — b, m sin mt 


+3 " ]b,, cos mt + ° la, sin mi) 
— [am (a,, sin mt + b/, cos mt) ist, 


Am! _ mb b,= un + ma,. 


5 ’ 
wobei a, = —"- Es “ 


Die bisherigen Voraussetzungen waren, daß durch Mittelwerts- 
bildungen sich die Intensität der Strahlung unabhängig vom Werte 
der einzelnen Schwingungen und Phasen definieren lasse. 

Wir machen nun die Annahme, daß sich die Gesamtintensität 


SET UEE 
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als zusammengesetzt aus einzelnen Schwingungen betrachten läßt, daß 


1 [Ban 
0 


ist, und daß jede Schwingungsintensität S,, der Resonatorenergie U 
proportional ist. Diese Annahme wird sich gleich als durchführbar 
erweisen. 
Nehmen wir m klein auch gegen In, an, so ist m erst recht klein 
gegen n, und wir können 
Yn+m — In 
setzen. Dann ist nach dieser Annahme wegen (23a) 


as) 3, et ( (ERER sinty,Q,,n0, 008 (Mi— Byunt 9) 


wo & den Proportionalitätsfaktor bezeichnet. 
Da andererseits 


1= [30m ff amanc,,n.c, cos (mt— ®,;,m + 9,) 
0 
ist, so folgt 








$.r2 
dd KL sin?y, =1. 





ı 
0 
Da die Variable a von 0 bis oo geht, so muß für sin?y, der ge- 
2 
nauere Wert 2 5 eingesetzt werden. Setzen wir = a ; 
is ar 


so haben wir immer unter der Voraussetzung, daß nur Werte zu 
berücksichtigen sind, bei denen » nahe gleich n, ist 


© 


fi: a —=]1 
l n Mond 
0 1+zr 2 7 ni Pr 


0 











Der durch diese Bedingungsgleichung bestimmte Wert 
ei an,” 


6n:c} 
ist einzusetzen a wir erhalten 


4 ,—-2 je (X, sin mt + B,, cos mt), 


W=7- 30 C, sin? y, sin (© 


ntm”n 


9,), 


n+m N 


Bd, = r © 5 On+m 0, Sin? 7, 008(9,,m — 9,). 
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Die die Intensität bestimmenden Größen X und ® genügen nicht, 
um nach (23a) die Energie U zu bestimmen. Hierzu müßten die 
unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen von n bekannt sein. 
Im allgemeinen ist also die Energie des Öszillators nicht durch die 
Intensität der erregenden Schwingung bestimmt. 

Um nun trotzdem die Beziehung zwischen beiden festzulegen, 
wird die Annahme gemacht, daß durch die Mittelwertsbildung die 
Unbekannten C,, C,,„ und die Phasenkonstanten ®,, ©,,„, die so 
schnell mit der Zeit veränderlich sind, daß sie selbst niemals der 
Beobachtung zugänglich sind, aus den 4, und 3, herausfallen. 
Diese Hypothesen nennt Planck die der „natürlichen Strahlung“. 
Weiter wird nach dieser Hypothese noch vorausgesetzt, daß die 
Intensität unabhängig vom Dämpfungsdekrement } ist. Setzen wir 


3 
= An . : 
& = n5 sın Y, 4m Sin Y,„ COS an BER In) 
v0 


dn . i : 
= un Yn+m Sy, sun (Yrrm — In ’ 
0 


ferner in die Ausdrücke für a, und b, für die Größen 
C,;mC,sin(9,,. — 9) und C,,„ 0,008 (9, m — 9) 


ihre Mittelwerte W, und ®,, so ergibt sich 


N 6c°n? 


dn . j j 
=] 75 Amos + Bm NY — In) N Yn mBiN Pn, 


60°? 


d: . > P 
b en: ji RO 00BLN, PUB „u 7,)) SIN Ya 4m SR Ya, 


und 





6c’n? ; In, a, 
= (A,c+B.P, = ee 
6c’n? P In, b 
), = 22 (Be —U.ß), Bd, = rg ” + ma,. 


Für die Konstanten « und ß findet man durch Einsetzen der 
Werte für siny,,„ und siny, für verschwindendes ! (m von der- 
selben Ordnung wie !n,) 


I 1 
& en,” m?’ 
I:n,° 
__. am 3 
FR. 2n,! arm? 
1 { 
Fan 
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woraus 





‚ 3nc®l ‚ are’ 
FE ei 2 Un b aa an, a 


so daß die absorbierte Energie 
eh ze (am (A,sinnt +B,cosnt) = ir, 


ist. Auf diese Weise haben wir 
Inc’ ı un 
(25) LT d=dU+ZI1Udt. 


Die absorbierte ns ist der Intensität der einfallenden Schwingung 
von der Schwingungszahl n,, die ausgesandte der Energie des Reso- 
nators proportional. 
Wir ‘gehen jetzt zur Betrachtung von Strahlung über, bei der die 
auffallende Welle alle möglichen Fortpflanzungsrichtungen hat. 
Zunächst haben wir nach Gl. (2b) für unpolarisierte Strahlung 
die Energiedichte 


Ste 
uU ——- 
c 


Dieselbe Energiedichte drückt sich elektromagnetisch aus durch die 


Beziehung 
“—4E+H) 


Da nun bei vollkommen zerstreuter Strahlung keine Richtung der 
Vektoren €, 5 bevorzugt ist, so folgt 


= y=-36C'=3J, 
so daß 
u=3J 
ist. Für e ergibt sich dann 
30J 
=, 


Drücken wir J durch die Wellenlänge 4 = . aus, wobei wir 
jetzt n anstatt n, schreiben, so ist, da J, dn = J, dA ist, 


2: arte, 
Fe hen 30? 





Setzen wir diesen Wert in (25) ein, so erhalten wir für den statio- 
nären Zustand, in welchem 4dU = 0 ist, 
(26) nn au na. 

Diese Gleichung gibt eine Beziehung zwischen der Energie U des 
Öszillators und der Intensität e,, die wir in dem statistischen Teil be- 
nutzt haben (vgl. S. 306). Die Gleichung (25) gilt auch für nicht 
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stationäre Zustände. Wir können sie schreiben 


2clU 

er 

Man kann aus dieser Gleichung Folgerungen ziehen über den 
Einfluß des Öszillators auf ein in bestimmter Richtung auf ihn 
fallendes Strahlenbündel. Wenn dieses Bündel in irgend einer Rich- 
tung polarisiert ist, so läßt es sich in zwei aufeinander senkrecht 
polarisierte Bündel zerlegen, von denen das eine die Intensität Z, das 
andere E’ besitzt. Legen wir eine Ebene durch Strahlrichtung und 
Öszillatorachse und bildet diese Ebene mit der Polarisationsebene 
von E den Winkel y, so ist die Intensität der Komponente, deren 
Polarisationsebene die durch Strahl und Oszillator gehende Ebene ist, 


Ecos’py + E’sin?y, 
die Intensität der senkrecht hierzu polarisierten 
Esin?y + E’ cos? 7. 


= 2l1°e.. 


Die Gleichung 


für vollkommen zerstreute Strahlung im Gleichgewichtszustande ergibt 
sich, wenn wir e statt E setzen und über die ganze Kugelöffnung 
integrieren. Hierbei ist zu berücksichtigen, daß der Öszillator nur 
auf die ihm parallele Komponente der elektrischen Kraft anspricht, 
also auf die Intensität, deren Polarisationsebene senkrecht steht auf 
der Achse des Oszillators. 

Sind « und ß die Polarkoordinaten des Strahls, so ist das Ober- 
flächenelement der Einheitskugel sinad«dß, wir haben dann also 


[fir «dadß(esin?y + €’ cos?y) sin? « 


= le sin?» + e' cos? y) 





== —e für e= €. 
3c 
Nun war nach (25) die vom Öszillator absorbierte Energie 
J,dt 
oder allgemein 
n an 





net ( N sintadadp(E,sin!y + Ey cos), 
sd 
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so daß in der Richtung «, ß die Menge 
need sin’ «ed«edß(E,sin’y + E,'cos‘y) 





absorbiert Be 
Von den in der Richtung «, $ auf den Oszillator fallenden 

Strahlen, deren Wellenlänge A der Eigenperiode des Oszillators ent- 
spricht, wird die Intensität 

E,cs®y+E/sny=E, 
vom Oszillator nicht beeinflußt und geht ungehindert weiter. Von 
dem andern Teil E, sin?y + E,’ cos?y ist nur die Intensität 

(E, sin? y + E,' cos? y) sin? « 
für den Oszillator absorbierbar und es wird absorbiert der Betrag 


a <T sin® ® «dedß(E,sin®y+ E, cos?y), 





während die Intensität 
(E, sin? y + E,' cos? y) cos? « 
weitergeht. Nach (25) emittiert der Oszillator die Energie 


d-IU=dt: IE If sint wauap, 


so daß in der Richtung «, ß | 
di 2 Usin? adadß 
emittiert wird, während die Menge 


di. = in’ «dadß(E, sin?y + E, cos?) 





absorbiert wird. Der Intensität 

(E,„sin?y + E, cos? y) sin? « 
des auffallenden Bündels Fre er also die Intensität 
(27) U sin? « 


87 FE 


der emittierten Strahlung, 





multipliziert die absoluten Beträge der absorbierten ne emittierten 
Strahlung ergeben. 
Die Intensität E,cos®y + E, sin? y ist in der Ebene des Oszil- 
lators, die Intensität 
(E,sin?y + E,' cos? y) cos? « fr a U sin? « 


in der dazu senkrechten polarisiert. 
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Da jedem Strahl von der Intensität E eine bestimmte Entropie 
zukommt, so kann die Wirkung des Oszillators auf die Entropie 
"leicht berechnet werden, indem man überall anstatt E, und E, die 
zugehörige Entropie einsetzt. 

Wenn somit die Theorie von Planck in der Tat zu Ergebnissen 
führt, die mit den bisherigen Erfahrungen wohl übereinstimmen, so 
ist schon oben darauf hingewiesen, daß aus ihr nicht hervorgeht, 
weshalb eine Umwandlung der Strahlen stattfindet, bis die Strahlung 
des schwarzen Körpers erreicht ist. Eine weitere Schwierigkeit liegt 
darin, daß die Annahme von Energieelementen den Eigenschaften des 
elektromagnetischen Oszillators widerspricht, der Energiebeträge von 
beliebiger Kleinheit aussenden und aufnehmen kann. 

Es mag hier noch auf eine andere Schwierigkeit hingewiesen 
werden, die bei dem Ausbau der Theorie überwunden werden muß. 
Wenn nämlich die Absorption und Emission immer nur durch Auf- 
nahme und Abgabe der endlichen Energieelemente erfolgt, so darf die 
durch einen absorbierenden Körper hindurchgehende nicht absorbierte 
Energie gar nicht beeinflußt werden. Es ist nicht ersichtlich, wie 
dies mit der Theorie der Dispersion in Einklang gebracht werden 
kann, bei der die Absorption die durchgehenden Lichtwellen voll- 
ständig und gleichmäßig beeinflußt. In der Tat wird ja in der Theorie 
der Dispersion die Annahme gemacht, daß wir die Lichtwellen als 
zusammenhängende, beliebig lange Wellenzüge betrachten können, 
welche die schwingungsfähigen Ionen zum Schwingen anregen und 
dabei Absorption hervorrufen. Diese Auffassung ist mit der Planck- 
schen Theorie nicht ohne weiteres vereinbar und es muß erst gezeigt 
werden, wie im Sinne dieser Theorie der Zusammenhang zwischen 
Absorption und Dispersion aufzufassen ist. 


5. Die elektromagnetische Dämpfung unter Annahme von 
Elektronenbewegungen. Man kann die Dämpfung einer von Atomen 
ausgehenden Strahlung bestimmen, wenn die Strahlung durch die 
Schwingungen eines Elektrons bedingt ist"). 


Sei & die Verschiebung des Elektrons aus seiner Ruhelage und 
es erfolge die Schwingung nach der Gleichung 
gE=asinnt, 
dann ist die Beschleunigung des Elektrons in jedem Moment 


d? ! 
m: = — an’ sin nt. 


14) Wiechert, Jubelband für H. A. Lorentz, Haag 1900, p. 579. 
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Es ist daher nach Bd. V 14, p. 187 die Ausstrahlung während dt 


e’a?’n*sin’nt 
KR 
Bilden wir den Mittelwert über eine ganze Schwingungsdauer T, 


so ist 
T 


e’a’n* ER NEL: 2a®n“ 
6m T, 12nc° 


Der mittlere Energieverlust der Schwingung während di ist demnach 





BR Ne 


12x c° 
Setzen wir also 


E=Bet, B=Zan, 
so folgt bei kleinem « 
dE = — 2a E,dt = — ma?n?adt 


und durch Vergleich mit dem vorherigen Werte von dE 


e?’n? 


& gem 


Da der Wert von = und auch von e für Elektronen bekannt ist, so 


kann man hieraus die Dämpfung berechnen. 

Weit geringer ist die Dämpfung durch Strahlung, falls wir nicht 
ein einzelnes Elektron, sondern eine Anzahl von Elektronen haben, 
die sich auf einer Kreisbahn in gleichem Abstande voneinander bewegen. 

Die von den einzelnen Elektronen ausgesandten elektromagne- 
tischen Wellen zerstören sich teilweise durch Interferenz, so daß bei 
wachsender Anzahl der Elektronen die Strahlung sehr schnell abnimmt. 

Die genaue Berechnung der Strahlung eines solchen Elektronen- 


rings ist von G. A. Schott!?) gegeben. Ist T die Periode, n = = 
die Frequenz, o der Radius der Kreisbahn, e die Ladung, ı die An- 
zahl der Elektronen, ß = = das Verhältnis der Umlaufsgeschwindig- 


keit zur Lichtgeschwindigkeit, so ist die in der Zeiteinheit ausgestrahlte 
Energie 


4 eh D [amp Banp 


— dl — mfı J,.n Zanz) de]. 


0 


15) @. A. Schott, Ann. Phys. 24 (1907), p. 643; Phil. Mag. (6) 13 (1907), p. 194. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3 21 


322 V23. W. Wien. Theorie der Strahlung. 


Ist nß klein, so ergeben die Näherungsformeln der Besselschen Funk- 
tionen J die bereits von J. J. Thomson!®) abgeleitete Formel 
dE_ 2cenn+1)mPn+2 
ddp. BEN ? 








für kleine Werte von ß nimmt daher die Ausstrahlung mit wachsen- 
dem n außerordentlich rasch ab. Für ein einzelnes Elektron folgt 


dE_ wei 
dd ae — PN 





Dieser Wert ist für kleine 8 das doppelte der oben für ein linear 
schwingendes Elektron gefundenen Ausstrahlung, wenn a = o ist. 


6. Theorie von Rayleigh und Jeans. Rayleigh'") hat durch eine 
sehr einfache Betrachtungsweise den dem Strahlungsgleichgewicht ent- 
sprechenden Zustand durch Anwendung des Boltzmannschen Satzes 
von der gleichmäßigen Verteilung der Energie auf die Freiheitsgrade 
des Systems gewonnen, indem er die unendlich vielen Eigenschwing- 
ungen betrachtet, die in einem kontinuierlichen Medium durch Systeme 
stehender Wellen möglich sind. 

Betrachtet man zunächst eine Dimension, z. B. eine schwingende 
Saite von der Länge /, so ist die Wellenlänge der Grundschwingung 
A= 21, während für die Oberschwingungen die Beziehung besteht 
2l= aA, wo a alle ganzen Zahlen durchläuft. Hieraus folgt für zwei 
Schwingungen a,, ü, bei großen Werten von a, und a, 


1-21 )- NG 


Wenn sich die kinetische Energie auf alle Freiheitsgrade gleich- 
mäßig'*) verteilt hat und wenn die Energie für den Schwingungs- 
bereich von a bis a+ 1 mit E bezeichnet wird, so ist die Energie 
für die Differenz a, — 0, 

2ldıE 
El 


woraus die kinetische Energie für die Längeneinheit, also die Energie- 


16) J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 6 (1903), p. 681. 

17) Lord Rayleigh, Nature 18. Mai 1905, p. 54. 

18) Das Gesetz der gleichmäßigen Verteilung der mittleren kinetischen 
Energie auf sämtliche Moleküle einatomiger Gase rührt nach J. H. Jeans (Dyna- 
mical theory of gases, Cambridge 1904) von Waterston her (Phil. Trans. 183 
(1821), p. 1). Den ersten Beweis gab Maxwell (Phil. Mag. Jan., Jul. 1860). Die 
Verallgemeinerung des Satzes auf mehratomige Gase, aus der erst der Schluß 
gezogen werden kann, daß die Energie sich gleichmäßig auf die Freiheitsgrade 
verteilt, gab indessen zuerst Boltzmann, Wien Ber. 1871, p. 397; Ges. Abh. 1, p. 287. 
Vgl. Ene. V, Art. 8 von L. Bolizmann, Nr. 28. 
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dichte 
2dıE 


1? 

folgt. Diese Zahl ist zu verdoppeln, wenn man die gesamte Energie 
betrachtet, da die potentielle Energie ebenso groß ist, ferner abermals 
zu verdoppeln, wenn die Saitenschwingungen transversal nach allen 
Richtungen erfolgen, so daß die Energiedichte wird 

8Edi 

Be 

Hat man statt eines linearen ein räumlich ausgedehntes schwin- 

gendes System z. B. einen Würfel von der Kantenlänge I, so gilt ent- 
sprechend 





23=ıVy®? ++. 

Es handelt sich nun darum, die Anzahl der zusammengehörigen 
Werte ganzer Zahlen zu finden, für de VE HRHÜ<R ist. 
Denken wir uns R als Radius einer Kugel, so sind a, b, c als recht- 
winklige Koordinaten zu deuten. In ganzzahligen Abständen haben 
wir dann alle möglichen Punkte einzutragen, die allen möglichen 
ganzen Zahlen a, b, c entsprechen und die ganze Kugel ist dann 
gleichmäßig mit Punkten erfüllt. Wenn R groß genug ist, ist die 
Anzahl der Punkte innerhalb der Kugel R einfach gleich dem Volumen. 
Da wir aber nur positive Werte von a, b, c zu berücksichtigen haben, 
kommt nur der achte Teil des Kugelvolumens in Betracht, d. h. 


T 
3 
; E 





Dementsprechend liegen in einer Kugelschale zwischen R und 
R-+dR die Anzahl Punkte 


—R’dR, 
Nun ist wegen R= Ya?+ + « 
21 2ldı 
TE = R, FIRE = dR 
und 





7 4nl’dı 
Re 
die auf die zwischen R und R+dR liegende Anzahl der Freiheits- 
grade entfallende Energie ist 
41° 
r* 





E 


und die Energiedichte 
4n 
Du 


21° 
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Ferner ist ebenso wie vorher wegen der allseitigen Richtung der 
Schwingungen und wegen des Hinzukommens der potentiellen Energie 
mit 4 zu multiplizieren, so daß schließlich der Wert 

162.E 
Be 
übrig bleibt. 

Nun ist die mittlere kinetische Energie eines Moleküls, dem drei 
Freiheitsgrade zukommen, 3E. Nach der kinetischen Gastheorie wird 
die mittlere kinetische Energie der in einem Grammolekül von dem 


Volumen v enthaltenen Moleküle gleich = pv und daher 
n pv—=äNE, 


wo ®R die Anzahl der Moleküle im Grammolekül bezeichnet. Hier- 
aus folgt 


Be 
E ER 


Die Energiedichte der Strahlung ist also, da g9v = RT ist (vgl. 8.307), 
&=. RT. 
N 

in Übereinstimmung mit Formel (14e). 

Nachdem Lord Rayleigh‘?) die Frage erörtert hatte, welchem Zu- 
stand die Wärmestrahlung, nur im freien Raum für sich betrachtet, 
zustrebt, hat Jeans”®) untersucht, welchen Gleichgewichtszustand die 
Strahlungsenergie zu erreichen sucht, wenn eine Wechselwirkung 
zwischen dieser und der Molekularbewegung stattfindet. 

Jeans untersucht zunächst einen möglichst allgemeinen. Zustand 
von Strahlung in einem abgeschlossenen, von Materie ganz freien 
Raume auf rein elektromagnetischer Grundlage. 

Er setzt zu dem Zweck die elektrischen und magnetischen Vek- 
toren in einen Würfel mit der en I 


E, = cos a sin =D sin 2. (A, cosnt + A,'sin nt), 
rux aby a 
y sin ——- 0087 ee): 


ax by, 
9, = sin —— c08- 


7 Ts 005". (B, cos nt — B}' sin nt) 


USW. 


19) Rayleigh, Nature 72, p. 54 und 243, 1905. 
20) J. H. Jeans, Phil. Mag. 10, p. 91. 
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An den Seiten des Würfels für 0, y=0, 2=0 und 2 =], 

y=1, 2=1 verschwinden die tangentiellen Komponenten von €. 

Es findet dort also vollkommene Reflexion statt. ; 
Die Gleichung der elektromagnetischen Theorie AC — 4 5 

ergibt zo 

(28) +. 


Die Gleichung 


liefert i 
Rn K7 ac 
(28a) A = B, ee B, 1 
usw 
die Gleichung 
z _ = —rt®& 
N c b 
(28b) B-=4T7 — 47T 
usw. 


Die letzten sechs Gleichungen sind voneinander unabhängig. 
Sind die Zahlen a, b, c und Z gegeben, so bestimmen die Gleichungen 
(28a) und (28b) die Größen », A und B bis auf eine und bis auf 
einen gemeinschaftlichen Proportionalitätsfaktor. 

Die Systeme A’ und B’ sind völlig unabhängig und enthalten 
daher auch zwei unbestimmt bleibende Konstanten. 

Daher entsprechen jedem Wertsystem der a, 5, c vier unab- 
hängige Variable, so daß die Anzahl der unabhängigen Variabeln, 
welche zu den Schwingungen a® + b5?-+c?< R? gehören, nach den 
obigen Betrachtungen von Rayleigh 


2 
Ey za. R® 
ist. Nun ist nach Gleichung (28) 
I?n? 


u ee 77 7 


also die Anzahl der unabhängigen Variabeln, die einem kleineren Wert 
als n zukommen, 





Lassen wir n um dn wachsen, so wächst diese Zahl um 


2l’n?dn 
208 
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Dies ist also die Anzahl der unabhängigen Variabeln, die einer 
zwischen n und n + dn liegenden Schwingung entsprechen. 

Nach dem erwähnten Satz der statistischen Mechanik ist nun 
bei irreversibeln Prozessen der stationäre Endzustand dadurch aus- 
gezeichnet, daß allen unabhängigen Variabeln derselbe Energiebetrag 
zukommt. 
| Wenn der Zustand durch einige Gasmoleküle irreversibel gemacht 
wird, so ist die Geschwindigkeit eines Moleküls nach einer Koordi- 
natenrichtung eine unabhängige Variable. Die hierauf fallende Energie 
ist der dritte Teil der Energie des Moleküls. Diese ist nun nach der 
kinetischen Gastheorie 


1 
 BRR 
zmü=aT, 


so daß auf das Intervall der Schwingungszahlen dn die Energie 
2« Ti’n?dn 
Be 717 JR 
fällt. i 
Führen wir tr ein, so ist dn—= dl und die zwischen 
4 und A -+ dA liegende Energiedichte ist 


16r« TdA 
(286) re. 





Setzen wir in der Formel (14) 
hc 
kAT 
als kleine Größe voraus (d. h. nehmen wir hohe Temperaturen und 
große Wellenlängen), so ist 





he 
; ER BR 
er l=ır 
und wir erhalten 
8kTrxdı 
di = — 7 


in Übereinstimmung mit der Jeansschen Formel, wenn k = %« ist. 

Daß die Jeanssche Betrachtungsweise nur für lange Wellen gültig 
ist, hat offenbar seinen Grund darin, daß sie eine Zerlegung der 
Energie in unbegrenzt kleine Quanten voraussetzt. In der Tat kommen 
wir auch auf die Jeanssche Formel, wenn wir in dem Planckschen 
Strahlungsgesetz h unendlich klein annehmen. 


7. Theorie der Strahlung metallischer Leiter für lange Wellen 
von H. A. Lorentz?'). Die bisherigen Theorien der Strahlung gehen 


21) H. A. Lorentz, Akad. v. Wetensch. Amsterdam 27. Mai 1903. 
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auf den eigentlichen Mechanismus des Vorgangs nicht näher ein. Es 
ist jedoch H. A. Lorentz gelungen, ohne Hinzuziehung neuer Hypo- 
thesen nur auf Grund der Elektronentheorie der Metalle die Gesetze 
der Strahlung für lange Wellen abzuleiten und zwar bei Betrachtung 
einer unendlich dünnen Platte. Die Elektronentheorie der Metalle??), 
auf die sich die Lorentzsche Theorie stützt, ist folgende. Es werden 
im Metall eine große Anzahl freier d. h. in großer Entfernung von 
anderen Teilchen befindlicher Elektronen angenommen. Für diese 
Elektronen gilt das Boltzmannsche Theorem, daß die mittlere lebendige 
Kraft der fortschreitenden Bewegung der Teilchen der absoluten Tem- 
peratur proportional sei. Es besteht also die Gleichung 


(29) mo? =«T. 


Die Bewegungsgleichung eines Elektrons mit der Ladung e und 
der Masse m, auf das die konstante Kraft €, einwirkt, ist 


d’x 
mar = eE,, 


dx 


mM Be PY = mu = e&t, 
woraus 
BEN N 2 
En Et 


folgt. Die Werte für Geschwindigkeit und Weg des Elektrons sind 
ohne Hinzufügung der eigentlich erforderlichen Integrationskonstanten 
hingeschrieben und geben nur denjenigen gerichteten Bestandteil, der 
durch das elektrische Feld erzwungen wird. Diesem Teil überlagert 
sich der von der Wärmebewegung herrührende ungerichtete Teil. 
Wenn sich nun das Elektron während der Zeit r mit der Ge- 
schwindigkeit v frei bewegt und hierbei die Strecke ! zurücklegt, so 


ist ee 


Weiter folgt 


% ist die gerichtete Geschwindigkeit infolge der elektrischen Kraft, 
v nach allen Richtungen regellos verteilt. Wir»können auf der 


Strecke I die mittlere Geschwindigkeit — — u, einführen und erhalten 


22) Vgl. Drude, Ann. d. Phys. 1, p. 566; 3 (1900), p. 369. 
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Ist N die Anzahl der Elektronen in der Volumeinheit, so geht 
durch die Einheit des Querschnitts die Elektrizitätsmenge u,eR in der 
Zeiteinheit, d. h. der Strom ist 

.  ENE,ol 
Er 40T 
Es ist also die Leitfähigkeit 
eNIv 
0 ir 
und für mehrere Ionengattungen 


(308) lat +). 


Die zweite Unterlage der Lorentzschen Rechnung ist die Aus- 
strahlung, welche durch Änderung der Richtung oder Größe der Ge- 
schwindigkeit der Elektronen eintritt. 

Die durch Beschleunigungen von mäßiger Größe hervorgerufene 
Felderregung ergibt sich aus den Angaben Bd. V 14, p. 187, soweit 
sie von einem einzelnen Elektron herrührt. 

Die Werte von € auf der z-Achse sind hiernach in der Ent- 
fernung r 


) &- 





e de, e dv 
a ee 
und die des magnetischen Vektors von derselben Größe. 

Nach dem Poyntingschen Satze geht also durch das Flächen- 
element dw’ die Energie infolge der Erregung €, 

(32) c&,? dw‘. 

Wir legen nun die z-Achse in die Normale senkrecht zur Metall- 
platte und untersuchen die Strahlung in der z-Richtung, die durch 
die unregelmäßige Bewegung der Elektronen hervorgerufen wird. Diese 
unregelmäßige Bewegung wird bewirken, daß die Elektronen beständige 
Richtungs- und Geschwindigkeitsänderungen erfahren und daß be- 
ständig Energie von den Elektronen ausgestrahlt wird. So unregel- 
mäßig diese Ausstrahlung auch sein mag, wir werden sie immer in 
eine Fouriersche Reihe zerlegen können. Wir können also setzen 


M=0 
._ mat 
2 e,= >" Q sin —.-, 


m=1 
wo 
I 


[in tisat 


ist. Die Zeit ® wird als groß angenommen. 
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Bei stationärer Strahlung können wir für &,® den Mittelwert 


setzen, nämlich 
3 
1 
Karen $ ; €: dt. 
v 


Bei der Ausrechnung der rechten Seite kommen zwei verschie- 
dene Typen von Integralen vor, solche, die das Quadrat des Sinus 
und solche, die Produkte zweier verschiedener Sinus enthalten. Die 
letzteren verschwinden und die ersteren geben 


I 


fein "za-t v, 


0 
mMm=X 
Te 1 
BR see 2 
e’=;, >’ a: 
m=1 


Die zu dem einzelnen Gliede dieser Reihe gehörende Schwingungszahl 


. MT 
ist legt Si 


Wir können # so groß wählen, daß = 5 Klein gegen d» ist, dann 
wird die Zahl der Glieder a, die in der A vorkommen, deren 
Schwingungszahl zwischen » und n + dn liegt, * dn sein. Da für 
diese a, denselben Wert haben wird, so ist die Strahlung, deren 


Schwingungszahl zwischen »n und n + dn liegt, nach (32) 
(324) a2 dnde‘. 
Nun ist wegen (31) 


so daß 


$ N: 
2 . mut € R mntdo, 
an 5 sin 2 =; fi Br 
0 0 
I 
ne 
fe ntv,dt. 
0 


Für die weitere Untersuchung ist nun wesentlich, daß die Zeit 
= 4 klein gegen die Schwingungsdauer = ist. Zerlegen wir dann 
die Zeit ® in a Abschnitte von der Länge r, die als konstant an- 
genommen wird, so ist 


T 


[eos ntv,dt—=rv,cos nt 
0 
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und für alle N Elektronen und alle a Zeitintervalle 


(33) a.= Baur cos nta Be Y.- 
N 


a 
Wir definieren nun den Mittelwert der v, für den a‘ Zeit- 
abschnitt durch die Gleichung 


1 > 
N 0, = W, 


wo N=NdoA, A die Dicke der Platte, do ein Flächenelement der- 
selben, also N die in dem Plattenelement von der Oberfläche do ent- 
haltene Elektronenzahl ist, so daß 


a= men cos nt, w 
= ar.e 


a 
Bei der Bildung von a} kommen Glieder vor, die quadratisch in 
bezug auf die cos ni, sind und solche, die aus Produkten bestehen, 
deren Faktoren verschiedene Z, enthalten. Es wird angenommen, daß 
bei der großen Unregelmäßigkeit von letzteren ebensoviele positive 
wie negative vorkommen, so daß nur die quadratischen Glieder übrig 
bleiben. Wir erhalten auf diese Weise 
202 2N? 
(34) an as > (cos? nt4we?). 
a 
Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, daß w zwischen ge- 
gebenem w und w + dw liegt. 
Diese Wahrscheinlichkeit W wird nach den in der kinetischen 
Gastheorie ausgebildeten Methoden aufgesucht. Lorentz findet 
ar IN a 
Wau= 11V: "dw 


V 2r 


Der Mittelwert von w? ist nach den Gesetzen der Gastheorie 


oo 


| wWäu -%: 


=- © 


Nach (34) folgt also 
a’— men > cos?!nt,. 


m 12n°ct9*r? 
a 


Für S'cos’nt, können wir schreiben, da r sehr klein ist, 


a 
62 


orale} dt 1:9 
T 4 
0 
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so daß 
Be n*e?r Nv? 
Im gumtetärt' 


x  ROEREE 
oder, wenn wir v—=_— einsetzen, 
a __ MeNvi mie RivA FR 
Am T unter Amtear 9 
Daher ist nach (32a) die Strahlung durch dw’, die zwischen den 
Schwingungszahlen n und n + dn liegt, 


(35) = a? dndo’ = een dndado' 


48n°c’r? 





Ebenso groß ist die Strahlung, die von den Beschleunigungs- 
komponenten m herrührt. 


Für mehrere strahlende Ionenarten, deren Wirkungen sich einfach 
superponieren, haben wir verschiedene N, Z und v zu unterscheiden 
und erhalten für die Ausstrahlung 

n?’Adndado . 
(36) Tagged Re te +}. 

Wir müssen nun den Ausdruck für die Absorption in der dünnen 
Platte finden. Das Licht falle senkrecht gegen die Platte in der 
3-Richtung ein. Nach Gleichungen (8), (9) und (11), Art. 22, ist in 
einem absorbierenden Medium 

E— A,ert-wrderit, 5 A, det dr E me, 


e 


en —D), no—2cab, 9, — 8 —ardg;, 


Am _ a tid) so-9). 
4, in 
Bei Metallen kann man nun bekanntlich & vernachlässigen, d.h. 
es ist En 
ee 
u a Vn Ir Ars 17 
ei, Y m, a a 
so daß 
1—i 6 
H=E: Ts y. —=6&f 
wird. 


Im umgebenden Medium ist = 9. 
Beim Durchgang der Strahlung durch die dünne Platte haben 
wir auf der einen Seite der Platte eine einfallende, eine zurück- 
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kehrende, dann im Metall eine vorwärtsgehende, eine zurückkehrende 
und endlich auf der anderen Seite eine vorwärtsgehende Welle Wir 
bezeichnen diese fünf Wellen mit den entsprechenden Zahlen. Da € 
und $ stetig an den Grenzen sein müssen, ergibt sich an der vorderen 
Ebene, da mit der Richtung der Welle sich das Vorzeichen des mag- 
netischen Vektors umkehrt, 


4, + 4, Ein, 4A; En 4, 
4, 4= (4 Ay; 
an der Rückfläche 
Azereürda Ayetrda— Aete®, 
f(Aze +92 — A,e1+94) — Tg 
Durch Elimination ergibt sich, wenn man berücksichtigt, daß A 
sehr klein ist, 


A— A: (1-4 (f+4)aı+ )A). 


Berücksichtigt man die Werte von f und a, so findet man für 
die durch die Platte gehende Energie als das Quadrat des absoluten 
Betrages von A, 


cA 
4.-141(1 -°%)- 
Das Absorptionsvermögen ist also mit Rücksicht auf (30a) 
CHh Le Rıne+ Rue} 


4a@ci 


Nach dem Kirchhoffschen Satz ist das Verhältnis von Emission 
und Absorption gleich der Emission des schwarzen Körpers. 

Dividieren wir die Ausdrücke (36) und (37) durcheinander, so 
erhalten wir 


’ r} ’ 
(38) e„indodo _ an’Tdandado’ 


r? WW; 6n°c?r? 





Dies ist die Energie der Strahlung der Frequenz n, welche 
vom Element do dem Element do’ in der Entfernung r normal zu- 
gestrahlt wird. Die Energiedichte ergibt sich aus (2a) 
2aTn’dn 16@Tdi 

a 7°. 
in Übereinstimmung mit Gleichung (28c). Dieses Ergebnis ist auf die 
Strahlung beschränkt, bei der A groß ist. Es mußte = 2 klein 


u,dn = 





gegen = sein. Aus dem Verschiebungsgesetz folgt, daß diese Vor- 


aussetzung, die bei niedrigen Temperaturen lange Wellen voraussetzt, 
bei hohen Temperaturen bei immer kleineren giltig sein muß. 
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Eine wesentliche Schwierigkeit liegt in der Beziehung der all- 
gemeinen Theorie der Strahlung zur Elektronentheorie. Lorentz hat 
in seinem auf dem internationalen mathematischen Kongreß in Rom 
1908 gehaltenen Vortrage auseinandergesetzt, daß die von Jeans an- 
gewandten Gesetze der statistischen Mechanik (vgl. oben 8. 322) immer 
zutreffend sind, wenn es sich um Systeme handelt, die sich dem 
Hamiltonschen Prinzip unterordnen, und daß andererseits die ge- 
wöhnliche Theorie der Strahlung als quasistationärer Zustand der 
Elektronentheorie diesem Prinzip folgt. Hieraus würde allerdings zu 
schließen sein, daß das für lange Wellen gültige Strahlungsgesetz 
überhaupt allgemein gültig sein muß, weil dann eben die Jeanssche 
Ableitung für alle Wellenlängen gelten soll. Da nun aber diese 
Formel für kürzere Wellenlängen so sehr von der Erfahrung abweicht, 
daß jeder Versuch, sie hier anzuwenden, aufgegeben werden muß, so 
liegt hier ein Widerspruch zwischen der Elektronentheorie in der 
Lorentzschen Form und der Erfahrung vor. 

Die von Jeans vertretene Auffassung, daß die realisierten schwarzen 
Körper (8. 287) in Wirklichkeit weit vom Gleiehgewichtszustand der 
Strahlung abweichen, weil dieser sich erst nach sehr langer Zeit 
herstellen kann, ist der Erfahrungstatsache gegenüber unhaltbar, daß 
die von der Jeansschen Theorie geforderte allmähliche Steigerung der 
kurzwelligen Strahlung auf Kosten der langwelligen und der Molekular- 
energie auch nach beliebig langen Zeiten nicht eintritt. ZH. A. Lorentz?") 
ist auch neuerdings von der Annahme der Allgemeingültigkeit der 
Rayleigh-Jeansschen Formel zurückgekommen. 


8. Untersuchungen über die molekulartheoretische Begründung 
des Strahlungsgesetzes. Die vorhergehende Untersuchung von H. A. 
Lorentz hat den großen Vorzug, daß sie auf rein molekular-kinetischem 
Wege das Strahlungsgesetz für lange Wellen ableitet. Und zwar 
bedarf es hier keiner neuen Hypothesen über den Strahlungsvorgang, 
sondern nur gewisser Annahmen, die sich bereits bei ganz anderen 
Phänomenen bewährt haben. Auch bedarf es nicht der Zuhilfenahme der 
thermodynamisch gewonnenen Sätze, sondern die Ergebnisse stimmen 
mit diesen Sätzen überein. 

Eine ähnliche Theorie, die das allgemeine Strahlungsgesetz mole- 
kular-kinetisch begründet, besitzen wir nicht. Die Plancksche Theorie 
geht nicht auf den Mechanismus des Strahlungsvorganges selber ein 
und bedarf überdies als Hilfsmittel der thermodynamischen Strahlungs- 
gesetze. 


21) H. A. Lorentz, Phys. Zeitschr. 1908. 
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Ein Versuch, ein allgemeines Strahlungsgesetz molekular-kinetisch 
zu begründen, ist kürzlich von J. J. Thomson??) gemacht. 

Der Gedankengang der Thomsonschen Untersuchung ist ganz 
analog der Lorentzschen. Nur verwendet er die Wahrscheinlichkeits- 
betrachtung nicht und nimmt an, daß die Strahlung durch Geschwindig- 
keitsänderungen während der Zusammenstöße mit andern Molekülen 
stattfindet. Die Art und Weise wie diese Geschwindigkeitsänderungen 
eintreten, ist dann auch von Einfluß auf das Strahlungsgesetz. Je- 
nachdem Thomson als Gesetz der Geschwindigkeitsänderung die Funktion 

r A 
Ae® oder @r# 


annimmt, wo A und a Konstanten sind, erhält er einmal 





ma? 
16«T% re 
u, E- —— 375 — 
oder 
4 
16.1 -— 


Da nun nach den thermodynamischen Gesetzen (7) 
1 
w—.f (AT) 
sein muß, so wird a = = sein müssen. a gibt die Größenordnung 


der Zeit des Zusammenstoßes, die also umgekehrt proportional der 
absoluten Temperatur für alle Körper sein müßte. 


Für große Werte von 2 gehen in der Tat beide T’homsonschen 


Formeln in den Lorentzschen Ausdruck über. 

Wegen des Faktors TA stimmen aber beide nicht mit der 
Formel (16) überein, indem für konstante Temperatur die Energie- 
kurve entweder 


const. const. 
const. -— d const. -— 
s e 


ae Br 














wird. 

Man kann in Anlehnung an eine frühere Betrachtung”) das 
Strahlungsgesetz für nicht zu große Werte von AT erhalten, wenn 
man die Annahme festhält, daß die Elektronen bei ihren Zusammen- 
stößen mit den Molekülen die Strahlung aussenden, daß sie aber nicht, 
wie bei Lorentz so strahlen, wie es den sämtlichen Freiheitsgraden 


22) J. J. Thomson, Phil. Mag. (5) 14, (1907), p. 217. 
23) W. Wien, Ann. Phys. Chem. 58 (1896), p. 662. 
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des Systems zukommt. Denn das würde, wie die Betrachtung von 
Jeans zeigt, zu einer Strahlung führen, die für unendlich kleine 
Wellenlängen unendlich groß werden würde. Auch die Plancksche 
Theorie verlangt eine Beschränkung der elektromagnetischen Frei- 
heitsgrade, weil sie nur die Aussendung von Elementarquanten der 
Energie zuläßt. Eine solche Beschränkung einfacher Art liegt in 
der Annahme, daß ein Elektron nur Strahlung einer Wellenlänge aus- 
sendet, so daß zu jeder Geschwindigkeit eine bestimmte Wellenlänge 
der erregten Strahlung gehört. 

Nimmt man nun für die Elektronen in einem Metall die Gesetze 
der kinetischen Gastheorie als richtig an, was sich bisher gut bewährt 
hat, so stellt das Maxwellsche Gesetz die Verteilung der Geschwindig- 
keiten der Elektronen dar. 

Hiernach ist die Zahl der Elektronen, deren Geschwindigkeit 


zwischen v und v + dv liegt, proportional der Größev?e “ dv. Anderer- 
seits ist & proportional der absoluten Temperatur 7. Die aus der 
Volumeneinheit gestrahlte Energie einer Wellenlänge ist nun nach 
der erwähnten Hypothese proportional der Anzahl der eine bestimmte 
Geschwindigkeit besitzenden Elektronen. Da nun A eine Funktion 
von v ist, so ist v» auch eine Funktion von A und wir erhalten für 
die Energie 
„0 
F(i)e 

Diese Strahlung wird nun in dem Volumen teilweise wieder absorbiert, 
so daß nur ein Teil dieser Strahlung emittiert wird. 

Da nun die Absorption der Metalle für kurze Wellenlängen 
merklich von der Temperatur unabhängig ist, wie aus der Unabhängig- 
keit der optischen Konstanten von der Temperatur hervorgeht, so 
ist das Absorptionsvermögen nur eine Funktion der Wellenlänge 
F,(2). Daher ist das Emissionsvermögen eines schwarzen Körpers 
LA Probier 2 
F,Q) 


Da nun A°e, eine Funktion von AT sein muß, so folgt 





Bra 


ce 3 
ST 
j5 e 


wo c, und c, zwei Konstanten bezeichnen. 
Diese Formel kann als Grenzfall des Planckschen Strahlungs- 
h 


(85) Sag 


’ 


gesetzes (13) angesehen werden, falls nämlich die Größe e*!T groß 
gegen Eins ist, während sich die Jeans-Lorentzsche Formel, wie her- 
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vorgehoben, aus dem Planckschen Gesetz als Grenzfall im umgekehrten 
hc 


Sinne ergibt, falls nämlich &27 klein gegen Eins angenommen 
werden darf. 


9. Untersuchungen von Laue über Veränderung der Strahlung 
beim Durchgang durch absorbierende und dispergierende Medien. 
Die Fragen nach der Veränderung der natürlichen Strahlung beim 
Durchgang durch absorbierende Medien und die hiermit zusammen- 
hängende über die Grenzen des zweiten Hauptsatzes in optischer Be- 
ziehung, ferner die Fragen nach der thermo-dynamischen Bedeutung 
der Kohärenz sind von Laue erörtert worden ®®). 

Die ersten Untersuchungen schließen sich unmittelbar an die 
Planckschen Formeln für die natürliche Strahlung an. 

Wir können die Formel (24a), da nur Werte in Betracht kommen, 
bei denen n, nahe gleich » ist, schreiben 


w 


P) x 
3.— 2, [Jümansin’y,0,0, .meos(mt — un + &,), 
0 


1 
un’(n—n,)* 
In,’ 


ist, oder bequemer als reellen Teil des Ausdruckes 
2 
j— uf, dmdnl.C 


nn+m 





sin?’y, = 








sin? Yn elmt-On+mt®n), 
Betrachten wir eine durch die Formel 


f dnO,gei-@n, 


dargestellte Schwingung, die sich durch ein Medium ausbreitet, in 
welchem », das Brechungsverhältnis für die Schwingungszahl n und a, 
der Absorptionsindex ist, so haben wir nach Zurücklegung der Strecke x 


far c, be) - on | —-An® 


Dies Integral läßt sich schreiben 


S nl, et on, 


„[vın 
ETT Bi (+ 9) 
wo OL etn— (e Em, 


26) M. Laue, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 533. 
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Das P2, 
af dndmC ee rt 


wird also 


1% fi fanamo,o, new, Ar 2 


ilmt— Ontmt On)tiz(""7- mem) 
x : e*lanımtam), 


fl: dndmC, C, ;„ sin? y„e 


Setzen ir nm=n+tdn, aso m=dn, so ist 
NnYy—Y,ım a +m)=nv, tale Tan +v .) 
= — ei (vn)an 


und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Intensität 3, ist 


m c 


nn mnatm ER 





was mit der Gruppengeschwindigkeit übereinstimmt. 

Bei den obigen Rechnungen ist vorausgesetzt, daß nur die Eigen- 
schwingungen der Resonatoren, d.h. Werte von % die nahe bei », 
liegen, in Betracht kommen. Wenn aber selektive Absorption eintritt, 
so können gerade diese Schwingungen stark geschwächt werden. 

Wir hatten oben 


4, fan0,.nC, sin ee 9,), 


8 „1 [anc n+m 0, sin? y„cos(®, ,. — 9): 


Für Werte von n, die nahe n, sind, ist siny, =1. 
Setzen wir diese Werte als Mittelwerte in den Ausdruck für S 
ein, so wird 
In +mn wm) 


-(4mta)z+iz(- - 
3,— [am SED em: (ansin’z,e u e f 


Solange In, groß ist gegen n — n,, ist 


m fan sin?y 1, 


also 3, unabhängig von I. Wenn aber n—n, groß ist gegen In,, 
so ist 

In!n,! 
Encyklop. d math. Wissensch. V 3. 22 


sin?y, = 
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Für kleine Werte von x sind nach der bisherigen Theorie alle Glieder, 
bei denen nicht n nahe n, liegt, verschwindend. Damit dies auch 
für große x gelte, muß sin?y,e”"?“* klein gegen sin?y,e"?%,* sein. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so würde $,, abhängig von } 
werden, was den Bedingungen der natürlichen Strahlung widerspricht. 
Nur wenn n,— n klein ist, so daß siny constant ist, ergibt die über 
den Bereich In, ausgedehnte Integration den Faktor n,!, der sich 
gegen den Nenner weghebt und %,, von I unabhängig macht. Doch 
ist die ganze Betrachtungsweise nur auf kleine Dämpfung anwendbar. 

Wenn wir eine beliebige Störung haben, die sich durch ein 
Fouriersches Integral darstellen läßt, so folgt aus der Tatsache, daß in 
dispergierenden Medien die Gruppengeschwindigkeit von der Schwin- 
gungszahl abhängt, daß die verschiedenen Teilschwingungen sich mit 
verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen. Es tritt auf diese Weise 
eine Trennung der einzelnen Partialschwingungen auf, bis wir einzelne 
Gruppen erhalten, die aus Sinuswellen bestehen, von denen sich dann 
jede unverändert fortpflanzt. 

Wenn es gelingen würde, diese Gruppen einzeln aufzufangen, 
würde man gegen den zweiten Hauptsatz verstoßen können. Doch 
zeigt sich, daß die Schwächung der Intensität so groß ist, daß man 
praktisch keinen Erfolg erwarten kann. 


10. Relative Temperatur und scheinbare Trägheit bewegter 
Hohlraumstrahlung. In Nr. 19, Art. 22 haben wir gesehen, daß sich 
eine Umformung der Maxwellschen Gleichungen ausführen läßt, bei 
der die für ein ruhendes System geltenden Beziehungen auch für ein 
bewegtes System bestehen bleiben, so daß, wenn ein Beobachter sich 
mit dem System bewegt, er alles so findet wie im ruhenden, während 
dem ruhenden Beobachter die physikalischen Größen in bestimmter, 
von dem Verhältnis der Translationsgeschwindigkeit zur Lichtgeschwin- 
digkeit abhängiger Weise verändert erscheinen. Es läßt sich nun aus 
der Theorie der Strahlung ableiten, daß auch die Temperatur?”) (nicht 
aber die Entropie) zu den in dieser Weise veränderten Größen gehört. 
Hiernach scheint einem bewegten Beobachter die Temperatur eine 
andere zu sein, wie dem ruhenden, und zwar muß sich das natürlich 
nicht nur auf die durch Strahlung gemessene Temperatur, sondern 
auf jede andere Temperaturmessung beziehen. 

Wir betrachten die Strahlungsenergie, die in einem Hohlraum 
mit spiegelnden Wänden sich befindet. Setzt man die Wände in 


27) K. v. Mosengeil, Ann. d. Phys. 22 ‘(1907), p. 898. Vgl. auch Planck, 
Berlin Ber. 18. Juni 1907, p. 546. 
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Bewegung, so folgt, daß auch die Strahlung sich mitbewegen muß 
und hierbei zeigt die genauere Analyse, daß die Bewegung nur durch 
eine Arbeitsleistung hervorgebracht werden kann, so daß diesem System 
eine nur von dem Energieinhalt abhängige Trägheit zugeschrieben 
werden muß. Diese Trägheit ist ein spezieller Fall der vom Rela- 
tivitätsprinzip allgemein geforderten Trägheit der Energie. 

Nach Gl. (101a), Art. 22, war die auf einen Körper wirkende Kraft 
pro Volumeinheit 

DE AR 
c? ot 

Wir behalten die dort gebrauchten Bezeichnungen mit dem ÜUnter- 
schied bei, daß wir die dort mit « bezeichnete Translationsgeschwin- 
digkeit mit v bezeichnen, da jetzt u durchweg die Energiedichte be- 
zeichnet. 

Ist J die Intensität der Strahlung, die zwischen der Richtung « 
und « + d« auf einen vollkommenen Spiegel fällt, so ist 


J=edß, 


wo d® die Öffnung des Elementarkegels des Strahlenbündels ist. Nun 
ist nach Art. 22, Gl. (105), (1062) und (107b) 


v 
1-——coo, . u 
c sin a, sin? «, 


sin &, sin! eo, 





(41) 8 _ _eCoB, —v YVi1— cos’, = 
5 — 00080, +% yi— cos!e, NONE. RE 

€ 
Betrachten wir nun die Strahlen, die in dem Kegelmantel liegen, 
dessen Achse die Spiegelnormale ist, zwischen «, und «, + da, be- 


ziehentlich &, und ©, + da,, so ist 32, _ En 9 de, Den Wert von 


AR, sina,de, 





- erhalten wir aus (107a), wenn wir nach «, und «, differenzieren. 


Es ergibt sich daher unter Berücksichtigung von (107b) und (106a) 


ins 
AR, sin? «, 


iO, sn, 
Daher ergibt sich für das Verhältnis der Emissionen e, und e, unter 
Benutzung von (41) 
nA RER Me 


oder nach (106) 


i 0) 4 
a a 9 

(41a) a a ee 
Er 008 9 


22* 
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Diese Formel gestattet uns die Intensität eines unter einem 
variabeln Winkel p, ausgesandten Strahls auf die unter einem einzigen 
Winkel 9, ausgesandte zurückzuführen, so daß 9, im folgenden als 
konstant, p, als variabel anzunehmen sind. 

Dann ist für den Elementarkegel zwischen 9, und 9, + dy, das 
Differential des Poyntingschen Vektors 


dS, = e,d2 cos p,, 


daher für vollständig zerstreute Strahlung in einem Hohlraum mit 
spiegelnden rei 


4 
e, 608 9, Bing, dy, d# (' = = cos „) 
(42) - i 
(1 co8 9) 


mit der Abkürzung "= 1 — (2). 


Daher ist die Kraft auf die Flächeneinheit nach Art. 22, (101) 














v 4 
so. lies ”) |as 
3 0° av „® I? 
und die geleistete Arbeit 
v R} 
ee a (1-2 9.) ) dv 
(43) Svd=- 5" ra| 2 gr M. 


Diese Arbeit ist gegen die Strahlung geleistet und um diesen Be- 
trag muß sich die Energie der Strahlung vermehrt haben. 
Ähnlich wie den Energiefluß finden wir die Energiedichte, wenn 


wir a sing,dgp,d® über alle Richtungen integrieren, also nach (41a) 


— u ( (} En BO ir) sin p, dy, d® 
en 4 
(: — — (008 ”) 


ee, et, 


ce ? x°® 








4 
— n cos 9,) ; 
und hieraus bei kleiner Beschleunigung 


du An d | 0) +) dv 
(4) Fit=--—- a (1— 2 c0s 9,) | dt 
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Daher ist durch Gleichsetzen der beiden Arbeitswerte (43) und (44) 
1/v\2 
4 d (v 1 v I 1 1 ® icE 
le) 


woraus sich durch Integration 
16 





(45) & (1 = — cos 9) — const. x3 
% 
la) 

ergibt, so daß andererseits 

1:/.9 

U ni 

(46) ut. \ u 

% 


für unpolarisierte Strahlung 


um 2% & Ber 


folgt. Hier ist wohl zu berücksichtigen, daß diese Formel zunächst nur 
für den adiabatischen Prozeß, der durch die spiegelnden Wände erreicht 
wird, gilt, d. h. daß man adiabatisch den Hohlraum von der Ge- 
schwindigkeit Null auf die Geschwindigkeit v brachte und zwar mit 
kleiner Beschleunigung. 

Was nun den normalen Druck der Strahlung auf den bewegten 
Spiegel betrifft, so war nach Art. 22, Gl. (108) für eine ebene Welle 


2 


28 (- COS &, +) 


--) 


also für ein Strahlenbündel von der Öffnung sin «, da, d# 





ay=— 2 (- cos, + ) sin &, da, d®. 


Wenn wir den Gesamtdruck für alle Strahlen haben wollen, 
müssen wir in bezug auf $ von O0 bis 2, in bezug auf «, von 0 
bis are cos r integrieren, weil nur diejenigen Strahlen auf den be- 
wegten Spiegel fallen, deren Komponente nach der Bewegungsrichtung 
größer ist als die Geschwindigkeit des Spiegels. 

Wir können ferner die Bewegung des Spiegels so spezialisieren, 
daß er sich nur in der Richtung seiner Normalen bewegt, da bei voll- 
kommen zerstreuter Strahlung der Druck von der Orientierung der 
Fläche unabhängig ist. Dann ist , = «,; setzen wir den Wert von & 
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aus (45) in dp ein und führen die Integrationen aus, so wird 
4 


(47) Pt — u 
:+(2) 

Nennen wir A die Energie der in einem geschlossenen Hohlraume 
mit spiegelnden Wänden eingeschlossenen Strahlung, &Q die von außen 
zugeführte Wärme, dW die Arbeitsleistung, dann ist 

dA=dW-+aR. 

Nach dem zweiten Hauptsatz muß dS = nr = ne u ein 
vollständiges Differential sein. 

Ist Y das Volumen des Hohlraumes, so ist 

A=uV. 


d@ 
W= dv—paV, 





Ferner ist 


wo @ die elektromagnetische Bewegungsgröße ist. 
2 


Nun hatten wir p= — und nach (42) und (45) 
Sa) 
s 320V & 4vu 
ur EI 7" 2 
ee 
Es war aber 8 die Raumdichte der Bewegungsgröße, daher ist 
G=48V, 

so daß dann die Gleichung 
(49) dQ=duV)—vda +pdV 
entsteht. 


Wir haben oben die Größen u, p und @ für die adiabatische 
Änderung abgeleitet. Nun müssen p und @ durch u bestimmt sein, 
unabhängig davon, ob der Bewegungszustand adiabatisch oder auf andere 
Weise erreicht wurde. Daher sind die Beziehungen zwischen diesen 
Größen allgemeingültig. 

Aus der Bedingung, daß dS ein vollständiges Differential der 
Variabeln v, V und 7 ist, leiten wir die Gleichungen ab 
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Diese Gleichung, unter der Bedingung integriert, daß u = = aT* 
für v=0 werden muß, gibt 
4naT* 


N 
4naT* (3 + 2) 





woraus sogleich 








(49a) = sc(1- (2)) ’ 
_....168avT*tV 
el) 
folgt, während aus M AR 
T-ertrT- oV 
16zaT°’V 


(50) s- 





D) 2 
41 -(2)) 
folgt, und die Entropie des ruhenden Systems $, = nt TV, ist. 


Nach der Relativitätstheorie erscheinen nun einem ruhenden 
Beobachter die Längen in der Translationsrichtung im Verhältnis 


ie _ (>): 1 verkleinert. Daher ist V=[|P, V 1— (2) und 


2 . 
3 
in 
: 
Man sieht hieraus, daß unmöglich gleichzeitig S= 8, und T=T, 
sein kann. Nun kann die Entropie eines Systems ihrer Natur nach 
als Wahrscheinlichkeitsgröße sich nicht ändern dadurch, daß man sie 


von einem bewegten System aus mißt. Um die Gleichung zu be- 
friedigen, wenn $ = 8, ist, muß 


2 v\2% 

z ‚öl V!- ( 
sein, d. h. von einem ruhenden Punkte aus erscheint die Tempe- 
ratur 15 ne Körpers im Vergleich zur Ruhe im Verhältnis 


Vi(e) _ (+) :1 verkleinert. 


Die a Formeln zeigen auch, daß die Hohlraumstrahlung 
eine bestimmte Bewegungsenergie besitzt. Doch geht aus dem Früheren 
hervor, daß sie verschieden ist je nach den Bedingungen, unter denen 








| 
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die Geschwindigkeit erreicht ist, ob sie z. B. adiabatisch oder isotherm 
erlangt wurde. \ 
Die adiabatische Energiedichte war nach (46) 
1 /v\2 
87 I 3 (2) 


um — 
ce ao 





a 


„s 
für v=0 ist 


daher die Dichte der Bewegungsenergie 


EL (+39 =) 


ce „3 / 


und die gesamte Bewegungsenergie 
rn une lit) ı)r, 


ern 1) 


Hieraus ergibt sich, daß der Hohlraumstrahlung Trägheit zukommt. 
Sie besitzt daher auch scheinbare Masse, die aber in der verschieden- 
sten Weise definiert werden kann. Nimmt man z.B. die Abrahamsche 


Definition der scheinbaren longitudinalen Masse m = — ‚so sind hier 


noch die näheren Bedingungen hinzuzufügen. Nehmen wir die Be- 
dingungen, unter denen die Beschleunigung stattfand, adiabatisch und 
mit konstantem Volumen, so haben wir die Nebenbedingungen 
dS=0, dV = also nach (49) 
3daT 4Tvdv 
0= (et — vn: + (e?— v3 


0G , 0GaT 
m— Zt gr 





und 


Di 
16a (s —_ 5) F+YV; 
Ri“ e . 3) 


9c® (1 — 5) 
Für kleine Geschwindigkeiten ist die scheinbare Masse 
16za T*V 
30° 
11. Interferenzphänomene?®). Während man früher nach dem 
Vorgang von Fresnel zur Erklärung der Interferenzfähigkeit auf den 








28) M. Planck, Berlin Ber. 13. Juni 1907, p. 24. 
29) Vgl. Gouy, Journ. Phys. (2) 37 (1894), p. 354; Paris C. R. 120 (1895), 
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Schwingungsvorgang des Lichts selbst surückging, ist in neuerer Zeit 
besonders von Gouy, Lord Rayleigh, Schuster, Wind, Planck und Laue die 
Anschauung vertreten, daß man nur die Lichtquellen nach der Fourier- 
schen Reihe in Partialschwingungen zu zerlegen brauche (vgl. S.312f.), 
dann bestimme die Homogenität allein die Interferenzfähigkeit, ohne 
daß Dämpfung oder sonstige Verhältnisse in der erregenden Schwin- 
gung irgendwie in Betracht kämen. 

Betrachten wir ein von einem Gitter entworfenes Spektrum erster 
Ordnung. Der Phasenunterschied zweier benachbarter interferierenden 
Strahlen ist gleich der Schwingungsdauer des Lichts r. Im Spektrum 
mter Ordnung ist er mr. Für die Endstriche eines Gitters von a 
Strichen ist er mar. Während dieser Zeit nun muß eine regelmäßige 
Phasendifferenz zwischen den interferierenden Strahlen vorhanden sein. 
In der Planckschen Hypothese der natürlichen Strahlung wird an- 
genommen, daß die Mittelwerte von den Amplituden C,,,„, C, und den 
Phasen ©,,.„,; ©, unabhängig sind. Hiermit ist ausgesprochen, daß 
die Amplituden und Phasen sich so schnell und unregelmäßig ändern, 
daß nur der konstante Mittelwert in Betracht kommt, daß also bei 
der Interferenz die Lage der Interferenzstreifen im Spektrum so schnell 
wechselt, daß man nichts davon wahrnehmen kann. Wenn aber In- 
terferenz eintritt, so muß die Phase zwischen interferierenden Wellen 
nur durch die Verschiedenheit des Lichtwegs bestimmt sein. 

Diese Betrachtungsweise hat den Vorteil, daß sie nicht auf den 
Mechanismus der Lichterregung einzugehen braucht. In der Tat 
hängt ja die Interferenzfähigkeit nur von der Spektralbreite und In- 
tensitätsverteilung des angewandten Lichts ab. 

Eine Schwierigkeit liegt aber doch in der Tatsache der Inter- 
ferenzfähigkeit oder Kohärenz. Die Erfahrungstatsache, daß Interferenz 
verschiedener Lichtquellen nicht beobachtet werden kann, zwingt uns 
zu der Annahme, daß Strahlen, die von einem Punkt eines schwarzen 
Körpers ausgehen, über eine gewisse Zeit erstreckt nicht identisch 
sind mit den Strahlen, die von verschiedenen Emissionszentren aus- 
gehen. Hiermit hängt es zusammen, wenn die Absorption eines mit 
einem anderen kohärenten Strahles durch einen schwarzen Körper 
gleicher Temperatur für irreversibel erklärt werden muß®). Nach der 


p. 915; Paris C.R. :30 (1900), p. 241, 560; Lord Rayleigh, Phil. Mag. (6) 27 (1889), 
p- 463; Schuster, Phil. Mag. (5) 37 (1894), p. 509; Paris C. R. 120 (1895), p. 987; 
G. Poincare, Paris C. R. 120 (1895), p. 757; Corbino, Paris 0. R.133 (1901), p. 412; 
Carvallo, Paris C. R. 180 (1900), p. 73, 401; Planck, Ann. Phys. 1 (1900), p. 69; 
Ann. Phys. 7 (1902), p. 390; Laue, Ann. Phys. 20 (1906), p. 365. 

30) Vgl. Laue, Ann. Phys. 20 (1906), p. 376. 
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Anschauung der genannten Forscher wird Interferenzfähigkeit ver- 
schiedener Strahlen durch die Zerlegung der ursprünglichen Schwin- 
gung in ein Fouriersches Integral dargestellt. Die Auffassung enthält 
noch dieselbe Lücke wie die Hypothese der natürlichen Strahlung 
(S. 320), indem nämlich die als beliebig vorausgesetzte Schwingung 
nicht die durch die Hypothese der Energieelemente geforderten Spezial- 
eigenschaften enthält. Ferner ergibt sich aus der Folgerung, daß die 
Interferenzfähigkeit nur von der Homogenität der Strahlen abhängen 
soll, die weitere Schwierigkeit, daß wir homogene Spektrallinien her- 
stellen können, bei denen die Interferenzfähigkeit Schlüsse auf die 
Dämpfung gestattet. Wenn nämlich eine Spektrallinie wegen zu 
großer Dämpfung nicht mehr interferenzfähig wäre, während sie es 
ihrer Homogenität nach noch sein sollte, so kämen wir zu der Folge- 
rung, daß ein aus dem Spektrum des schwarzen Körpers genügend 
fein ausgeschnittenes Stück größere Interferenzfähigkeit besitzen könne 
als eine ebenso homogene Spektrallinie.e Diese Konsequenz ist un- 
wahrscheinlich. Man müßte also auch von den Spektrallinien be- 
haupten, das ihre Interferenzfähigkeit nur von der Homogenität abhängt. 

Jedenfalls zwingen aber die Erfahrungen der Interferenzfähigkeit, 
kohärente und nicht kohärente Strahlenbündel zu unterscheiden. 

Als vollständig kohärent bezeichnet man zwei Strahlen, die bei 
gleicher Intensität und einem Gangunterschied eines ungeraden Viel- 
fachen einer halben Wellenlänge einander vollständig auslöschen. Bei 
teilweiser Kohärenz wird die Auslöschung unvollständig sein und die 
übrig bleibende Intensität wird dem nicht kohärenten Anteil zuzu- 
weisen sein. Als Maß für die Kohärenz?!) kann man die Interferenz- 
fähigkeit der Strahlenbündel benutzen, wobei die Gangunterschiede 
nicht so groß sein dürfen, daß ein Einfluß der Homogenität auf die 
Interferenz eintritt. 

Vollständig kohärente Strahlenbündel, für welche gemäß dem 
Sinussatz (vgl. (6)) der Ausdruck dov? sin?« denselben Wert hat, lassen 
sich stets umkehrbar in ein einziges umwandeln, dessen Energie die 
Summe ihrer Energien ist. Die Energie eines der Strahlen ist 


ze,do sin?«. 


Die Gesamtenergie von a Strahlen daher 
a 


pr e 
adov mi 7 De 
Für die Entropie eines Strahlenbündels können wir den Ausdruck (15), 


31) Laue, Ann. Phys. 23 (1907), p. 1. 
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der diese nach der Planckschen Theorie aus der Wahrscheinlichkeit 
ableitet, benutzen. Demnach ist die Entropie von a kohärenten 
Bündeln ??) 


Hrdov'sinta[(1 + = >23 log (1 + 3% >> ) 
1 1 
a 


a 
5 5 
Da De] 
1 1 

Teilweise kohärente Strahlenbündel lassen sich umkehrbar auf 
dıe gleiche Anzahl vollständig kohärenter und inkohärenter zurück- 
führen; die Entropie der letzteren berechnet sich additiv aus den 
Entropien der einzelnen Strahlen. Die Durchführung dieses Gedankens 
ergibt einen weitgehenden Einfluß der Interferenzfähigkeit auf die 
Entropie. Genaueres hierüber findet sich in dem Art. Laue über 
Wellenoptik. 

Man kann hiernach die Entropie kohärenter Strahlenbündel nicht 
einfach addieren, sondern muß sie nach dem vorhergehenden Ausdruck 
berechnen. Hieraus ergibt sich dann auch, daß die Summe der En- 
tropien kohärenter Strahlenbündel kleiner ist, als die durch einfache 
Addition zu gewinnende nicht kohärenter Bündel; der Verlust der 
Kohärenz ist daher mit Entropievermehrung verbunden. 

Die Entropie ist nur dann durch die geometrischen Verhältnisse 
und die Intensität eines Strahls bestimmt, wenn der Strahl nicht in 
einzelne, mit einander nicht kohärente Bündel zerlegt werden kann. So ist 
die Entropie bei einem Strahlenbündel, das aus einem, den schwarzen 
Körper realisierenden Hohlraum stammt, nicht bestimmt, wenn man 
nicht die einzelnen Strahlenbündel im Hohlraum verfolgt. Ist das 
Absorptionsvermögen der Innenfläche des Hohlraums groß, so daß die 
aus der Öffnung tretenden Strahlen wenig Reflexionen erlitten haben, 
so ist die Entropie unter sonst gleichen Verhältnissen größer als wenn 
bei vielen inneren Reflexionen Strahlen desselben emittierenden Ober- 
flächenelements auf verschiedenen Wegen nach außen gelangen und 
daher teilweise kohärent sind. Es ist dies Ergebnis bemerkenswert 
insofern, als man bisher die Annäherung an den schwarzen Körper, 
also an das Maximum der Entropie, durch die Absorption eines ein- 
tretenden Strahls im Hohlraum für bestimmt hielt. 

Es ist sehr wohl denkbar, daß die Bestimmung der Entropie der 
Spektrallinien noch ganz neue Bestimmungsstücke verlangt. Die erste 
Frage, die hier experimentell entschieden werden müßte, ist die, ob 


32) Laue, Ann. Phys. 20 (1906), p. 375. 
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ein Unterschied in der Interferenzfähigkeit zwischen Licht von Spektral- 
linien und dem aus dem Spektrum einer Temperaturstrahlung aus- 
geschnittenen von gleicher Homogenität besteht. Es ist gar nicht er- 
forderlich, die feinsten Spektrallinien zur Vergleichung heranzuziehen, 
sondern es wäre geeigneter, absichtlich inhomogen gemachte Spektral- 
linien zu untersuchen, weil man hier leicht Licht von einem glühenden 
Körper von gleicher Homogenität und genügender Intensität erhalten 
könnte. Die bisher vorliegenden Erfahrungen haben solche Unterschiede 
nicht gezeigt und es scheint mir daher am einfachsten zu sein, zunächst 
die Hypothese zu machen, daß kein Unterschied in dem von Geißlerschen 
Röhren oder von heißen. Körpern emittierten Licht vorhanden ist. 

Daß die in Geißlerschen Röhren emittierenden Gasionen auch Licht 
gleicher Wellenlänge absorbieren, ist eine durch das Phänomen der 
Linienumkehr festgestellte Tatsache. Hieraus muß gefolgert werden, 
daß diese Gasionen, wenn sie von spiegelnden Wänden eingeschlossen 
sind, auch den Zustand des Strahlungsgleichgewichts erreichen. Da 
man die Umkehr der Natriumlinie in der Salzflamme auch erhält, 
wenn man das Licht der Bogenlampe benutzt und andererseits nicht 
daran gezweifelt werden kann, daß die zu den Serienspektren führenden 
Prozesse gleichartig sind, so wird man auch weiter zu folgern haben, 
daß die strahlenden Gasionen sich mit der Strahlung eines schwarzen 
Körpers ins Gleichgewicht zu setzen vermögen®®). Dann ist aber auch 
die Temperatur des Strahlungsvorgangs der Serienlinien bestimmt. 

Nehmen wir eine in solchem Strahlungsgleichgewicht befindliche 
unendlich dicke Schicht von Gasionen an, so wird aus dieser Schicht 
ein Strahl hervordringen wie von einem schwarzen Körper, dessen 
Temperatur derjenigen des Leuchtprozesses entspricht. Ist e die In- 
tensität eines von einem schwarzen Körper ausgehenden Lichtstrahls, 
Edx diejenige, die von einem unendlich kurzen in der Richtung des 
Strahles in der Gasmasse liegenden Stück ausgesandt wird, a der Ab- 
sorptionsindex, so ist 


e= je**Edx oder me. 
0 
Das Kirchhoffsche Gesetz gibt uns also die Möglichkeit, unter 
Annahme der besprochenen Hypothese die Temperatur des Leucht- 
vorganges bei Linienspektren zu bestimmen, wenn es möglich ist, außer 
ihrer Emission den Absorptionsindex der leuchtenden Gasmasse fest- 
zustellen. 


83) W. Wien, Ann. Phys. 23 (1907), p. 417. 
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Die größte Schwierigkeit in der experimentellen Bestimmung wird 
darin liegen, daß man sich vergewissern muß, daß außer den emit- 
tierenden Ionen nicht noch andere absorbierende vorhanden sind. 


12. Vergleich mit der Erfahrung. Die experimentellen Unter- 
suchungen über die Strahlung, soweit sie als Energiemessungen in 
Betracht kommen, gehen weit zurück, insofern als kalorische Messungen 
strahlender Energie, besonders der Sonnenstrahlung, früh vorkommen. 
Eine wirkliche Durchbildung der Methoden zur Energiemessung der 
Strahlung war erst seit der Auffindung empfindlicher Thermoskope, 
wie der Thermosäule möglich. Die ersten Versuche, die von Melloni?®®), 
De la Provostaye und Desains?®”) mit den neuen Hilfsmitteln ausgeführt 
wurden, beschränkten sich zunächst darauf nachzuweisen, daß die 
Wärmestrahlen mit den Lichtstrahlen gleiche allgemeine Eigenschaften 
besitzen, daß aber die verschiedenen Strahlenarten in verschiedenem 
Maße von verschiedenen Substanzen emittiert, absorbiert und reflektiert 
werden. Wenngleich hierin wertvolle Bereicherung unserer Kenntnisse 
lag, so fehlte doch den Experimenten die Richtung auf die Prüfung 
und Festlegung der allgemeinen Strahlungsgesetze, die von der Theorie 
noch nicht aufgestellt waren. 

Erst nachdem Kürchhoff seinen allgemeinen Satz gefunden hatte, 
war eine sichere Grundlage für die Aufstellung der Strahlungsgesetze 
gegeben. Indessen ist der Kirchhoffsche Satz zunächst nicht in der 
Richtung ausgenutzt worden, er diente vielmehr zur theoretischen 
Begründung der Spektralanalyse, obwohl hier gar nicht seine eigent- 
liche Bedeutung liegt. Allerdings konnte mit seiner Hilfe eine Er- 
klärung der Fraunhoferschen Linien gegeben werden; die eigentliche 
Spektralanalyse, die auf der Tatsache fußt, daß den chemischen Ele- 
menten bestimmte Spektrallinien zukommen (die übrigens unter ver- 
schiedenen Bedingungen verschieden sein können), deren Identifikation 
zum Nachweis des Elements dienen kann, bedurfte indessen seiner 
nicht. Der Kirchhoffsche Satz ist als Grundlage der Spektralanalyse 
sogar vielfach angezweifelt worden, da bei den meisten, in der Spek- 
tralanalyse vorkommenden Erregungsarten des Lichts es sich nicht 
um reine Wärmevorgänge handelt. Erst in neuerer Zeit ist man geneigt, 
dem Kirchhoffschen Satz eine allgemeinere Gültigkeit zuzuschreiben. 

Die experimentelle Prüfung der Strahlungsgesetze war erst möglich, 
nachdem die Ausführung des schwarzen Körpers in Angriff genommen 
war. Zunächst war man geneigt, Oberflächen, die bei gewöhnlicher 


33°) Melloni, Atın. Phys. Chem. 35, 112, 277, 385, 530; 1835. 
33®) De la Provostaye et Desains. Ann. Chim. phys. (3) 12, 129; 1841. 
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Temperatur für das sichtbare Spektrum schwarz erscheinen, für ge- 
nügende Annäherungen an die theoretischen Forderungen zu halten. 
So schloß H. F. Weber*) aus Beobachtungen an Glühlampen mit 
Kobhlenfäden die smpirische Formel 
E= z 2 eT-FRB, 

wo C,a,b Konstanten sind. Hier sollte @ eine universelle, also auch 
für den schwarzen Körper geltende Konstante a = 0,0043 bedeuten, 
während durch die Konstanten CO und 5 den individuellen Eigen- 
schaften der Körper Rechnung getragen werden sollte. 

Der erste Vorschlag, einen gleichtemperierten Hohlraum mit kleiner 
Öffnung als schwarzen Körper zu benutzen, rührt von Boltzmann®®) 
her, nachdem vorher Christiansen?®) auf die stärkere Strahlung ge- 
ritzter Oberflächen hingewiesen hatte. 

Diese Folgerung aus dem Kirchhoffschen Satz wurde dann von 
Lummer und Wien?) wieder aufgenommen und angegeben, wie man 
den Grad der Annäherung an den Idealfall aus dem Verhalten eines 
in die Öffnung eindringenden Lichtstrahls berechnen kann. Nach 
diesem Grundsatz wurde dann zur Herstellung schwarzer Körper in 
höherer Temperatur geschritten, die zunächst zur Prüfung des Stefan- 
Boltzmannschen Strahlungsgesetzes dienen sollten. Die Beobachtungen 
wurden von Lummer und Pringsheim®®) ausgeführt und, führten zu 
einer Bestätigung des Gesetzes zwischen den Temperaturen 7’—= 290° 
und 7 = 1535°. Lummer und Kurlbaum®?) fanden ebenfalls bei einer 
neuen Prüfung die Übereinstimmung des Gesetzes mit der Erfahrung 
und dehnten die Temperaturgrenze bis zur Temperatur der flüssigen 
Luft nach unten aus. 

Das Verschiebungsgesetz wurde von Paschen‘"), dann von Lasmmer 
und Pringsheim*'), und von Rubens und Kurlbaum‘?) geprüft und 
zwar für die Verschiebung des Maximums der Energie. Aus dem 
Gesetz folgt, daß die Wellenlänge des Maximums A, sich mit der 
Temperatur so verschiebt, daß 


1„T = konst. = b ist. 


34) H. F. Weber, Berlin Ber. 1888, p. 933. 

35) Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 22 (1884), p. 31. 

36) Christiansen, Ann. Phys. Chem. 21 (1884), p. 364. 

37) Lummer und Wien, Ann. Phys. Chem. 56 (1895), p. 451. 

87) Lummer und Pringsheim, Ann. Phys. Chem. 63 (1897), p. 399. 

39) Lummer und Kurlbaum, Ann. Phys. 5 (1901), p. 829. 

40) Paschen, Ann. Phys. Chem. 58 (1896), p. 455; 60 (1897), p. 662. 

41) Lummer und Pringsheim, Verh. der Phys. Ges. 1 (1899), p. 23 u. 214. 
42) Rubens und Kurlbaum, Ann. Phys. 4 (1901), p. 652. 
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Diese Konstante fanden Zummer und Pringsheim b = 0,294 cm grad 
zwischen 7 = 620° und T = 1646°, Rubens und Kurlbaum 


— 0,2890. 


Auch die aus dem Verschiebungsgesetz und dem Stefanschen Gesetz 
folgende Beziehung, daß das Maximum der Energie proportional der 
fünften Potenz der absoluten Temperatur wächst, fand sich bestätigt. 
Von den Formeln der Energieverteilung fand sich zunächst die 
Formel (vgl. S. 335) 
e= = e ir 
bestätigt. Bei Ausdehnung der Beobachtungen auf große Werte von 
AT war sie indessen nicht mehr im Einklang mit der Beobachtung. 
Den bisherigen Beobachtungen genügt die erweiterte Plancksche 
Formel 4 





e7_ı 


Paschen®?) und Lummer und Pringsheim‘*) finden, daß diese Formel 
sowohl für die kurzen, wie für die langen Wellen genügt“*). Rubens 
und Kurlbaum®) vergleichen die isochromatischen Kurven für die 
Wellenlängen A = 8,85 u, A = 24,0u und A=51,2u zwischen den 
Temperaturen — 190° bis 1500°C. Beide Untersuchungen bestätigen die 
Formel. 

Die absoluten Werte der beiden in dem Strahlungsgesetz auf- 
tretenden Konstanten h und % findet man durch die Bestimmung der 
Konstanten a des Boltzmannschen Gesetzes 

2e= aT* 
und des Verschiebungsgesetzes 


1.7}, 
indem (vgl. S. 308) 
a1; 7 1,0823, 
be; B— 4965 





43) Paschen, Ann. Phys. 4 (1901), p. 277. 

44) Lummer und Pringsheim, Ann. Phys. 6 (1901), p. 2110. 

44®) Die Prüfung der Formel für kurze Wellen, wo sie mit der von mir 
abgeleiteten spezielleren praktisch übereinstimmt, hat noch nicht stattgefunden. 
Ob sie für ganz kurze Wellen noch gelten kann, scheint mir mit Rücksicht auf 
die Eigenschaften der Elektronen fraglich. 

45) Rubens und Kurlbaum, ‚Berlin Ber. 1900, p. 929; Ann. Phhys. 4 (1901), 
p- 649. 
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ist. Der absolute Wert von a wurde nach einer gleichzeitig von 
Angström*) und Kurlbaum“') angegebenen Methode bestimmt, indem 
der die Strahlung auffangende Metallstreifen durch einen galvanischen 
Strom um ebensoviel erwärmt wird wie durch die Strahlung, so daß 
die Energie der letzteren aus der bekannten Stromwärme bestimmt 
ist. Nach Kurlbaum®?) ist 

a = 7,06.10-5 —® 


cm°grad* 





Setzen wir 
b = 0,294, 
so ergibt sich 


h = 6,548. 10-°?"ergsec, k = 1,346 . 10-!® I, 
grad 


In Gleichung (14b) hatten wir das Verhältnis der Anzahl der 
Gasmoleküle zur Anzahl der Grammoleküle 


N R 
ur 
wo 


R = 8,315: 107 —E. 
grad 
ist bezogen auf 


O0, ker 32 g. 


Da nun ein Grammolekül nach den idealen Gasgesetzen das 
Volumen RT/p erfüllt, so wird die Anzahl der Gasmoleküle in der 
Volumeneinheit (Loschmidtsche Zahl) 


NN 
PERRORR 0 
kT 
d.h. die Anzahl der Moleküle in einem idealen Gase ist pro cm? 
N, — 2,76-100. 


Andererseits entspricht 10 Coulomb „4, gr Äa. elektrolytisch abge- 
schiedener Menge, so daß im elektromagnetischen Maß für ein Wasser- 
stoffatom 

9650 i 
1080 ce 9659. 


e 
m 


Nun war das Verhältnis der Massen eines Moleküls und eines Gramm- 


46) K. Angström, Acta Reg. Soc. Upsal. Juni 1893. 


47) F. Kurlbaum, Zeitschr. f. Instr. 13 (1893), p. 122; Ann, Phys. 51 (1894), 
p. 591. 


48) F. Kurlbaum, Ann. Phys. 65 (1898), p. 759 
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moleküls g: also die Masse eines Moleküls 


m= 2 Grammoleküle 

und 

e— 9659 $ — 1,564 : 10-® 
oder in unserem Maßsystem: 

e = 1,564 - 10-%.3. 101° YA 
— 4,692 . 10-10 YA. 
Die Strahlungsgesetze können zur optischen Messung von Tem- 

peraturen benutzt werden, wenn man das Absorptionsvermögen des 
beobachteten Körpers kennt. Da das meistens nicht der Fall ist, 


sind die Temperaturen entsprechend ungenau. 


Aus dem Verschiebungsgesetz ergeben sich, wenn man 4,, kennt, 
folgende Temperaturen *°): 


ER E 
Bogenlicht 0,7 u 4200 
Nernstlampe 1,2 2450 
Auerlicht 12 2450 
Glühlampe 14 2100. 


Unsicher ist auch die Bestimmung der Sonnentemperatur, die 
sich aus der Annahme, daß A, =5u ist, zu 5880° ergibt. 

Dagegen würde das Boltemannsche Gesetz, auf die Sonnen- 
strahlung angewandt, unter Zugrundelegung des neuen Werts der 
Sonnenkonstante?®) 2,1 für die absolute Temperatur nur 4150° ergeben. 

Die Temperatur von Himmelskörpern, die der Sonnenstrahlung 
ausgesetzt sind, kann man nach dem Boltzmannschen Gesetz berechnen, 
wenn man ihr Reflexionsvermögen kennt und von den Komplikationen 
der sie umgebenden Atmosphäre absehen kann. 

Einfache Beziehungen der individuellen Emission der Metalle für 
lange Wellen zur Leitfähigkeit haben sich aus den Beobachtungen 
von Hagen und Rubens schließen lassen’!). Hier genügen die Mar- 
wellschen Gleichungen ohne Berücksichtigung der Dispersionsglieder 


49) Nach Lummer, Rapport pr. an Congr. intern. de physique, Paris 1900. 

50) K. Angström, Nova acta R. Soc. Sc. Upsaliensis, 1907. 

51) Hagen und Rubens, Ann. Phys. 11 (1903), p. 873; daß die Gesamt- 
strahlung der Metalle bei niedriger Temperatur in derselben Reihenfolge stehe, 
wie der galvanische Widerstand, war bereits von Wiedeburg beobachtet. Ann. 
Phys. Chem. 66 (1898), p. 92. Doch lassen sich aus diesen Beobachtungen keine 
quantitativen Folgerungen ziehen. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3, 23 
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zur Darstellung der Tatsachen. Der Mechanismus des Vorgangs er- 
gibt sich aus der Theorie von H. A. Lorentz (8. 326). 

Die Benutzung der Dispersionstheorie zum Vordringen in die 
allgemeineren Strahlungsvorgänge verspricht keinen Erfolg. Die Dis- 
persionstheorie geht zu wenig auf die molekularen Vorgänge ein und 
berücksichtigt die Dämpfung und die Eigenschwingung in zu äußer- 
licher Weise, als daß auf diesem Wege neue Einsichten zu erwarten 
wären. Die einfachsten Verhältnisse werden auch hier bei den Gasen 
herrschen und das Beobachtungsmaterial ist ein sehr großes. Doch 
zeigt sich schon hier, wie verwickelt die Verhältnisse tatsächlich 
liegen. Die gewöhnliche Absorption der Gase im normalen Zustande 
entspricht ebenso wie die entsprechende Emission den Bandenspektren. 

Linienspektren scheinen nur in einem ionisierten Gas aufzutreten. 
Die Spektrallinien können durch Erhöhung des Gasdruckes so sehr 
verbreitert werden, daß sie sich den kontinuierlichen Spektren nähern. 

Es ist daher wohl sehr wahrscheinlich, daß die kontinuierlichen 
Spektren durch die gegenseitige Beeinflussung der emittierenden Mole- 
küle hervorgerufen werden, und dies wird voraussichtlich auch für 
das Spektrum des schwarzen Körpers gelten. Für die Beurteilung 
dieser Verhältnisse ist von großer Wichtigkeit ein Versuch von K. 
Angström°?), nach welchem in Kohlensäure die Absorption mit dem 
Drucke bei konstantem Wert des Produkts aus Schichtdicke und 
Druck geringer wird, aber ihren ursprünglichen Wert wieder annimmt, 
wenn ein nicht absorbierendes, chemisch indifferentes Gas zugesetzt 
wird, so daß der Totaldruck der Mischung gleich dem ursprünglichen 
Druck wird. Hier zeigt sich, daß gewisse Einflüsse auf die Absorption 
von den individuellen Eigenschaften der Moleküle unabhängig sind. 


13. Schlußbetrachtung. Während die allgemeinen Gesetze der 
Strahlung, die sich nur der thermodynamischen Grundsätze und des 
Lichtdrucks bedienen (Abschnitt 1 bis 3). als gesichert angesehen 
werden können, sind alle weiteren Betrachtungen als hypothetisch 
anzusehen. Die Theorie von Rayleigh und Jeans (8. 322), die sich auf 
die Anwendung der statistischen Mechanik auf die elektromagnetischen 
Vorgänge stützt und die Theorie von H. A. Lorentz (S. 326), welche 
durch eine Analyse der Elektronenbewegungen und die dadurch her- 
vorgerufene Strahlung zu demselben Gesetz der Strahlung kommt, 
stimmen mit der Erfahrung nur für langwellige Strahlung überein, 
können allerdings in diesem Gebiet als gesichert gelten. Es fehlt 


52) K, Angström, Arkiv f. Math. Astıron. och Fysik utg. af K. Sv. Vetensk. 
Acad. Stockholm, 4, Nr. 30, 1908. 
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beiden Theorien die Anwendbarkeit auf kurze Wellen, z.B. auf die 
sichtbare Strahlung bei nicht extrem hohen Temperaturen, ohne daß bisher 
der Weg für die notwendige Verallgemeinerung sich gezeigt hätte. 

Die Theorie von Planck hat den Vorteil, daß ihr Ergebnis mit der 
Erfahrung, soweit die bisherigen Beobachtungen reichen, übereinstimmt. 
Ihre Begründung läßt sich nicht ohne Widersprüche durchführen und 
enthält wesentliche Lücken (vgl. 8.302 u. 320). Sie bedarf einiger Hypo- 
thesen, von denen die eine, die der natürlichen Strahlung, erst durch 
ziemlich komplizierte Mittelwertsbetrachtungen eingeführt werden kann, 
Die andere, die Hypothese des Energieelements, das der Schwingungs- 
zahl proportional wächst, steht im direkten Gegensatz zur gewöhnlichen 
Auffassung der Strahlung durch elektromagnetische Schwingungen. 

Wir haben hier die Schwierigkeit, daß die Planckschen Resona- 
toren, wie jedes elektromagnetische Strahlungszentrum, auf elektro- 
magnetische Wellen ansprechen müssen, wenn sie überhaupt erregbar 
sind. Die Plancksche Theorie verlangt aber, daß immer nur eine ver- 
hältnismäßig kleine Anzahl erregt werde, deren jedes ein Energie- 
element aufnimmt, während die übrigen gar nicht auf die elektro- 
magnetischen Wellen reagieren. Indessen liegt diese Schwierigkeit 
nicht nur in der Strahlungstheorie. Wir finden sie vielmehr auch in 
der Tatsache, daß von Röntgenstrahlen oder von ultraviolettem Licht 
nicht alle Gasmoleküle ionisiert werden, wie es der Fall sein müßte, 
wenn sich alle Moleküle den elektromagnetischen Wellen gegenüber 
gleich verhielten, vielmehr wird auch hier eine verhältnismäßig kleine 
Zahl ionisiert. 

Es ist kaum zweifelhaft, daß beide Fälle miteinander zusammen- 
hängen. Es geht hieraus unzweifelhaft hervor, daß es nicht zulässig 
ist, alle Atome als vollkommen identisch anzusehen. Da andererseits 
eine wirkliche dauernde Verschiedenheit nicht angenommen werden 
kann, so wird der einzige Ausweg der sein, die Atome als dynamische 
Gebilde anzusehen, in denen die Phasen der dynamischen Vorgänge 
verschieden sein können. Wir haben uns dann vorzustellen, daß z. B. 
die elektromagnetischen Wellen einer homogenen Spektrallinie selbst 
nicht, wie die gewöhnliche Auffassung voraussetzt, aus kontinuier- 
lichen, ins unendliche fortgesetzten Wellenzügen bestehen. Sie müssen 
vielmehr aus Wellenzügen bestehen, die nur kontinuierlich sind, soweit 
ihre Energie einem Energieelement entspricht. Solche einzelne Wellen- 
züge, die allerdings soviel kontinuierlich aneinander gereihte einzelne 
Wellen enthalten müssen, als den in den Interferenzphänomenen er- 
reichbaren Gangunterschieden entspricht, werden nun in unstetiger 
Zeitfolge auf die einzelnen Atome fallen. 

23* 
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In den Atomen müssen dann dynamische Vorgänge angenommen 
werden, die nur dann gestatten, daß die einfallende Welle auf das 
Atom einwirkt, wenn die Phase der Vorgänge im Atom in bestimmter 
Beziehung zum Zeitmoment der auftreffenden Welle steht. Die Phasen- 
verschiedenheit der im Atom vor sich gehenden Bewegungen bei den 
einzelnen Atomen muß durch die Gesetze der Wahrscheinlichkeit ge- 
regelt werden. Dabei muß allerdings die Einwirkung der elektro- 
magnetischen Wellen auf das Atom derartig sein, daß immer die 
ganze in dem kontinuierlichen Wellenzuge vorhandene Energie von 
dem Atom vollständig aufgenommen wird, ebenso wie bei Umkehrung 
des Vorganges der Wellenzug mit gleicher Energie emittiert wird. 

Eine weitere Beobachtungstatsache fordert ähnliche Hypothesen. 
Wenn nämlich ultraviolettes Licht oder Röntgenstrahlen auf einen 
Körper fallen, so werden dadurch negative Elektronen als Sekundär- 
strahlen ausgetrieben; die Geschwindigkeit dieser Elektronen scheint 
nun wesentlich nur von der Wellenlänge der auffallenden Strahlung 
abzuhängen und zwar entspricht ein Energieelement annähernd der 
lebendigen Kraft eines ausgetriebenen Elektrons. Auch hier werden 
nur wenige Atome von der Strahlung affiziert. Dabei geht immer 
ein bestimmtes verhältnismäßig großes Energiequantum an die Elek- 
tronen über. 

Wenn somit auch die Plancksche Theorie der Strahlung in ihrer 
jetzigen Gestalt nicht als definitive Lösung des Problems angesehen 
werden kann, so ist doch aus ihr wohl zu entnehmen, daß die Max- 
wellsche Theorie der Elektrodynamik zur Darstellung der Strahlungs- 
phänomene unzureichend ist und zwar wird man vielleicht mit der 
Annahme auskommen, daß die Maxwellsche Theorie im Innern des 
Atoms die Vorgänge nicht mehr wiedergibt °?). 

Der Beweis von Lorentz (vgl. S. 333), daß die Jeanssche Theorie 


53) Planck selbst weist im Vorwort zu seinen Vorlesungen über Wärme- 
strahlung ausdrücklich darauf hin, daß er seine Theorie noch nicht für ganz 
abgeschlossen hält. Der von Einstein ausgesprochenen Meinung (Phys. Z. 10, 
S. 185, 1909), daß die Größe des Energieelements in Beziehung stehe zu der des 
Elementarquantums der Elektrizität, kann ich mich vorläufig nicht anschließen, 
weil das Energieelement, wenn es überhaupt eine physikalische Bedeutung be- 
sitzt, wohl nur aus einer universellen Eigenschaft der Atome abgeleitet werden 
kann. Wenn andererseits Herr Ritz (Phys. Z. 9, 8. 908, 1908) die Plancksche 
Theorie ganz verwirft und die Irreversibilität der Strahlungsvorgänge auf die 
retardierten Potentiale zurückführen will, so scheint mir seine Ansicht schon 
deshalb unhaltbar zu sein, weil man dann auch einen Hertzschen Oszillator für 
irreversibel erklären müßte. Immerhin zeigt sich, wie wenig geklärt die An- 
schauungen in dieser Frage noch sind. 


18. Schlußbetrachtung. 357 


allgemeingültig sein müsse, wenn man die Gleichungen der Elektronen- 
theorie und die statistische Mechanik zugrunde legt, zeigt ebenfalls, 
daß an den Grundlagen der Theorie Änderungen vorgenommen werden 
müssen. Denn der Möglichkeit, daß die Strahlung nicht, wie es bei 
Lorentz und Planck geschieht, als quasistationär aufgefaßt werden 
könne, wird dadurch begegnet, daß man durch niedrigere Temperaturen 
die ganze Energieverteilungskurve beliebig nach den langen Wellen 
verschieben kann, wo an der Gültigkeit jener Betrachtung nicht zu 
zweifeln ist. 

Daß übrigens die Maxwellsche Theorie unzulänglich ist, um die 
Vorgänge im Atom darzustellen, geht auch aus der Unmöglichkeit 
hervor, eine befriedigende Theorie der Serienspektren aus ihr abzu- 
leiten. Wenn daher die Theorie der Spektrallinien durch eine Modi- 
fikation der Mazxwellschen Gleichungen im Atom möglich erscheint, 
so wird die Energiekurve des schwarzen Körpers voraussichtlich nur 
durch die statistische Behandlung einer großen Zahl emittierender und 
sich gegenseitig beeinflussender Moleküle abgeleitet werden können. 


(Abgeschlossen im Mai 1909.) 
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Bezeichnungen. 


& elektrische Feldstärke; $ magnetische Feldstärke. 
S—=.c[EH] Poyntingscher Energiestrom. 
W = $(s€? + 9°) Energiedichte. 
3 Hertzscher Vektor. 
& Dielektrizitätskonstante; v» — Yes Brechungsindex. 
c 
dv 

vtn F 
Ein Punkt über einem Buchstaben deutet die Differentiation nach der 

Zeit t bei konstanten Koordinaten an. 
Ein Strich über einem Buchstaben deutet einen Mittelwert an. 
24* 





Ad = — Phasengeschwindigkeit; gy= Gruppengeschwindigkeit. 
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r, R die Entfernung zweier Punkte im Raum. 
oe die Entfernung zweier Punkte in der Ebene. 


n Frequenz = 2x7 Schwingungszahl. 
2ra 2nC 


4 Wellenlänge = ——- = ——, A, Wellenlänge im leeren Raum = 
. N NV 
am RE BB 
N a 1 


I. Einleitung. 


1. Die Grundgleichungen. Seit Maxwell und Hertz ist die Optik 
ein Zweig der Elektrodynamik. Jede folgerichtige optische Theorie 
muß daher die Maxwellschen Gleichungen an die Spitze stellen. Wir 
schreiben diese zunächst in der Form, wie sie streng für den leeren 
Raum, für alle andern Mittel nur unter Vernachlässigung der Dis- 
persion gelten. Wir betrachten ausschließlich ruhende, homogene und 
isotrope Körper und sehen dabei ab einmal von elektrischen Ladungen, 
welche in ruhenden Körpern doch nur den Wellen überlagerte statische 
Felder hervorrufen; sodann von dem elektrischen Leitungsstrom, 
welcher stets mit Absorption verknüpft ist — wir aber wollen hier 
fast ausschließlich von nicht absorbierenden Mitteln reden!) — schließ- 
lich setzen wir die magnetische Permeabilität von vornherein gleich 1.?) 

Unter diesen Umständen lauten die Maxwellschen Gleichungen 


V)rte-—- 5, VrtH=E, 
3) divre—=0, (4) div 9 — 0. 


An Unstetigkeitsflächen sind stetig 1. die tangentiellen Komponenten 
der Feldstärken € und 9, 2. die normalen Komponenten der Vektoren 
9 und &-&. Die Grenzbedingungen unter 2. werden von selbst er- 
füllt, wenn man die Differentialgleichungen unter Berücksichtigung 
der ersteren löst?) An der Grenze eines vollkommen spiegelnden 
Körpers ist die tangentielle Komponente von & Null; über die von 
9 läßt sich keine allgemeine Angabe machen. 

Die für unsere Zwecke wichtigste Folgerung ist, daß die Eli- 
mination von € oder 9 aus den Gleichungen 1) bis 4) zu den Be- 


1) Für Sinuswellen können wir die Absorption stets einführen, indem wir 
die Dielektrizitätskonstante z komplex wählen. Vgl. Enc. V 22, Nr. 12 und 15, 
sowie Nr. 6 dieses Artikels. 

2) Enc. V 22, p. 109. 

3) Die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik, nach Riemanns 
Vorlesungen bearbeitet von H. Weber, Braunschweig 1900, Bd. I, p. 390. 
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ziehungen 


(5) HE zE=0, AH—-,9-0 
führt. Für beide Feldstärken gilt also die Wellengleichung 
(6) 49-0, 
wobei die Geschwindigkeit der Wellen den Wert 

(7) um 


Bi 
Vv: 
hat. Vs ist danach gleich dem Brechungsindex v (Maxwell). 
Die einzige Änderung der Grundgleichungen für absorbierende 
Körper besteht darin, daß an die Stelle von 2) tritt: 


(7a) 109 = (eE + 0€) 
wo 6 die elektrische Leitfähigkeit bedeutet. 


2. Ebene Wellen. Den Gleichungen (5) in Nr. 1 genügt man, 
wenn man alle sechs Komponenten von & und 9 als zunächst will- 


kürliche Funktionen des Argumentes (t— 2) ansetzt; wir stellen so 


ebene, in der & Richtung fortschreitende Wellen dar. Über die longi- 
tudinalen Komponenten €, und 9, sagen die Divergenzbedingungen 
3) und 4) in Nr. 1 aus, daß sie konstant, also bei zeitlich veränder- 
lichen Vorgängen Null sind. Beide Feldstärken schwingen somit in 
einer ebenen Welle transversal. Spricht man diesen Satz, wie es viel- 
fach geschieht, allgemein für elektromagnetische Wellen aus, so ist 
die Transversalität nicht geometrisch zu verstehen, sondern nur so, 
daß die erwähnten Divergenzbedingungen erfüllt sind. 

Zwischen den transversalen Komponenten besteht nach 1) oder 
2) die Beziehung 


8 =, Go ig 
( ) Y Ve D, €, V: 9, 


Nach (8) sind €, $ und die Wellennormale aufeinander senkrecht und 
bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Eine linear polarisierte 
Welle erhält man, wenn man von den zwei willkürlichen Funktionen 
€, und €, des Argumentes (t— =) die eine, etwa €, gleich Null setzt. 
Die Ebene durch die Wellennormale und die magnetische Feldstärke 
behält dann ihre Lage dauernd bei; man nennt sie Polarisationsebene.°*) 


3°) Die ursprüngliche Definition der Polarisationsebene knüpfte an gewisse 
Erfahrungstatsachen aus der Kristalloptik oder an die Spiegelung des Lichtes 
an. Daß die so bestimmte Ebene die magnetische und nicht die elektrische 
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Auf elliptisch und partiell polarisierte Wellen gehen wir in Nr. 10 
und 30 ein‘) 


3. Kugelwellen. Zur Darstellung einer linear polarisierten Kugel- 
welle gelangt man, wenn man die beiden Feldstärken € und 9 auf 
den Hertzschen Vektor 3 zurückführt.’) Dazu dienen entweder die 
Gleichungen 


(9) E = rotrot }, 9-18 
oder 
(10) E=-— -rtß, H=rotrotß, 


während & selbst der Wellengleichung 
1 . 
(11) 45758 —0 


genügt. Die Gleichungen 1) bis 4) werden von diesen identisch be- 
friedigt. 
Der Gleichung 11) genügt der Ansatz 


(12) 3.0 8-0 Berl) 
he un a 

überall mit Ausnahme des Punktes r—= 0, von welchem die Welle 

divergiert. Berechnen wir nach (9) € und 9, so erhalten wir als 

Näherung für große Entfernungen die folgenden Beziehungen, bei denen 


r, 9, % räumliche Polarkoordinaten (e=r cosp sin®, y=rsinp sind, 
2=r cos #) bedeuten: 


(129) ,-,-9,- 5-09, = 7,8, lt) ein 


In großer Entfernung geht somit die er in eine ebene über, 
sowohl was die Lage von € und 9 zueinander und zur Wellen- 
normalen als auch das Verhältnis |E]:|$| anlangt. 

Die entsprechende Näherung für kleine Entfernungen lautet 


Er Die 303 
(13) ‘= gradp, 9 = FA ); 
H=erol, 





Feldstärke enthält, was an sich gerade so gut denkbar war, haben erst Wieners 
Versuche (Nr. 22) gezeigt. 

4) Gerippte (Corrugated) ebene Wellen, bei welchen die Amplitude in 
Ebenen gleicher Phase nach einem Sinusgesetz variiert, untersucht Lord Rayleigh, 
Se. Pap. II, p. 117. 

5) H. Hertz, Ann. Phys. Chem. 36 (1888), p.1; Ges. Abh. 2, p. 147, Leipzig 1894. 
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wobei ’ 
fi) 
„= A, 0: - 


er 
ist. 

Nun ist aber @ das elektrostatisch berechnete Potential eines im 
Nullpunkt liegenden Dipols von dem Moment f(t) parallel zu z, und 
AU ist das Vektorpotential des von dessen Schwingungen repräsentierten 
Konvektionsstromes. Soweit (13) gilt, herrscht also das quasistationäre 
Feld eines schwingenden Dipols. Eine Kugelwelle der betrachteten 
Art wird somit von einem elektrischen Dipol erregt. 

Benutzt man die Gleichungen (10) statt (9), so wird man auf 
einen magnetischen Dipol als Ursache der Kugelwelle geführt. Schwin- 
gende elektrische Dipole sind die Atome der Körper mit ihren Polari- 
sationselektronen.. Ob auch schwingende magnetische Dipole vor- 
kommen, erscheint zweifelhaft, doch ist die Frage für die Wellenoptik 
belanglos. 

Konvergierende Kugelwellen erhält man durch den Ansatz | 


1 
(14) = 0, 3, = 9 = -ft+2)- 
Der aus (12) und (14) kombinierte Ansatz 


1) 3-0, 3-1, ,-+[rk+2)—rke-5)) 


stellt eine Kugelwelle dar, welche zunächst nach dem Nullpunkt kon- 
vergiert, um sodann wieder zu divergieren; der Nullpunkt ist dabei 
kein Unstetigkeitspunkt mehr. 

Schwingt ein Dipol nur während eines bestimmten Zeitintervalls 
(fd = 0, außer wenn , <t<(t,), so schreitet die emittierte Kugel- 
welle mit der konstanten Breite a(,—£,) fort. Auch beim Übergang 
der Kugelwelle in ebene Wellen bleibt diese erhalten. Überhaupt be- 
hält die Welle in diesem letzten Stadium ihre Form unverändert bei; 
in jedem Punkte erfolgt die Schwingung von & und 9 nach demselben 
durch die Funktion f(f) bestimmten Gesetz. 


4. Zylinderwellen. Wie bei den Kugelwellen ein Punkt so ist 
bei den Zylinderwellen eine Linie ausgezeichnet. Das Feld ist in diesem 
Falle von den zur ausgezeichneten Linie parallelen Abmessungen, etwa 
von 2, unabhängig. Der Hertzsche Vektor 3 genügt der Differential- 


6) H. Lamb, Proc London Math. Soc. 35 (1902), p. 141; Lehrbuch der Hydro- 
dynamik, deutsch von J. Friedel, Leipzig und Berlin 1907, p. 348; Vito Voltera, 
Acta math. 18 (1894), p. 161; Tullio Levi-Civita, Nuovo Cimento (4) 6 (1897), 
p. 204; Lord Rayleigh, Proc. London Math. Soc. 19 (1888), p. 504; Pap. III, p. 47. 
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ae 
09x: oy? a 9 9 


(vgl. (11), welche bei Einführung der komplexen Zeitvariabeln 


(16) 


die Form annimmt 


= iat 


03 
tn a 


Eine Lösung von ihr ist, wie aus der Potentialtheorie bekannt, 


=, =9 = 


wo 


1 
Ver+a-hr" 
= 





und A ein Parameter ist. Wir erhalten neue Lösungen, wenn wir die 
angegebene mit einer beliebigen Funktion g(A) multiplizieren und 
über einen beliebigen, von Z und og unabhängigen komplexen Weg in 


+ io 


"hr Ebene 


— 
> " 


> ey 
>— 











ER 


- 10 


Fig. 1. 


der A-Ebene integrieren; also 


17 er 
2) . SR Ve’+ (—1)? 
In Fig. 1 sind A und B die I 


A=1--io der Funktion Yo?+ (l — A)?; die 
Gerade AB wählen wir als Verzweigungsschnitt, 
der Integrationsweg verlaufe wie in der Figur 
gezeichnet, wobei der Punkt P beliebig, aber 
unabhängig von ! und o auf AB gewählt ist; 
die punktierten Wegstrecken liegen im zweiten 
Blatt. Die Anteile der Strecken AP im ersten 


und PA im zweiten Blatt heben sich auf. Da- 
gegen sind die Anteile der Integration von — i00 
nach A im ersten und von A bis —ioo im 
zweiten Blatt einander gleich, mithin: 

1-40 





ad 
Ve+a—r)? 


—- io 


(18) 








Die Wurzel ist dabei positiv imaginär. Gleichbedeutend damit ist 


nach (16): 


(19) 


g 
f@) dr 


| Yı-w-& 








Die einzige Unstetigkeitsstelle dieser Lösung ist die Gerade e = 0. 
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Nehmen wir an: f(f)= 0, außer wenn , <t<t,, so ist 3, 0, 
solange t<t, + —. Der Wellenkopf läuft somit mit der Geschwin- 


digkeit a nach außen; die Lösung stellt eine divergierende (auslaufende) 
Welle dar. Ein bestimmtes Ende hat die Welle hingegen nicht; wenn 


i>&u+ -, so wird 
ie f(rd)dr z 
e: 


Die Welle zieht eine a abklingende Schleppe nach sich. Ist 








t— >, —th und> - ‚so wird angenähert 


(20) 3. [roar. 


In allen optischen Fällen ist dies Integral praktisch Null. 
Ahnlich wie die Lösung (18) findet man die folgende, welche 
eine konvergierende Zylinderwelle darstellt: 


ioo 


in en. f@)dz 
(21) 3— (rn Tarc 2 ve 


I+io 











Das Feld berechnet man aus (19) oder (21) nach den Formeln (9) 
oder (10) 


Setzt man in (19) und (21) r=tT * Coje, so wird 
we , 


(22) g&- F flt— 2 Cof a) da, 


oder 
(23) d.= \ rlt+ — Cofa)de 


Diese Form der Lösung hat den Vorteil, # und o nicht mehr in den 
Grenzen der Integrale zu enthalten. 


5. Sinusschwingungen. Bisher wurde über die Form der Schwin- 
gungen keinerlei beschränkende Voraussetzung gemacht; die Funktion 
f(t) in Nr. 3 und 4 blieb unbestimmt. Häufig werden wir uns aber 
auf Sinusschwingungen beschränken, bei welchen von vornherein alle 
Feldvektoren €, 9, 3 usw. zu €”! proportional gesetzt werden können, 
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. ge N F 5 Er 2 
n ist dabei die Frequenz (also 5, die Schwingungszahl) = — die 
Periode, A = u die Wellenlänge. Der physikalische Grund für die 


Bewegung der Sinusschwingungen liegt in der Fähigkeit vieler mole- 
kularer Gebilde, mit großer Annäherung reine Sinusschwingungen aus- 
zusenden und infolgedessen nach dem Resonanzprinzip auf Sinus- 
schwingungen der gleichen Frequenz besonders stark anzusprechen und 
sie so von anderen auszusondern. Nicht nur schnelle und langsame 
Schwingungen unterscheiden sich deswegen in mancher Beziehung 
geradezu qualitativ, sondern selbst ganz geringe prozentische Unter- 
schiede in der Frequenz sind manchmal für die Optik von ausschlag- 
gebender Bedeutung. Das Auge empfindet diese Verschiedenheit als 
Verschiedenheit der Farbe”) Mathematisch sind Sinusschwingungen 
deshalb einfacher zu behandeln, weil die Art der Abhängigkeit von 
der Variabeln i von vornherein feststeht. Setzt man 


(24) me, 

so wird aus der Wellengleichung (6) die „Schwingungsgleichung“ 
u 

(25) Autmu—0 (1-2-"V 2) 


für die nur noch von x, y, z abhängige Funktion u. 

Ebene, Kugel- und Zylinderwellen darstellende Integrale der letz- 
teren gewinnt man durch die Substitution (24) aus den in Nr. 2, 3, 4 
gegebenen Lösungen der Wellengleichung: 


, r ? 


(26) e 
u = Zu(+ ho) = f er iiede — K,(+ kg) — did, (+ he). 


Hier sind 


J,(2) = 2 (sin (zCojo)d«e und K,(z) — [cos (z Coj «)da 
6 N 
die .Besselschen Funktionen nullter Ordnung, während Z, bis auf den 
Zahlenfaktor JH die sogenannte Hankelsche Funktion nullter Ordnung 
ist; infolgedessen ist für kleine Werte des Argumentes 


(27) Z,(e) = — log 2 + const. 


7) Th. Young, Phil. Trans. 1802, p. 19; Lectures on natural philosophy II, 
London 1807, p 616; Ann. Phys. Chem. 39 (1811), p. 165. 
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für sehr große eg 


(28) Z,(e) „Van ke) er 


Das obere Vorzeichen gibt in der Darstellung der Kugel- und Zylinder- 
wellen auslaufende, das untere aus dem Unendlichen kommende, nach 
dem Punkt r = 0 oder der Linie e = 0 konvergierende Wellen. Eine 
physikalische Bedeutung haben sowohl der reelle als der durch © divi- 
dierte imaginäre Anteil derartiger komplexer Lösungen. Sowohl I, (+ ke) 
als XK,(+ke) sind so Lösungen der ArgTnamgeichung für zwei 
Dimensionen. 

Die Experimentalphysik bestimmt Sinusschwingungen durch ihre 
Wellenlänge 


(29) Im Fr 
im leeren Raum, weil diese unmittelbar und sehr genau, gelegentlich 
bis auf das 10-'-fache ihres Wertes, gemessen werden kann. Die 
Frequenz n wäre daraus leicht zu berechnen. Da aber der Wert der 
Lichtgeschwindigkeit c nur bis auf die vierte Ziffer feststeht, so brächte 
der Übergang zu Frequenzen einen großen Verlust an Genauigkeit 
mit sich. Für theoretische Zwecke ist dennoch vielfach die Bestimmung 
durch die Frequenz vorzuziehen, weil sie sich beim Übertritt der 
Welle von einem Mittel in das andere nicht ändert. 

Die langsamsten Schwingungen, welche bisher im Gebiete der 
Optik nachgewiesen sind, haben eine Wellenlänge A, = 3,4.10”? cm?), 
die schnellsten, für die A, gemessen ist, A, = 1.10-° em.!) (Noch 
kürzere Wellen werden von den glühenden Metalldämpfen des elek- 
trischen Funkens ausgesandt?!).) Die entsprechenden Frequenzen sind 
nach (29), wenn man c = 3.10" cm sec”! annimmt, n = 2x x 9.101! see! 
undn—=27><3.10% sec=!. Das Auge empfindet als Licht Schwingungen, 
deren Wellenlängen zwischen etwa 4,1.10-° und 7,1.10-° cm liegen. 

Die Röntgenstrahlen sind elektromagnetische Schwingungen, deren 
Wellenlänge etwa zwischen 1.10-° und 5.10-®cm, deren Frequenzen 
somit zwischen 2x > 6,7.10'7 und 2x > 3.10"? see”! liegen. (Vgl. 
Abschnitt V dieses Artikels.) 


8) Vgl. H. Lamb, Lehrbuch der Hyarodynamik. Deutsch von J. Friedel, 
Leipzig und Berlin 1907, 8 192. 

9) H. Rubens und 0. v. Bayer, Berliner Ber. 1911, p. 339 u. 666. 

10) O. Schumann, Wiener Ber. 102 (1893), p. 415, 625. 

11) P. Lenard und E. Ramsauer, Heidelberger Akad. 1910, Abhandlungen 
Nr. 28, 31, 32. 
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Das naturgemäße Maß für Längen bildet bei allen Problemen, 
die auf Sinusschwingungen Bezug haben, deren Wellenlänge in dem 
in Rede stehenden Mittel; das natürliche Zeitmaß ist ihre Periode. 
Die Beziehungen „optisch groß“ und „optisch klein“ bezeichnen das 
Verhältnis zu diesen Maßstäben. Da die Periode stets kleiner als 
10-12 see ist, so sind selbst Zeiten optisch groß, welche für den Ver- 
lauf vieler anderer physikalischer V-orgänge als sehr klein zu bezeichnen 
sind. Alle optischen Intensitätsmessungen z. B. dauern lange Zeiten, 
selbst wenn sie sich etwa photographisch in 10-?sec vollziehen. — 
Diese Begriffsbestimmung bleibt auch dann in Kraft, wenn man mit 
mehreren Sinusschwingungen zugleich zu tun hat, solange sich deren 
Perioden und Wellenlängen nicht in der Größenordnung unterscheiden. 

Sinusschwingungen stellen stets einen stationären Zustand mit 
zeitlich unveränderlichen Intensitäten dar. Über die Erscheinungen 
beim Eintreffen oder beim Abklingen eines begrenzten Wellenzuges er- 
fährt man dabei unmittelbar nichts. Die Verkennung dieses Sachver- 
haltes hat gelegentlich zu Fehldeutungen von Beobachtungen geführt.!?) 


6. Dispergierende und absorbierende Körper. Bedeutet die Ein- 
führung von Sinusschwingungen schon für gewöhnlich eine Erleich- 
terung, so wird sie im Falle der Dispersion zur Notwendigkeit. Denn 
die Grundgleichungen für dispergierende Körper müssen wir mangels 
einer auch quantitativ richtigen Dispersionstheorie als vorläufig un- 
bekannt bezeichnen. Für Sinusschwingungen können wir aber die 
Grundgleichungen (1) bis (4), deswegen auch die Schwingungsgleichung 
(25), samt den Grenzbedingungen anwenden; mit der einzigen Abände- 
rung, daß wir die Dielektrizitätskonstante & als eine durch Messung 
des Brechungsindex » nach (7) zu ermittelnde Funktion der Frequenz 
n betrachten.) Muß man auch noch die Absorption berücksichtigen, 
ist nach (7a) die reelle Dielektrizitätskonstante & durch die komplexe 
Funktion von n 


(29a) !e=:— i— 
zu ersetzen; nach (25) erhält dann % den komplexen Wert 


c 





während die Schwingungsgleichung selbst ihre Form nicht ändert. Bei 
der mathematischen Behandlung von Sinusschwingungen kann man 


12) Ein Beispiel wird behandelt bei M. Laue, Ann. d. Phys. (4) 13 (1904), 
p- 163, $ 6. 
13) Enc. V 22, Nr. 15. 
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somit ganz von der Absorption absehen, solange man nur komplexe 
Lösungen der Differentialgleichungen sucht. Erst wenn man deren 
reelle Teile absondert, treten die Unterschiede gegenüber nicht-absor- 
bierenden Körpern hervor. Mit dem Brechungsindex v und dem Ab- 
sorptionskoeffizienten x hängt &’ durch die Beziehung 


(29b) Ve=v(l— ix) 


zusammen. Da bei absorbierenden und dispergierenden Körpern die 
elektrische Leitfähigkeit 6 nicht als von » unabhängig angenommen 
werden kann, so muß man :’ für jedes n aus den gemessenen Werten 
von v und x berechnen. 

Bei ebenen Sinuswellen in nicht-dispergierenden und nicht absor- 
bierenden Körpern ist nach Nr. 2 die Geschwindigkeit der Phasen 
"gleich a, d.h. so groß wie die des Kopfes oder Endes einer Welle 
von begrenzter Dauer. Bei dispergierenden Mitteln hingegen ist zu 
unterscheiden zwischen der Phasengeschwindigkeit bei stationären Sinus- 


wellen, welche nach (25) stets den Wert I — — = ee hat, und der 
€ 


1723 
Geschwindigkeit des Kopfes einer begrenzten Welle. Nach der Elek- 


tronentheorie ist die letztere stets gleich c.!t) Bei der Fizeauschen 
und wohl auch bei der Foucaulischen Lichtgeschwindigkeitsmessung 
wird die Gruppengeschwindigkeit 


c dn 
(30) Aa De Sr 
a 


beobachtet.?) (Vgl. Nr. 28.) 


7. Die Intensität.!‘) Wegen der Größe der Frequenzen ist eine 
Beobachtung der Feldvektoren € und Ö ausgeschlossen. Nur die In- 
tensität ist meßbar, und diese ist der Mittelwert einer Energiegröße, 
gebildet über Zeiten, welche optisch lang sind, aber nur einen kleinen 
Bruchteil einer Sekunde bilden. Daß die Unbestimmtheit dieser Größen- 
angabe ohne Einfluß auf das Ergebnis der Mittelwertbildung ist, ver- 
steht sich keineswegs von selbst. Vielmehr liegt darin eine Eigen- 
tümlichkeit der optischen Wellen, welche Planck in seine Hypothese 
der natürlichen Strahlung mit aufnimmt (vgl. Nr. 27).'") Im allge- 





14) A. Sommerfeld, Phys. Z. S. 8 (1907), p. 841; Weber-Festschrift 1912, 
p. 338; Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 177. 

15) Enc. V 22, Nr. 28 und V 23, Nr.9, vgl. unten Nr. 27; vgl. auch M. Laue, 
Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 523; L. Brillowin, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 203. 

16) Vgl. Enc. V 23, p. 312. 

17) M. Planck, Ann. d. Phys. 1 (1900), p. 69. 


372 V 24. M.v. Laue. Wellenoptik. 


meinen ist die Intensität zeitlich veränderlich; da sich aber jeder Wert 
von ihr schon auf eine optisch lange Zeit bezieht, ist sie langsam 
veränderlich gegenüber den schnell veränderlichen Feldvektoren. 

Welche von den Energiegrößen des elektromagnetischen Feldes 
zur Definition der Intensität zu benutzen ist, ist schwer zu sagen. 
Bei nichtdispergierenden Körpern‘ kommen vor allen in Betracht: 
1. die Energiedichte W = 4(2&?-+ 9°), 2. der Energiestrom S—=c[C$] 
dem absoluten Wert nach, 3. €? allein, 4. 5° allein. Wahrscheinlich 
ist die Wahl zwischen ihnen nach dem Meßinstrument zu treffen. Beim 
Bolometer und der Thermosäule dürfte die hineinströmende Energie 
|& |, bei der photographischen Platte der Mittelwert €” zur Messung ge- 
langen (vgl. Nr. 22). Meist beobachtet man aber unter Umständen, 
unter welchen die Wellen nahezu eben sind; dann ist im zeitlichen 
Mittel 

W=|6 = ed? — 9%, 
so daß die Wahl das Ergebnis nicht beeinflußt. 

Noch schwieriger liegt die Frage im Fall der Dispersion; dann 
kommt nämlich noch die Energie der erzwungenen intramolekularen 
Schwingungen in Betracht. Will man nur die Intensitäten an ver- 
schiedenen Stellen desselben Körpers vergleichen und ist die Welle 
an diesen nahezu eben, so ist jede der angegebenen Größen gleich 
geeignet. Gelegentlich wird in der Literatur das Quadrat des Herte- 
schen Vektors verwendet; und auch wir werden uns im Abschnitt IV 
dieses Artikels im Grunde diesem Brauche anschließen, nur scheint 
dies in jedem Fall einer besonderen Rechtfertigung zu bedürfen.”?) 

Bei reinen Sinusschwingungen kann man die Mittelwertbildung 
statt über eine optisch lange Zeit über eine Periode vollziehen. Geht 
man von einer komplexen Darstellung für die Feldvektoren aus, findet 
man also etwa 

E, — wer! — |u|eeitn, 
so haben wir hierin zwei reelle Lösungen, nämlich 


julcos(nt+gy) und |ulsin (nt-+Y). 
Der Mittelwert €? ist für beide gleich 4|u|?, d. h. wenn €) zu &, 
konjugiert komplex ist, 
(81) E— 46,8. 
Ist ferner etwa 
9, — veint — re +w, 


18) Vgl. hierzu: E. Abbe, Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop, 
$ 9, Braunschweig 1910. 
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so wird bei Benutzung der reellen Anteile von &, und 9, der Mittel- 
wert &,9, = $u| |v| eos (pP — u), also 


(82) C,H, — 49, + &9,). 

Bei Benutzung der imaginären Anteile findet man dasselbe. Nach den 
in (31) und (32) angedeuteten Regeln kann man leicht von komplexen 
Lösungen zu den quadratischen Mittelwerten übergehen, welche die In- 
tensität bestimmen. 


8. Die Wellenoptik und die älteren Lichttheorien. Nicht un- 
erwähnt darf bleiben, daß manche charakteristischen Züge der elektro- 
magnetischen Lichttheorie gerade für die wichtigsten Probleme der 
Wellenoptik keine Rolle spielen. Das zeigt am besten die Tatsache, 
daß lange vor Maxwell und Hertz die wesentlichsten Interferenz- und 
Beugungserscheinungen bekannt und durch die elastische Lichttheorie 
erklärt waren. Vielfach genügt, daß der „Lichtvektor“ (d.h. elastisch: 
die Verrückung eines Ätherteilchens, elektromagnetisch: € oder $) 
der Wellengleichung (5) und der Divergenzbedingung 3) oder 4) (Trans- 
versalität) genügt, und daß sein Quadrat gemittelt ein Maß der Inten- 
sität abgibt. In diesem Punkt stimmt die elastische Theorie mit der 
elektromagnetischen vollständig überein. Nur die Überlegenheit der 
elektromagnetischen Theorie auf andern Gebieten sichert dieser den Sieg. 

Die älteste Wellentheorie des Lichtes, wie sie Huyghens 1678 
begründete!?), kannte noch nicht einmal die Transversalität und ver- 
mochte dennoch z. B. für die gradlinige Ausbreitung des Lichtes, das 
Reflexions- und das Brechungsgesetz Erklärungen zu geben, welche 
ihren Wert bis heute behalten haben. 


II. Die Superposition von Sinusschwingungen gleicher Frequenz. 


9. Das Interferenzprinzip, Die vielleicht wichtigste Eigenschaft 
der Grundgleichungen ist ihre Linearität, welche zur Folge hat, daß 
die Summe von beliebigen Lösungen selbst eine Lösung ist. Physi- 
kalisch bedeutet dies, daß sich verschiedene Wellen ohne gegenseitige 
Störung superponieren können; die resultierenden Feldstärken € und $ 
sind einfach die Vektorsummen aus den Feldstärken der einzelnen 
Wellen. Aber gerade deswegen summieren sich die Intensitäten im 
allgemeinen nicht. Dies ist das von Young°®) zuerst ausgesprochene 
„Interferenzprinzip“. 


19) Christian Huyghens, Trait& de la lumiere, Leiden 1690. Deutsch von 
E. Lommel (Ostwalds Klassiker Nr. 20, Leipzig 1890), vgl. Nr. 38. 

20) Thomas Young, Phil. Trans. 1802, p. 34; Lectures on Natural Philosophy 
2 (1807), p. 624; Ann. Phys. Chem. 39 (1811), p 184. 
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10. Zwei senkrecht zueinander polarisierte Schwingungen.’') 
Stellt man bei den in Nr. 2 bis 4 betrachteten linearpolarisierten 
Wellen den Lichtvektor (etwa €) in einem bestimmten Punkt als 
gerichtete Strecke mit festem Anfangspunkt dar, so beschreibt ihr 
Endpunkt eine gerade Linie; wir können diese Bewegung darstellen 


durch 
&,=r=acosnt. 


Superponiert sich darüber eine andere senkrecht dazu polarisierte 
Schwingung, welche analog durch 


&,,—=y=b cos (nt — 0) 


gegeben ist, so ist die resultierende Schwingung durch eine Bewegung 
des Endpunktes auf der Ellipse 


2 2 
st+#-23 eos d = sin? Öd 


dargestellt. Man nennt sie deshalb elliptisch polarisiert. Ist die 


Phasendifferenz d=—+ . so liegen ihre Achsen in der x- und y-Rich- 
tung; ist außerdem a=b, so wird die Ellipse zum Kreis (zirkulare 
Polarisation). Ist d=0 oder =z, so artet die Ellipse zu einer 
Geraden aus. Eine vorgegebene elliptische Schwingung läßt sich auf 
unendlich viele Arten in zwei zueinander senkrechte Schwingungen 


zerlegen; die Phasendifferenz ö wechselt mit den Richtungen. Die 


Achsenrichtungen sind durch die Forderung d=-+ . eindeutig be- 


stimmt. Ausgenommen davon sind nur die Grenzfälle der zirkularen 
und linearen Schwingung; bei der ersteren ist stets do=-+ - bei 


der letzteren ö=0 oder d =. Bei zirkularer Polarisation unter- 


scheidet man als links und rechts zirkular die Fälle d= + 2 in 


welcher die Bewegung des Lichtvektors eine Links- bzw. Rechtsdrehung 
um die dem Strahl entgegengesetzte Richtung darstellt. Man kann 
diese Unterscheidung natürlich auch auf elliptische Polarisation an- 
wenden. 

Die Intensität E® ist unabhängig von Ö gleich 4(a’+ b*). Sind 
die beiden linearen’ Komponenten ebene in der gleichen Richtung fort- 
schreitende Wellen, so setzt sich auch der Strahlvektor © additiv aus 
den Anteilen der Komponenten zusammen. Man spricht dies gewöhn- 
lich in dem Satz aus: Senkrecht zueinander polarisierte Schwingungen 
interferieren nicht miteinander. 


21) A. Fresnel, Oeuvres I, p. 385799, Paris 1866; Frangois Arago, Oeuvres 
10, Paris-Leipzig 1858, p. 132, vgl. A. Wangerin, Enc. V 21, Nr. 6. 
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11. Interferenz gleichgerichteter Schwingungen. Ganz anders 
gestaltet sich die Erscheinung bei der Superposition gleich gerichteter 
Schwingungen (bei beliebiger Lage der Schwingungen zueinander kann 
man das Problem auf die hier und in Nr. 10 behandelten Fälle zurück- 
führen). Aus der Superposition von 


nn vert— u |, &,,.= weint — |v lei®!+w 


resultiert nämlich die Schwingung 


(83) &,—(urve", 

deren Intensität nach (31) 

(84) @ = 4(uP+ ol? + 2u|lo] cos 0) 

ist, wenn d = p — u die Phasendifferenz bedeutet. Die Intensität der 
resultierenden linearen Schwingung schwankt also zwischen (|u| — 'v|)? 
und (a! + |v!)?, sie nimmt den ersteren Wert für d = (2h + 1)z, 
den letzteren für d = 2hz an, wo h eine ganze Zahl ist. Ist |u|='v|, 


so ist der Minimalwert 0. Die Tatsache, daß bei Superposition ver- 
schiedener Lichtwirkungen völlige Dunkelheit entstehen kann, hat end- 
gültig gegen die Newtonsche Emissionstheorie entschieden. 

Stellt man die komplexen Größen u und v in bekannter Weise 
durch Vektoren in der Ebene einer komplexen Veränderlichen dar, 
so sind diese Vektoren Repräsentanten der Schwingungen €, und &,. 
Ihre Längen geben die Amplituden, ihr Richtungsunterschied die 
Phasendifferenz ö an. Die resultierende Schwingung € wird nach (33) 
durch die Vektorsumme «+ v dargestellt; das Problem der Super- 
position von Schwingungen läßt sich so auf Vektoradditionen zurück- 
führen. Dies gilt natürlich auch für die Superposition von mehr als 
zwei Schwingungen. 

Eine Reihe von p Schwingungen, deren Amplituden in geo- 
metrischer Progression abnehmen, während die Phasen in arithme- 
tischer Progression wachsen, ist dargestellt durch 


eint, Geirt+d, Greilnt+ 20), ed Gr-1dlnt+@- 10), 
0<osi1); 
ihre Superposition ergibt die Gleichung 








r—i r 
\ i Ser GP ip‘ 
35 er: Dmomamd _ mi ZI, 
( ) a 1 a 5? 
deren Intensität nach (31) den Wert 
(36) 1— GP? .1— HPe-'?? 146°? —_ 20P cospd 
a ßt IımSe- 1+ 6?— 265 cos ö 


Enceyklop. d. math, Wissensch. V 3. 25 
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hat (Airy).?) Für p= 2 wird dieser Ausdruck gleich 1 + 6?-+26 cos, 
für p = © 


1 1 
(37) e — e 
1+6?— 26c0sÖd d—6)°+46sin® 





Ist ferner 6 <<1, so ist ein Näherungswert dafür (1 + 26 cos ö); 
die Abhängigkeit der Intensität von der Phasendifferenz ist dann die- 
selbe wie bei der Interferenz von nur zwei Wellen; sie schwankt bei 
_ variierendem ö nach einem Sinusgesetz um den Betrag 46. Ist um- 
gekehrt (1 — 65) <<1, so wird die Intensität für d=2hr (h eine 


ganze Zahl) groß wie ro und fällt schon auf die Hälfte dieses 


Betrages, wenn d=2hr + (1 — 6) ist. Im ersten Fall haben wir 
somit breite und flache Intensitätsmaxima und -minima, im zweiten 
hohe und scharfe Maxima getrennt durch sehr breite Minima. Den 
1 . Übergang zwischen diesen Grenzfällen ver- 
1 anschaulicht Fig. 2, in der ö als Abszisse, 
J(1 — 6?) als Ordinate aufgetragen ist. 
Für 6=1 wird der Ausdruck (35) 





gleich 
0,57 i ( 4272) sin 20 
(38) e .£ ij 
sin — 


die Intensität daher gleich 














E 22 
sin 2° 


Fig.2 (39) 





sin? cy 0) 
Ihr größter, bei d = 2hz erreichter Wert ist p®. Bei 
(39a) = 2ha + rn 


wird sie Null. Wie die Höhe, so wächst somit die Schärfe der Inten- 
sitätsmaxima zugleich mit der Zahl p der interferierenden Schwin- 
gungen. Daneben bestehen noch viele kleinere Maxima, welche un- 


gefähr dort liegen, wo sin? At) den Wert 1 erreicht. Sie kommen bei 


großen Werten von p gegen die erstgenannten nicht in Betracht. 
In Fig. 3 stellt die ausgezogene Kurve den Bruch (39) als Funk- 
tion von 6, die gestrichelte analog den Ausdruck (36) mit 6 —= 0,883 


22) @. B. Airy, Pogg. Ann. 41 (1837), p. 512; Undulatory Theory of Optics, 
London 1877, p. 53f.; O. Lummer, Berlin Ber. 1900, p. 504. 
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dar; p ist bei beiden gleich 15. Man erkennt den äußerst geringen 
Unterschied beider Kurven. 


12. Interferenzstreifen gleicher Dicke an dünnen Platten.?°) 
Diese sind von allen Interferenzerscheinungen am längsten bekannt, 
sie sind schon von Newton) 
eingehend beschrieben, aber erst 
von Young”) im Sinne der Wellen- 
theorie gedeutet worden. Von der 

punktförmigen Lichtquelle L- 
| I: (Fig. 4) gehen die Strahlen LA 





























Fig. 3. i Fig. 4. 


und LB nach der Vorderfläche der Platte P; der erstere gelangt durch 
Brechung bei A und Spiegelung in C nach B und tritt dort in der 
Richtung nach D aus, während der letztere in B unmittelbar nach D’ 
hingespiegelt wird. Die Phasendifferenz der Strahlen in B hängt mit 
der Dicke d der Platte und dem Neigungswinkel ß des Strahles AC 
gegen die Plattennormale durch die näherungsweise gültige Beziehung 


(40) ee LER Bee 


zusammen. Der Summand x rührt daher, daß entweder mit der Spie- 
gelung in B oder mit der in © ein Phasensprung x verknüpft ist, 
je nachdem der Brechungsindex in der Platte größer oder kleiner ist 
als im Außenraume. Vereinigt man die Strahlen BD und BD’ durch 
optische Mittel (Lupe, Auge), so ist die Phasendifferenz im Bildpunkt 
von B ebenso groß. Ist L von B weit entfernt, so ist ß längs der 
Platte unveränderlich. Variiert deren Dicke d, so schwankt Ö und 
deshalb gemäß Gleichung (34) die Intensität?®), welche in der Bild- 


23) Die Literatur über Interferenzerscheinungen und die Apparate zu ihrer 
Beobachtung ist ungeheuer umfangreich. Wir berücksichtigen im folgenden nur 
die allerwichtigsten Fälle. 

24) Jsaak Newton, Optices, Lib. I, Partes I et II, Londini 1704. 

25) Th. Young, Phil. Trans. 1802, p. 37; Lectures on Nat. Philos. 2 (1807), 
p. 626; Ann. Phys. Chem. 89 (1811), p. 18%. 

26) Die Berücksichtigung der in der Platte mehrfach reflektierten Strahlen 

25" 
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ebene von P beobachtet wird. Man sieht dann, auf der Platte‘ P 
lokalisiert, die Orte gleicher Dicke verbindenden Streifen. 

Ähnliche Streifen beobachtet man im durchgehenden Licht; nur 
ist hier 
(41) = 4mtr8h, 





so daß jedem Helligkeitsmaximum im gespiegelten Licht ein Minimum 
im durchgehenden entspricht und umgekehrt. Beide Streifensysteme 
sind zueinander komplementär. 

Nach (41) und (42) verschieben sich die Intensitätsmaxima bei 
Veränderung der Wellenlänge. Bei Beleuchtung mit mehrfarbigem 
oder gar weißem Licht entstehen so durch Trennung der verschiedenen 
Bestandteile die Farben dünner blättchen. 

Bei Newtons Anordnung lag eine schwach gekrümmte Linse auf 
einer ebenen Glasplatte, beobachtet wurden die Streifen an der Luft- 
schicht zwischen beiden. ' Die Streifen sind dann konzentrische (New- 
tonsche) Ringe. Young berechnete aus ihren Durchmessern zuerst die 
Wellenlängen des sichtbaren Lichtes der verschiedenen Farben. 


13. Der Fresnelsche Spiegel. Durchkreuzen sich zwei ebene 
Wellen, deren Richtungen um den Winkel ® differieren, so ist die 
Phasendifferenz ö eine lineare Funktion der Koordinaten. Die Orte 
gleicher Phasendifferenz und infolgedessen gleicher Intensität sind die 
auf der Ebene beider Strahlrichtungen senkrechte Ebenen, welche den 
Winkel $ halbieren. Der Abstand benachbarter Ebenen größter Hellig- 
keit ist 


(41a) f 





BR; 
2 But 
sin.-— 


Beobachtet man in irgendeiner anderen Ebene die Verteilung der 
Helligkeit, so sieht man ihre Schnitte mit jener Ebenenschar als 
Interferenzstreifen. 

Fresnel?") wollte diese Interferenz verwirklichen, um die Emis- 
sionstheorie schlagender zu widerlegen, als der Interferenzversuch 
von Young”) das konnte. Er ließ dazu das Licht an zwei ebenen, 
unter einem gewissen Winkel aneinanderstoßenden Spiegeln reflektieren. 





erübrigt sich bei dem meist geringen Reflexionsvermögen, da dann das o in 
Gl. (36) klein ist. 

27) Augustin Fresnel, Oeuvres 1, p. 150, 183, 186. 

28) Thomas Young, Lectures on Natural. Philos. 1 (1807), p. 464. Beim 
„Youngschen Versuch“ geht das Licht durch zwei enge Öffnungen, denen die An- 
hänger der Emissionstheorie einen Einfluß auf die „Lichtkörperchen“ zuschrieben. 
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Die interferierenden Wellen gehen dann scheinbar von den beiden 
Spiegelbildern der Lichtquelle aus. In der Tat beobachtet man 
ein äquidistantes Streifensystem. Es gibt viele Abänderungen dieses 
Versuches. Fresnel®”) selbst ersetzte den Doppelspiegel durch ein 
Biprisma. Lloyd®’) beobachtete die Interferenz zwischen direktem 
Lieht und solchem, welches an einem ebenen Spiegel reflektiert ist. 
Auch Billets®‘) Halblinsen, welche dicht nebeneinander zwei reelle 
Bilder derselben Lichtquelle entwerfen, bringen Interferenzen derselben 
Art hervor. Wegen der Kleinheit der Wellenlänge A kommt es bei 
allen diesen Versuchen zur Erreichung beobachtbarer Streifenbreiten 
darauf an, den Winkel # möglichst klein zu machen.°?) Deshalb müssen 
die Fresnelschen Spiegel unter einem sehr stumpfen Winkel zusammen- 
stoßen, die brechenden Winkel des Biprismas sehr klein und die Brenn- 
weite bei den Halblinsen sehr groß sein, während beim Lloydschen 
Versuch die Spiegelung fast streifend erfolgen muß. 

Alle diese Anordnungen erreichen ihren Zweck nicht ganz rein. 
Beobachtet man genauer, als Fresnel es tun konnte, so erscheinen die 
Streifen weder alle gleich breit noch gleich hell, wie es doch nach der 
elementaren Theorie sein sollte. Die Beugung an der Kante, welche die 
interferierenden Strahlen voneinander trennt, beeinflußt die Erscheinung 
wesentlich. H. F. Weber®?) und H. Struve®) haben die Kirchhoffsche 
Beugungstheorie darauf angewandt und die Übereinstimmung mit der 
Erfahrung festgestellt. Diese Komplikation wird vermieden, wenn man 
statt nahe benachbarte Strahlen zu trennen, einen Strahl durch 
Spiegelung und Brechung spaltet und die beiden Teile sich durch- 
kreuzen läßt. 

Eine Anordnung, welche dies verwirklicht,°°) beruht auf der Eigen- 
schaft des Quarzes, längs seiner kristallographischen Achse nur zirkular 
polarisierten Wellen Durchgang zu gestatten. Je nach dem Sinn seines 
optischen Drehvermögens ist sein Brechungsindex für eine rechts oder 
links zirkulare Welle größer als für die entgegengesetzt zirkulare. Setzt 
man aus einem rechts- und einem linksdrehenden Quarzprisma ein recht- 


29) l. c. p. 330. 

30) H. Lloyd, Ann. Phys. Chem. 45 (1838), p. 95. 

31) Billet, Ann. d. chimie et phys. 64 (1862), p.385. Ferner F. F Martens, 
Verh. d. deutsch. phys Ges. 4 (1902), p. 43. 

32) Beim kleinem # ist es völlig gleichgültig, ob man €*, 9° oder |& | als 
Intensität betrachtet. 

33) H. F. Weber, Wied. Ann. 8 (1878), p. 407. 

34) H. Struve, Fresnels Interferenzerscheinungen, Dorpat 1881; Ann. Phys. 
Chem. 15 (1882), p. 49. 

35) A. Righi, Journ. de phys. (2) 2 (18853), p. 437. 
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winkliges Parallelepiped zusammen (Fig. 4a), so werden daher beim 
Übergange von einen zum anderen zwei entgegengesetzt zirkulare, in 
‘ der Richtung der Achse zusammenfallende Wellen in 

L | NER SER rag 3 
net Jon | zwei Riehtungen hinein gebrochen, die einen kleinen 
oT: Winkel miteinander bilden. Läßt man Licht, welches 
E reke aus einem Nicolschen Prisma (Polarisator) kommt, 
EN in das Parallelepiped eintreten, so wird es dabei in 
zwei zirkulare Wellen gespalten, welche aus dem 
Parallelepiped in etwas verschiedenen Richtungen austreten. Bringt 
man schließlich beide Wellen durch ein zweites Nicolsches Prisma 
(Analysator) auf eine gemeinsame Polarisationsebene, so zeigen sich 
in allen von beiden Wellen bestrichenen Räumen Interferenzstreifen 
vom Fresnelschen Typus, welche durch keine Beugungserscheinungen 
mehr gestört sind. Die Lage der Maxima hängt u.a. von der Stellung 
des Polarisators zum Analysator ab; dreht man den ersteren, so wandern 

die Interferenzstreifen. (Vgl. Nr. 24.) 


14. Die Streifen gleicher Neigung an planparallelen Platten. 
Theoretisch am einfachsten von allen Interferenzerscheinungen und 
zugleich von großer praktischer Bedeutung sind die von Herschel??®) 
Haidinger®®), Michelson®”), Mascart?®) und Lummer®”) unabhängig von 
einander aufgefundenen Streifen gleicher Neigung an planparallelen 
Schichten. In dem durch eine solche Schicht hindurchgehenden Licht 
überlagern sich 1. eine unter zweimaliger Brechung hindurchgehende 
Welle, 2. eine Welle, welche außer den zwei Brechungen zwei Spiege- 
lungen erlitten hat, 3. eine Welle, welche vier Spiegelungen erlitten 
hat usw. in infinitum, wenn wir uns die Wellen und die Schicht seit- 
lich unbegrenzt denken. Die k— te Welle wird dargestellt durch 
6*=-1gt+@#-n0), daher ist die Intensität nach Gleichung (37) propor- 
tional zu 


(42) 











1 
(1 — 6)?+ 46 sin? & 





6 wächst zugleich mit dem Reflexionsvermögen der beiden Grenz- 
flächen, Ö ist (vgl. (40)) exakt durch 


(43) 9 ndeosß + 
35°) J. F. W. Herschel, Phil. Trans., London Royal Society 1809, p. 274. 
36) W. Haidinger, Aun. Phys. Chem. 77 (1849), p. 219; 96 (1856), p. 453; 
Lord Rayleigh, Phil. Mag. 12 (1906), p. 489. Pap. V, p. 341. 

37) A. A. Michelson, Phil. Mag. 13 (1882), p. 236. 

38) E. Mascart, Ann. de chim. et de phys. 23 (1871), p. 116. 

39) O Lummer, Diss. Berlin 1884, Ann. Phys. Chem. 23 (1884) p. 49. 
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gegeben, wobei & die Summe der Phasensprünge bei den Reflexionen 
an der Vorder- und der Rückfläche ist. Für gewöhnlich ist s gleich 
0 oder 2x, sind die Flächen aber versilbert, so hat es andere Werte. 
Die Beobachtung geschieht mit einem auf Unendlich eingestellten op- 
tischen Instrument (Fernrohr, Auge). Jeder ebenen Welle, die hinein- 
tritt, entspricht dann ein Punkt der Brennebene. Tritt eine Wellen- 
schar ein, so sieht man wegen der Veränderlichkeit der Phasendiffe- 
renz ö und der Intensität mit der Richtung Interferenzstreifen; die 
Orte gleicher Helligkeit haben die Gleichung ß = const. Zu jedem ß 
gehört aber eine bestimmte Neigung des Strahls gegen die Normale 
nach seinem Austritt aus der Platte. Die Streifen sind daher ihrer 
Form nach die Schnitte der Brennebene mit Kreiskegeln, deren Achse 
die Normale ist; z. B. wenn das Fernrohr die Richtung dieser Nor- 
malen hat, Kreise (Perot und Fabry)*); steht hingegen das Fernrohr 
fast senkrecht zu ihr, so sieht man nur sehr schwach gekrümmte 
Stücke von Hyperbeln (Lummer und Gehrcke).*') 

In dem von der Platte reflektierten Licht ist die stärkste der sich 
überlagernden Wellen diejenige, welche sogleich an der Vorderfläche 
gespiegelt ist. Da keine der anderen Wellen eine Spiegelung unter 
denselben Umständen durchmacht, sind dabei die Betrachtungen von 
Nr. 11 nicht ohne weiteres anwendbar. Doch erkennt man aus dem 
Energieprinzip, daß die Erscheinung im reflektierten Licht zu der im 
hindurchgehenden komplementär ist.‘?) 

Liegt 6 nahe beim Wert 1, so haben die Streifen im durch- 
gehenden Licht helle, scharfe Maxima; sie eignen sich dann zu spek- 
troskopischen Zwecken.*?) Werte von 6 bis zu 0,9 erreichen Perot 
u. Fabry bei ihrer zwischen Glasplatten befindlichen Luftschicht durch 
schwache Versilberung der Grenzflächen. Lummer u. Gehrcke erzielen 
bei ihrer planparallelen Glasplatte dasselbe durch Benutzung großer 
Einfallswinkel; denn nach den Fresnelschen Formeln“) wächst das 
Reflexionsvermögen mit dem Einfallswinkel bis schließlich zum Wert 1. 
(Bei 88° Einfallswinkel ist 6 = 0,88.) 


40) Ch. Fabry und A. Perot, Ann. de chim. et de phys. (7) 12 (1897), p. 459; 
16 (1899), p. 115. 

41) O. Lummer und E. Gehrcke, Berlin Ber. 1902, p. 11; Ann. d. Phys. 10 
(1903), p. 457. 

42) Eine andersartige Behandlung der Spiegelung und Brechung an plan- 
parallelen Platten findet sich bei W. Voigt, Komp. der theoret. Physik, Leipzig 
1896, Band 2, p. 643 f. 

43) R. Boulouch, Journ. d. phys. 2 (1893), p. 316. 

44) Enc. V 22. Nr. 10. 
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Um die erste Reflexion der einfallenden Welle an der Vorder- 
fläche zu umgehen, durch welche bei großem 6 der Hauptanteil der 
Energie der Beobachtung im durchgehenden Licht entzogen wird, 
setzte Gehrcke auf die Platte ein aufgekittetes Prisma und ließ die 
einfallende Welle, durch die Blende D seitlich begrenzt, ungefähr 


_— 


III 


senkrecht, also ohne erheblichen Reflexionsverlust dadurch eintreten. 
Die Interferenzerscheinungen werden dann auf beiden Seiten der Platte 
gleich, nämlich so wie sonst nur im durchgehenden Licht. Freilich 
treten dann die Strahlen S,, 8, Ss, - +, 54,89, .-., welche interferieren 
sollen, räumlich getrennt aus der Platte aus. Dennoch kommt es zur 
Interferenz, wenn man sie in der Brennebene eines Fernrohrs ver- 
einigt. "Theoretisch ist dieser Fall weniger einfach, weil die Beugung 
an der Blende D eine Rolle spielt. Doch ändert sich der Anblick der 
Streifen nicht, wenn man, wie zumeist geschieht, einigermaßen weit 
geöffnete Strahlenbündel einfallen läßt.*°) 

v. Baeyer bringt dann noch auf die Rückseite der Platte eine 
Substanz von so kleinem Brechungsindex, daß die Reflexion an der 
Rückfläche eine totale ist. Dadurch wird einmal die Interferenzer- 
scheinung auf der Vorderseite lichtstärker, zugleich wird 6 bis zu 0,94 
vergrößert.*®) 

Die Zahl p der interferierenden Streifen ist nur bei der Anordnung 
von Perot u. Fabry praktisch unendlich, da die Strahlen fast senk- 
recht auf der Platte stehen. Bei Lummer u. Gehrcke dagegen wegen 
der großen Einfallswinkel und der beschränkten Länge der Platte 


D 











Fig. 5. 


45) M. Laue, Diss. Berlin 1903, Zeitschr. Math. Phys. 50 (1904), p. 280. 
46) O.v. Baeyer, Verh. d. deutsch. phys. Gesell. 7 (1909), p. 118. 
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höchstens etwa 30. Einer weiteren Vergrößerung widersetzen sich 
die technischen Schwierigkeiten großer, exakt genug planparalleler 
Platten aus völlig homogenem Material. Dagegen läßt sich bei der 
Anordnung mit dem aufgesetzten Prisma die Zahl p leicht durch 
Abblendung einiger Strahlen verringern und so deren Einfluß auf die 
Schärfe der Streifen experimentell untersuchen.‘) 

Diese Betrachtungen gelten zunächst nur für Wellen, deren Po- 
larisationsebene mit der Einfallsebene zusammenfällt oder dazu senk- 
recht steht. Beide Fälle unterscheiden sich etwas im Reflexionsver- 
mögen, daher auch im Wert von 6. Im unpolarisierten Licht, das 
meist benutzt wird, superponieren sich zwei in der Schärfe ein wenig 
verschiedene Streifensysteme. Dagegen verändert sich die Erscheinung 
wesentlich, wenn man die Polarisationsebene anders orientiert und die 
Strahlen nach ihrem Austritt aus der Platte durch einen Polarisations- 
apparat hindurchgehen läßt. Bei bestimmten Stellungen des letzteren 
treten Verdoppelungen der Maxima auf.“®) 

Die hier beschriebenen Anordnungen sind zunächst nur für die 
spektroskopische Untersuchung sichtbaren Lichtes erdacht und an- 
gewandt. Eine planparallele Luftplatte von veränderlicher Dicke zur 
Messung der Wellenlängen der langsamsten optischen Schwingungen 
beschreiben Rubens und Hollnagel.“”) 


15. Die Queteletschen Ringe. Den Planparallelitätsstreifen ähn- 
lich ist eine an bestäubten Glasspiegeln auftretende Interferenzerschei- 
nung. Jedes Staubteilchen wird nämlich einmal vom einfallenden 
Licht getroffen und gibt dabei Anlaß zu einer gebeugten Welle, welche 
an der versilberten Rückseite des Spiegels reflektiert wird und sodann 
von dem Spiegelbild des Staubteilchens an dieser herzurühren scheint; 
zweitens löst die an der Rückseite gespiegelte Welle an ihm eine 
abgebeugte Welle aus. Die beiden durch Beugung entstandenen Wellen 
interferieren im Unendlichen mit der Phasendifferenz 


a. DIRER, 


wo d die Dicke der Glasschicht, » ihr Brechungsindex und ß der 
Winkel ist, den das abgebeugte Licht in der Platte mit ihrer Nor- 
malen bildet. Die Richtung des einfallenden Lichtes hat keinen Ein- 
fluß auf 6. 


47) O. Lummer und E. Gehrcke, Verh. d. deutsch. Phys. Ges. 4 (1902), p. 337. 

48) O. Lummer, Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 49; H. Schulz, Ann. d. Phys. 
(4) 26 (1908), p. 139. 

49) H. Rubens und H. Hollnagel, Berlin Ber. 1910, p. 26, vgl. auch Anm. 9. 
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Natürlich wirken nicht nur die beiden Wellen in der Erscheinung 
zusammen, welche soeben genannt wurden, sondern so viele derartige 


Paare, als Staubteilchen vorhanden sind. Infolgedessen sind die Ringe 
„granuliert.”®) (Vgl. Nr. 21.) 


16. Das Michelsonsche Interferometer.°®) Ein Strahl Z (Fig. 5a) 
trifft auf eine sehr dünne, halbdurchlässig versilberte Platte P; er wird 
F zum Teil gespiegelt, zum Teil hindurchgelassen. 
r Der gespiegelte Strahl trifft senkrecht auf einen 
Spiegel $,, der andere ebenso auf einen Spiegel 
IK | S,. Beide Strahlen kehren dann auf den Wegen, 
IS | auf welchen sie gekommen sind, nach P zurück 
%: und erfahren hier wiederum Spiegelung und 
Brechung. Je ein gespiegelter und gebrochener 
“ES Strahl überdecken sich jetzt und geben dabei 
i zu Interferenzerscheinungen Anlaß, von denen 
sg man die eine bei F im Fernrohr beobachtet. 

Die Interferenzerscheinung ist so, als wäre der eine der inter- 
ferierenden Strahlen nicht an S,, sondern an dem Spiegelbilde $,, 
reflektiert, welches P von 5, entwirft. Man hat nun zwei Fälle zu 
unterscheiden. 

1. 8, ist exakt parallel zu $,; fallen ebene Wellen ‚ein, so sieht 
man in der Brennebene des Fernrohrs die Streifen gleicher Neigung 
an der Luftschicht zwischen $, und 8,’ (Nr. 14). 

2. 8, bildet einen kleinen Winkel mit $,, dann beobachtet man 
auf 5,’ lokalisiert die Streifen gleicher Dicke an der keilförmigen 
Schicht zwischen 8,’ und S, (Nr. 12). Diese kann natürlich auch ein 
Doppelkeil sein im Fall, daß die Fläche 8,’ den Spiegel $, schneidet. 

Mehrfach reflektierte Strahlen spielen keine Rolle; die Intensität 
ist in den Streifen nach dem Sinusgesetz verteilt. Michelson hat 
seinem Interferometer noch mancherlei andere Formen gegeben, um 
es dem jeweiligen Zweck anzupassen°?); das Prinzip, die Strahlen 
durch eine planparallele Platte zu trennen und ebenso wieder zu ver- 
einen, ist ihnen allen gemeinsam. 

Von den Untersuchungen, welche mit dem Interferometer aus- 
geführt sind, erwähnen wir hier den Vergleich der Wellenlängen der 











49*) K. Exner, Ann. d. Phys. 9 (1880), p. 239. 

50) A. A. Michelson, Phil. Mag. (5) 13 (1882), p. 236. 

51) Tatsächlich ist die Platte von erheblicher Dicke, ihr Einfluß wird aber 
durch eine Kompensationsplatte aufgehoben, 

52) Vgl. A. A. Michelson, Light waves and their uses, Chicago 1903, 
deutsch von Ikle, Figur 34. 
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drei hervorstechendsten Linien im Cadmiumspektrum mit dem Pariser 
Normalmeter.°?) Michelson ermittelte diese Wellenlänge auf das 10"- 
fache ihres Wertes genau. Ferner sind zwei der Fundamentalversuche 
für die Optik der bewegten Körper, der sogenannte Michelsonversuch °*) 
und die Bestimmung des Fresnelschen Mitführungskoeffizienten?®) mit 
dieser Anordnung durchgeführt. Michelsons spektroskopische Unter- 
suchungen besprechen wir in Nr. 32. 


17. Das Gitter. Die Theorie des Gitters und Stufengitters ge- 
hört wie die der Queteletschen Ringe (Nr. 15) insofern in die Theorie 
der Beugung, als die interferierenden Wellen durch Beugung entstehen. 
Aber wenn auch viele der Eigentümlichkeiten, in denen sich die Gitter 
individuell unterscheiden, nur beugungstheoretisch zu erklären sind, so 
ist doch das Wesentliche, allen Gittern Gemeinsame, rein eine Folge 
der Interferenz sehr vieler gleicher Schwingungen. 

Bei einem Gitter sind auf der ebenen Oberfläche einer Glasplatte 
(man läßt das Licht durch diese hindurchgehen) oder einer gut spie- 
gelnden Metallplatte (man läßt das Licht an ihr reflektieren) eine 
große Zahl gleicher, paralleler, äquidistanter, gerader Striche eingeritzt. 
Ihren Abstand, gemessen von einem Punkte des m" bis zu dem ent- 
sprechenden Punkte des (m + 1)'” Striehes, nennt man die Gitterkon- 
stante (A). Sie ist bei guten Gittern von der Größenordnung 10-* cm, 
während sich die Zahl der Striche bis zu einigen Hunderttausend 
steigern läßt. 

Die Ebene eines Reflexionsgitters wählen wir als xy-Ebene, die 
x-Achse senkrecht zu den Striehen, die z-Achse nach außen weisend. 
Wir beleuchten das Gitter mit einer ebenen Welle 


(44) e*@ao+yPo+27o) (< 0). 


Von einem am Orte x—=nA, y gelegenen Linienelement dy wird 
nun eine gebeugte Welle ausgehen, welche, wie sie auch beschaffen 
sein mag, in einer gegen die Gitterdimensionen großen Entfernung r 





53) A. A. Michelson, Travaux et m&moires du bureau international des 
poids et mösures 11 (1895). 

54) A. A. Michelson, Sill. Journ. 22 (1881) p. 120; H. A. Lorentz, Arch. Neer]. 
18387, p. 103; Ges. Abh. 1, p. 341; A. A. Michelson und E. W. Morley, Sill. Journ. 
34 (1887), p. 333; E. W. Morley und D.C. Miller, Phil. Mag. 8 (1904), p. 753; 9 
(1905), p. 680; J. Lüroth, Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss 7 (1909); vgl. Ref. von 
P. Debye, Beibl. d. Ann. d. Phys. 33 (1909); E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), 
pP: 259 u. 662; M. Laue, Ebd. 33 (1910), p. 186. 

55) A. A. Michelson and E. W. Morley, Amer. Journ. of science 31 (1886), 
p. 377, vgl. Ene. V 14, Nr.60 und 62. 
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dargestellt werden kann durch°®) 
(44a) Ye, pe Hetzervn 


«, ß, y sind dabei die Richtungskosinus des Fahrstrahls r. Die Funk- 
tion d wird von allen geometrischen und physikalischen Eigentümlich- 
keiten der Gitterstriche sowie von der Fortpflanzungs- und Schwin- 
gungsrichtung der einfallenden Welle abhängen. Ist R der Abstand 
des Aufpunktes P vom Gittermittelpunkt («= 0, y=0), so ist in 
hinreichender Näherung 

(44 b) r=R-— (za + yß). 

(Vgl. Nr. 36.) Nun dürfen wir unter Vernachlässigung der Rand- 
wirkungen alle Elemente dy als gleichberechtigt betrachten. Durch 
Summation über das ganze Gitter findet man somit als resultierende 
Schwingung in P 


pP 
+5 a 


(45) 0 Ber fEre-R BT ad 
p 


2 


Die Integration erstreckt sich über die Länge eines Striches. Die 
Intensität ist somit nach (39) gegeben durch einen Ausdruck von 
der Form 


(46) u? (e, P) 





Da p sehr groß ist, ist sie nur merklich in der Nähe der Stellen, an 
welchen 


1 ı 
(47) zkAa—o)=hrdhae—=hz 


(h eine ganze Zahl) ist; die Phasendifferenz d zwischen der m'® und 
(m + 1) interferierenden Welle beträgt dann 2hr. Dort liegt‘ „das 
Spektrum h'* Ordnung“. Da «<(1— ß?) bleiben muß, können bei 
guten Gittern, bei denen A nicht viel größer ist als A, nur niedrige Werte 
von h auftreten. Die Funktion P(«, ß) in (46) ist wegen des Inte- 
grals in (45) nur für = ß, wesentlich von Null verschieden; man 
beobachtet deshalb nur an gewissen Punkten der Linie ß = ß, in der 
Brennebene des Beobachtungsfernrohrs Licht, wenn man, wie hier an- 
genommen, eine punktförmige Lichtquelle benutzt. Gewöhnlich ver- 


56) Jede Lösung von Au k’u = 0 läßt sich im Unendlichen so annähern, 
falls sie auslaufende Wellen darstellt. Vgl. H.v. Helmholtz, Abh. I, p. 331. 
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wendet man zwecks bequemerer Beobachtung freilich linienhafte, zu 
den Gitterstrichen, somit zur y-Achse parallele Lichtquellen (schmale 
Spalte) und sieht dann im Fernrohr statt jedes der erwähnten Inter- 
ferenzpunkte eine zum Spalt parallele Linie (vgl. Nr. 19). Die Ab- 
hängigkeit der Funktion % von « regelt die Helligkeitsverteilung über 
die verschiedenen Spektra. 

Die einfallende Welle wird durch einen Kollimator eben gemacht; 
die im Unendlichen liegenden Spektra beobachtet man in der Brenn- 
ebene eines Fernrohrs.?”) 

Bei einem ebenen Kreuzgitter, bei welchem das „Elementarparallelo- 
gramm“ die Vektoren a, und a, zu Seiten hat, haben die „Mittelpunkte“ 
der Gitterelemente die Koordinaten 


(48) PER MU, NOg,, . a My, NA „; 
m und n ganze Zahlen. An die Stelle von (45) für die resultierende 
Schwingung tritt der Ausdruck 


(4). re Deere 


4p—1 4-1 

1 -i ikm A, ikn Ay 

— 5 v(a, B)e kR nei A >. € 
42 -1m 


wo zur Abkürzung 
| 4,= 1, — %) + a, ,(ß — Bo) 
A, 1,,( — &%) + a, (ß — ph) 
gesetzt ist. Die Intensität wird infolgedessen statt durch (46) ge- 
geben durch 


(50) 


sin? Pıg 4, sin? Par, 





(51 lv B) |? 
mel ul A| sin? kA, ein! IcA, 


sie ist nur für solche Richtungen «, ß merklich, für die die beiden 
Gleichungen 

(52) kA,=2h,n, k4A,= 2hr 

erfüllt sind. Da jede von ihnen die Gleichung eines Kreiskegels mit 
dem Vektor a, (Komponenten: a,,, a,,) oder a, (Komponenten: q,,, Q,,) 


57) Durch Benutzung von Konkavgittern, welche auf Kugelflächen eingeritzt 
sind, erspart man Kollimator und Fernrohr. Prinzipiell unterscheiden sie sich 
nicht von den ebenen Gittern; ihre Theorie ist entwickelt von H. A. Rowland, 
Sill. Journ. 26 (1883), p. 87; Phil. Mag. 16 (1883), p. 197, 210; R. H. Glazebrook, 
Phil. Mag. 15 (1883), p. 414; 16, p. 377; J. S. Ames, Phil. Mag. 27 (1889), p. 369; 
W. Baily, Phil. Mag. 15 (1883), p. 183; J. Larmor, Proc. math. Soc. 24 (1893), 
pP. 166 und vor allem O. Runge (veröffentlicht in Kaysers Handbuch der Spektro- 
skopie 1, p. 452 £.). 
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als Achse ist, liegen die Kreuzgitterspektren auf den Sehnittlinien von 
je zwei solchen Kegeln. Sie erscheinen in der Brennebene des Be- 
obachtungsfernrohres als helle Punkte, welche aber im Gegensatz zum 
einfachen Gitter nicht mehr an eine bestimmte Linie gebunden sind. 

Über die Interferenzerscheinungen an Raumgittern vgl. Abschnitt 
V dieses Artikels. 

Die ersten Beobachtungen über Gitterspektren stammen von 
Young°®) und Fraunhofer?”), denen auch die elementare Theorie be- 
kannt war. Diese Theorie findet sich wieder bei Schwerd, Kürchhoff, 
Rayleigh.°°) Die technische Vervollkommnung, welche das Gitter eine 
Zeitlang zu dem wichtigsten Instrumente der Spektroskopie machte 
— auch jetzt nach der Konstruktion der planparallelen Platte und des 
Stufengitters ist es unentbehrlich —, ist das Lebenswerk Rowlands.°!) 

Die Abhängigkeit der Funktion P(«, ß) von der Form der Gitter- 
striche ist empirisch schwer zu untersuchen, weil dabei Feinheiten in 
Betracht kommen, die jenseits der Grenze der mikroskopischen Ab- 
bildbarkeit liegen.) Was sich in der älteren Literatur an Theorie 
darüber findet, vermag nicht recht zu befriedigen, obwohl Rowland‘°?) 
daraus Schlüsse auf die praktische Erzielung wünschenswerter Hellig- 
keitsverteilungen zu ziehen verstand. Über neuere Arbeiten von Ray- 
leigh und Voigt vgl. Nr. 70. 

Ist die Gitterkonstante klein gegen die Wellenlänge, so tritt nur 
das ungebeugte Spektrum nullter Ordnung auf. Für diesen Fall 
integrieren J..J. Thomson und Lamb°*) die Schwingungsgleichung. 


18. Die Stufengitter.°°) Das Stufengitter besteht aus einer An- 
zahl planparalleler, gleich dicker, treppenförmig aufeinander gelegter 


58) Thomas Young, Phil. Trans. London R. Soc. 1882, Ann. d. Phys. (Gilbert) 
39 (1811), p. 156. 

59) Joseph Fraunhofer, Denkschriften der Akad. d. Wiss. München 8 (1821 
— 1822), p. 1. Gilberts Ann. Phys. Chem. 74 (1823), p. 337. 

60) F. M. Schwerd, Die Beugungserscheinungen, Mannheim 1835; @. Kirch- 
hoff, Vorlesungen über math. Optik, Leipzig 1891, p. 98; Lord Rayleigh, Phil. 
Mag. 47 (1874), p. 81, 193; Pap. I, p. 199. 

61) H. A. Rowland, Phil. Mag. 13 (1882), p. 469. 

62) Vgl z.B. Lord Rayleigh, Phil. Mag. (6) 14 (1907), p.60; Pap.V, p. 405; 
J. A. Anderson und ©. M. Sparrow, Astr. phys. Journ. 33 (1911), p. 338. 

63) H. A. Rowland, Phil. Mag. 35 (1893), p. 397; Phys. Papers, p. 525, 
Baltimore 1903; A. Crowbridge und R. W. Wood, Phil. Mag. 20 (1910), p. 886. 

64) J. J. Thomson, Rercent Researches, $ 339. Oxford 1893; H. Lamb, Proc. 
London math. Soc. 29 (1898), p. 523. Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch von 
J. Friedel, Leipzig und Berlin 1907, $ 300 und 301. 

65) A. A. Michelson, Astrophysical Journ. 8 (1898), p. 36; Journ. d. phys. 8 
(1899), p. 305. 
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Glasplatten (Fig. 6). Ihm liegt die Absicht zugrunde, ein Gitter 
zu schaffen, bei welchem der Gangunterschied zwischen aufeinander- 
folgenden Wellen dadurch wesentlich vergrößert ist, 
daß die eine die Plattendicke D (meist zwischen 
4 und 1cm) in Glas, die andere in Luft zurück- 
legt. Zugleich wird freilich die Stufenbreite A, 
welche an die Stelle der Gitterkonstanten tritt, dem 
Gitter gegenüber wesentlich vergrößert, nämlich auf 
etwa 10=!cm und die Zahl der Wellen sehr herab- 
gesetzt, auf höchstens 30 bis 40. Das Licht fällt 
entweder wie in der Figur angedeutet oder in der 
umgekehrten Richtung auf; in beiden Fällen ist 
die Interferenzerscheinung dieselbe. 

In dem ersten dieser Fälle ist die einfallende Welle nach ihrem 
Eindringen ins Glas (Brechungsindex v) gegeben durch 





e !rol@ao+YPo +27) (I, ER vk). 


Eine ähnliche Überlegung wie in Nr. 17 führt für die Lichtschwin- 
gung in einem weit entfernten Punkt zu dem Ausdruck: 
v—1 


(58) 5 v(e, ß) a ee 


0 
deren Intensität deshalb (vgl. (39) gleich 

2 sin?{4pk[ Ale — v,)+ Dy— vy,)]} 
4) ve | nr irlde re) + Den) 
ist. Die Interferenz-Maxima liegen an den Orten, an welchen 

Al« — va) + D(y — vy,) = ha 

ist. Da D>A ist und y, 7, nicht wesentlich kleiner als 1 sind, muß 
hier h eine große Zahl sein (10°). Tritt das Licht nahezu senkrecht 
in die Basis des Stufengitters ein, so kann man y und y, beide gleich 
1 setzen. Der Winkelabstand des A” vom h + 1% Streifen ist dann 
durch 
(55) zur nn 
bestimmt. 

Die Funktion (Y(«, ß))* ist nur für $=vß, merklich von Null 
verschieden; ihre Abhängigkeit von « wird (vgl. Nr. 37a, dort ist aber 
2A die Spaltbreite) gut durch die Funktion 

sin?(4k A(@ — v.«,)) 
(66) (4k A(« — va,))* 
dargestellt, welche vom Wert 1 (für «= va,) rasch auf Null (für 
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e=vo-+ 3) abfällt und außerhalb dieses Intervalls nur verhältnis- 


mäßig kleine Werte annimmt. In der Breite % dieses Intervalls haben 


nach (55) höchstens 2 Interferenzstreifen Platz; mehr sind nur bei 
großer Lichtstärke der Erscheinung auf einmal sichtbar. 

Ersetzt man den Lichtpunkt durch eine zur y-Achse parallele 
Lichtlinie, so wird wie beim Gitter die Intensität von 8 unabhängig 
(vgl. Nr. 19). 

Hat das Stufengitter nur zwei Stufen, d.h. besteht es aus einem 
zur Hälfte mit einer Glasplatte bedeckten Spalt, so findet man aus 
(54) und (56) für die Intensität 

sin?(4k A(« — «,)) 


(57) (4k Aka — 0,))? cos’ (4k[A(« 55 e,) NIT D(v ER 1)]}; 





wo «= v@,, BR, = vß, die Richtung des einfallenden Strahles vor dem 
Eintritt in das Glas des Stufengitters angeben. 


19. Die Ausdehnung der Lichtquelle. Bisher setzten wir stets 
eine einzelne primäre Welle als Ursache für die Entstehung der ver- 
schiedenen interferierenden Schwingungen voraus. In praxi ist die Licht- 
welle stets räumlich ausgedehnt, und von allen Punkten ihrer Ober- 
fläche treten Wellen aus, welche untereinander nicht kohärent sind 
(vgl. Nr. 30); d.h. die Intensitäten, welche sie hervorrufen, addieren 
sich. Bei den meisten Interferenzversuchen ist nun die Lage der Maxima 
bei gegebener Schwingungszahl nicht nur durch den Interferenzapparat, 
sondern auch durch die Richtung der einfallenden Welle bestimmt; 
man sieht dies z. B. an dem Auftreten von «a, in den Ausdrücken 
(46) und (54). Infolgedessen wandern die Streifen gegen den Apparat, 
wenn man die Lichtquelle verschiebt. Und beim gleichzeitigen Auftreten 
vieler punktförmiger Lichtquellen überlagern sich viele Systeme von 
Interferenzmaxima, welche sich gegenseitig verwischen und so selbst 
alle Helligkeitsunterschiede aufheben können.®®) Meist ist allerdings 
nur die Ausdehnung der Lichtquelle in einer Richtung schädlich; beim 
Fresnelschen Spiegel, Gitter und Stufengitter benutzt man deswegen 
als Lichtquelle einen Spalt, dessen Länge auf die Deutlichkeit keinen 
Einfluß hat, während die Spaltbreite dafür immer von Schaden ist. 
Die Streifen gleicher Neigung an planparallelen Platten genießen den 
Vorzug, von diesem Einfluß ganz frei zu sein. Die Lage ihrer, durch 
ö= 2hr gekennzeichneten Maxima ist nach Gleichung (43) allein 


66) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 28 (1889), p.77 u. 189, Papers III, p. 289; 
J. Walker, Phil. Mag. 46 (1898), p. 472; A. A. Michelson, Phil. Mag. 30 (1890), 
p.1; 31 (1891) p. 256, 
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durch A,, v, d, &, also durch Konstante des Apparates und die Wellen- 
länge bestimmt. Hier vermehrt die Vergrößerung der Lichtquelle allein 
den für 8 zur Verfügung stehenden Bereich, also die Zahl der gleich- 
zeitig sichtbaren Maxima, ohne das Aussehen des einzelnen zu ändern. 
Bei den Streifen gleicher Dicke hingegen bedingen die Ausdehnung der 
Lichtquelle und die der Eintrittspupille des Beobachtungsinstruments 
(Auge) eine Verminderung der Sichtbarkeit, welche sie bei hohen 
Gangunterschieden völlig verschwinden läßt.°”) 


20. Die Gitterfehler. Bisher nahmen wir die Phasendifferenz ö 
zweier aufeinanderfolgenden Wellen als unveränderlich an. Bei allen 
Interferenzapparaten, bei welchen eine größere Zahl von Wellen mit- 
wirkt, kommen aber Konstruktionsfehler vor, welche eine Variation 
von 6 bedingen. Die hierdurch hervorgerufenen Komplikationen an 
den Interferenzstreifen, welche zuerst am Gitter beobachtet wurden, 
behandelt die Theorie der Gitterfehler.‘®) 

Weicht z. B. bei der ersten, (g + 1)®, usw., (op — 1)g + 1)" von 
pq gleichstarken Schwingungen die Phasendifferenz um den kleinen 
Betrag & von dem normalen Wert d ab, so tritt an die Stelle der 
Reihe (35) 

p—-L 
en: Din emad(d® + > ed + e2id +: .+ ea- I4P) 
0 
pi 


ö : e o ; 
— eint Im eimgd air 3 nn Ir er? 
0 


0 





_ er) sint+pgd bi a .e br a ante8), 
Mo sint}gqod 2 sin 4 ö 


Der absolute Wert dieses Ausdrucks ist in der gleichen, &° usw. ver- 
nachlässigenden Näherung: 








sin’; pgö 9 „einl+pgd sin4(g—1)d a [sin?} pgd sin?4 pgqd cost(g—1)6 

sind +2 sin 4gö sin +6 re | sin?4gdö  sindgp sin} ö } 
Der erste Summand gibt die normalen Streifen mit der Maximalinten- 
sität 9?g°; in dem zweiten ist der Faktor von & stets klein gegen p°; 
im dritten dagegen wird der Bruch sin? (4pg6) : sin? (496) für 
I= = x gleich p?, während der zweite Bruch überall dagegen klein ist. 
Eine neben den normalen Streifen beträchtliche Intensität ergibt so- 


67) O. Luwmer, Ann. Phys. Chem. 23 (1884), p. 76. 
68) H. A. Rowland, Phil. Mag. 35 (1893), p. 397; A. A. Michelson, Astrophys. 
Journ. 18 (1903), p. 278; Lord Rayleigh, Pap. III, p. 113. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 26 
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‚aein?} pgd 

sin?4gd ? 
malen Maxima g-fach unterteilende, scharfe Streifen anzeigt. 

Berechnen sich die Phasen der interferierenden Schwingungen, 


statt ganze Vielfache von ö zu sein, nach dem Gesetz 
mö + € sin ma, (£e<1) 
so ist die resultierende Schwingung 


p—1 
ei(md + esinma) 


mit nur der Term welcher neue, den Abstand der nor- 


0 
Nun ist aber, wenn J,(2) die .Besselsche Funktion n‘* Ordnung be- 
zeichnet, > 
desinma — J(e) + 2[J,(E) cos 2ma + J,(e) cos Ama +} 
+ 2:[J,(e) sin m@ + J,(e) sin Ima- ++}. 
Vernachlässigt man bei der Bildung des absoluten Wertes alle Glieder, 
welche Faktoren von der Form 


sin = (d+ge) sin 4 (d + pe) 


sin} (ö+ge) sin} (+pe) 
enthalten, so findet man dafür den Näherungswert: 


s2Zt 








sin? 2 ö ie p 5 (@+e) ans 
I°(e) sin?to + J1’(e) sin?1(ö-+«) + sin?4 ($— «) 


ge sin? 2 (+20) rn) 

+ Je) ee Ta 

Der erste Summand gibt das normale Maximum für d = 2hr, nur in 
der Intensität herabgesetzt im Verhältnis J,:(e):1 = (1 — 2) Er 
Der zweite, bei kleinem & zu s? proportionale Term gibt zwei gleich 
scharfe Maxima für d—=2hr + «, der dritte zu * proportionale zwei 
ebensolche für d—=2hr + 2« usw. Der normale Interferenzstreifen 
ist somit begleitet von einer Reihe schwächer und schwächer werden- 
der „Geister“. 

Derartige durch Fehler hervorgerufene Interferenzmaxima haben 
oft bei der Untersuchung von Spektrallinien zu Irrtümern über deren 
Struktur Anlaß gegeben. Ein experimentelles Mittel, sie als „Geister“ 
zu erkennen, gibt die Methode der gekreuzten Spektra (Interferenz- 
punkte), bei welcher sich zwei Apparate gleicher Art gegenseitig kon- 
trollieren.®°) 


69) E. Gehrcke, Verh. d. deutsch. Phys. Ges. 7 (1905), p. 236; E. Gehrcke und 
O. v. Baeyer, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 269. 
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21. Interferenz vieler gleichgerichteter Schwingungen mit un- 
regelmäßig verteilten Phasen. Wir setzen voraus, daß die Phasen 
in unbekannter Weise, aber gänzlich unregelmäßig verteilt sind. Wäre 
die Zahl p der Schwingungen klein, etwa nur zwei, so sieht man un- 
mittelbar, daß keine bestimmte Intensität der resultierenden Schwingung 
zu erwarten ist, sondern daß vielmehr innerhalb gewisser Grenzen 
alle Intensitäten vorkommen können. Nur die Wahrscheinlichkeit 
einer bestimmten Intensität läßt sich angeben. Ist » hingegen groß, 
so findet man selbst in sonst vortrefflichen Darstellungen die Behaup- 
tung, daß die resultierende Intensität notwendig das p-fache der In- 
tensität der einzelnen Schwingungen ist. Daß dies nicht zutrifft, haben 
Exner'®) und Rayleigh’') bemerkt. 

Wir stellen die p Schwingungen dar als Vektoren mit gemein- 
samem Ausgangspunkt und gleicher Länge o in der xy-Ebene (vgl. 
Nr. 11). Die Wahrscheinlichkeit, daß der Endpunkt der Vektor- 
summe in einem Bereiche dxdy liegt, sei f(x, y; pJ)dxdy. Wir fügen 
noch eine Schwingung hinzu. Jener Endpunkt gelangt dabei in den 


genannten Bereich, wenn der hinzukommende Vektor die Richtung # 


hat (Wahrscheinlichkeit dieses Falles: =) und der Endpunkt vorher 


in einem Bereiche von gleicher Größe lag, dessen Koordinaten 
“—0c08s%, y—osin® 


sind (Wahrscheinlichkeit dafür: fa —o cos®, y— o sind; pdady). 
Die Wahrscheinlichkeit, daß er nach der Hinzufügung bei xy liegt, 
ist somit 


27 
dxd i 
68) 1,4; p+ Dazay = EU (apfa— 0 0x9, y—e sind; p) 
0 





Ist p groß, so kann man setzen: 
(69) fa p+D = Mau +52 


Entwickelt man rechts nach steigenden Potenzen von g bis zu Gliedern 
mit o?, so kann man die Integration ausführen und findet 
ERTL REN: 
(60) Be & (bei ur a) 
Die Lösung dieser Differentialgleiehung, welche nur von @?-+ y? ab- 


70) K. Exner, Sitzgsber. d. Wien. Akad. 76 (1877), p. 522; Wied. Ann, 4 
- (1877), p. 525; Wied. Ann. 9 (1880), p. 239, bes. p. 257. 


71) Lord Rayleigh, Pap. III, p. 52; Theory of sound, London 1894, Band I, 
$ 42a. 
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hängt, außerdem 
+» 


+% 
(61) Sax dayfa,y;p)=1 


x 


und schließlich f für = 0 und von Null verschiedene x, y zu Null 
macht, ist 


(62) fa) u, 


Die Wahrscheinlichkeit, WdJ, daß die Intensität J = x?+ y? in dem 
Bereiche zwischen J und J ++ d.J liegt, ist somit 


er 
a 








2 


J 
(63) WiJ = Fr klug AT. 


Die Behauptung, daß bei wachsendem p» ein bestimmter Wert von J 
immer wahrscheinlicher würde, ist somit falsch. Wohl aber gibt po? 
die Größenordnung an, innerhalb deren die Intensität zumeist liegt. 
Nimmt man aus vielen derartigen voneinander unabhängigen Fällen 
das Mittel der resultierenden Intensität, so wird dies 


(64) T=[ I: WaJ = pe:. 
v0 


Eine solche Interferenzerscheinung tritt auf bei der Beugung 
ebener Wellen an vielen gleichen unregelmäßig über eine Fläche ver- 
teilten Teilchen. Ähnlich wie in Nr. 17 wird die resultierende Schwin- 
gung im Unendlichen dargestellt durch 


R 1 ; ik(z (a — _ 
(6) ED De ee ler 3 


wo die Koordinaten x,, y,, der Teilchen völlig regellos verteilt sind. 
Der Faktor P(«, ß) bestimmt die Beugungsfigur des einzelnen Teil- 
chens; die Summe lehrt, daß die Intensität in einem bestimmten 
Punkt «, # noch im hohen Maß vom Zufall abhängt. In der Tat teilt 
Exner mit, daß man die Figuren von hellen und dunklen Fasern 
durchsetzt (granuliert) sieht; diese Fasern sind durchweg radial ge- 
richtet, denn denkt man sich den Aufpunkt einmal radial, das andere 
Mal tangentiell im Beugungsbild verschoben und berechnet man nach 
(65) die entsprechenden Differentialquotienten der Wurzel aus der 
Intensität J, so findet man bei radialer Verschiebung dafür einen 
kleineren Wert, als bei tangentieller; und dieser Unterschied verstärkt 
sich noch, wenn man zu den höheren Differentialquotienten übergeht. 
Entwickelt man also Y.J von einem beliebigen Punkt ausgehend nach 
steigenden Potenzen des Abstandes vom Ausgangspunkt, so werden 
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die Koeffizienten der Reihe im allgemeinen größer für den Fall einer 
tangentiellen, als einer radialen Verrückung. In tangentieller Rich- 
tung ändert sich also YJ und damit auch J selbst im allgemeinen 
schneller.”!®) Doch können, wie a. a. OÖ. näher ausgeführt, experimen- 
telle Umstände, wie zu große Winkelausdehnung der Lichtquelle oder 
zu großer Abstand der beugenden Teilchen vom Beobachtungsfernrohr 
die radiale Faserung aufheben. Auch dürfen sich die Teilchen nicht 
bewegen, da sonst die Faserung sich sehr schnell ändert und nur der 
Mittelwert J zur Beobachtung gelangt.) 

Haben die Schwingungen verschiedene Amplituden o,, so tritt 
_ an Stelle von pe? die Summe Ie?. 


22. Wieners Versuch. Stehende Wellen.”®) Bei den bisher be- 
trachteten Interferenzerscheinungen kreuzen sich die interferierenden 
Wellen unter dem Winkel 0 oder sehr kleinem Winkel, so daß wenig- 
stens angenähert sowohl ihre elektrischen als auch die magnetischen 
Schwingungen in ihren Richtungen übereinstimmen. Bei Wieners Ver- 


such ist hingegen jener Winkel gleich —; Wiener läßt nämlich eine 
ebene Welle unter dem Einfallswinkel 7 an einer ebenen Metallfläche 


spiegeln.) Liegt in dieser Welle € in der Einfallsebene, so gilt dies 
auch für die reflektierte. Beide elektrische Vektoren stehen aufein- 
ander senkrecht, interferieren somit nach Nr. 10 nicht. Dagegen sind 
die magnetischen von gleicher Richtung und interferieren miteinander. 
Liegt umgekehrt 5 in der Einfallsebene, so erfolgt die Interferenz nur 
bei den elektrischen Feldstärken. 

Wiener läßt diese Interferenz in einer photographischen Gelatine- 
schicht vor sich gehen. Sind die Wellen senkrecht zur Einfallsebene 
polarisiert'#*), so zeigt diese nach der Entwicklung gleichmäßige Schwär- 
zung; im anderen Fall dagegen periodische Schwärzung in zueinander 
parallelen Schichten. Somit ist der senkrecht zur Polarisationsebene 
schwingende Vektor der photochemisch wirksame. Ferner liegt im 
zweiten Fall an der Spiegelfläche ein Minimum der Schwärzung; hier 
hat also derselbe Vektor ein Interferenzminimum. Nach der Theorie 
der Reflexion kann dies nur für € der Fall sein. Folglich schwingt 


71°) M. Laue, Berlin Sitzgsber. 1914, p. 1144; dort findet sich auch eine 
Photographie der Erscheinung. 

72) Lord Rayleigh, Pap. III, p. 99. 

73) Vgl. auch Art. V 22, Nr. 14. ; 

74) O. Wiener, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 203. 

74*) Vgl. Anm. 3a. 
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in der Polarisationsebene die magnetische Feldstärke, senkrecht dazu die 
elektrische. Die photochemisch gemessene Lichtintensität ist durch &* be- 
stimmt (vgl. Nr. 7). 

Bei senkrechter Inzidenz einer ebenen Welle entstehen durch 
Interferenz mit der reflektierten stehende Wellen, bei welchen sowohl 
selben Ebenen wie die Minima von 9%. Auch diese Interferenz läßt 
sich photographisch nachweisen. Der periodische Wechsel in der Dichte 
der belichteten Körner in der photographischen Schicht gibt zu Inter- 
ferenzerscheinungen (Kurven gleicher Neigung) Anlaß, welche der 
Lippmannschen ®) Farbenphotographie zugrunde liegen. Sie dienen 
dort zur Aussonderung derjenigen Lichtart aus weißem Licht, welche 
die stehenden Wellen hervorbrachte. 

Die Theorie dieser Erscheinung wird dadurch erschwert, daß die 
Körner Abmessungen wenig kleiner als die Wellenlänge haben”), auch 
werden die Verhältnisse bei der Reproduktion von Mischfarben ver- 
wickelt.’”) 


23. Interferenz elektrischer Wellen. Alle beschriebenen Inter- 
ferenzversuche lassen sich auch mit den langen elektrischen Wellen 
herstellen, welche zuerst H. Hertz durch die Schwingungen von Re- 
sonatoren erregte und untersuchte. Die Herstellung stehender Wellen 
besonders ist der schlagendste unter den Beweisen, welche Hertz für 
die Ausbreitung der elektrischen Schwingungen mit Lichtgeschwindig- 
keit gab.”®) Später haben Boltzmann, Righi, Sarasin und de la Rive”®) 
u. a. Interferenzversuche angestellt. Man erreicht aber bei ihnen nicht 
annähernd den Grad von Genauigkeit wie bei optischen Beobachtungen. 


75) @. Lippmann, Paris C. R. 112 (1891), p. 274; 114 (1892), p. 961; Journ. 
d. Phys. 3 (1894), p.97. Querschnitte durch die Schicht veröffentlichen: R. Neu- 
hauss, Ann. Phys. Chem. 65 (1898), p. 164 und H. Lehmann, Verh. d. deutsch. Phys. 
Ges. 9 (1907), p. 624. Siehe auch: H. Lehmann, Phys. Zeitschr. 10 (1909), p. 784; 
W. Zenker, Lehrbuch der Photochromie 1868, wieder abgedruckt Braunschweig 
1900; F. Schütt, Ann. Phys. Chem. 57 (1896), p. 533; O. Wiener, Ann. Phys. Chem. 
55 (1895), p. 225. 

76) F. Schütt, Anm. 75; O. Wiener, Wied. Ann. 69 (1899), p. 488; R. Neu- 
hauss, Anm. 75. 

77) L. Pfaundler, Ann. d. Phys. 15 (1904), p. 371; H. Lehmann, Ann. d. 
Phys. 20 (1906), p. 723. 

78) H. Hertz, Ann. Phys. Chem. 34 (1888), p. 610; Phil. Mag. 30 (1890), p. 126; 
Ges. Abh. II, Leipzig 1894, p. 133. 

79) L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 399; Ges. Abh. III, Leipzig 
1908, p.384; A. Righi, Die Optik der elektr. Schwingungen. Deutsch von B. Dessau, 
Leipzig 1898; Ed, Sarasin und L. de la Rive, Arch. des sciences phys. nat. 29 
(1893), p. 358, 441. 
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_ Dies liegt vor allem daran, daß die bisher gemachte Voraussetzung 
von zeitlich unbegrenzten Sinusschwingungen dabei recht schlecht er- 
füllt war. Durch neuere Anordnungen (Poulsenlampe, Löschfunken) 
läßt sich diese Schwierigkeit umgehen.”?*) 


III. Die Superposition von Sinusschwingungen verschiedener 
Frequenz; Spektrum, Beziehungen zur Thermodynamik. 


24. Lichtschwebungen. Von Grund aus verschieden, von den 
Interferenzen gleich schneller Schwingungen sind die zwischen Schwin- 
gungen von verschiedener Frequenz. Überlagern sich etwa zwei gleich- 
gerichtete Schwingungen e"!+P\) und e&"!+9», so resultiert 


: (66) eimi+p) 4 eimattgpe) 

i 

— 2c0s $[(n, — 9)E + (9 — Pa)le® 

Ist n,— n, von der gleichen Größenordnung wie n, und n,, so ist 

die Intensität als zeitliches Mittel des absoluten Wertes dieses Aus- 
drucks gleich 


[ri +n2)E+(Pı+ Yı)] 





4 cos’ F [m — 3)? + (9 — 93)] = 2, 
d.h. gleich der Summe der Intensitäten der einzelnen Schwingung. 
Schwingungen von wesentlich verschiedener Frequenz interferieren nicht. 
Ist hingegen n, — n, so klein, daß 27: (n, — n,) eine mit der Dauer 
der Intensitätsmessung vergleichbare oder gar dagegen große Zeit ist, 
so ist die Intensität gleich 4cos? [(n, — n,)t + (9, — 93)], also mit 
der Zeit veränderlich (Schwebung). 

Fällt eine linear polarisierte Welle von der Frequenz n auf ein 
mit der Geschwindigkeit & rotierendes Nicolsches Prisma, so ist sie 
hinterher dargestellt durch: 

&, — 008 (Te? Alter Ile 74 ar to TT, 
E, — sin (oT)eir? EN 5 [er-o7_ enteo T], 
7 


TER 


a 
Man kann dies auffassen®®) als eine Superposition zweier entgegen- 
gesetzt zirkularer Wellen von den Frequenzen n— o und n-+ .. 
Trennt man diese durch kristalloptische Hilfsmittel in ihrer Richtung, 
macht sie linearpolarisiert und läßt sie sich schließlich unter einem 
kleinen Winkel durchkreuzen (wie am Schluß von Nr. 13 beschrieben), 
so beobachtet man Interferenzstreifen, die sich in der Zeit 27:0 um 
zwei Streifenbreiten verschieben, so daß an einem festen Punkt die 


79°) N. Stschodro, Ann. Phys. 27 (1908), p. 225. 
80) E. Verdet, Oeuvres VI, p. 88. 
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Intensität wie cos? ot schwankt.) Überhaupt werden sich die Streifen 
bei allen Anordnungen, bei denen ihre Lage von der Stellung eines 
Polarisationsapparates abhängt, bewegen, sobald man diesen dreht; 
stets kann dies als Liehtschwebung gedeutet werden.??) 


25. Das Auflösungsvermögen. Als Spektralapparat läßt sich 
jede Anordnung verwenden, bei welcher eine Sinusschwingung eine 
Helligkeitsverteilung mit scharfen Maxima liefert, deren Lage Funk- 
tion der Frequenz ist; von den besprochenen Interferenzapparaten die 
planparallele Platte, das Gitter und das Stufengitter (Nr. 14, 16, 17). 
Den numerischen Wert des Auflösungsvermögens findet man nach 
Rayleigh®®), indem man die Differenz zwischen den Frequenzen n, und 
N, zweier mit dem Auge im Spektralapparat noch gerade unterscheid- 
bare Sinusschwingungen berechnet. Diese Grenze der Unterscheidbar- 
keit ist bei gleichstarken Schwingungen erfahrungsgemäß ungefähr 
erreicht, wenn die Helligkeitsverteilung der einen ihr Maximum an der- 
selben Stelle hat, an welcher in der Helligkeitsverteilung der anderen 
eine der dem entsprechenden Maximum benachbarten Nullstellen liegt. 
Ist bei einem auf der Interferenz von p gleichen Strahlen beruhenden 
Spektralapparat 7 der Gangunterschied zwischen dem m‘® und (m + 1)'® 


Strahl zurückgelegt in einem Medium vom Brechungsindex v(n), ihr 
In» (n) 





Phasenunterschied somit d = ‚so ist das Ah Interferenzmaximum 
für die Frequenz n, durch die Bedingung 

(67) In,v(n,) = 2hrc 

bestimmt. Soll für denselben Wert von l die Frequenz n, eins der 
genannten Minima ergeben, so muß nach (39a) 


(68) plnzv(n,) = pl [nv (n,) + (n, — n,) (>), —= 2(ph + 1)ae 


sein. Als Wert des Auflösungsvermögens wird definiert n,:|9 — |; 
man findet aus (67) und (68) dafür 








dv 
n "Fran 
nf mon] Er u ale 
Ist n —=(, so ist dies gleich ph; andernfalls ist dieser Wert noch 





81) A. Righi, Journ. de phys. (2) 2 (1883), p. 437, beschreibt eine ganze 
Reihe von Versuchsanordnungen, welche alle diesem Zweck dienen. 

82) S. Pokrowski, Phys. Zeitschr. 12 (1911), p. 1115. 

83) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 47 (1874), p. 81 und 133; Pap. I, p. 216 und 
424; Phil. Mag. 8 (1879), p. 261, 403, 477; 9 (1880), p. 40; Pap. I, p. 415. 
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mit dem Verhältnis der Phasen zur Gruppengeschwindigkeit zu multi- 
plizieren (vgl. Nr. 6). Es hängt eng damit zusammen, daß die zu- 
gleich mit dem Auflösungsvermögen wachsende Abklingungszeit des 
Spektralapparates durch die Gruppengeschwindigkeit bestimmt ist (vgl. 
Nr. 26). 

Diese Betrachtung gilt nach dem Schlußabsatz von Nr. 11 fast 
ebenso, wenn die Amplituden der interferierenden Strahlen Glieder 
einer langsam abnehmenden geometrischen Reihe bilden. Von den in 
Abschnitt II besprochenen Interferenzapparaten erreichen zurzeit das 
höchste Auflösungsvermögen die planparallele Platte (bis zum Wert 
6,4.10°) und das Stufengitter (bis zu 4,2.10°).%) Trotz des viel größeren 
Wertes der Zahl » der interferierenden Schwingungen steht ihnen das 
Gitter nach (obere Grenze wohl 2.10°), weil die Ordnungszahl % nur 
klein ist. 

Diese Betrachtung läßt sich im wesentlichen auch auf das Prisma 
anwenden; sein Auflösungsvermögen ist nach Rayleigh®) (vgl. Nr. 42) 


n, we (z) 
I, —n,| 2ze \dn)’ 





wo D die Basisdicke des Prismas oder, bei einem Prismensatz, die 
Summe der Basisdieken bedeutet. Ein einzelnes Prisma erreicht das 
Auflösungsvermögen eines guten Gitters nie, ein Prismensatz nur selten. 


26. Inhomogene Strahlung. Wir haben bisher alle Interferenz- 
erscheinungen für eine einzige, nach Schwingungszahl und Richtung 
mathematisch genau definierte Sinuswelle diskutiert. Dies ist aber ein 
im Gebiete der Optik niemals verwirklichter idealer Grenzfall; und 
darin liegt deren wesentlicher Unterschied gegen die Hertsschen 
Wellen, der auch dann bestehen bleibt, wenn die Lücke in der Stufen- 
leiter der Schwingungszahlen überbrückt werden sollte, die jetzt noch 
die beiden Gebiete trennt. In der Optik haben wir vielmehr immer 
mit Wellenscharen zu tun, deren Richtungen einen gewissen räum- 
lichen Winkel bilden. In dem Maße, wie man ihn einengt, verliert 
die Schar an Energie und wird schließlich physikalisch unwirksam. 
Eine mathematische Theorie, welche diese Inhomogenität der Richtungen 
befriedigend berücksichtigte, existiert bisher noch nicht, obwohl sie 
eigentlich für alle Probleme der Strahlungstheorie gebraucht wird; die 
Art, wie man dort von einer Welle zum Strahlenbündel übergeht, ent- 
hält viel Willkür. Hand in Hand damit geht nun die spektrale Inhomo- 
genität; stets sind alle Schwingungszahlen eines Bereiches An gleich- 


84) Nach Gehreke, Interferenzen, p. 73. 
85) Lord Rayleigh, Papers I, p. 426. 
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zeitig in der Strahlung vorhanden. Zwar kann seine Breite 5 klein 


sein; bei schmalen Spektrallinien®°) beträgt sie etwa 10-®, und da 
man diese Linien noch spektral auflösen kann, so bestände die Mög- 
lichkeit, noch Teile aus ihnen zu isolieren. Aber verschwinden kann 
dieser Bereich nie, ohne daß mit ihm die Energie Null wird. Wäre 


selbst er —= 10-°?, so läge An immer noch über 10% sec7!, so ein- 


fache Schwebungserscheinungen wie in Nr. 24 betrachtet, treten schon 
aus diesem Grunde nicht auf. 


27. Natürliche Strahlung.?”) Eine mathematisch zulässige Dar- 
stellung spektral inhomogener Schwingungen ist die Darstellung durch 
Fouriersche Reihen oder Fouriersche Integrale.®) Die erstere gilt für 
ein endliches, aber beliebig groß zu wählendes Zeitintervall, die zweite 
könnte für alle Zeiten gelten, doch ist die Ausdehnung über gewisse 
Grenzen hinaus zwecklos. Beide Darstellungen hängen somit von der 
Wahl des Zeitabschnittes ab, woraus hervorgeht, daß den Sinus- 
schwingungen, in welchen sie die gegebene Schwingung auflösen, keine 
unmittelbare physikalische Bedeutung zukommt. 

Wir stellen durch 


(70) ft) = f anC, cos (nt — 8,) 


die Schwingung dar und berechnen ihre Intensität J als den Mittel- 
wert f?(£), gebildet über eine Zeit r: 


iHT oo 


11 I—=- [at | | dndn 0,0, cos nt— 9 ) cos (nt—®,, 
T 7. nn n 

















un mt NN ae ya 8 
-1/ Ewa - dba. (# )) 
2 
sin (X = ") cos (Fre: +) —(9,+ 9) 
+ WR, i 
2 


Die Zeit r wählen wir möglichst kurz, doch immer noch optisch 


86) P. P. Koch, Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 377; O. Schönrock, Ann. d. Phys. 
(4) 20 (1906), p. 995. 

87) M. Planck, Ann. d. Phys. 1 (1900), p. 69; 7 (1902), p. 390; Vorlesungen 
über die Theorie der Wärmestrahlung, Leipzig 1913, 5. Abschnitt. Vgl. W. Wien, 
Ene. V 23, Nr.4, III. Über die Bezeichnung „Natürliche Strahlung“ vgl. Anm. 95. 

88) A. Gony, Journ. d. Phys. 5 (1886), p. 354. 
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lang (vgl. Nr. 7). Dann bleibt (n’ + n)r von derselben Größenordnung 
wie nr, also sehr groß. .J wäre daher von r abhängig, wenn nicht der 
zweite Bruch ohne merklichen Einfluß wäre. Ebensowenig Einfluß 
dürfen aber im ersten Bruch solche Wertepaare »’, n haben, für welche 
(n" — n)r keine kleine Zahl ist. Wir nehmen also an, daß wir das 
Glied mit (n + n)r im Nenner streichen und 





sin (—— r : 
era —1 also auch cos (“ =)’ == 1 
n—n ’) 2 
(5 
setzen dürfen. Berücksichtigen wir dies und setzen wir noch » — n=m, 
so finden wir die Gleichung 


J= uff an dn’ C,C,, cos (nm — mt — (#,,— 9,)) 
— ['dm(A, sin mt + B,, cos mt), 





(12) 


wenn 
A,=4+]J dnl,„„C, sa (9, ,n — 9, 
(73) m a + ( + ) 


D, I 4 an BE cos w; hiEse 9), 


Die hier eingeführten Vernachlässigungen wären nicht berechtigt, 
wenn nicht die Phase $, eine schnell und unregelmäßig veränderliche 
Funktion von n wäre. Diese Veränderlichkeit bewirkt nämlich, daß 
der im zweiten Bruch von (71) auftretende Cosinus schnell und unregel- 
mäßig zwischen + 1 und — 1 hin- und herschwenkt, und daß sich 
im Integral diese bald positiven, bald negativen Beträge fortheben. 
Dasselbe gilt für den im ersten Bruch auftretenden Cosinus, solange 
n"—n groß ist; erst wenn #— n = m sehr klein ist, wird auch die 
Phasendifferenz 9, ,„— 9, so klein, daß A, und B,, von Null ver- 
schiedene Werte annehmen können. 


ist, 


28. Spektrale Zerlegung. Ein Spektralapparat, gleichgültig 
welcher Art, sondert aus dem Integrationsbereich der Gleichung (70) 
ein mehr oder minder schmales Gebiet aus, indem er die Amplitude 
der Sinuswelle C, cos (nt — 9) mit einem Faktor p(n) versieht, welcher 
verschwindend klein wird, sobald n» erheblich von einem für den 
Apparat charakteristischen Wert », abweicht, während er in der Nach- 
barschaft von n, erhebliche Werte annimmt. Je schmaler der Bereich, 
um so größer ist das Auflösungsvermögen. Beim Gitter z. B. wäre 


nach (38) Se EN 
| sin (phz ») 
| 














(74) p(n) = - 
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wo n, die Frequenz bedeutet, für die d—=2hz, also p(n) ein Maximum 
wird (wo h eine ganze Zahl ist). Da nämlich ö zu » proportional ist, 


dürfen wir dann für ein beliebiges n d = 2ha — setzen. Zugleich 


bewirkt der Apparat eine Phasenverschiebung y,; beim Gitter ist 
nach (38) 


SE In 9 a: Sur 
(15) to 1)het 
Die Schwingung wird jetzt statt (70) 
(76) f( — [an C,p, cos (nt— 9, — Y,) 


und ihre Intensität nach (72) und (73): 
I — [ dm(a,, sin mt + b,, cos mt), 
(17) \an—4,f Anl, , „C,H + m) An) sin dm — dr + Pan) 
nf an C,, „090 + m) pn) 008 Bun du + urn — rn) 


Wird ein Spektralapparat von einem elektromagnetischen Impuls 
getroffen, so kommt er erst nach einer bestimmten, für ihn charakte- 
ristischen Zeit, seiner Abklingungszeit, wieder zur Ruhe; diese ist um 
so größer, je größer das Auflösungsvermögen. Beim Gitter z. B. ist 
nach Gleichung (74) die Breite des ausgesonderten Bereiches ungefähr 





An, 
zugleich würde ein Impuls in eine Reihe von p Stößen verwandelt, 
welche sich über die Zeit ph x Periode z,, d.h. 2phx:n, gleichmäßig 
verteilen®®), so daß dies die Abklingungszeit ist. Analysiert man die 
Strahlung aber mit einem elektromagnetischen Resonator (Planck), so 
wird mit abnehmendem Dämpfungsdekrement gleichzeitig die Resonanz- 
kurve und der ausgesonderte Bereich An schmäler und die Abklingungs- 
zeit größer. (y, variiert in dem Bereich An stets um 2x.) Wären 
nun die Abklingungszeiten von der Größenordnung der Zeit einer 
Messung, so bezöge sich die Angabe des Spektralapparates nicht auf 
eine gleichzeitige Eigenschaft der Strahlung, sondern stellte eine Inte- 
gration über meßbar verschiedene Zeiten dar. [Beim Gitter sieht man 
dies besonders deutlich; denn nach (75) kann man statt (77) schreiben: 


89) A. Schuster, Phil. Mag. (5) 37 (1894), p. 509; Einführung in die theore- 
tische Optik, deutsch von H. Konen, Leipzig und Berlin 1907, $ 186. 
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J —/[am| a, sin [m(t—‘ 22] + bn cos | m (t— ea], 
a, }/ dnC n+m On Pn+m Pr U (dm — 9) 


bu} dnC n+m C,Pn+mPn cos ee 


und in dem Auftreten von (e—° Sslli m liegt der Hinweis auf vor 


dem Augenblick # liegende Zeiten.] Soll daher aus inhomogener 
Strahlung der im gleichen Moment vorhandene monochromatische Be- 
standteil von der Frequenz n, ausgesondert werden, so muß sich mit 
großem Auflösungsvermögen eine kleine Abklingungszeit vereinigen 


(beim Gitter muß ph> 1, aber |m| 7 sein). Dann aber darf man 


p(n + m) ee p(n), In+m 724 In 


setzen und erhält so für die in der Schwingung f(t) enthaltene In- 
tensität von der Schwingungszahl n, den Wert 


J,— Sam, sin mt + g0, cos mt) 

(73) I 9 ( fanC,, 0,9%) sin (9, m — 9,)) : Jan 9°n) 
,— (fan, ,nC,9°(n) c08 (9,,m — 9) : [ang (n). 

Die Division durch das von », unabhängige Integral f dn p’(n) be- 
wirkt, da p eine Funktion von (n — n,) ist, daß 4 J, In, die Gesamt- 


intensität ergibt. W, und B}, sind die meßbaren Mittelwerte der schnell- 


veränderlichen Größen C,, „CO, Hs (#,4.m— 9,) in der Umgebung von 


N9. Daß sie vom Auflösungsvermögen unabhängige Eigenschaften der 
Strahlung sind, obwohl p(n) durch das Auflösungsvermögen bestimmt 
ist, ist eine weitere Annahme in der Hypothese der natürlichen Strah- 
lung. Diese spricht außerdem noch aus, daß die Absorption von 
Strahlung durch Körper nur von diesen Mittelwerten, d.h. nur von 
der augenblicklich herrschenden Intensität der monochromatischen Be- 
standteile der Strahlung abhängen soll. 

Eine weitergehende Zerlegung der Strahlung mit Apparaten von 
meßbarer Abklingungszeit ist bisher nicht erreicht und müßte zum 
Widerspruch mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik führen. 
Man kommt hier an eine ähnliche Grenze wie in der kinetischen Theorie 
der Gase, wenn man den gleichmäßigen Gasdruck in unregelmäßige 
Molekularstöße auflöst; es beginnt dann das Spiel der Wahrschein- 
lichkeiten (Brownsche Bewegung). Die so weit analysierte Strahlung 
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wäre nicht mehr natürliche Strahlung. Weil die Strahlung auch bei 
der Fortpflanzung in dispergierenden Körpern spektral zerlegt wird, 
bleibt sie dabei nicht für alle Zeiten natürliche Strahlung. Darin 
liegt die Lösung des scheinbaren Widerspruches zwischen den beiden 
Aussagen, daß sich natürliche Strahlung stets mit Gruppengeschwindig- 
keit fortpflanzt (welche gelegentlich größer als ce werden kann), und . 
daß nach der Elektronen- und erst recht der Relativitätstheorie c die 
größtmögliche Geschwindigkeit dafür ist.®?*) 


29. Die Schwingungsform natürlicher Strahlung.°”) Da nur die 
Mittelwerte A, und B,° der Messung zugänglich sind, bleiben die 
Funktionen C, und #,, welche die Form der Schwingung f(t) in (70) 
bedingen, in hohem Maße unbekannt. Nur das eine läßt sich sagen, 
daß diese sich bei fortschreitender spektraler Reinheit der Sinusform 
nähert. Ist nämlich die Summe 


ft) = DC, eos (nt — $,) 
auf solche Werte von n beschränkt, für welche n» — my =dn<<n 
ist, so kann man 
O, cos (nt — 9,) = (, 08 (nt — (9, —tön)) 

als Schwingung von der Frequenz »n, mit langsam veränderlicher 
Phase betrachten. Für einen Zeitraum von t bis {+ At, für den alle 
Werte Atön <1 sind, ist dann auch f(?t) eine Sinusschwingung von 
der Frequenz n,. Man erhält sie geometrisch nach Nr. 11, indem man 
alle Partialschwingungen als Vektoren OP in einer Ebene aufträgt 
und addiert. Sind die Phasen 9, unregelmäßig verteilt, so ist nach 
Nr. 21 für die Resultante jede Richtung gleich wahrscheinlich, ihre 
Amplitude ist mit überwiegender Wahrscheinlichkeit von der Größen- 
ordnung V D'C,?. In einer späteren Zeit {, werden die Partialschwin- 
gungen statt durch OP durch gleichlange Vektoren 00 dargestellt, 
welche mit den OP den Winkel (4 — Mon bilden. -Ist er vergleich- 
bar mit m oder noch größer, so ist das Resultat der Summation von 
dem für die Zeit ? gültigen unabhängig. D.h. die Phase der Schwin- 
gung f(t) hat sich inzwischen in einer ganz beliebigen Art verändert, 
während die Amplitude im allgemeinen von derselben Größenordnung 
geblieben ist, innerhalb dieser Größenordnung aber einen beliebigen 
anderen Wert angenommen hat. Bei natürlicher Strahlung ist die Zeit 
einer solehen Änderung noch klein gegen die einer Messung. 





89®) Vgl. Nr. 6 und Literatur in Anm. 15. 
89) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 11 (1906), p. 127; Pap. V, p. 287. 
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Über die Schwingungsform bei breiten kontinuierlichen Spektren 
ist vielfach die Meinung geäußert worden, daß auch in ihr Periodizi- 
täten irgendwelcher Art vertreten sein müßten, weil sich sonst nicht 
daraus durch Spektralapparate monochromatisches Licht von hoher 
Regelmäßigkeit gewinnen ließe. Mit Recht machen dagegen Gouy, 
Schuster, Ames, Rayleigh?°) geltend, daß diese Periodizität in allen 
Fällen aus dem Apparat stammt; beim Gitter z. B. rührt sie daher, 
daß ein Impuls in » periodisch aufeinanderfolgende Stöße verwandelt 
wird (Nr.27). Rayleigh°®‘) zeigt an Figuren, wie unregelmäßige Schwin- 
gungsformen schon bei der Superposition von wenigen unharmonischen 
Sinusschwingungen entstehen. 

Zum Verständnis des von englischen Physikern vielfach ange- 
wandten Verfahrens, weißes Licht als unregelmäßige Folge von Im- 
pulsen aufzufassen, gelangt man wohl am besten, wenn man unter 
einem Impuls einen Ausschnitt aus der Schwingungskurve ungefähr 
von der Zeitdauer einer Lichtperiode versteht. Die Unregelmäßigkeit 
dieser Kurve hebt dann selbst für die Formen benachbarter Impulse 
jeden Zusammenhang auf. 


30. Kohärenz und Inkohärenz. Polarisation. Zwei Schwin- 
gungen 
(79) ft) — /[F, cos(nt—g,)dn, g(k) —/[6, cos (nt — x,) An 
sollen monochromatische natürliche Strahlung darstellen. Den Mittel- 


wert fg für eine Zeit r bilden wir nach Analogie von Nr. 27 und 
finden so 


(80) fr—14 f dn f dn’ FG, eos (m — mt -+ (9, — 1) 
— ['dm(e, sinmt + ß, cosmt), 
wenn 


(81) nn RG + dnF, „6, sin (Pu 4m RER A: 
Pn = 4, / dnE,.G, c08 (Pin Kn) 


ist.) Hier sind nun drei besonders wichtige Fälle zu unterscheiden: 


90) A. Gouy, Journ. d. phys. 5 (1886), p. 534; A. Schuster, Phil. Mag. (5) 
37 (1894), p. 509; (7) 1 (1904). Einführung in die theoretische Optik, deutsch von 
H. Konen, Leipzig und Berlin 1907, Kap. 14; J. S. Ames, Astrophys. Journ. 22 
(1905), p.76; Lord Rayleigh, Pap. III, p. 60; Phil. Mag. 27 (1889), p.460; Pap. IIT, 
p- 268. „It would be instructive if some one of the contrary opinion would ex- 
plain what he means by regular white light. The phrase certainly appears 
to me to be without meaning — what Clifford would have called nonsense.“ Phil. 
Mag. 10 (1905), p. 401; Pap. V, p. 272. 

91) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (6) 11 (1906), p. 127; Pap. V, p. 285. 

92) M. Laue, Ann. d. Phys. (4) 23 (1907), p. 1. 
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1. Die Schwingungen haben verschiedene Frequenz; d. h. die Be- 
reiche, in welchen F', und G, von null wesentlich verschieden sind, 
schließen sich aus, so daß F,,„@, = 0 ist. 

2. Diese Bereiche stimmen überein, doch stammen beide Schwin- 
gungen aus verschiedenen Lichtquellen; sie sind inkohärent. Dann 
sind die Phasen p, und y, unabhängig voneinander; infolgedessen 
ist in (81) @,;m— X, trotz kleiner Werte von m schnell und unregel- 
mäßig veränderlich, so daß «, und ß, Null sind. 

3. Sie stammen bei gleicher Frequenz aus der gleichen Licht- 
quelle und interferieren bei mäßigem Gangunterschied; sie sind ko- 
härent; dann unterscheidet sich F, von @, nur durch einen kon- 
stanten Faktor A und , von x, um eine Konstante 6. Infolgedessen 
wird nach (80) 


fg = za fan dn’@„@,„{eosd cos[(n — n)t + (4, — X)] 
+ sind sin [( — n)E + u — ul): 


Die zweite Hälfte dieses Integrals verschwindet, weil der Integrand 
bei Vertauschung von »’ und % sein Zeichen wechselt. Daher nach 
Gleichung (72) 


(82) fg=kcosd®— 4 


„ cos öf*. 


Auch in diesem Falle kann fg— 0 sein, wenn die Phasendifferenz 
ö=-+x/2 ist; eine Veränderung des Gangunterschiedes bringt dann 
sofort einen anderen Wert hervor. Im Gegensatz dazu ist in den 
beiden ersten Fällen steis fg— 0. Da dann 

ERIRENT I 
ist, findet keine Interferenz statt. Interferenzfähig sind somit nur 
kohärente Schwingungen von gleicher Schwingungszahl. 

Natürlich gibt es auch bei Schwingungen von verschiedener Fre- 
quenz den Unterschied von Kohärenz und Inkohärenz. Wird von 
zwei kohärenten Strahlen der eine an einem bewegten Körper ge- 
spiegelt, so verändert er seine Schwingungszahl unter Beibehaltung 
der Kohärenz. Schwebungen entstehen, wenn kohärente Strahlen f 
und g mit so wenig verschiedener Frequenz sich treffen, daß die Inte- 
grationsgebiete in (79) sich fast völlig überdecken. ° 

Die Schwingungen verschiedener Frequenz, in welche sich beim 
Zeemanneffekt eine Spektrallinie spaltet, entsprechen verschiedenen 
Freiheitsgeraden der schwingenden Elektronen und sind deswegen in- 
kohärent”?); zu Schwebungen geben sie keinen Anlaß.) 


93) Enc. V 22 (H. A. Lorentz). 
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Den stetigen Übergang zwischen Kohärenz und Inkohärenz ver- 
mittelt die partielle Kohärenz, in der zwei Schwingungen f(t) und 
a) = 9,(d) + 9, (Ö zueinander stehen, wenn g, zu f vollständig ko- 
härent, g,' zu f inkohärent ist. Ein quantitatives Maß für die Ko- 
härenz findet man, wenn man der Schwingung 9 (vgl. (79) eine 
Schwingung 


g* —/ß, sin (nt— x) 


an die Seite stellt. Nach (82) ist nämlich wegen g"=g,"+-9,*, wenn 
42 das Intensitätsverhältnis f?:g,? und ö die Phasendifferenz dieser 
Schwingungen angibt, 
innen DE a in ei En 
fo—f9,—+ ef, f—fof— t sinöft, 
Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen folgt: 
Rh 


f?g° 9 
Dies Verhältnis der Intensität des zu f kohärenten Anteils von g zur 
Gesamtintensität von g nennt man die „Kohäreng“ der Schwingungen 
fund g. Da fg” —=f*g’, so kann man hierbei die Rollen von f und 
9 miteinander vertauschen. Die Kohärenz ist 1 für vollständig ko- 
härente, 0 für inkohärente Schwingungen. ®) 


Wegen ! — 9£ + 9,? ist die „Inkohäreng“ 


u 


=—=ı. 


w 


2 

Aa er her 
Man kann den Unterschied zwischen Kohärenz und Inkohärenz 
sehr anschaulich an die Betrachtung von Nr. 29 anknüpfen. Kohärente 
Schwingungen stimmen in der Schwingungsform überein; bei allen 
Veränderungen ihrer Phase bleibt die Phasendifferenz zeitlich kon- 
stant, während sie bei inkohärenten Schwingungen in der Zeit einer 
Messung oft und unregelmäßig hin und herschwankt. Nähme die 
spektrale Breite immer mehr ab, so würden die Zeiten einer solchen 
Phasenveränderung schließlich meßbar. Damit würde der Unterschied 
zwischen kohärenten und inkohärenten Schwingungen verwischt werden. 
Der Bereich der natürlichen Strahlung würde aber dabei überschritten 

(vgl. Nr. 28). 

Bemerkenswert ist der Fall, daß zwei linear, aber senkrecht zu- 
einander polarisierte Wellen von gleicher Fortpflanzungsrichtung räum- 


94) O. M. Corbino, Nuovo Cim. 9 (1899), p. 351; Rend. Lincei 8 (1899), 
p. 171. 
95) M. Laue, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 1. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 27 
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lieh zusammenfallen. Sind sie kohärent, so bilden sie eine vollständig 
(im allgemeinen elliptisch, vgl. Nr. 10) polarisierte, sind sie inkohärent 
und in der Intensität gleich, eine unpolarisierte Welle”). Den stetigen 
Übergang zwischen diesen Grenzfällen bildet die partielle Polarisation. 
Sie tritt ein, wenn sich eine völlig polarisierte und eine unpolarisierte 
Welle überlagern, und ist im allgemeinen, entsprechend der Schwin- 
gungsform der ersteren, partielle elliptische Polarisation.””) 

Bei partieller linearer Polarisation gibt es zwei zueinander senk- 
rechte Hauptpolarisationsrichtungen, in denen inkohärente Schwin- 
gungen von ungleicher Intensität 8, und $, stattfinden. Durch Drehung 
um die Strahlrichtung um den Winkel ® findet man daraus zwei 
Achsen, in denen partiell kohärente Schwingungen mit den Intensi- 
täten 

ek, cos?o + FR, sin? o, 
8, —= 8, sin?o + 8, cos? o 
stattfinden. Stets ist 
IR — 8,| < 8, Bi. 8; 


Bei partiell elliptischer Polarisation sind alle Paare zueinander 
senkrechter linearer Schwingungen, in die man die Welle zerlegen 
kann, partiell kohärent. 


31. Zusammenhang mit der Thermodynamik. Die Unmöglich- 
keit der Interferenz zwischen Strahlen verschiedenen Ursprungs ist 
für Wärmestrahlung eine Forderung der Thermodynamik. Andernfalls 
ließe sich das Carnotsche Prinzip, die Unumkehrbarkeit eines Wärme- 
überganges, durch Interferenzerscheinungen umstoßen. 

Zum Beweise betrachten wir die Spiegelung und Brechung an der 
ebenen Grenzfläche E zweier durchsichtigen Mittel. $,, 8, $; und $, 
sollen Stücke von Oberflächen schwarzer Körper sein, ihre Lage und 
Größe sei derart, daß das von $, nach dem Flächenstück f von E 
entsandte Strahlenbündel, soweit es gespiegelt wird, von S,, soweit es 
Brechung erleidet, von $, absorbiert wird. Ebenso soll das von $, 
nach f ausgehende Bündel von $, und S, absorbiert werden. Das 
ganze System, dem die erwähnten schwarzen Körper angehören, sei 
von absolut spiegelnden Wänden umgeben und anfangs im thermischen 
Gleichgewicht. Nach bekannten Kirchhoffschen Sätzen bleibt dies be- 


96) Die ersten Versuche über die Inkohärenz der beiden Schwingungen im 
unpolarisierten Licht stammen von Fresnel und Arago. Vgl. Anm. 21. 

97) Unpolarisierte Schwingungen bezeichnet man vielfach als natürliches 
Licht. Wir vermeilen diesen Ausdruck schon deshalb, weil vollständiger Mangel 
an Polarisation selten vorkommt. 
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stehen, wenn keine Interferenzen stattfinden. Könnten aber die von 
$, und $, nach f gehenden Strahlen interferieren, so erhielte ent- 
weder S, aus der Richtung von f mehr Energie, als es dorthin ent- 
sendet, und S, dementsprechend weniger oder umgekehrt. Das Tem- 
peraturgleichgewicht würde so ohne Kompensation gestört. 

Tatsächlich besteht dieselbe Unmöglichkeit auch bei allen Lu- 
miniszenzerscheinungen; in der Ungeordnetheit und gegenseitigen Un- 
abhängigkeit in den Phasenverteilungen solcher Schwingungen spiegeln 
sich sie Ungeordnetheit und die gegenseitige Unabhängigkeit der 
Elektronenbewegungen in den Lichtquellen. Denn in der Bewegung 
der Teilchen in verschiedenen Körpern gibt es nichts der Kohärenz 
Analoges. 

Dieser Unterschied hat eine Konsequenz für die Thermodynamik."®) 
Nach Boltzmann ist die Entropie $S mit der Wahrscheinlichkeit W 
durch eine Beziehung 


(83) S—=klogW 


verbunden. Bei einem aus zwei materiellen Teilen oder zwei inko- 
härenten Strahlen bestehenden System, ist aber die Wahrscheinlich- 
keit, wenn W, und W, die der Teile sind, wegen ihrer statistischen 
Unabhängigkeit, 


(84) = W, W,, 
also 
(85) Bun rd 


Für kohärente Strahlen hingegen gilt dies Additionstheorem der En- 
tropie nicht, da der eine nur in der Amplitude frei, in seiner Schwin- 
_ gungsform hingegen völlig durch den anderen bestimmt wird. Bei 
vollständiger Kohärenz ist vielmehr, wie a. a. O. gezeigt wird, ihre 
Gesamtentropie so groß wie die eines Strahles, dessen Intensität unter 
sonst gleichen Umständen gleich der Summe ihrer Intensitäten ist. 

Bei partiell kohärenten Strahlen von den Intensitäten 8, und $,, 
sowie der Kohärenz i, hat man zunächst die Gleichungen 


(86) = +BR-u +8, 

KR=1-HYUR, 
zu lösen. Die so bestimmten X,, K, sind die Intensitäten zweier in- 
kohärenten Strahlen, auf welche man das System umkehrbar, z. B. 
durch Spiegelung und Brechung zurückführen kann. Seine Entropie 


98) M. Laue, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 365; 23 (1907), p. 1, 795, Verh. d. 
deutsch. Physik. Ges. 9 (1907), p. 606; Phys. Zeitschr. 9 (1908), p. 778, vgl. auch 
V 23, Nr. 11 (W. Wien). 

27* 
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ist demnach die Summe der Entropien dieser Strahlen. Bei drei par- 
tiell kohärenten Strahlen führt ein analoges Verfahren zum Ziel. 

Statistisch bedeutet dies, daß in einem System von ganz oder 
partiell kohärenten Strahlen die Freiheitsgrade der einzelnen Strahlen- 
bündel (vgl. Nr. 44) nicht die des ganzen Systems sind; vielmehr muß 
man, um diese zu finden, das System auf die genannten inkohärenten 
Strahlenbündel zurückführen. 

32. Die Interferenz inhomogener Strahlung; Sichtbarkeitskurve. 
Eine spektral inhomogene Strahlung sei durch die Intensitätsverteilung 
J(n) charakterisiert. Zwei kohärente Schwingungen dieser Art inter- 
ferieren mit dem Gangunterschied !, welcher in einem Mittel vom 
Brechungsindex v zurückgelegt sei (6 = ”r) Die monochromatische 


Strahlung von der Frequenz n ruft dabei die Helligkeit 
In) (1 + cos “"”) an 
hervor (vgl. 34)); die ganze Strahlung, da sich nach Nr. 28 bei natür- 


licher Strahlung alle Energiegrößen für deren monochromatische Be- 
standteile addieren, liefert die Helligkeit 


(87) H= / ün J(n) (1 + cos er) 


Nun handele es sich um eine schmale Spektrallinie, deren „Schwer- 
punkt“ bei dem Wert n, liege. Wir führen n —n, = e als Variable 
ein und finden so 


(88) H= ‚faesolı 1+ eos [mn + & ), }; 


oder wenn wir 
Jr de=P, 





(89) | f de J(8) cos ( ” ee, ) —(, 
. (le (d(nv)\ \ __ 
fürs en)=s 
setzen: 
(90) H= P + C cos mm L Ss sin At ; 


Hier sind € und $ Funktionen von 1; sie sind aber langsam veränder- 
l ’ ; ’ 
Er (ee), weil &<<n,. Die Lage der Interferenzmaxima 


und -minima findet man daher so, daß man © und $ bei der Differen- 
tiation nach / als unveränderlich betrachtet. Die Größe dieser Ex- 


tremwerte it P+ YO + 8%. Die Sichtbarkeit, definiert durch die 


lich gegen 
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Gleichung n > 
max — 2imin 

(91) v =” Hasz + Hain 

wird somit 

(92) om dere 


Nach einem bekannten Satze ist für jede reguläre Funktion F(e) 


lim Sera nn 
K=00 de 


Folglich verschwinden die Integrale C und 8 für unendlich große I; 
für alle Intensitätsverteilungen J(s); die Interferenzfähigkeit inho- 
mogener Strahlung hört bei einer gewissen Grenze des Ganzunter- 
schiedes auf. Für ein kleines / ist umgekehrt C=P, $=(), also 
Y=1. Den Übergang zwischen diesen beiden Grenzfällen stellt die 
Sichtbarkeitskurve dar, welche im übrigen Verlaufe wesentlich durch 
die Intensitätsverteilung J(2) bedingt ist. Michelson”) hat dies be- 
nutzt, um aus der (mit dem Auge geschätzten) Sichtbarkeit auf die 
Intensitätsverteilung in feinen Spektrallinien zu schließen. Doch sind 
diese Schlüsse im allgemeinen vieldeutig; denn zur Ermittelung von 
J(e) gehört nach dem Fourierschen Integralsatz die Kenntnis von CO 
und $, während V nur 0? + S? liefert.) Nur bei symmetrischen 
Linien ist wegen $= 0 die Eindeutigkeit gewährleistet. Auf jeden 
Fall ist die Grenze, bis zu welcher die Streifen sichtbar bleiben, ein 
ungefähres Maß für die Breite der Linie. Michelson fand sie bei 
manchen Linien über 5.10° Wellenlängen Gangunterschied, was einer 
Breite an von 10? bis 10° entspricht.!") 


Zu der Energieverteilung 


JI(e) = const.e “ 
gehört eine Sichtbarkeitskurve 
we: (= a Y 
V=e 4\e dv R 
wie sie häufig beobachtet wird. Liegen zwei in der Intensität und 


99) A. A. Michelson, Phil. Mag. 31 (1891), p. 338; 34 (1892), p. 280; Journ. 
d. Phys. 3 (1894), p. 5; vgl. auch H. Ebert, Wied. Ann. 43 (1891), p. 790. Eine 
photographisch ermittelte Sichtbarkeitskurve veröffentlicht P. P. Koch, Ann. d. 
Phys. 34 (1911), p. 377. 

100) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 34 (1892), p. 407; Pap. IV, p. 15. 

101) O. Lummer und E. Gehrcke, Verh. d. deutsch. Phys. Ges. 3 (1902), p. 337 
finden auf andere Weise bei einer Quecksilberlinie die Grenze der Interferenz- 
fähigkeit bei mehr als 1,6 - 10° Wellenlängenunterschied. Vgl. dazu M. Laue, Ann. 
d. Phys. 13 (1904), p. 163 besonders $ 6. 
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ihrer Verteilung gleiche Linien von der Breite 27 im Abstand 2%, 
voneinander, und wären P’, 0’, $’ die Werte der Integrale (89) für jede 
allein, so ist für beide zusammen P=2P‘. Das Integral C zerfällt 
nach (89) in zwei Teile, nämlich in ein Integral von — (+ n) bis 
— (&, — n) und eins von 2, — n bis &,-+ n; führt man für das erstere 
© =&+ :,, für das letztere © —= & — &, als Integrationsvariable ein 
so findet man: 


+n 
0— ars — e) os (1 40 e_ «)) 


+n 
+ f de’ J(e’ + &,) 608 (- en (+ )), 


a; 





oder da nach der vorausgesetzten Gleichheit beider Linien J(e’ — &,) 
= J(E + :,) ist: 
+n 


en fee (a; Hy fill en 
ae; 








)- 2 cos (= rc. 


d dv 


Ebenso findet man 





S=2 cos (= N $', 
somit nach (92) 
_y le, d(nv)\ 
vv ().- 
Der Kosinusfaktor bedingt ein abwechselndes Verschwinden und Wieder- 
erscheinen der Interferenzstreifen, wie man es leicht an den D-Linien 
des Natriumspektrums beobachtet. 


Im Falle der Dispersion ist zu beachten, daß C und 5 von 


— Um +n (7), abhängen; d.h. von der Zeit, die zur Durchlaufung 


der Strecke 7 mit Gruppengeschwindigkeit notwendig ist. Bei starker 
anomaler Dispersion kann diese klein sein gegen die Durchlaufungszeit 
mit Phasengeschwindigkeit = so daß selbst bei Interferenzstreifen 
von hoher Ordnung noch große Sichtbarkeit auftritt.!?) 

Setzt sich der Gangunterschied aus mehreren in verschiedenen 
Mitteln zurückgelegten Strecken ! zusammen, so treten an die Stellen 
von /v, und Um +n (£ )) die entsprechenden Summen über alle /, 


102) R. W. Wood, Phil. Mag. 8 (1904), p. 8324; Lord Rayleigh, Phil. Mag. 
8 (1904), p. 330; Phil. Mag. 15 (1908), p. 345; Pap. V, p. 204, 426: E. Mascart, 
Phil. Mag. 27 (1889), p. 519; @. B. Airy, Phil. Mag. 2 (1833), p. 161; A. Cornu, 
Journ. d. Phys. 1 (1882), p. 293; Pap. III, p. 288 
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in denen die von einem Strahl zurückgelegten Strecken / positiv, die 
auf den anderen bezüglichen negativ zu rechnen sind. 

Bei Interferenzversuchen mit weißem Licht ist der Streifen am 
besten sichtbar und farblos, für welchen mit einiger Annäherung 


Br (v +n n) —( ist (die Summe ist über alle Strecken ! auszu 


führen); er ist i. A. zu unterscheiden von dem durch iv —0 ge- 
kennzeichneten Streifen 0** Ordnung.!®) Alle anderen Streifen sind 
weniger deutlich und farbig, weil die von verschiedenen Farben her- 
rührenden Maxima nicht zusammenfallen. Meist sind dabei überhaupt 
nur wenige Streifen sichtbar. 

Die in Nr. 11 betrachtete Interferenzerscheinung mit p sich über- 
lagernden Schwingungen ergibt bei inhomogener Strahlung die Hellig- 
keit nach (36) statt (97) 


3 1+ 0°? — 20? cosp en i 
H= [ dnJ(n) = — 





Ins \ 1-0? 
% 140° — 20008 ——- 


E (eds: o) [an In) +3 (or a or) (ann) cos (m!) un) 


Die Schärfe der Interferenzmaxima bleibt durch die Inhomogenität nur 
bei so kleinem ! unbeeinträchtigt, daß cos (p — 1) 228; sich im Inte- 


grationsbereich noch nicht merklich ändert. Läßt man / weiter und 
weiter wachsen, so werden die in der Summe auftretenden Integrale 
der Reihe nach unmerklich klein, das (p — 1) zuerst. Ist nur noch 
das Integral mit m = 1 merklich, so ist die Helligkeitsverteilung, wie 
wenn nur zwei Schwingungen interferierten; schließlich verschwinden 
auch hier alle Maxima und Minima in gleichförmiger Helligkeit. 


IV. Allgemeine Theorie der Beugung. 


33. Das Huyghenssche Prinzip. Der in den vorhergehenden Teilen 
dieses Artikels wiederholt benutzte Begriff des Lichtstrahls, welcher 
der gesamten geometrischen Optik zugrunde liegt, bedarf der Recht- 
fertigung durch die Wellenoptik. Da deren Grundgleichungen (vgl. 
den 1. Teil) mathematisch formuliert vorliegen, so ist dies ebenso wie 
die Untersuchung der Abweichungen von der geometrischen Optik, 


103) J. Newton, Optices, Lib. II, Pars I, Observatio XXIV, Londini 1704; Place, 
Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p.504; Lord Rayleigh, Phil. Mag. 28 (1889), p. 77, 189; 
Pap. III, p. 288. 

104) M. Laue, Dissert. Berlin 1903; Ann. d. Phys. 13 (1904), p. 163. 
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der Beugungserscheinungen, eine rein mathematische Frage. Bei der 
Schwierigkeit aber, exakte Lösungen von partiellen Differentialglei- 
chungen zu finden, und besonders, da die Wellenoptik weit älter ist als 
die Aufstellung der Wellengleichung, hat man zunächst versucht, die 
S mathematischeDeduktiondurch 
geistreiche Einfälle zu ersetzen, 
welche neben einem Kern von 
Wahrheit stets auch etwas Will- 
kür enthalten. Der älteste Ver- 
such dieser Artist das Huyghens- 
sche Prinzip !®), demzufolge je- 
des von der Wellenbewegung 
ergriffene Teilchen nicht nur an 
die zunächst benachbarten, son- 
dern durch deren Vermittlung 
an alle Teilchen Bewegung ab- 
gibt und so selbst Mittelpunkt 
einer Kugelwelle wird. Geht 
z.B. (Fig.7) von der Lichtquelle 
Q eine Welle aus, so gilt dies 
für alle Teilchen der Kugelfläche 
AB. Jede dieser Wellen ist aber 
nur unendlich schwach gegen 
die Welle CD, zu deren Bildung alle übrigen beitragen; geometrisch 
ist diese als Enveloppe aller Teil wellen bestimmt. Schirmen wir 
von der Kugelwelle AB alles außer der durch den Bogen AB be- 
grenzten Kalotte ab, so existiert die Enveloppe offenbar nur zwischen 
C und D. Daher die geradlinige Ausbreitung des Lichtes; die in 
den Schatten eindringenden Elementarwellen sind zu schwach, um 
dort Licht hervorzubringen. Grimaldis 1665 veröffentlichte Beobach- 
tungen!) über Beugungserscheinungen waren Huyghens offenbar un- 
bekannt. 
Die Huyghenssche Enveloppenkonstruktion bewährt sich bei den 
Gesetzen der Spiegelung (auch am bewegten Spiegel!) und der 
Brechung. 





Fig. 7. ur 


105) Christian Huyghens, vgl. Anm. 19. 

106) Grimaldi, Physico Mathesis de Lumine. Die Literatur über die zahl- 
reichen Beugungsbeobachtungen vor Fresnel vgl. Winkelmanns Handbuch VI, 
Leipzig 1906, p. 1083. 

107) M. Abraham, Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 236. 
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34. Die Fresnelsche Zonenkonstruktion.!"®) Fresnels großes Ver- 
dienst besteht in dem Ersatz der Enveloppenkonstruktion durch das 
Interferenzprinzip. 

Eine vom Punkte Q in Fig. 8 ausgehende Kugelwelle ist dar- 
gestellt durch 


(93) 


e-ikr, 





= 
Jedes Flächenelement do einer Wellenfläche!®) »,—= R liefert nach 
Fresnels Hypothese nach außen eine Kugelwelle, deren Amplitude am 





























Fig. 8. 


größten ist für die Richtung des primären Strahles, während sie um 
so geringer wird, je weiter die Richtung des sekundären Strahles 
davon abweicht, und schließlich ganz verschwindet, wenn beide auf- 
einander senkrecht stehen. Bezeichnen wir mit K einen in dieser 
Art von der Richtung abhängigen Faktor, mit r den Abstand des 
Aufpunktes P von de, so ist 


(94) Feriatnde 


die Darstellung einer Elementarwelle. Diese Elementarwellen summieren 
sich im Aufpunkt zu 
e” ikR —ikr 


108) A. Fresnel, Oeuvres 1, Paris 1866, p. 247. 
109) Schon Schwerd (1835) (vgl. Anm. 111) wendet die Fresnelschen Gedanken 
auf beliebige Flächen an. 
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wobei nach Frresnel die Integration über den dem Aufpunkt zugewandten 
Teil der Kugel r,—= R bis zum Berührungskreis des vom Aufpunkt 
ausgehenden Tangentenkegels auszudehnen ist. 

Zur Berechnung dieses Integrals bezeichnen wir mit b den ge- 
ringsten Abstand des Aufpunktes P von der Kugel »,—= R und zer- 
legen mit Fresnel die Integrationsfläche durch Kugeln um den Auf- 
pnnkt mit den Radien 


DR EN. ie 


in Elementarzonen, deren h“ in der Figur von M,_, bis M, reicht. 
Sind alle Dimensionen groß gegen die Wellenlänge, so ändert sich bei 
Integration über eine Elementarzone der Winkel zwischen primärem 
und sekundärem Strahl so wenig, daß dabei der Richtungsfaktor X 
als Konstante K, betrachtet werden kann. Da r—=(R+b)? + R 
— 2R(R-+b) cos # und infolgedessen 





do = R? sin $dYdp — 7 z „rardp, 
ist, liefert das Integral über die A® Zone den Beitrag 
b+2 1 
—ikR em ik En, 
Jar für ZH NIR 
BT 


Die Summe dieser Beiträge 
eik(R+ b) 


(96) = Zu — 211 AL b 2 IK, 

stellt eine von Q ausgehende Kugelwelle dar, wie es bei ungestörter 

Ausbreitung ja auch der Fall sein muß. Die Summe läßt sich für 

diesen Fall leicht auswerten, da wegen der Kleinheit der Elementar- 

zonen 

(97) (Kt Kirn) 

ist. Denn setzt man 

(98) ZS(-YIR-4R+GR— +48) 
+aR—-K+4tR)+ 

so verschwindet wegen (97) rechts jede der Klammern und das letzte 

nicht in einer Klammer enthaltene Glied, weil für die äußere Zone 

der Richtungsfaktor K = 0 ist. Somit wird aus (96), wenn man noch 





1 
(99) K-;7 
setzt, 
(100) Wr rieetnt,) 


R+b 
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Dieser Ausdruck stimmt mit (93), wenn man dort ,— R-+b setzt, 


überein bis auf die Phasenverzögerung =. 
vollkommenheit ab, so zeigt die Fresnelsche Überlegung, daß sich eine 
Kugelwelle bei ungehinderter Ausbreitung als durch Interferenz der 
Elementarwellen entstehend auffassen läßt. 

Ihren eigentlichen Wert zeigt sie aber in der Erklärung der 
Beugungserscheinungen. Blendet z.B. ein zwischen Lichtquelle und 
Aufpunkt eingeschobener Schirm mit kreisförmiger Öffnung von den 
Zonen in Fig. 6 die äußeren ab, so reduziert sich die Summe in (96) 
auf die Anfangsglieder. Bleibt z. B. nur die erste Zone frei, so wird 


nach (99) 
emik(R +) 
(101) Up — 27 BE . 


Sieht man von dieser Un- 


Sind nur die ersten drei wirksam, so wird nach (96) 


-ik(R+b) 


(102) eg EEE, gi, +&,), 


was mit (101) nahe zusammenfällt, da sich X, und X, nur wenig 
unterscheiden. Derselbe Wert findet sich, wenn irgendeine relativ 
kleine, ungerade Zahl von Zonen zusammenwirkt. Die Intensität ist 
in diesem Falle viermal so groß wie bei freier Ausbreitung (vgl. 100). 
Ist aber die Zahl der Zonen gerade, so ist wegen des wechseln- 
den Vorzeichnens der nahezu gleichen Summanden ur—=0. Da die 
Zahl der Zonen bei gegebener Öffnung vom Abstand des Aufpunktes 
vom Schirm abhängt, so finden sich auf der Achse der Schirmöffnung 
Helligkeitsmaxima und -minima. Blenden wir hingegen durch einen 
kreisförmigen Schirm die innersten Zonen heraus, so fallen in jener 
Summe die Anfangsglieder fort, und ihre zu (98) analoge Zerlegung 
zeigt, daß ihr Wert gleich der Hälfte ihres Anfangsgliedes ist. Auf 
der Achse eines kreisförmigen Schirmes herrscht somit stets Helligkeit. 
Beide Voraussagen der Fresnelschen Theorie wurden zur Überraschung 
seiner Zeitgenossen von der Erfahrung bestätigt. 

Die Mannigfaltigkeit der von Firesnel erklärten Beugungserschei- 
nungen ist aber weit größer. Sie umfaßt das ganze in Nr. 37 und 39 
behandelte Gebiet. Sein Werk wurde ganz in seinem Sinne von Airy*!P) 
und von Schwerd''!) fortgesetzt, welche die Theorie der Fraunhofer- 
schen Beugungserscheinungen gaben. Die Kirchhoffsche Formulierung 


110) @.B. Airy, Transact. Cambridge Phil. Soc. 5 (1834), p 233; Ann. Phys. 
Chem. 45 (1838), p. 86. 


111) F. M. Schwerd, Die Beugungserscheinungen, Mannheim 1835. 
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des Huyghensschen Prinzipes vermochte zu diesen Ergebnissen nichts 
weiter hinzuzufügen, als daß sie auch noch den richtigen Wert für 
die Phase der Schwingungen gab. 


35. Kirchhoffs Formulierung des Huyghenschen Prinzipes. Die 
Zurückführung des Huyghensschen Prinzipes auf die Wellengleichung 
verdanken wir Stokes"!?) und Kirchhoff"). Stokes' Formulierung ist 
ein spezieller Fall der Kirchhoffschen; er beschränkt sich auf das 
senkrechte Auftreffen ebener Wellen auf einen ebenen Schirm. Wir 
geben im folgenden die allgemeinere Kirchhoffsche Formel im An- 
schluß an die Darstellung in Lambs Hydrodynamik.!#) 

Für zwei nebst ihren ersten Derivierten stetige Funktionen u 
und v gilt bekanntlich der Greensche Satz 


(103) fwar — vAu)dg = — [(u zer 2.) do 


(v die innere Normale). . Genügen beide Funktionen H Schwingungs- 
gleichung Au + u = 0, so wird daraus 


ov ou 
(104) Sf; (u —r,)d0—0. 


-ikr 
: „ und liegt der Punkt 
P(r=0) innerhalb der Integrationsfläche, so muß man, um Glei- 
chung (103) anwenden zu können, diesen Unstetigkeitspunkt durch eine 
kleine Kugel um ihn ausschließen; in Gleichung (104) ist über die 
äußere Begrenzung und über die Kugelfläche zu integrieren. Der An- 


teil der letzteren liefert ganz wie in der euer den Beitrag 
—ikr 

-— und - - gleich verhalten. 
” 


Wählen wir aber für v die Funktion 





4rxup, da sich für r—= 0 die Funktionen 4 





So findet man 


2 1 8 —-ikr -ikr ö 
(105) U= Fe - Y- a e > do. 


Dabei ist vorausgesetzt, daß die Lichtquelle außerhalb der Integrations- 
fläche liegt; denn bei punktförmiger Lichtquelle wäre u nicht mehr 
stetig, bei einer flächenförmigen wären seine ersten Ableitungen nicht 
mehr stetig und bei einer räumlich ausgedehnten wäre Au + k?u von 0 





112) @.@.Stokes, Transact. Cambridge Phil. Soc. 9 (1849), p.1; Pap. 2, p.243 

113) @. Kirchhoff, Zur Theorie der Lichtstrahlen. Berlin Sitzber. 1882, 
p. 641; Wied. Ann. 18 (1883), p. 663; Vorlesungen über mathem. Optik, Leipzig 
1891, p. 22 u. f.; Ges. Abh. Nachtrag p. 22. 

114) H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig u. Berlin 1907. Deutsch 
von J. Friedel p. 579 u. f. Enc. IV Art. 26, Nr. 6 bzw. 6c. Eine andere Ableitung 
W. Voigt, Kompendium d. theoret. Physik I, p. 776, Leipzig 1896. 
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verschieden. Verlegen wir einen Teil der Integrationsfläche auf eine 
Kugel vom Radius R um den Punkt P, so wird beim Übergang zu 


R=x, sofern alle Liebtquellen im ag liegen, auf dieser 
en ikR 


Fläche u — #° a 2 bis auf Glieder mit 58 usw., wo % eine Funktion 
der Richtung ist (vgl. Anm. 56). Dann verschwindet der Integrand 
in Gleichung (105) und damit der Anteil der unendlich fernen Kugel. 
Ebenso verschwindet nach (104) der Anteil jeder anderen unendlich 
fernen Fläche, weil man sie mit Teilen einer solchen Kugel zu einer 
geschlossenen, den Aufpunkt ausschließenden Fläche vereinigen kann. 
Infolgedessen kann man die Integration in (105) auf jede die Licht- 
quelle vom Aufpunkt trennende Fläche anwenden; gleichgültig, ob sie 
geschlossen ist oder ins Unendliche verläuft. Die Normale v weist 
nach der Seite des Aufpunktes. 


enikr 


Statt der Funktion ° Fi man in Gleichung (105) auch - mie 


setzen; der Ersatz Aurch ak “ hingegen macht das Integral zu 0, Fe 


letztere Funktion für r = y endlich und stetig bleibt. 

Die Formel, welehe Kirchhoff zunächst aus der Wellengleichung 
bewies und aus welcher er Gleichung (105) ableitete, finden wir um- 
gekehrt aus der letzteren, indem wir eine Lösung der Wellengleichung 
® als Fouriersches Doppelintegral 


(106) 000 ,J anf araner fü ertdn, 


ansetzen, wobei 
+» 
1 
u Dderar 
—o 


eine Lösung der Schwingungsgleichung ist. Wendet man Formel (105) 
darauf an, so folgt durch Erweiterung mit e”‘ und Integration nach n 


IM)= ;; N ae ug“ a Jan ara Kaya Drau) 


Daraus folgt 


(107) fü a) — fl — a 


wo 








08 
et > 


Die erste Differentiation nach v muß dabei nur insofern vorge- 
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nommen werden, als r explizit auftritt; die Variabilität von ®, welche 





sich i 


— 5.5, (& y. konstant), 
während 
6 6 6% 0 dy 
Ov vv Ar oyov 
Bei fast allen Anwendungen beschränkt man sich auf periodische 
Schwingungen und damit auf Formel (105). 
Für zweidimensionale Probleme tritt an die Stelle von Glei- 


chung (105): 
(108) u— 35 | (u3, 209) — Zu(ke) 34) ds, 


27 
wo 


Zy(ke) -/e ikoC&oja a 
b v 


nach (26) die einer linienhaften, periodischen Lichtquelle entsprechende 
Lösung der Schwingungsgleichung ist. Die Integration ist über irgend- 
eine den Punkt P einschließende, alle Unstetigkeiten von u und seiner 
ersten Ableitungen aber ausschließende Linie auszuführen. Für eine 
beliebige, nichtperiodische Welle findet man daraus, mit Hilfe von 
(106) auf (22) und (19) a 


POP D(r)dr & 
juli (fee) 


Im Gegensatz zur Fresnelschen Zonenkonstruktion sind in der 
Gleichung (105) und (107) die Integrationen über die ganze, Lichtquelle 
und Aufpunkt trennende Fläche auszudehnen; sie spielen die Rolle 
des Huyghensschen Prinzipes, insofern sie die Wirkung in P zusammen- 
setzen aus sekundären Elementarwellen, welche von einer die Licht- 
quelle von P trennenden Fläche ausgehen. Doch sei darauf hingewiesen, 
daß man dem Faktor von do keine physikalische Bedeutung zuschreiben 
darf. Die Darstellung durch Flächenintegrale wie in diesen Gleichungen 
ist nämlich unendlich vieldeutig, insofern man jede Lösung von Au 








+ k?u = 0, welche sich in P wie 2 sonst aber in dem von der Licht- 
quelle abgetrennten Raum regulär erhält, in Gleichung (105) an die 


—-ikr 


Stelle von — setzen kann. äMathematisch ist ihre Brauchbarkeit 





115) V. Volterra, Acta mathematica 18 (1894). p. 161. 
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dadurch beschränkt, daß man auf der Integrationsfläche « und nn nicht 


beide willkürlich vorschreiben kann. (Ist der eine von diesen beiden 
Randwerten gegeben, so bestimmt sich schon daraus u im ganzen ein- 
geschlossenen Raum eindeutig mit Hilfe von Greenschen Funktionen, 
sodaß der andere Randwert mitbestimmt ist.!!%) In dem Problem der 
Beugungstheorie ist ferner von diesen Randwerten meist nicht einmal 
der eine bekannt, vielmehr kann man beide erst angeben, wenn das 
Problem gelöst ist. Kirchhoff überwindet alle diese Schwierigkeiten 
durch die Annahme, daß an der Rückseite eines die Lichtquelle ab- 


‚blendenden, undurchsichtigen Schirms « und ar beide verschwinden 


während sie in einer Öffnung dieses Schirmes genau die Werte haben, 
wie bei einer ungestörten Ausbreitung der Welle. Streng genommen 
ist mit dieser Annahme die oben vorausgesetzte Stetigkeit verletzt. 
Dennoch führt dies Verfahren zu weitgehender Übereinstimmung mit 
der Erfahrung. Eine nachträgliche Rechtfertigung findet es darin, daß, 
wie alle strengen Lösungen von Beugungsproblemen zeigen, die Be- 
reiche, in denen Kirchhoffs Annahme erheblich falsch ist, Abmessungen 
haben, die nach Wellenlängen zählen. Beschränkt man das angegebene 
Verfahren auf Fälle, in denen alle Abmessungen groß gegen die Wellen- 
länge sind, so kann deswegen kein erheblicher Fehler entstehen. 

Zuzugeben ist somit, daß die Kirchhoffsche Beugungstheorie nicht 
den höchsten mathematischen Anforderungen genügt. Ihr Wert liegt 
in ihrer einfachen Anwendbarkeit auf beliebig gestaltete Öffnungen. 
Die vorliegenden strengen Lösungen von Beugungsproblemen arbeiten 
durchweg mit wesentlich schwierigeren Hilfsmitteln und gelten stets 
nur für eine besondere Form des Hindernisses. Ihre Diskussion hat 
noch stets zu einer weitgehenden Bestätigung der Körchhoffschen Theorie 
geführt (vgl. Nr. 60). Solange es kein allgemeines Verfahren zu ihrer 
Auffindung gibt, ist die Küirchhoffsche Theorie völlig unentbehrlich. 

Für die ungestörte Ausbreitung einer Kugelwelle ergibt Glei- 
chung (105) im Gegensatz zur F'resnelschen Konstruktion auch in der 
Phase den richtigen Wert von u. 


36. Einteilung der Beugungserscheinungen in Kirchhoffs Theorie; 
Beobachtungsmethoden, Babinetsches Prinzip. In Kirchhoffs Theorie 
wird die Lichtquelle zunächst stets punktförmig gedacht. [Zu mehreren 
oder zu räumlich ausgedehnten Lichtquellen kann man nachträglich 
nach dem Superpositionsprinzip durch Summation aller Beugungs- 





116) Vgl. IV 26, Nr. 6e. 
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wellen übergehen; sind die Liehtquellen inkohärent, so addieren sich 
dabei die Intensitäten.] Deshalb setzen wir in Gleichung (105) für 
die Integrationsfläche 


etkro 





und erhalten 


(110) »— aa ehe 


Da eine EN von Lichtquelle und Aufpunkt (von r und 
r, sowie der Richtung von v) ur nicht ändert, gilt für beliebige 
beugende Öffnungen der Reziprozitätssatz: Die Helligkeit, die eine in 
A befindliche Lichtquelle in .B hervorruft, findet sich in A, wenn B 
der Ort der Lichtquelle ist. 

Ist A klein gegen r und r,, so findet man unter Vernachlässigung 


une 





ik (cos vr) — cos (vr,)) + > a En ) de. 


T, 


1 1 ar 
von und 7% gegen k “r at 
ik etkir+r) 
(111) Up— u ea: (cos (vr,) — 608 (wr)). 


Unzulässig wäre diese Annäherung nur, wenn die beiden Kosinus ein- 
ander gleich werden könnten; dies ist aber durch die weiteren Be- 
schränkungen ausgeschlossen. 

Die beugende Öffnung ist fast stets von einer ebenen Kurve be- 
grenzt!!”), in deren Ebene man die Integrationsfläche verlegt. Dabei 
dehnt man die Integration nur über die Öffnung aus; nach Nr. 33 
braucht man nämlich keine unendlich fernen Flächenstücke und nach 
der Kirchhoffschen Annahme (Nr. 34) nicht die vom Schirm bedeckten 
Teile der Trennungsfläche von Aufpunkt und Lichtquelle zu berück- 
sichtigen. Ferner werden die Dimensionen der beugenden Öffnung als 
groß gegen die Wellenlänge, aber als klein gegen die Entfernungen 
der Lichtquelle und des Aufpunktes angenommen. Wegen der ersteren 
Beschränkung liegt das ganze Beugungsphänomen in einem engen Be- 
reich um die Richtung der einfallenden Welle herum, und man kann 
in Gleichung (111) cos (vr) = — cos(vr,) setzen. Wegen der zweiten 
Beschränkung darf man diese Kosinus sowie das Produkt rr, im Nenner 
als konstant (cos (vr) = — cos (vr,) = cos Ö) ansehen und für r und 
r, im Exponenten Reihenentwickelungen benutzen. 

Legt man nämlich in die Ebene der beugenden Öffnung die 
x-y-Ebene, wählt man einen Punkt in der Öffnung als Koordinaten- 


117) Eine Ausnahme davon siehe bei H. Nagaoka, Journal of the college 
of science, Imperial University, Japan 4 (1891), p. 301, wo als Beispiel der Spalt 
auf einem Kreiszylinder behandelt wird. 
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anfang und gibt man der 2-Achse die Richtung nach dem Aufpunkt 
hin, so wird 


„= Vo - PM tn r=Va-H+Yy—n’+R, 
WO &y Y 2, der Lichtpunkt, x, y, z der Aufpunkt, $n die Koordinaten 


von do sind. Bis auf Größen von der Ordnung (&/R)? findet man 
dann 














ER BU nl iz . Eee 


ums + Getny* 
(112) a Keere 2 u sn be en 3 R: 


R=Vo+Ww+ %) R=-y+y+2. 
Man findet so aus (111): 
(113) RER Luca. .k ah ed I doer6n, 


27 














wo zur Abkürzung 


11) FEDER + lEtHE+M 
u u ie 


0 





eingeführt ist und 

&o £ % 
1) nr herr em Bm 
die Richtungskosinus der Fahrstrahlen von der Lichtquelle zur Öffnung 
und von dieser zum Aufpunkt sind. Muß man hier die quadratischen 
Glieder beibehalten, so spricht man von Fresnelschen Beugungserschei- 
nungen. 

Behält man nur die linearen Glieder bei (F’rraunhofersche Beugungs- 
erscheinungen), so heißt dies, daß man im Bereiche der berigfonden 
Öffnung die einfallende Welle als eben ansehen darf, desgleichen eine 
Welle, die vom Aufpunkt ausginge. Beide Bedingungen werden am 
Eten erfüllt, wenn man Lichtquelle und Aufpunkt in die Brenn- 
ebenen zweier Linsen verlegt, also mit Kollimator und auf Unendlich 
eingestelltem Fernrohr beobachtet. Man gewinnt so gegenüber der 
Beobachtung auf einem weit entfernten Schirm an Schärfe und Licht- 
stärke.8) Die Größen & — a), ß — ß, werden, wenn das Fernrohr 
senkrecht zur beugenden Öffnung steht, mit kansishänder Annäherung 
rechtwinklige Koordinaten in der Brennebene, gemessen vom Orte des 
geometrisch-optischen Bildes aus. Da der Wert von |u>|? nur noch 
von diesen Differenzen abhängt, so bleibt bei einer Parallelverschie- 


118) J. v. Fraunhofer, Denkschriften der Münch. Akademie 8 (1822), p. 1; 
Ges. Abhandl. München 1888, p. 51. 
Encyklop. d. math, Wissensch. V 3. 28 
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bung der beugenden Öffnung in ihrer Ebene oder senkrecht dazu die 
Beugungserscheinung unverändert. 

Ähnlich benutzt man auch bei den Fresnelschen Beugungserschei- 
nungen vielfach optische Vergrößerung, um eng nebeneinanderliegende 
Intensitätsmaxima oder -minima sichtbar zu machen. In allen diesen 
Fällen beruft man sich auf den Satz, daß in einem optischen Bild- 
punkt alle Wellen genau mit der Phasendifferenz interferieren, wie 
im Objektpunkt, weil die optische Weglänge zwischen beiden konstant 
ist. Richtig ist dies nur, solange man von der Beugung an den Rän- 
dern der Linsen usw. absehen kann. Eine eigentlich wellentheoretische 
Begründung dieses Satzes ist bis jetzt noch nicht gegeben. 

Für beide Arten von Beugungserscheinungen gilt das Babinetsche 
Prinzip.“'?) Wir betrachten drei verschiedene Fälle von Beugung der- 
selben Kugelwelle. Einmal ist die beugende Öffnung so groß, daß die 
Beugungsfigur sich fast ganz auf das geometrisch-optische Bild zu- 
sammenzieht (u,). Sodann blenden wir einen Teil dieser Öffnung 
durch einen sehr viel kleineren Schirm ab (%). Drittens lassen wir 
die Beugung erfolgen an einer Öffnung, welche nach Lage und Größe 
mit diesem Schirm übereinstimmt (w,). Aus Gleichung (113) folgt 

U + U = u. 
Da nach Voraussetzung in einiger Entfernung vom geometrisch-opti- 
schen Bilde u, verschwindet, so ist hier 

us? = |%s 1}, 
d.h. die Beugungsbilder einer Öffnung und eines gleichgestalteten 
Schirmes stimmen abgesehen von der Umgebung des geometrisch-op- 
tischen Bildes der Lichtquelle überein. (Vgl. Nr. 65.) 


37. Fraunhofersche Beugungserscheinungen. a) Beugung am 
Rechteck und Spalt. Aus (113) und (114) folgt bei Kortlassung der in 
& und n quadratischen Glieder für ur, abgesehen von konstanten, nur 
die Gesamtintensität und Phase beeinflussende Faktoren: 


(116) Up — ([aganertte-@o+n@-P), 


Wir legen die Achsen parallel zu den Seiten des Rechtecks, deren 
Längen 2A und 2B sind. Dann wird 


+4 +B 
(117) ur — [aterte-o | dnetn@- Bo) 
ei BR 


sin (k A(@ — «,)) sin (k B(ß — ß,)) | 


be FRE En 











119) A. Babinet, Paris C. R. 4 (1837), p. 638. 
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Die Funktion sin «/x hat für «= 0 ihr absolutes Maximum vom 
Wert 1; für = hr verschwindet sie. Linien verschwindender In- 
tensität sind somit die Geraden 

1 
(117a) e— y=h,3z B— PB — ya 
(h,, h, ganze Zahlen mit Ausnahme von 0). Eine Tabelle für diese 
Funktion gibt H. Schwerd.'?) Eine gute Abbildung der Beagungefgur 


findet sich bei E. Abbe."?') Die Figur 9 stellt die Kurve - 


Wird B>>A, so wird das 
Rechteck zum schmalen Spalt, 
und es zieht sich die Beugungs- 
figur immer mehr auf die Linie 
ß = P, zusammen. 

Eine zur y-Achse parallele, 
sehr lange Linie inkohärenter Fig. 9. ger as 
Lichtpunkte(enger Beleuchtungs- 
spalt, glühender Draht) liefert nach (117) die Intensität 


+ 


sin (k A(« — @,))\? [ sin’kB(P— P,) 
Sreran- ( AUT 5, ) BB By) IPs 


” dar. 

















16% ,s sin? (k Ale — @,)). 
(118) u ee 


u £ D) r 
sin?’o sin?o 2 sin®cosw 
J 0° a rn, 


so ergibt sich, wenn man die Grenzen + © einsetzt, 


(1182) fünea og ji sin 20 | 0 für _ 


—-ox 





Denn da 











Hier sind die Linien gleicher Intensität parallel zur y-Achse. 
b) Beugung am Kreis.) Man führt in der Ebene des Kreises 
und im Gesichtsfeld Polarkoordinaten ein: 


£=Pcos ®. n=Psin © 
GE — = 0008 # B— &, = oe sin ®. 


120) F. M. Schwerd, vgl. Anm. 111. 
121) E. Abbe, Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop. Braun- 
schweig 1912, p. 42. 
122) Vgl. Anm. 110. Schwerd (Anm. 111) behandelt statt des Kreises ein 
reguläres 180-Eck. 
28* 
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Dann wird nach (116) 
A er A 27 
ur— / Pap [ a0eitrewie-»— [ Pap [ doetre®, 
0) ö ö 0) 


A ist der Radius der Öffnung. Nun ist nach bekannten Formeln aus 
der Theorie der Besselschen Funktionen 


(119) zufaaerme— ga), SERGa — ad). 


Also wird 
J,(k Ao) 
(120) Up=2n4° .. 


(o) Der Quotient "9 
Fi hat für 20 sein ab- 
solutes Maximum vom 
Werte 4; seine Null- 


stellen liegen bei 


x = 1,220, 2,233, 
3,238 7 usw. 


Die Intensität ver- 
schwindet somit längs 
der konzentrischen 


0,15 ” R R 
2 Kreise mit den Radien 


(1202) g — 0,6104, 


A h 

11167, 1,619 - 
Die Figur 10 stellt ei- 
nen Querschnitt durch 
das „Lichtgebirge“ dar. 
Die Intensität in den 
Ringen zwischen den 
Nullinien ist gegen die 
im Mittelpunkt herr- 
0,01 schende so gering, daß 
ET in man meist nur bei sehr 
hellen Lichtquellen die- 
se Ringe wahrnimmt. 

Mit denselben mathematischen Hilfsmitteln läßt sich auch die 
Beugung am Kreisring behandeln (Aöiry Anm. 110.). 


0,05 7 








Fig. 10. 
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e) Veränderung des Beugungsbildes bei linearer Deformation der 
beugenden Öffnung. Setzt man in Gleichung (116) m& für &, nn für 


n, dafür aber Se für & — «, und Pre für 8 — ß,, so behält das 


Integral, abgesehen von dem Faktor mn, seinen Wert. Daraus folgt: 
Vergrößert man alle Abmessungen der beugenden Öffnung auf das 
m-fache in der x-, auf das n-fache in der y-Richtung, so verkleinern 








sich die Abmessungen des Beugungsbildes auf —in der x-Richtung, auf 


2 in der y-Riehtung. Nach diesem wohl von Lommel'??) herrühren- 


den Satz kann man aus der Beugung am Rechteck und am Kreis die 
am schiefwinkligen Parallelogramm und an der Ellipse ohne weiteres 
herleiten. 


Bei einer Veränderung der Wellenlänge 4 = = wachsen nach 


(116) alle Abmessungen der Beugungsfigur proportional zu ihr. 

38. Talbotsche Streifen.'*) Bedecken wir einen rechteckigen 
Spalt von der Breite 2A zur Hälfte mit einer Glasplatte von der 
Dicke D und dem Brechungsindex v, so erhalten wir infolge Inter- 
ferenz der an den beiden Spalthälften gebeugten Wellen nach Glei- 
chung (57) bei Fraunhoferscher Beugung die Intensität 
sin?(4k A(«— «,)) 
(dk Ale — a,))* 





J(c) = cos? {4k[A(a — &,) — D(v — 1)]}. 

Bei Benutzung einer Lichtlinie «, = konst. ist die Intensität un- 
abhängig von ß. Jetzt soll als Lichtquelle ein kontinuierliches Spek- 
trum dienen, d. h. eine stetige Folge derartiger Lichtlinien mit wech- 
selnder Wellenlänge; so werden A und %k, deshalb auch v, Funktionen 
von «&,, ebenso wie die Helligkeit dieser Linien f(«,).. Im Beugungs- 
bilde wird so die Intensität an der durch « angegebenen Stelle 





in? (4k A(@ — a.) 
I) — | te) rad eos? (Frl A@— a) —Dw—D])du, 

Da A>>4 sein soll, so fällt der Quotient schnell von seinem 
Maximalwerte herab bis zu unmerklich kleinen Werten, wenn «, sich 
von « entfernt. Die Funktion f(«,) nehmen wir als so langsam ver- 
änderlich an, daß sie in dem Bereiche, in welchem der Quotient noch 


123) @. Kirchhoff‘ (Vorl. über mathem. Optik, Leipzig 1891, p. 95) schreibt 
ihn E. Lommel zu, ohne das Nähere anzugeben. 

124) H.F. Talbot, Phil. Mag. 10 (1837), p. 364; D. Brewster, Brit. Association 
Rep. 7 (1837), p. 12; @. B. Airy, Ann. Phys. Chem. 53 (1841), p. 459; 58 (1843), 
p: 535; James Walker, Phil. Mag. 11 (1906), p. 531; R. W. Wood, Phil. Mag. 18 
(1909), p. 758 (mit einem Photogramm). 


428 V 24. M.v. Laue. Wellenoptik. 


merklich ist, als konstant betrachtet werden kann. Aus demselben 
Grund können wir die Integration von — oo bis + 00 ausführen. 
Ferner sehen wir von der Veränderlichkeit des k überall ab, wo % mit 
& — «, multipliziert auftritt, weil die Berücksichtigung seiner Ver- 
änderlichkeit nur Glieder mit (« — «,)? usw. hinzufügen würde. Da- 
gegen müssen wir 


RD — 1) = Dh, — 1) — (e — a 





setzen. Dabei ist 2x/k, eine mittlere von den Wellenlängen, für die 
der Sinusquotient einen noch in Betracht kommenden Wert hat; groß 
ist der so frei bleibende Spielraum nicht, weil k nach dem Gesagten 
eine Funktion von «, ist und bei gegebenem «, jener Quotient nur in 
einem geringen, den Wert « umgebenden Bereich von «, wesentlich 
von 0 verschieden ist. %, ist somit im folgenden als Funktion von « 
zu betrachten (desgleichen der zugehörige Wert v, des Brechungs- 
index). Bei einer stetigen Veränderung von « streicht der zugehörige 
Bereich von «, über alle vorkommenden Werte von «, hin, es durch- 
läuft die Wellenlänge 2x/k, somit das ganze Spektrum. Führen wir 
schließlich 
2D d(k(v 


(121) 4 Aa— a)—o 1-14 3 HD, m kDn— 1) 


ein, so finden wir für die Intensität bis auf den konstanten Faktor 
2 
hd" 


(122) I(e) = f(e) f En cos? (Io — m)da 


Zur Berechnung dieses Integrals dient die Formel (118a), aus 


welcher 
+o 
sin? 2 0) 


de 





u] 


folgt. Mit Hilfe der Identität 


sin? & cos? (lo — m) 
—= 4[sin’o + cos 2m sin?» cos 2!o + sin 2m sin? o sin 21o] 


verwandelt sich das Integral in (122) in die Summe von drei anderen 
Integralen, von denen das letzte verschwindet. Setzen wir in dem 
zweiten 


sin? cos 2/0 = $|sin?(! + 1)o + sin?(! — 1)o] — sin?lo, 
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so finden wir für (122): 
Wi 1 I- 11-211 


Der Faktor des Kosinus ist hier 0, wenn |!|>1, er ist 1— |l|, wenn 
I!!<1. Da hier m nach (121) wie A, als Funktion von « zu be- 
trachten ist, variiert im letzteren Fall die Intensität mit « nach einem 
Kosinusgesetz; d. h. es treten im Spektrum Interferenzstreifen auf; 
damit aber u <1 sein kann, muß nach (121) 

d(k(v 

<0 
sein. Durchläuft man ein Spektrum vom roten zum _ violetten Ende, 
so nehmen %k und » gleichzeitig zu; verschiebt man die Lichtquelle 
in der positiven x-Richtung, so nimmt «, wie «, wegen des negativen 
Vorzeichens in (115) ab. Bedingung für die Sichtbarkeit von Inter- 
ferenzstreifen ist infolgedessen, daß das violette Ende des Spektrums 
auf der Seite der positiven x, d. h. auf der Seite der mit der Glas- 
platte bedeckten Spaltseite liegt (vgl. Nr. 18 Figur). 

Ist diese Bedingung erfüllt, so nimmt mit von 0 an wachsendem 
D und abnehmendem / der Faktor von cos m und damit die Sichtbar- 
keit der Streifen bei O0 beginnend zunächst zu und erreicht den Maxi- 
malwert 1, wenn ?=(), d. h. nach (121) 

k,A —1 
(123) Bm PICS) 
de, 
wird. Bei weiterem Wachsen nimmt dieser Faktor wieder ab, um 
gänzlich und für immer zu verschwinden, sowie >= — 1, d.h. 
1 
(124) Del Aa 1) 
de, 
wird. Da der hier auftretende Differentialquotient nicht im ganzen 
Spektrum konstant ist, werden beide Werte für verschiedene Teile 
des Spektrums verschieden sein. 

Für den Fall einer zur Hälfte bedeckten kreisförmigen Öffnung 
behandelt Struwe!®) das Problem; das Ergebnis ist dasselbe. 

Eine anschauliche, dem Wesen nach aber mit der obigen über- 
einstimmende Deutung dieser Streifen gibt Schuster.) Eine Strah- 
lung von kontinuierlichem Spektrum falle senkrecht auf das Gitter @ 
(Fig. 11); die Linse L, mag so gestellt sein, daß in ihrer Brennebene 
FF, ein Spektrum erster Ordnung liegt. Dessen violettes Ende liegt 

















125) H. Struve, M&m. Acad. sc. St Pötersbourg 31 (1883), p. 1. 
126) A. Schuster, Phil. Mag. (6) 7 (1904), p. 1. 
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dann bei F\‘. Durch eine zweite Linse L,, welche am Orte des von 
L, entworfenen Bildes von @ zu denken ist, werde dies auf die Ebene 
F,F, abgebildet. Die Strahlung denken wir 
uns nun als unregelmäßige Folge kurzer Im- 
As pulse und fragen, was das Auftieffen einer 
einzigen ebenen Impulswelle für Folgen hat. 
Diese gibt nun (vgl. Nr.28) an jedem Gitter- 
elemente A,A,... Anlaß zu einer kugeligen 
Impulswelle; in einem Punkt P, von FF’ 
und ebenso im konjugierten Punkt P, von 

: F,F, treffen diese Impulse in dem Zeitab- 
stande voneinander ein, der gleich der Periode 
der in diesen Punkten vorherrschenden Sinus- 
911 4 schwingung ist. Zum Zustandekommen von 
Interferenzen zwischen den genannten Im- 

- pulsen in P, ist es notwendig, die früher an- 

kommenden aufzuhalten; am besten gerade 

v7 die Hälfte von allen, und zwar um so viel 

Fig. 11. Zeit, daß die von A, und A, kommenden 
gleichzeitig eintreffen. Das kann durch eine 

die linke Hälfte des Gitters oder, da dies durch Z, auf L, abgebildet 
wird, die rechte Hälfte der Linse Z, bedeckende Glasplatte geschehen; 
während ein Einschieben dieser Platte vor die linke Hälfte von Z, 
offenbar unwirksam wäre. Ebenso wird unmittelbar anschaulich, warum 
es für deren Dicke D (vgl. (123)) einen zum Linsenradius propor- 
tionalen günstigsten Wert gibt, und warum die Erscheinung wieder 
verschwindet, wenn man D (vgl. (124)) mehr wie doppelt so groß wählt. 











39. Die Fresnelschen Beugungserscheinungen. a) Die Fresnel- 
schen Integrale.“”) Behält man in Gleichung (113) die n& und 
quadratischen Glieder der Reihenentwicklung (114) bei, so kann man 
durch geeignete lineare Substitutionen stets die linearen Glieder fort- 
schaffen und gelangt so vielfach zu Integralen von der Form 


U 


(125) F(u) - fe?" 


0 


Den reellen und den imaginären Bestandteil dieses Integrales 

127) A. Fresnel, M6moire sur la diffraction de la lumidre, M&m. de l’Acad. 
d. sciences 5 (1818), p. 339; Ann. d. chim. et d. phys. (2) 11, p. 246 u. 337; Oeuvres 1, 
p. 247; A. Cauchy, Ü.R.2 (1836), p. 455; 15 (1842), p. 534 und 578; K. W. Knochen- 
hauer, Pogg. Ann. 41 (1837), p. 103. 
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U uU 


16) CW)= J cos(z)dr, SW- f sin (50°) dr, 
0 N 
bezeichnet man als die Frresnelschen Integrale. 

Die Integration ist hier zunächst für reelle Werte von v auszu- 
führen. Um F(oo) zu berechnen, führen wir die Integration aber 
besser in der Ebene der komplexen Variablen v= x + iy längs der 
Geraden <= y vom Koordinatenanfang bis zu unendlich großen po- 
sitiven Werten von x, um dann auf einem Teil des unendlich großen 
Kreises um den Anfangspunkt zur x-Achse zurückzukehren. Der zweite 
Teil dieses Integrationsweges liefert wegen 

er % : l@®— y?)—22y] 
den Beitrag 0; denn x und y sind auf ihm beide positiv und x un- 
endlich. Für den ersten Teil ist 
w— — 20, dv=da(l +0) 


Fir: v=(1+ aferreas — 41-0). 


Somit wird 


(127) F(x) = F ee vb=4l+), Co)=Sa)—}. 
0 
Um uns den Verlauf der Funktionen C(u) und S(w) zu veranschau- 
liehen, bestimmen wir die Kurve, welche ein Punkt mit den recht- 
winkligen Koordinaten C(w) und $(u) mit wachsendem u durchläuft. 


Da 0(— u) = — Cu), S(— u) = — S(u), liegt diese Kurve zum 
Anfangspunkt symmetrisch; sie geht durch den Nullpunkt, Da ferner 
dC = du cos zu, dS= du sin zw, 


gelten für die Bogenlänge s (gerechnet vom Koordinatenanfang), den 
Neigungswinkel z gegen die Ü-Achse und den Krümmungsradius R 
die Formeln: 

(128) ds =VYdaQ + dS?—= du, also s= u; 

1 dt 


$ ea Ts. 


a en ER N 
gr, —tzu also un er 


Die Kurve hat somit im Koordinatenanfang (s—= 0) einen Wende- 
punkt und berührt die C-Achse, für s= 1 ist sie parallel zur S-Achse 
für s— YV2 wieder parallel zur C-Achse usw. Da ihre Krümmung 
dauernd wächst, besteht sie in einer sich nicht schneidenden, die (für 
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s— + © erreichten) Punkte ©= S = + # unendlich oft umkreisen- 
den Doppelspiralen (Cornusche Spirale)'®) (vgl. Fig. 12). Das kom- 
plexe Integral F(u) ist nach Richtung und Größe durch den Radius- 
vektor vom Anfangspunkte zum Punkt s— u dargestellt. 
Ähnlich ist das Integral 
r RR 
fer dv = F(u) — F(— ®) 


—0 





Fig. 12. 


als Vektor vom negativen Windungspunkt aus zu deuten. Der abso- 
lute Wert hat bei beiden Integralen Maxima nahe bei 


(129) um yVE:r, ver. Ver, 


Minima nahe bei 


(130) u= Var, Ver ale 


Das erste dieser Maxima ist das höchste, das erste der Minima das 








128) A. Cornu, Journ. d. Phys. 3 (1874), p.1, 44; Paris C. R. 78 (1874), p. 113. 
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tiefste; mit fortschreitendem A flachen Maxima und Minima mehr und 


mehr ab. 
Zur numerischen Berechnung von F(u) kann einmal die überall 


konvergente Reihe 
(ae 


(a) 


no=ulır 18 ta rom ne Er a) 








zı 
Re A i— v2 2 
dienen, die sich aus der Potenzentwicklung von e? ergibt; nach 


ihr berechnet Lommel!?”) die Werte für O <u< Ur. Da sie außer- 


halb des angegebenen Bereiches zu langsam konvergiert, ist für große 
u eine nach fallenden Potenzen von w fortschreitende, von Lommel, 
Gilbert"), Ignatowski'?') benutzte Reihe zweckmäßiger, die bei Kirch- 
hoff?) auch zur allgemeinen Diskussion benutzt wird. Ausgehend 
von der Identität 


Pa in Zn i a 
B, des e? i. n: e 1 
v” .. gmrı® ® iz itRt L. Arnd 


_ aus der für positive u 


x x 


PR Zu er 1 
e 2 1 2 
SE ee arten, wErLAA 


folgt, findet man nach (127): 




















cas1) ee \.,; 


1 (iaud)” 





Die hier auftretende Summe wäre, ins Unendliche fortgesetzt, zwar 
_ nieht konvergent, da ihre Glieder nur anfangs abnehmen. Da aber 


129) E. Lommel, Abh. d. Kgl. bayerischen Akad. d. W. 15 (1886), p. 120. 
= 130) Ph.Gübert, M&öm.cour. Acad. Bruxelles 31 (1863), p.1; vgl. auch A. Winkel- 
mann, Handbuch der Physik VI, Leipzig 1906, p. 1053. 
131) W.v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 875; vgl. auch E. Jahnke 
und F. Emde, Funktionstafeln mit Formeln und Kurven, Leipzig und Berlin 1909, 
p- 23. 
132) @. Kirchhoff, Vorl. über math. Optik, Leipzig 1891, p. 122 u. f. 
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der absolute Wert des Restes 


x 


ü $ 
i— u 
1.3...2n-+ 1) ee d 
(im" rt pur? ® 
u 


also kleiner als der absolute Wert des letzten Summanden ist, wird 
bei Fortlassung des Integrales in (129) der Fehler kleiner als das 
letzte Glied, das man noch berücksichtigt. Für mittlere Werte von u 
führt Lommel"??) C(u) und S(u) auf Besselsche Funktionen zurück. 
Da nämlich 


| 
gg 
(iaum” +! 


< 








, 














SS ur er stur 


3 
BAAR co8 2 1 
Cu) = Ya) Ve d= > va (2) dz, 
0 [1] 


1 
zu? — zur 
2 


Su) = — et -1/[ 
(“) y, de 5, Jı (2)dz, 


so gilt: 
u Djihderdut: 
als Argumente von C und 
9 J, bzw. von S und J, sind 
dieselben Werte zu wählen. 
b) Die Beugung am Spalt. 
In Fig. 13 soll @ die Licht- 
quelle, P der Aufpunkt, die 


M Gerade E eine Darstellung 

2, 9 5 der Ebene sein, welche die 

M N E beugende Öffnung enthält. 
a Y Als Anfangspunkt der Koor- 
N dinaten & und » in ihr wäh- 

N len wir den Durehstoßpunkt 
/ O0 der Geraden PQ. Dann 


/ wird nach (115) «=, 
W ß= ß,, somit nach (114) 


; Fig. 18. Der z (R, T R) 
[&®+ 7?) — (&e + nP)) 


Hier ist && + nß gleich der Projektion MN der Strecke OM auf 
die Gerade PQ, vorausgesetzt, daß &, n die Koordinaten von M sind; 











133) Vgl. Anm. 129. 
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somit ist (+ 7°) — (&« + nß)?= O0M’?, wo OM’ die Projektion 
derselben Strecke auf die zu PP, senkrechte Ebene bedeutet. Führt 
man in der letzteren die Koordinaten 8’, n’ ein, so wird 


fE- -3Et2)E'+N, 


und wenn man schließlich von diesen zu den Variabeln 


=E 1\y, 24%.,..33.35 
a) v-Valctn)d v-Vielatmn 
übergeht, so folgt aus (113) bis auf einen konstanten Faktor: 


(133) wel far 


Wir wenden diese Formel auf eine rechteckige Öffnung an, zu 
deren Seiten, 24 und 2B, wir die Koordinatenachsen parallel legen. 
Die Lichtquelle Qsoll 
sich mitten über der 
Öffnung, der Auf- 
punkt P in der zum 
Seitenpaar B senk- 
rechten Symmetrie- 
ebene, der Zeichen- 
ebene von Fig. 14 be- 
finden. Die Integra- 
tion nach w in (133) 
ist dann von 


Veit 
bis 


k /1 1 
+V=(@ +2)? 
zu erstrecken und lie- 
fert einfach einen von der Richtung der Geraden PQ unabhängigen 
Faktor, für den man bei einem hinreichend großen Wert von B (bei 


einem langen Spalt) nach (127) 1 + i setzen kann. Unterdrückt man 
ihn, so wird 


Be 
(134) y— 7 e : dv, 


® 

















wo nach (132) unter Vernachlässigung von x? gegen (R,-+ R)?, d.h. bei 
Vertauschung von &’ mit & 
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A‘ -Via+m&-Vi@ tm)4-zuR) 
2/1 1 73 1 zB, \° 

a-Vi(e +m)a-Vı@ +3) (-4- #45) 
zu setzen ist. Die Intensität |u> ? ist infolgedessen gleich dem Qua- 
drat der Sehne der Cornuschen Spiralen, welche die um die Bogen- 
längen v, und v, vom Nullpunkt abstehenden Punkte auf ihr ver- 
bindet. 


Die Diskussion, bei welcher wir x als positiv annehmen wollen, 
ergibt in Hinblick auf (129) und (130): 


y)lesty—v,= 24V (2 E- 3) <<], so ist die Sehne nahe 


gleich der Bogenlänge v, — v, zwischen ihren Endpunkten, die Inten- 
sität |up>|? somit von x unabhängig. Erst, wenn der Abstand x des 
Aufpunktes von der Mittelebene des Spaltes so groß wird, daß der 
Punkt im Bogenabstand. 


x 17% _ _V2(4 .) <R, 
m er 


vom Nullpunkt auf stark gekrümmte Teile “ Spiralen gerät, wird 
die Sehne allmählich kürzer, die Beet nimmt somit ab. 


2) It, = av | +2) von der Größenordnung von 


1, so ist in dem Gebiet von = Mitte bis zur geometrisch-optischen 
Schattengrenze (v, > 0) die Sehne nur wenig kleiner als der Bogen, 
sie nimmt allmählich ab, wenn der Aufpunkt sich der Schattengrenze 
nähert. Im „Schatten“ (v, <0) hingegen bekommt die Sehne Maxima 
und Minima, wenn |v,| bei konstantem v, — v, wächst; schließlich 
wird sie auch hier kleiner und kleiner. Die Intensität nimmt also von 
der Mitte bis zur Schattengrenze, langsam ab, im Schatten aber liegen 
„Beugungsstreifen“. 


3) It „= 2A ; (m 4 5) >>1, so liegen die Punkte 


v, und v, schon für <= 0 in den Windungen der Spiralen; es finden 
sich deshalb schon diesseits der Schattengrenze Maxima und Minima 
der Intensität. Ob in der Mitte selbst ein Maximum oder Minimum 
auftritt, hängt von den Umständen ab; bei wachsendem Abstand R 
vom Spalt z.B. wechseln helle und gegen die Umgebung dunkle Streifen 
miteinander ab. Nach Überschreiten der Schattengrenze erfolgt das 
Abklingen der Intensität weit schneller als in den Fällen 1) und 2). 

Ganz ähnlich verläuft die Berechnung der Beugung an einem 
geradlinig begrenzten schmalen Sehirm und an zwei Spalten (Ver- 
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such von Young'’)). Etwas schwieriger gestaltet sich die Theorie 
für eine kreisförmige Öffnung.'®) Über die Beugungserscheinungen 
an einer einzelnen Kante vgl. Nr. 60. 


40. Die geometrische Optik als Grenzfall für verschwindende 
Wellenlänge. An jedem der Beispiele der vorhergehenden Nummern 
zeigt sich, daß sich im Grenzfall A—= (0, d. h. k = oo die geometrisch- 
optischen Verhältnisse einstellen; doch ist bei diesen Darstellungen 
die Annäherungsformel (113) benutzt. Auf Grund der strengen Formel 
(110) führt Kirchhoff?) den folgenden allgemeinen Beweis: 

Ausgangspunkt sind die aus der Theorie des Fourierschen Doppel- 
integrals stammenden Sätze: ist F' eine stetige Funktion, so ist: 


&a 


(136) im [EFF ng 0; 
k=o% La 
ist außerdem a ‚stetig, so ist 
fen meftzema run Zen] 





>1 


Der zweite Satz eh: durch die partielle Integration 


RE ERS U d?F 
ef rag iur _ jez e7 it de 


aus dem ersten hervor, da das Integral rechts im Grenzfall ver- 
schwindet. 

Wir geben dem zwischen Lichtquelle und Aufpunkt eingeschobenen 
Schirm beliebige Gestalt, lassen auch die Begrenzung der Öffnung in 
ihm ganz beliebig. Die Integration in (110) ist auszuführen über 
irgendeine durch die Begrenzungskurve gehende Fläche, wenn diese 
nur Lichtquelle und Aufpunkt trennt (vgl. Nr. 35). Wir wollen sie 
stets so legen, daß kein endlicher Teil von ihr auf einem der Rotations- 
ellipsoide r + r, = const. liegt, und daß sie auch keins von diesen 
berührt. Sie wird dann durch ihre Schnitte mit einer Schar solcher 
Ellipsoide in unendlich schmale Streifen eingeteilt. 

Die Formel (110) hat die Gestalt: 


(138) up —=[(G; + k,)erttr) do. 


134) Vgl. etwa die Darstellung in Winkelmann, Handbuch d. Phys. VI, 
Leipzig 1906, p. 1060 f. 

135) E. Lommel, Abh. d. Bayerischen Akad. 15 (1884), p. 229. 

136) @. Kirchhoff, Vorles. über math. Optik, Leipzig 1891, p. 35. Wied. 
Ann. 18 (1883), p. 663, Ges. Abh. Nachtrag p. 22. 
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Wir führen 

r+n=% 
als Integrationsvariable ein, indem wir die Fläche in die genannten 
Streifen zerlegt denken, und definieren die Funktionen F, und F, 


durch die Forderungen: 
(139) rat -/6, do, —/[@,do 


beide Integrale über den dem Intervall d& entsprechenden 
Streifen. Damit wird aus (138) 





fi ed ar, af, g-intge, 


wenn &, und & die äußersten auf % "Fläche vorkommenden Werte 
von & sind. 

Das erste dieser Integrale verschwindet nach (136) im Grenzfall 
k = oo stets, da F, nach unseren Annahmen stetig. ist. Damit auch 


das zweite Integral verschwindet, muß er 
endlich und stetig sein, 2) nach (137) für &, und & verschwinden. 
Damit der ersten Bedingung genügt ist, muß jedem unendlich schmalen, 
von Linien &= const. begrenzten Streifen ein von derselben Ordnung 
unendlich kleines d& entsprechen. Sie wäre verletzt, wenn die Inte- 
grationsfläche eines der Ellipsoide berührte, was wir oben ausgeschlossen 
haben. Sie ist aber auch dann verletzt, wenn die gerade Linie von der 
Lichtquelle zum Aufpunkt durch die Öffnung hindurchführt und somit 
die Integrationsfläche schneidet. Denn auf dieser Linie hat & den 
kleinsten überhaupt möglichen Wert. Entfernt man sich von ihr um 
eine unendlich kleine Strecke, so ist d& unendlich klein zweiter Ord- 
nung. Die zweite der obigen Bedingungen aber ist dann und nur dann 
erfüllt, wenn kein Teil der Begrenzung mit einer Linie & = const. 
zusammenfällt. In diesem Falle hat nämlich der letzte, von der Be- 
grenzung der Fläche und der Linie &, + d& bzw. , — d& begrenzte 
Streifen einen von höherer Ordnung unendlich kleinen Inhalt, während 
sonst sein Inhalt von derselben Ordnung wie d& ist.!?”) Im Grenzfall 
„= (0 wird somit up = 0, wenn weder die gerade Linie Lichtquelle- 
Aufpunkt durch die Öffnung führt, noch für irgendeinen Teil ihrer 
Begrenzung r + r, = const. ist. 

Führt umgekehrt jene Gerade durch die Öffnung, während für 
keinen Teil der Randkurve r + r, = const. ist, so können wir diesen 





1) im Integrationsbereich 





137) In diesem Punkte hat Verfasser ein in der Kürchhoffschen Darstellung 
offenbar enthaltenes Versehen verbessert. 
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Satz anwenden auf das Integral Se + kG,) e'*"+r) do, ausgeführt 


über die der Lichtquelle zugewandte Seite des Schirmes; es ist danach 
gleich Null. Die Integration über die Öffnung und über diese Fläche 
des Schirmes ergibt aber nach dem Schlußsatz von Nr. 35 den der 
ungehinderten Fortpflanzung entsprechenden Wert 


etkir+ro) 


Errr e . 


u= 


Denselben Wert ergibt also auch das Integral über die Öffnung allein. 
Im geometrischen Schatten haben wir somit im Grenzfall A—=0 voll- 
kommene Dunkelheit, sonst ungestörte Ausbreitung der Welle. 

Daß der Fall, in welchem die Berandung des Schirmes ganz oder 
zum Teil der Gleichung r + r, = const. genügt, eine Ausnahme bilden 
muß, bestätigt man leicht am Beispiel eines kreisförmigen Schirmes, 
auf dessen Achse die Lichtquelle liegt, (vgl. Nr. 34). In diesem Falle 
herrscht hinter ihm auf seiner Achse stets Helligkeit, unabhängig von 
der Wellenlänge. 

Den Satz, daß die geometrische Optik nur einen Grenzfall dar- 
stellt, spricht Rayleigh in der Form aus, daß der Wellenoptik zufolge 
jeder seitlich begrenzte Strahl in seiner Riehtung notwendigerweise 
bis zu einem gewissen Grade unbestimmt ist.!?®) 

Wie man von der Schwingungsgleichung Au + k?u = 0 zur Dif- 
ferentialgleichung für das geometrisch-optische Eikonal gelangt, ist 
nach einem Gedanken von Debye von Sommerfeld und Runge“) ge- 
zeigt worden. 


41. Das Verhalten der Lichtwelle in der Umgebung eines Brenn- 
punktes. Man kann nach Debye“) von der Gleichung (105) oder 
(108) zu mathematisch strengen Lösungen der Schwingungsgleichung 
kommen, wenn man die Blende ins Unendliche verlegt. Insofern der 
Abstand zwischen ihr und dem Aufpunkt dadurch unendlich groß wird, 
findet man so Beugungserscheinungen vom Fraunhoferschen Typus. 

Nimmt man im dreidimensionalen Fall (Gleichung (105)) die un- 
endlich ferne Kugel (Radius R) von einem undurchsichtigen Schirm 
bedeckt an, bis auf den Teil, welcher dem körperlichen Winkel & 
entspricht, und denkt man diesen Teil mit einer nach dem Nullpunkt 
des Koordinatensystems konvergierenden Kugelwelle von außen be- 


138) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 8 (1879), p. 261; Pap. I, p. 415. 
139) A. Sommerfeld und I. Runge, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 277. 
140) P. Debye, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 758. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 29 
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leuchtet, so hat man in dieser Formel 


FREE 
AR 
und bis auf Glieder von der Ordnung R-? 
ou _ u RN. ;7 e. 
gt a & 


zu setzen. Sind ferner wie bisher x, y, 2 die Koordinaten des Auf- 
punktes P, &, n, & die des Flächenelementes do, so ist (vgl. (112) und 
(114)) in der genannten Gleichung 


r=- VE - + —W+&—D)—R— (aa+yß-+ 2y) 
zu setzen, wo «, ß, y die Richtungskosinus des Fahrstrahles vom Null- 
punkt nach do sind. Infolgedessen ist auf do 





—ikr —ikR —ikr —ikR 
GAREN 1772 77 207) WHERE (ib) — jkeik@atyßtey) &___. 
ni BOREFRERUNT FR > IE DHAS AU DAR 

Man findet, indem man schließlich noch R?d2 für do einführt: 








(140) Up —:: ferwetrnag. 


Man bestätigt leicht, daß dies Integral der Schwingungsgleichung 
mathematisch streng genügt, da dies für die Funktion e*@«+vP+ten 
gilt, und durch Summation solcher Lösungen wiederum eine Lösung 
entsteht. Es stellt, wie aus seinem Aufbau und auch aus den weiter 
unten stehenden Formeln (149), (150), (151) ersichtlich, einen Strahlen- 
kegel vom körperlichen Öffnungswinkel 2 dar, für welchen der Koor- 
dinatenanfang Brennpunkt ist. 

Wir diskutieren die Gleichung (140) für den Fall, daß 2 von 
einem Kreiskegel mit dem Achsenwinkel 4 begrenzt ist. Bei Ein- 
führung von Polarkoordinaten durch die Gleichungen | 

“—=r0C086% y—=rsin$cosp Z=rsin®#sinp 
« = 0080 ß=sin®cs® y=sin®sin® 
finden wir zunächst 
N A Ir 
(141) U= 4 10 [aweren 9cos 9 + sin 9sin Ocos(p— P)) sin ©. 
N ö . 


Die Integration nach ® liefert nach (119) 


A 
U = ik [a0 sin @eitre0s9c080.J (kr sin $ sin ©). 
0 
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Die Formel vereinfacht sich, wenn 4?<1 und kr 4?<1 ist, da man 
dann | 
sn0=® cs®=1 


setzen kann, nach (119) zu 
4 
u iketrens (@ (kr sin®#- ©) d® 
0 


» ; J, (kr Asin® 
es A en — 
Für die zur Fortpflanzungsrichtung senkrechten Ebenen durch den 
Brennpunkt («= 0) ist sin®— 1. Bedenkt man, ddß RA=A der 
Radius der kreisförmigen Blendenöffnung ist, daß ferner die in Nr. 37 b. 
eingeführte Größe og mit r in dem Zusammenhange oR = r steht, so 
findet man, abgesehen von einem Faktor von konstantem absolutem 
Werte, welcher in Nr. 37 b. vernachlässigt ist, volle Übereinstimmung 
mit Gleichung (120); doch erkennt man hier ohne weiteres den Weg, 
auf welchem die Annäherung weiter zu treiben wäre. 

Im Gegensatz zu dieser für kleine Werte kr gültigen Näherung 
setzen wir im folgenden kr > 1 voraus. Streng gilt noch nach (141) 
für Punkte P auf der Achse des Strahlenkegels 


(142) up (er — etrcaA), wenn 90, 
d.h. wenn P vor dem Brennpunkt liegt und 
(143) u=— — ver ar red). wann "nz, 


d.h. wenn P hinter ihm liegt. Sonst bedürfen wir eines Annäherungs- 
 verfahrens, zwecks dessen wir zu- 
_ nächst neue Polarkoordinaten r, % 
einführen; r soll die Poldistanz ge- A 
messen von der Richtung OP aus 
sein, das Azimut % soll die Neigung (2) 
einer durch OP gehenden Ebene 
gegen die Ebene durch OP und die 
Achse des Kegels (# —= 0) messen. 
Die Umrechnungsformeln lauten (vgl. 
Fig. 15): 
cosT—=cosPcosO 
+ sin $sin @cos(p — ®) 
co8 Y — 
F Ml44) cony — = an Fig. 15. 
29* 
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so daß nach (141) 
(145) Up = > > dıdy sin veitreost, 


a) Der Aufpunkt P liege nun im Strahlenkegel vor dem Brenn- 
punkt (0 <#< A). Die Integration führen wir für die Gebiete 1 
und 2 in Fig. 15 gesondert aus. Das erstere ergibt als Anteil an u>: 

in 9 2 

J, ann Fe Ja sin reikreos —_. —(@ kr __ eikroos(A-— 3" 

, 
Die Berechnung von 7, leiten wir so, daß wir zunächst die Integration 
nach Y zwischen den Grenzen + %, ausführen, wobei nach (144) (siehe 
auch die Figur) 
(146) cos Y, = 
ist; also: 


cos A— cosP cost 
sin®sinr 





A+$I +% .A4+3 


= nm jr [av Bin gEroae Zu jan sin | 
4-9 


—%o 
Durch fortgesetzte partielle Integration läßt sich dies in eine nach 
fallenden Potenzen von kr fortschreitende Reihe entwickeln, deren 
erstes Glied lautet: 


I4+9 
ae re ikrcosz 
(147) J; _y e Mai 
Nach (146) aber ist %, frrr=4-+P9 gleich 0 bzw. gleich x; also 
(148) J, = — ehren (4- 9 
und 
(149) w=ht+h—ter wen 0<$<A 


Die nächste Umgebung von # = 0 ist hier ausgeschlossen, wie der 
Vergleich mit (142) zeigt, und zwar, weil nach (146) dort “Be un- 
endlich groß wird, die benutzte Reihenentwicklung somit Yarkähe: 

b) Liegt hingegen der Aufpunkt außerhalb des geometrisch op- 
tischen Strahlenkegels (4<9#<x — A), so fällt bei dem entsprechen- 
den Berechnungsverfahren das Gebiet 1 fort, und es wird 

+4 


ik ES 1 a 
U = J= = dry, sin eikroost __ Br = er 
A 


9-4 


Da aber nach (146) für beide Integrationsgrenzen %, = 0, finden wir 
mit derselben Annäherung wie oben 


(150) u—0, wenn A<®<nr—A. 
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ce) Den Fall, daß P im Strahlenkegel, aber hinter dem Brennpunkt 
liegt (a — A<#<x), können wir auf den ersteren zurückführen, 
wenn wir statt z den Winkel 7’=x — r als Integrationsvariable be- 
nützen. Man findet dann nämlich aus (145) 


(150a) UYp= er di’dv sin Eee 


wo der Integrationsbereich genau wie unter a) zu wählen ist. Da sich 
die Gleichungen (145) und (150a) somit nur im Vorzeichen von r 
unterscheiden, finden wir statt (149) 


(151) up — erikr, wenn 2 — A<P®<m. 


Der Vorzeichenunterschied zwischen (149) und (150) sowie zwischen 
(142) und (143) weist auf einen Phasensprung x hin, welchen die 
Welle beim Durchgang durch einen Brennpunkt erleidet.) Natürlich 
liegt nicht in diesem selbst eine Unstetigkeit vor, sondern die Phase 
verändert sich in seiner Umgebung so, daß beim Vergleich von zwei 
weit entfernten Aufpunkten vor und hinter ihm neben der durch 
deren Entfernung bedingten Phasendifferenz noch der Unterschied x 
hinzukommt. 

Ähnlich gewinnt man eine strenge Darstellung für eine begrenzte 
Zylinderwelle, wenn man in Formel (108) die Integration über den 
dem Winkel 2« entsprechenden Teil des unendlich fernen Kreises aus- 
führt und dabei nach Gleichung (26) und (28) 


(152) re ze Vz: > (re+%) 


setzt. Man findet dann in Analogie zu (140) und (141) für den Auf- 
punkt P mit den Koordinaten x, y oder o, g: 
+a +@ 


(153) U= 5 feremvtrunay — 4 fermw-wan, 


Für einen weit vor der Brennlinie in dem bestrahlten Gebiet ge- 


legenen Aufpunkt, d.h. für kd>>1 und |p/<«, gewinnt man 
daraus natürlich Gleichung (152) zurück. In einem weit hinter der 


141) L. @. Gouy, Paris C. R. 110 (1890), p. 1251. Ann. d. phys. et chim. 
24 (1891), p. 145; P. Joubin, Paris C. R. 115 (1892), p. 932; Ch. Fabry, Journ. 
de phys. 2 (1895), p. 22; P. Zeeman, Versl. K. Ak. van Wet. Amsterdam, afd. 
Natuurk. 6 (1897/98), p. 11; Archives Neerl. 4 (1901), p. 8318; Phys. Zeitschr. 1 
(1900), p. 542; W. H. Julius, Archives Neerl. 28 (1895), p. 226; @. Sagnac, Journ, 
de phys. 2 (1903), p. 721); Paris C. R. 138 (1904), p. 479, 619; 678. Boltzmann- 
festschrift (1904), p. 528; F. Reiche, Ann. d. Phys. 29 (1909), p 65 und 401. 
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Brennlinie gelegenen Punkt g, 9’ =” + 9 hingegen gilt nach (153): 

+0 +0 

UYp= 3 feremw-nay — a fe mo-war. 
Da beide Gleichungen sich nur im Vorzeichen von g unterscheiden, 
gilt für den letzteren Punkt: 
Up = Vi e (-2e+2) 

Der Vergleich mit (152) zeigt, daß eine Lichtwelle in der Umgebung 
einer Brennlinie den Phasensprung = erleidet. 


42. Das Auflösungsvermögen des Prismas.'?) Das von Luft 

(v —= 1) umgebene Prisma QQ’R in Fig. 16 wird von einer ebenen, 

monochromatischen Welle (Frequenz n,), 

für die PP’ und S$, $,' Wellenebenen sind, 

' in der Symmetriestellung (Minimum der 

Ablenkung) durchlaufen. Nach dem Satz 

von der Gleichheit aller optischen Wege 
zwischen zwei Wellenflächen ist 


PQ+v,D+RS, =PQV+QS. 
Für eine Welle von der Frequenz n,, für die PP’ ebenfalls eine Wellen- 
fläche ist, sind im Falle der Dispersion diese Flächen ein wenig gegen 
8,8" geneigt; 8,5’ soll eine davon sein. Dann gilt: 


PQ+,D+RSs=PQ +08; 
durch Subtraktion folgt daraus: 


d 
88%, = —v)D=- (m —n) 75D 





Ten Fr (on) 

Nach der Wellentheorie ist aber die Richtung eines Strahles von 
begrenzter Breite innerhalb gewisser Grenzen unbestimmt; nur die 
Mitte der Richtungenschar gehorcht der geometrischen Optik. Ist © 
klein, so verschwimmen deshalb beide Wellen auch nach dem Durch- 
gang durch das Prisma mehr oder minder ineinander. In einem Fern- 
rohr sieht man nicht zwei scharfe Punkte nebeneinander, sondern zwei 
unscharfe, sich zum Teil überdeckende Striche. Die Helligkeitsver- 


teilung in jedem entspricht der Verteilung im Beugungsbilde eines 
Spaltes von der Breite 2A. (Vgl. Nr. 37a.) 


142) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 8 (1879), p. 261. Pap.I, p. 415. 
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kalt , : sin?px sin?px . 
Wegen der Ähnlichkeit der Kurven dat und ng der 


Nähe des höchsten Maximums entspricht es der Annahme in Nr. 25, 
daß man beide Beugungsbilder als für das Auge noch trennbar ansieht, 
wenn das Maximum des einen auf die erste Nullstelle der anderen fällt. 
Da diese nach (117a) den Winkelabstand 


h 7c TC 


EA HA mA 








vom zugehörigen Maximum hat, ist die Grenze durch die Gleichung 








i=p 
bestimmt; das Auflösungsvermögen ist somit 
Dn? er] 
1. re BER BA er 
uni due — ..|08 1° 





es hängt von keiner anderen Abmessung des Prismas als seiner Basis- 
dieke ab. Doch gilt dies nur, wenn wie in der Fig. 16 ein Strahl das 
Prisma unmittelbar an der Spitze durchläuft. Bei einem Satz von 
» Prismen vergrößert sich © um den Faktor p, während g ungeändert 
bleibt; das Auflösungsvermögen erhält daher ebenfalls den Faktor p. 


43. Die optische Abbildung im Lichte der Wellenoptik. 

a) Die Abbildung selbstleuchtender Körper. Bei der Abbildung eines 
weit entfernten Lichtpunktes durch ein Fernrohr wirkt dessen Eintritts- 
pupille, d.h. in praxi die Begrenzung des Objektives als beugende Öf- 
nung. Da sie meist kreisförmig ist (Radius: A), liefert der Licht- 
punkt in dessen Brennebene eine Helligkeitsverteilung nach dem Ge- 


setz (vgl. (120)) EN 
i(kQA). 
(ke) 





Zwei Lichtpunkte gelten ähnlich wie bei den Spektroskopen (vgl. 
Nr. 25 und 42) dann als noch unterscheidbar, wenn das vom einen 
herrührende „Lichtgebirge“ seine höchste Erhebung an einem Punkte 
des ersten Nullringes des anderen hat. Da dessen Winkelabstand 
vom zugehörigen Maximum nach (120a) 


1 
(154) 9 = 0,615 


beträgt, so muß der Winkelabstand der beiden Lichtpunkte mindestens 
gleich 0,61 zZ sein, damit sie unterschieden werden können. Es kommt 


somit für die Leistungsfähigkeit eines von geometrisch- optischen 
Fehlern freien Fernrohres ausschließlich auf den Objektivdurchmesser 


446 V 24. M.v. Laue. Wellenoptik. 


an.!#?) (Der Spiegel des Reflektors auf dem Mount Wilson Obser- 
vatory, Pasadena in Kalifornien hat 30 Zoll = 76 cm Radius, die Ob- 
jektivlinse der Yerkes Sternwarte in Chikago 20 Zoll=51 em Radius.) 

Beim Fernrohr ist der Winkel «, unter dem die Eintrittspupille 
vom Objekt aus erscheint, stets äußerst klein. Für Fälle, in denen 
wie beim Mikroskop dieser Winkel beträchtlich ist, findet man die 
Grenze der Leistungsfähigkeit nach Helmholtz“) wie folgt: 

Die beiden Lichtpunkte 4 
und B (Fig. 17) werden durch 
das optische System O0 in 4’ 
und B’ abgebildet, bei 4 und B 
ist der Brechungsindex v, bei 
A und B’v‘. Die engste Ein- 
schnürung liegt hinter O in der 
Blende R vom Radius A. Es 
liegen dann die Verhältnisse für 
die bei 4‘, wie wir annehmen 
wollen, schwach konvergierende Welle (d’ klein) ähnlich wie beim 
Fernrohr (auf große Genauigkeit kommt es bei dieser Abschätzung 
nicht an); d.h. 4 ist Mittelpunkt eines Lichtgebirges, dessen erster 
Nullring nach (154) den linearen Abstand 








Fig. 17. 


n ’ 2 X h 
I=4T.9= 06 L AI =06 4-06 2% 


von 4 hat. Bei Beobachtung des Bildes 4’B’ erscheinen somit so- 
wohl 4 wie B umgeben von einem Streifensystem, deren erste Null- 
ringe den linearen Abstand 





‚ AB nB - 2 
ER) Er WERBEN at 


(da nach dem Sinussatz der geometrischen Optik 
vÖ4AB=vsindAB—=vsindAB) 

von den zugehörigen Lichtpunkten haben. Sollen 4 und B deutlich 

getrennt sein, so muß mindestens AB =] sein. 


143) Von Literatur sei erwähnt: E. Halley, Phil. Trans. 31 (1720), p. 3. 
W. Herschel, London Phil. Trans. (1805), p. 5; J. v. Fraunhofer, Schumachers 
astr. Abh. 1 (1823), p. 58; @. B. Airy, Ann. Phys. Chem. 45 (1838), p. 86; R. W. 
Duwes, Mem. Roy. Astr. Soc. 35 (1866), p. 158; L. Foucault, Ann. de l’observ. de 
Paris 5 (1858); H. Bruns, Astr. Nachr. 104 (1883), p. 1; H. Struve, Mem. Acad. 
St. Petersbourg (7) 34 (1886), Nr. 5. 

145) H. Helmholtz, Pogg. Ann. Jubelband (1874), p. 557; Abh. 2, S. 185. Es 
steht dort stets 4 statt 0,6, was für diese Abschätzung dasselbe ist. 
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Dabei ist vsind die numerische Apertur des Instrumentes; sie ist 
die Eigenschaft des Instrumentes, welche allein für das erreichbare 
Auflösungsvermögen maßgebend ist. Ausgedehnte Flächen werden nur 
dann ähnlich abgebildet, wenn ihre Abmessungen gegen I groß sind. 
Man überzeugt sich leicht, daß Gleichung (155) die Formel (154) als 
Näherung für kleine Ö enthält. 

b) Die Abbildung durch fremdes Licht. Bei einem selbstleuchten- 
den Körper entsenden verschiedene Punkte der Oberfläche inkohärente 
Wellen, so daß sich die Helligkeiten, welche sie hervorrufen, addieren. 
Bei Beleuchtung eines dunklen Gegenstandes mit fremdem Licht trifft 
dies im allgemeinen nicht zu; verwendet man dazu eine einzelne Welle, 
so sind z.B. alle Teile der abgebeugten Welle völlig kohärent. Nach 
Abbe‘) hat man dann zunächst das Beugungsbild ins Auge zu fassen, 
welches der abzubildende Gegenstand am Orte des Bildes der Licht- 
quelle liefert, und hat sein Bild als Interferenzwirkung der von diesem 
Beugungsbilde ausgehenden Wellen aufzufassen. Da nach dem Huyghens- 
schen Prinzip die Schwingung in einem Punkte des Bildes durch die 
Schwingungen auf einer ihn von der Lichtquelle trennenden Fläche 
bestimmt sind, so bietet dieser Gedanke theoretisch nicht viel Neues; 
dennoch hat er seinerzeit viel Aufsehen erregt, einmal wohl, weil man 
früher sich wenig um eine wellentheoretische Begründung der Abbil- 
dungslehre gekümmert hatte, vor allem aber, weil Abbe aus ihm neue, 
für den Bau von Mikroskopen grundlegende Gesichtspunkte zu ge- 
winnen wußte. 

Am übersichtlichsten gestaltet sich diese Überlegung für die Ab- 
bildung eines Gitters, das senkrecht zur Achse des optischen Instru- 
mentes steht. Wird es von einer ebenen Welle senkrecht getroffen, 
so entstehen in der Brennebene des Objektivs Beugungsspektren, deren 
Winkelabstand von der gerade hindurchgehenden Welle durch die 
Gleichung 


sinp—h- 


(nach Gleichung (47)) gegeben ist. Von diesen Spektren gehen Wellen 
weiter in das Instrument; wo sie sich durchkreuzen, entstehen Frresnel- 
sche Interferenzen. Das Bild des Gitters ist nichts als das System 
derartiger Interferenzstreifen in der Ebene, die nach der geometrischen 
Optik der Gitterebene konjugiert ist. 


146) E. Abbe, „Beiträge zur Theorie des Mikroskops und der mikrosko- 
pischen Wahrnehmung“. Archiv für mikroskopische Anatomie 9 (1874), p. 413; 
Ges. Abh. 1, p.283. „Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop“, her. von 
OÖ. Lummer und F. Reiche, Braunschweig 1910 
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Natürlich treten aber nur solche Spektren in das Instrument, für 
welche der Ablenkungswinkel p kleiner ist als der Winkel ö, unter 
welchem die Eintrittspupille vom Gitter aus en wird. Ist also 
(156) sind <4, oder A< 


ag 


so tritt überhaupt nur das Spektrum nullter Ordnung ins Instrument, 
und man erblickt an der Stelle des Gitterbildes nur gleichförmige 
Helligkeit. Gestattet man durch Vergrößerung von ö den beiden 
Spektren erster Ordnung den Zutritt, so sieht man ein Streifensystem, 
das schärfer wird, wenn man durch weitere Vergrößerung von Ö die 
Zahl der interferierenden Wellen vergrößert. — Für das Zustande- 
kommen eines Bildes ist unter Umständen schräge Beleuchtung vor- 
teilhafter, weil bei ihr außer dem gerade hindurchgehenden Licht 
wenigstens auf der einen Seite noch ein Spektrum erster Ordnung in 
das Instrument gelangen und so zu einem allerdings (wegen der sinus- 
förmigen Helligkeitsverteilung) recht flauen Bilde der Gitterstruktur 
Anlaß geben kann. Die in (156) angegebene Grenze läßt sich auf diese 
Art noch auf die Hälfte herabsetzen, in Übereinstimmung mit (155). 

Alle diese Folgerungen lassen sich leicht durch den Versuch 
prüfen. Noch interessanter sind aber die Veränderungen des Gitter- 
bildes bei Abblendung etwa aller Spektren ungerader Ordnung. Da 
die übrig bleibenden Spektren gerade mit den Spektren eines Gitters 
von der halben Gitterkonstante zusammenfallen, müssen im Bild die 
Streifen auf den halben Abstand zusammenrücken. In der Tat folgt 
auch aus (41a), daß sich bei den Fresnelschen Interferenzen der 
Streifenabstand auf die Hälfte verkleinert, wenn sich die Winkel ver- 
doppeln, unter denen sich die verschiedenen Wellen durchkreuzen. 
Blendet man etwa aus der Schar der Kreuzgitterspektren alle ab 
außer denen einer geraden Linie, so sieht man statt des Kreuzgitters 
ein einfaches, da diese auch von einem einfachen Gitter herrühren 
könnten. 

c) Vergleich der Abbildung selbstleuchtender und durchleuchteter Ge- 
genstände. Nach den Abschnitten a) und b) erscheint vielleicht der 
Vorgang der Abbildung in den beiden betrachteten Fällen ganz ver- 
schieden. Daß der Unterschied tatsächlich nicht so sehr groß ist, 
haben schon viele Autoren betont. Rayleigh'*") z. B. weist darauf hin, 
daß bei Beleuchtung von allen Richtungen die Schwingungen in nicht 
gar zu benachbarten Punkten des abzubildenden Gegenstandes inkohä- 


147) Lord Rayleigh, Nature 54 (1896), p. 332 und 333; Pap. IV, p. 226; Phil. 
Mag. 42 (1896), p. 167; Pap. IV, p. 235 besonders p. 241. 
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rent sind. Auch sonst ist vielfach ein Beweis dafür versucht worden, 
daß bei allseitiger Beleuchtung das Bild eines nichtleuchtenden Ge- 
genstandes komplementär ist zum Bilde desselben Körpers, wenn er 
allein Licht ausstrahlt.!#) (Daß die Einschränkung auf allseitige Be- 
leuchtung notwendig ist, geht daraus hervor, daß man durch Abblen- 
dungen, wie erwähnt, die Strichzahl im Bilde eines Gitters verdoppeln 
kann, wenn man aus einer einzigen Richtung beleuchtet, während dies 
weder beim selbstleuchtenden noch beim von allen Seiten beleuchteten 
Gitter möglich wäre.) Doch erreicht nach Ansicht des Verfassers keiner 
‚dieser Beweise die erforderliche Allgemeinheit. 

Zur Stellung des Problemes ist selbstverständlich eine Annahme 
über die Stärke des von dem selbstleuchtenden Körper ausgehenden Lich- 
tes notwendig. Er soll so strahlen, wie wenn er die Temperatur 7’ hätte 
und reine Temperaturstrahlung entsendete.!) Die fremde Strahlung, 
die ihn im anderen Fall trifft, soll so sein, als ob sie von schwarzen 
Körpern derselben Temperatur 7’ herrührte. Der Gegenstand @ selbst 
und die Gesamtheit Ä dieser anderen Körper bilden dann die Begrenzung 
eines vollständig geschlossenen Hohlraums. Strahlen G und K gleich- 
zeitig, so entsteht nach dem Kirchhoffschen Gesetze die allseitig gleiche 
Hohlraumstrahlung. Sieht man mit einem beliebigen optischen Instru- 
ment in ihn hinein, so erblickt man bekanntlich, wie man auch ein- 
stellen mag, gleichförmige Helligkeit. Freilich würde ja der Strahlungs- 
zustand zunächst gestört, wenn man die Wandung zum Teil durch das 
Objektiv des Instrumentes ersetzt, aber man kann leicht (z. B. durch 
eine dem Gaußschen Okular nachgebildete Konstruktion) durch das 
Objektiv Strahlung von der Temperatur 7 in den Hohlraum eintreten 
lassen, so daß die Störung völlig beseitigt wird. Diese gleichförmige 
Helligkeit setzt sich nun additiv zusammen aus den Bildern, die X 
vermöge seines eigenen und des fremden Lichtes liefert. Somit sind 
beide Bilder zueinander komplementär. 

Aus diesem streng gültigen Satze lassen sich in besonderen Fällen 
Annäherungssätze gewinnen, indem man von dem fremden Licht alle 
Strahlen fortläßt, welche zu der Abbildung nichts Merkbares beitragen. 
Bei einem weder regulär noch diffus spiegelnden Körper X kann man 
2. B. die Beleuchtung von der Seite des Beobachtungsinstrumentes fort- 
lassen. Ferner läßt sich leicht zeigen, daß bei relativ groben Struk- 
turen schon die Beleuchtung aus einem ziemlich kleinen Winkel ge- 


148) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 881; O. Lummer und F\ Reiche, 
Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 839; M. Wolfke, Ann. d. Phys. 39 (1912) p. 569. 
149) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 43 (1914), p. 165. 
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nügt, um ein zum Falle des Selbstleuchtens komplementäres Bild zu 
erzeugen. 


d) Anwendung auf das Mikroskop. Die Abschnitte a) und b) er- 


gaben übereinstimmend, daß eine Strecke > 0,5 —. = 0,5 "__ sein 
= sind v sind 


muß, wenn sie noch abgebildet werden soll. Zur Herabsetzung dieser 
Grenze muß. man die numerische Apertur »v sin d möglichst groß 
machen; auf dieser Erkenntnis fußt Abbes Verbesserung des Mikro- 
skopbaues. Da man aber sin d nicht über 1 (praktisch nicht über 
0,95) steigern kann, ist 44 die absolute Grenze für die Abbildbarkeit. 
Kein noch so gutes Mikroskop kann mehr leisten. Zur Vergrößerung 
des Brechungsindex » des Mittels, in dem der Körper sich befindet, 
bringt man häufig zwischen das Deckglas des Präparates und das Ob- 
jektiv eine Flüssigkeit, die im Brechungsindex mit Glas übereinstimmt. 
Doch muß dann der abzubildende Gegenstand auch zwischen den beiden 
Deckgläsern in einer derartigen Flüssigkeit eingebettet sein. Ein dar- 
auf berechnetes Mikroskopobjektiv nennt man ein Immersionssystem; 
die numerische Apertur läßt sich so bis zum Werte 1,4 steigern. 
Neuerdings hat man, um A, zu verkleinern, Mikroskope für ultra- 
violettes Licht gebaut, bei denen das Bild entweder auf einem Fluo- 
reszenzschirm sichtbar gemacht oder auch photographisch festgehalten 
wird. Technische Schwierigkeiten scheinen aber dieser Art, die Lei- 
stungsfähigkeit zu steigern, bald eine Grenze zu setzen. 

Unter Verzicht auf Ähnlichkeit der Abbildung kann man das 
Mikroskop freilich zum Nachweis von noch viel kleineren Teilchen be- 
nutzen, wenn nur deren Abstand oberhalb der angegebenen Grenze 
liegt (Ultramikroskop).'°0) Jedes Teilchen wirkt dabei als punkt- 
förmige Lichtquelle (vgl. Nr. 67). 


44. Die Freiheitsgrade optischer Vorgänge. 

a) Die Freiheitsgrade eines streng einfarbigen Strahlenbündels.'') 
Wir haben in Nr. 43 betont, daß in allen Angaben über das Auf- 
lösungsvermögen ein Zahlenfaktor sachlich unbestimmt bleibt; man 
setzt diesen Faktor unter Berücksichtigung der heutigen Technik der 
Helligkeitsmessung mit einer gewissen Willkür fest und müßte ihn 
bei einem wesentlichen Fortschritt dieser Technik zweifellos abändern. 
Eine Theorie der Abbildung, welche von diesem Mangel frei ist, findet 
man, wenn man nach den Freiheitsgraden eines Strahlenbündels fragt. 
Einen Überblick über die Bedeutung und einen Überschlag über die 
Zahl dieser Freiheitsgrade liefert die folgende einfache Betrachtung: 








150) H. Siedentopf und R. Zsigmondy, Ann. d. Phys. 10 (1908), p. 1. 
151) M. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1197. 
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Wird streng monochromatische, linear polarisierte Strahlung zur 
Konvergenz gebracht und ist #(<1) der Achsenwinkel des kreisförmigen 
Konvergenzkegels, so kann man nach (155) in der Brennebene nicht 
beliebig kleine Strecken „abbilden“, sondern der kleinste Abstand 
zweier Bildpunkte, die wahrnehmbar getrennt sein sollen, ist von der 


Größenordnung : Die kleinste unabhängig von ihrer Umgebung be- 


leuchtete Fläche ist somit von der Größenordnung - oder da der 
6 2? 
wobei ö eine später zu bestimmende, von 1 nicht sehr verschiedene, 
von A unabhängige Zahl ist. Ist im ganzen die Fläche f beleuchtet, 
so setzt sie sich mithin aus 


räumliche Winkel des Konvergenzkegels Q& —= 9° ist, gleich 


15) aa ie 
unabhängig voneinander beleuchteten „Elementarflächen“ zusammen. 
Diese Zahl gibt offenbar die Freiheitsgrade an, welche man bei Be- 
leuchtung der Fläche f mit einer aus dem Winkel & kommenden, 
streng einfarbigen Strahlung hat. 

Zwecks einer befriedigenderen Ableitung dieser Zahl knüpfen wir 
an Debyes Darstellung eines Strahlenkegels (Nr. 41) an. Es seien 8,7, 0 
die Koordinaten seines Brennpunktes, und es sei der Kegel von den Linien 


(158) = + A = A 
begrenzt; wir setzen 
(159) A<I 


voraus, so daß der körperliche Öffnungswinkel 


(160) a [fi — 44 


ist. Dann lautet diese Darstellung nach (140) 


+4+A4 


161 LE klar mare) LeARß (5 __ 2m, 
Be) GL 2 7 ( :) 


—4A 


Um von ihr zum Strahlenbündel zu gelangen, haben wir sie mit 
einer beliebigen komplexen Funktion /(&,n) zu multiplizieren und 
nach & und 7 über dessen Brennfläche zu integrieren; geben wir dieser 
der Einfachheit wegen die Gestalt eines Quadrates von der Seiten- 
länge 2%, so daß 
(162) f= 4#° 
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wird, so erhalten wir: 
+4 +4 


Sfr masan | J ere- Ha+ly- nprmdzaß. 


In Rücksicht auf (159) und bei Beschränkung auf die Umgebung der 
Brennfläche z= 0 dürfen wir hier y=1 setzen; kehren wir ferner 
die Integrationsfolge um, so finden wir: 


+4 +4 + + 
(163) er [ Sanaperemf | e-'k&a+nD) f(&,n)d&dn. 
-A-A -7-£ 


Eine komplexe Funktion f(&,n) können wir in dem genannten 

Quadrat durch die Fouriersche er darstellen: 
+» +» 
Z(pö+gn)+o 

(164) ee, 
in welcher für jedes positive Wertepaar |p|, |q| acht Konstanten, näm- 
lich vier Amplituden 7 und vier Phasen o, verfügbar sind. Setzen wir 
die Reihe (164) in (163) ein, so finden wir: 





EEE +4 +4 
nn el 
(164) Bez age 
I ie P"_ya in 7 
/ ge E ) fäne ( ); 
oder, da ar = 
a (2 -ta) 2 Fsin (pr— ke) 
va 4 er pn —kEo 
ist: 2 
ES (wa —kEo) 
2 Jikz 7 kza sin ES ERE ann 
ante >’ I ,0% ‚fee u. 
(165) 4 Base 








L an —kEß 


Sagen sin(gu—kEß) 
u 
Führen wir in dem Integral nach « als Integrationsvariable 
u—=pn — ka 
ein und setzen voraus, daß trotz (159) 
kAE&>1 
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ist, so sind zunächst die beiden Fälle zu unterscheiden 
(ID) px) >kA#S und (ID Ipx|<kAR. 

Im ersten Falle geht das transformierte Integral von einem großen 
positiven (bzw. negativen) zu einem großen ebenfalls positiven (bzw. 
negativen) Wert der Integrationsgrenze, im zweiten Falle von einem 
großen negativen zu einem großen positiven Werte. Im ersten Fall 
ist es daher merklich Null, im zweiten Fall gleich 


x ia x 
i ipn— -iu— [ iu -iu\ du 
sn le =(e —e 5 
Führt man die Integration, was erlaubt ist, z. B. etwas unterhalb der 
reellen Achse,.so kann man das Integral in die Differenz zweier Inte- 
grale zerlegen. Ist nun 

a) <A, 
so läßt sich das erste Integral in .die positiv-imaginäre, das zweite in 
die negativ-imaginäre Halbebene überführen, wo die betreffenden Ex- 
ponenten von e einen negativ-reellen Teil haben. Ist dagegen 

b) |2|>#&; 
so sind beide Integrale gleichzeitig in die positive oder negative Halb- 
ebene überzuführen, je nachdem x positiv oder negativ ist. Im Falle a) 
liefert bei der Deformation des Integrationsweges das erste Integral 
im Punkte v— (0 das Residuum 1, im Falle b) liefern beide Integrale 
die Residuen 1, die sich in der Differenz zerstören, oder beide Inte- 
grale kein Residuum. Deshalb ist im Falle b) der Gesamtwert unseres 
Integrals nach « Null, und nur im Falle a) von Null verschieden. Für 
die Berechnung des nach ß auszuführenden Integrales in (165) gilt 
das entsprechende. 

Die Bedingungen a), b) zeigen nun zunächst, daß es nur auf den 
Zustand im Innern des Quadrates |x|<#, |y|< & ankommt, daß 
also die Konstanten der Reihe (165) die Freiheitsgrade bestimmen, 
ohne daß eventuelle Nachbarstrahlenbündel stören. Das Verschwinden 
von (165) außerhalb jenes Quadrates (zufolge der Bedingung b)) ent- 
spricht offenbar der Existenz einer Schattengrenze. 

Es fragt sich nun, wie viele von den Konstanten der Reihe (165) 
für die Abzählung der Freiheitsgrade in Betracht kommen. Hierauf ant- 
worten die Bedingungen (I), (IT). Nach ihnen treten in der Reihe (165) 
nur solche Glieder auf, für welche 


Ipla<kAs, d.h. pl < AB, 
dla <kAs, d.h. || < AR 
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ist. Die Zahl der positiven Wertepaare |p| und |gq|, für welche 
diese Bedingungen zutreffen, ist aber 2 A?’Z?, und da zu solchem 


Wertepaar acht verfügbare Koeffizienten gehören, so ist die Zahl der 
in (165) verfügbaren Koeffizienten (vgl. (160) und (162)) 

Nun ist aber zu bedenken, daß die Hälfte der Freiheitsgrade der kom- 
plexen Funktion f(&,n) auf die Angabe der Phasendifferenzen zwi- 
schen den verschiedenen Strahlenkegeln des Bündels entfällt. Wir 
wollen den Phasen keine eigenen Freiheitsgrade zuschreiben.°?) Dann 
müssen wir zur Angabe der Freiheitsgrade für die in (165) angegebene 
Schwingung den letzten Ausdruck halbieren. Für ein streng mono- 
chromatisches, linear polarisiertes Strahlenbündel, welches aus dem körper- 
lichen Winkel & senkrecht auf die Fläche f fällt, ist also die Zahl der 
Freiheitsgrade 


(166) EA 


3 Amtat 
Wir finden so den Ausdruck (157) mit dö=1 wieder. 

b) Die Freiheitsgrade eines im physikalischen : Sinn einfarbigen 
Strahlenbündels. Wie in Nr. 26 und 27 betont, haben wir es tatsäch- 
lich stets mit Schwingungen zu tun, welche einem endlichen Spektral- 
bereich dn angehören. Damit hängt zusammen, daß die Intensität zeit- 
lich schwanken kann, und daß die Schwingung überhaupt nur eine 
begrenzte Zeit 7 währt In der Fourierschen Reihe für eine die Zeit 7 
dauernde Schwingung | 


(167) WI cos (71 9,) 


gehören dem Spektralbereich dn aber die Sinusschwingungen an, für 
welche 


n &* Pcn + dn 
ist; ihre Zahl beträgt: 
(168) 


wenn = gT die Länge ist, welche das Licht in der Zeit 7 mit der 

152) Es gibt in der Literatur zwei Arten, die Freiheitsgrade von peri- 
odischen Schwingungen zu zählen. Bei.der ersten, der wir im Text folgen, rechnet 
man bei einer Schwingung (etwa der eines linearen Resonators) nur deren Am- 
plitude als Freiheitsgrad, bei der anderen Art auch deren Phase. Ein sachlicher 
Unterschied besteht naturgemäß zwischen ihnen nicht. 
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Gruppengeschwindigkeit g durchläuft. 7 ist dabei als optisch groß 
gedacht (daher auch 2). 

Dies ist also die Zahl der verfügbaren Amplituden, d.h. der 
Freiheitsgrade für eine die Zeit 7 währende einfache Schwingung vom 
Spektralbereich dn. Ein Strahlenbündel, welches dieselbe Zeit dauert 
und demselben Spektralbereich dn angehört, stellt man in Anschluß 
an (164a) und (167) als dreifache Fouriersche Reihe dar; die Zahl 
der verfügbaren Amplituden wird dann offenbar gleich dem Produkt 


aus den Ausdrücken (166) und (168), also: Aa Hier ist die 
Fläche f als senkrechter Querschnitt des Bündels gedacht; geben wir 
ihrem Lote statt: dessen die Neigung ® gegen dessen Richtung, so 
tritt fcos® an diese Stelle. 

Die Zahl der Freiheitsgrade eines linear polarisierten Strahlen- 
bündels von der Länge |, der spektralen Breite dn, der Brennfläche f 
und dem körperlichen Winkel &, welches gegen die Normale von f die 
Neigung © hat, beträgt somit (vgl. (7) und (30)): 

cos O-1Qn?’dn cos 9 -1Qn?’dn dv 
(169) ; (2m)’a®g er? R (2m)°c® v? (v I zi nz.) . 
Dabei sind f und / als sehr groß gegen die Wellenlänge vorausgesetzt. 

Bei allen geometrisch optischen Vorgängen bleibt diese Zahl un- 
verändert, auch wenn bewegte Körper dabei eine Rolle spielen. Bei 
allen Beugungserscheinungen hingegen, desgleichen bei jeder diffusen 
Spiegelung und Zerstreuung des Lichtes in einem trüben Mittel nehmen 
die Freiheitsgrade der Strahlung an Zahl zu. Da nach der Statistik 
der Übergang von Energie auf eine größere Zakl von Freiheitsgraden 
mit Entropievergrößerung verknüpft ist, sind diese Vorgänge im Gegen- 
satz zu den geometrisch-optischen unumkehrbar.'??) 

c) Die Freiheitsgrade der Hohlraumstrahlung.') Wir betrachten 
nun einen Raum von beliebiger Gestalt, aber in allen Abmessungen 
groß gegen die Wellenlänge, erfüllt von einem durchsichtigen Mittel 
vom Brechungsindex v, und legen durch ihn irgendeinen ebenen Quer- 
schnitt, dessen Ebene wir mit E bezeichnen. Den ganzen Strahlungs- 
vorgang in ihm können wir dann zerlegen in Strahlenbündel, welche 
auf Flächenstücke der Ebene E hin konvergieren. Diese Flächen- 
stücke brauchen nicht notwendigerweise im Hohlraum zu liegen; liegen 
sie außerhalb, so bedeutet dies, daß die auf sie zueilenden Strahlen- 





153) Vgl. Anm. 151. 

154) I. H. Jeans, Phil. Mag. 10 (1905), p. 91; ferner H. Weyl, Math. Ann. 71 
(1911), p. 441; und D. A. Goldhammer, Phys. Zeitschr. 14 (1913), p. 1188 leiten 
diese Zahl durch Abzählung der Eigenschwingungen des Hohlraumes ab. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 30 
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bündel auf eine Wand treffen, bevor sie sie erreichen. Erreicht aber 
ein Bündel eine Brennfläche auf E, so geht es durch sie hindurch und 
setzt sich jenseits weiter fort, bis es auf eine Wand des Hohlraumes 
trifft. Bei komplizierteren Gestalten des Hohlraumes muß sogar in Be- 
tracht gezogen werden, daß ein derartiges Strahlenbündel aus mehreren 
getrennten, von je einer Wand bis zu einer anderen reichenden Teilen 
bestehen kann. Alles dies hat auf das Folgende keinen Einfluß. Jedem 
Strahlenbündel können wir eine bestimmte Länge / zuschreiben, welche 
unter Umständen aus verschiedenen getrennten Teilen besteht und von 
der Gestalt des Hohlraumes, der Lage seiner Brennfläche auf E sowie 
seiner Richtung abhängt. Lassen wir für / auch den Wert O zu, wel- 
cher bedeutet, daß das in Rede stehende Strahlenbündel nicht auftritt, 
so können wir im folgenden die sehr bequeme Vorstellung benutzen, 
daß auf alle Teile der Ebene E aus allen Richtungen Strahlenbündel 
konvergieren, und zwar für jede Richtung zwei voneinander unab- 
hängige, senkrecht zueinander schwingende Bündel. Nach unserer An- 
nahme über die Abmessungen des Hohlraumes sind für alle Bündel f 
und / optisch groß. 

Alle die genannten Strahlenbündel bestehen unabhängig vonein- 
ander. Die Hohlraumstrahlung, welche aus ihnen besteht, hat infolge- 
dessen so viel Freiheitsgrade wie sie alle zusammen. Wir haben 
somit an dem Ausdruck (169) die Summation über alle Flächenstücke 
f der Ebene E und über alle körperlichen Winkel & vorzunehmen. 
Die erstere Summation liefert, da bei ihr & und ® konstant sind, 


DQn’dn 
On)targ cos 9: WER 
Projizieren wir das Flächenstück f auf eine zu der Richtung des 
Strahlenbündels senkrechte Ebene, so wird f-cos® die Größe der 
Projektion, und man sieht, daß cos@-_D'fl gleich dem Volumen V 
des Hohlraumes ist. Summieren wir aber den Ausdruck 
VQan’dn 
@mtatg 
zum zweitenmal nach 2, so finden wir statt & einfach den Faktor 
4x. Bedenken wir schließlich noch, daß auf dasselbe Flächenstück f 
aus demselben Winkel & zwei unabhängige, zueinander senkrecht 
schwingende Strahlenbündel zueilen, so haben wir noch den Faktor 2 
hinzuzufügen und finden somit für die Zahl der Freiheitsgrade der 
Hohlraumstrahlung, soweit diese im Spektralbereich dn liegt, 


Vn?’dn Vn’dan , dv 
(170) a = ar +"). 


45. Historische Übersicht. 457 


In der Statistik spielt dieser Ausdruck zur Herleitung des Strah- 
lungsgesetzes eine große Rolle"); doch lassen sich die Freiheitsgrade 
eines einzelnen Strahlenbündels dafür gerade so gut verwenden. 


V. Interferenzerscheinungen an Röntgenstrahlen. 


45. Historische Übersicht. Nach der Entdeekung der Röntgen- 
strahlen im Jahre 18959) stritten sich zunächst wie bei allen Strahlen- 
arten die Emissions- und die Wellentheorie. Die festeste Stütze der 
ersteren waren gewisse Erscheinungen bei der Auslösung von Elek- 
tronen durch Röntgenstrahlen, welche bis heute von der Wellentheorie 
nicht recht gedeutet werden können; trotzdem gewann allmählich die 
Wellentheorie an Boden, als durch die Versuche von Barkla, Ham, 
Vegard, Baßler"?") die Polarisation, durch Haga und Wind sowie (nach 
der Auffassung Sommerfelds) auch durch die Versuche von Walter 
und Pohl'®) die Beugung an einem Spalte nachgewiesen wurde. Die 
letzteren Versuche gestatten zugleich eine Schätzung der Wellen- 
länge"); man fand die Größenordnung 4.10-? cm. Übereinstimmend 
damit lauteten die Schätzungen, welche W. Wien‘) an die Art der 
Entstehung der Röntgenstrahlen anknüpfte. Darin lag auch schon der 
- Grund ausgesprochen, aus welchem die Herstellung von Interferenzer- 
 scheinungen so schwierig schien; ein Gitter für Röntgenstrahlen z. B. 
- müßte nach Nr. 17 eine etwas, aber nicht viel größere Gitterkonstante 
- haben als die Wellenlänge, und schon bei den optischen Gittern steht 
die heutige Technik an der Grenze ihres Könnens. 

. Seit über 60 Jahren hat nun die Kristallographie die Theorie aus- 
gebildet, daß der wesentliche Unterschied zwischen dem kristallinischen 
_ und dem amorph-festen Zustand darin bestehe, daß im ersteren die 
Atome oder die Molekeln nach Raumgittern angeordnet sind. Diese 


155) I. H. Jeans, vgl. Anm. 155; P. Debye, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427. 
156) W. C. Röntgen, Sitzgs.-Ber. d. Würzburger Physik.-Mediz. Ges. 1895, 
- Ann. d. Phys. 64 (1898), p. 1 u. 12. 

157) ©. @. Barkla, Phil. Trans. London 204 (1905), p. 467, Proc. Roy. Soc. 
77 (1906), p. 247; W. R. Ham, Phys. Rev. 30 (1910), p. 96; L. Vegard, Proc. Roy. 
Soc. 83 (1910), p. 379; E. Baßler, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 808. 

158) H. Haga und C. H. Wind, Amsterdam Akademie 1899 u. 1902; Ann. 
Phys. Chem. 68 (1899), p.884; Ann. d. Phys. 10 (1903), p.305; Zusammenfassung der 
beiden ersten Arbeiten in Archives N6erlandaises (2) 8 (1903), p. 412; B. Walter, 
Phys. Zeitschr. 3 (1902), p. 137; B. Walter und R. Pohl, Ann. d. Phys. 25 (1908), 
p- 715; 29 (1909), p. 331. Über die Ausmessung der Beugungsbilder s. P. P. Koch, 
Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 507. 

159) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 473; vgl. auch R. Pohl, Die 
Physik der Röntgenstrahlen, Braunschw. 1912, p. 23f. 

160) W. Wien, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 919; vgl. auch R. Pohl a.a.0. p. 21. 

80* 
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Theorie stützte sich zunächst auf die bekannten Rationalitätseigen- 
schaften der Kristallflächen. Aber an eine unmittelbare Prüfung, etwa 
unter dem Mikroskop, war nicht zu denken, solange für alle elektro- 
magnetischen Schwingungen, die zur Verfügung standen, die kleinste 
Wellenlänge von derselben Größenordnung (10-° cm) wie beim sicht- 
baren Licht war. Denn wenn auch die Konstanten der Raumgitter der 
Kristalle bisher in keinem Falle eindeutig festgestellt waren, so ging 
doch so viel aus ihrer Dichte, ihrem Molekulargewicht und aus der 
Zahl der Atome im Grammatom hervor, daß ihre Größenordnung 
10-® cm ist. Für sichtbares Licht und alle langwelligere Strahlung 
sind die Kristalle unter diesen Umständen Kontinua, aber für Röntgen- 
strahlen müssen derartige Gitter gerade geeignet sein; daß man es 
bei den Kristallen statt mit einfach periodischen Gittern (wie in der 
Optik) mit dreifach periodischen Raumgittern zu tun hat, muß die 
Gittererscheinungen zwar wesentlich beeinflussen, kann aber ihr Auf- 
treten nicht verhindern. 






































Fig. 18. 


Dies waren die Überlegungen, die seinerzeit (April 1912) zu den 
Versuchen von Friedrich und Knipping führten!®), bei welchen ein 
Röntgenstrahlbündel durch einen Kristall Xr in Fig. 18 hindurch ge- 








161) W. Friedrich, P. Knipping und M. Laue, Sitzgs.-Ber. München 1912, 
p. 303; Ann. d. Phys. 41 (1913), p. 971; M. Laue, Festschrift der Dozenten der 
Universität Zürich 1914, und Jahrb. d. Radioaktivität u. Elektronik 11 (1914) 
p- 308. 
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sandt wurde; auf dahinter oder daneben aufgestellten photographischen 
Platten P, bis P, wurden die Gitterspektren aufgefangen. An den 
y-Strahlen radioaktiver Körper, deren Wesensgleichheit mit den Röntgen- 
strahlen bald nach der Entdeckung der Radioaktivität erkannt worden 
war, haben wohl zuerst Rutherford und Andrade'°”) die entsprechen- 
den Versuche mit Sicherheit durchgeführt (1914). 


46. Allgemeine Theorie. Den Ort des „Mittelpunktes“ eines 
Atomes im Raumgitter bestimmen wir durch die rechtwinkligen Koor- 
dinaten &, y, 2, deren Achsenkreuz beliebig gerichtet ist und seinen 
Anfang im Mittelpunkt eines beliebigen Atoms im durchstrahlten Teil 
eines Raumgitters hat. Das Raumgitter mag dem allgemeinsten, d. h 
dem triklinen Typus angehören, bei welchem die Kanten des Elementar- 
parallelepipedes — dargestellt durch die drei Vektoren qa,, a,, 4, — 
beliebige Längen und Richtungen haben. Die Koordinaten der Mittel- 
punkte der Atome oder, wie wir kurz sagen wollen, der Atome selbst, 
sind dann durch drei positive oder negative, das Atom numerierende 
ganze Zahlen m,, mg, m, (einschließlich der Null) bestimmt gemäß 
den Formeln 

am. t My, + My0;,, 

(171) y—mıı,Tt MA, + Mzd;,, 

z=m4,Tt Mg, + Mgt;,- 
Die einfallende Strahlung wollen wir uns zunächst als ebene Welle 
und als reine Sinusschwingung denken. Dann wird jedes Atom Aus- 
Eamuk Eee ut welche wir in großer Entfernung r von 


.(44a)). Die Funktion % 


hängt wäglichinteise von der Wellenlänge A, den Richtungskosinus 
&y, Po, 7, des einfallenden Strahls und den Richtungskosinus «, ß, y 
des Fahrstrahls vom Atom zum Aufpunkt, aber nicht mehr von r ab. 
Wären die Atome gegen die Wellenlänge der Röntgenstrahlen ebenso 
klein wie gegen die des Lichtes, so könnten wir das Atom unab- 
hängig von seinem Bau als einfachen Dipol betrachten und hätten %, 
falls wir mit dem Hertzschen Vektor rechnen, konstant, oder wenn 
man lieber auf die beiden Feldstärken und die mit ihnen eng ver- 
bundene Intensität eingehen wollte, gleich einer einfachen Winkel- 
funktion zu setzen. Da aber der übliche Wert für die Durchmesser 
der Atome von der gleichen Größenordnung wie die Wellenlänge der 
'Röntgenstrahlen ist, halten wir es für vorsichtiger, v als unbestimmte 
Funktion beizubehalten. Wir wollen sogleich erwähnen, daß unseres 


162) E. Rutherford und E.N.da ©. Andrade, Phil. Mag. (6) 27 (1914), p. 854; 
Phil. Mag. (6) 28 (1914), p. 268. 
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Erachtens die Frage nach dieser Funktion zurzeit noch nicht voll- 
ständig beantwortet werden kann (vgl. Nr. 53). 


enikr 


Zum Ausdruck »° ist nun aber noch ein Faktor e’*®@@+YyPo+:Yo) 





hinzuzufügen, wenn man ne unleukk daß die anregende Schwingung als 
ebene Welle in der Richtung «,, ßy, 9%, mit Lichtgeschwindigkeit fort- 
schreitet. Über die Einzelheiten des Anregungsvorganges brauchen wir 
dabei keine weitere Voraussetzung zu machen, als daß er, wie wir es 
auch in der Optik gewohnt sind, bei allen Atomen des Kristalles gleich 
verläuft. Stets finden wir als Ergebnis der Überlagerung aller von den 
Atomen ausgehenden Wellen 


Hr HUB 
(172) ee 


Wir berechnen diese Summe nur für Seren deren Abstand vom 
Kristall gegen alle Abmessungen des durchleuchteten Kristallstückes 
sehr groß ist, und benutzen die auch sonst in der Gittertheorie übliche 
Näherung (Nr. 17), indem wir für das r im Nenner den Betrag R 
des Radiusvektors vom Nullpunkt des Achsenkreuzes zum Aufpunkt 
setzen und der Richtungsfunktion % den Wert geben, welcher dessen 
Richtung «, ß, y entspricht. Für das r im Exponenten setzen wir 
aber den Näherungswert 





— (ze +yß + 2Y) 


(vgl. Nr. 44b und (113)). Im Hinbliek auf (171) geht nun die Summe 
(172) über in 


(a, By Be > eikle(e— &)+Y(ß-PBo)+2(Y-Yo)l 


= v(e, By ri hd 2 Zannımama, 


my 


(173) 


wo zur Abkürzung 


(174) 4, = kla, a — a) + 9,B— Bo) + 4, — 90) 


USW. 


gesetzt ist. Macht man die für das Folgende unwesentliche Annahme, 
daß der durchstrahlte Teil des Kristalles ein Parallelepiped von den 
Kanten 2M,a,, 2M,a,, 2M,a, ist, so ist die Intensität dieser Schwin- 
gung, berechnet als der absolute Wert der komplexen Summe (173), gleich 





P p|?sin?M,A, sin’M,A, sin’M,A, 
(175) J- Re sin?4A, sin?}A, - sin?}A, 


Unabhängig von dieser Annahme gilt, daß eine merkliche Intensität 
nur dort zu erwarten ist, wo alle drei Sinusquotienten wenigstens an- 


47. Allgemeine Folgerungen über die Lage der Interferenzmaxima. 461 


nähernd Hauptmaxima besitzen, d.h. wo die Gleichungen 


A,—=2h,x oder ,,(@— &)+ a,„(ß —B)+ a, —Y) =hıh, 
(176) A,—2h,r oder a,,(e — %) + a, ,(ß — PB) +9, —r0) = hal, 

A; 2h,n oder ,,(e — )+ 0; ,(ß — Bo) + 9,(r — 90) = ah 
mit ganzzahligen h,, hg, h, erfüllt sind. 

47. Allgemeine Folgerungen über die Lage der Interferenz- 
maxima. Wir wollen die Gleichungen (176) umformen, indem wir in 
den Richtungen «,, ß,, 7, und «, ß, y die Einheitsvektoren 3, und $ 
einführen, deren Komponenten durch die entsprechenden Richtungs- 
kosinus selbst gegeben sind. So erhalten wir aus (176) 

AT) (1,83 —3)=hk, (0,8 —H)—hrl, (8 —%)—Nzh. 
Führen wir den Vektor h durch die Definitionen 


(178) („b)=hr, (ab)—hrr, (ah) — hi 
ein, so folgt notwendig und eindeutig 
(179) 3 —3,—=h. 


Da das skalare Produkt (a,3) = a, cos (a,3) ist (a, ist die Länge 
von d,), so ist die erste der Gleichungen (177) für bestimmte Werte 
des Winkels zwischen den Vektoren a, und 3, d.h. auf einer Schar 
von Kreiskegeln mit a, als Achse erfüllt. Entsprechendes gilt für die 
beiden anderen Gleichungen (177). Ein Interferenzmaximum ist also 
zu erwarten, wo diese drei Kegelscharen, von demselben Punkt als 
Spitze aus gezogen, eine Gerade gemeinsam haben. Bei gegebener 
Wellenlänge würde dies freilich nur ausnahmsweise mit der hinrei- 
chenden Genauigkeit zutreffen. Ließe man einfarbige Röntgenstrahlung 
in beliebiger Richtung den Kristall durchsetzen, so würde man in der 
großen Mehrzahl der Fälle überhaupt kein Interferenzmaximum be- 
kommen.'%®) Enthält jedoch die einfallende Strahlung, wie das tat- 
sächlich der Fall ist, alle Wellenlängen eines gewissen Spektralbe- 
reiches in stetiger Folge, so wird bei diesem Versuch in vielen Fällen 
eine passende Wellenlänge vorhanden sein; wir kommen darauf später 
(Nr. 50 und 51) zurück. Wir führen es als eine erste Bestätigung der 
Theorie an, daß man in der Tat in allen Interferenzaufnahmen die 
Interferenzpunkte nach Systemen durchbrochener Kegelschnitte an- 
ordnen kann. In manchen Fällen, z. B. bei der Durchstrahlung von 


163) Nur das Maximum, welches durch ,=h,=h,= 0 bestimmt ist, tritt 
stets auf, es liegt aber in der Richtung des einfallenden Strahles und wird von 
diesem verdeckt. 


462 V 24. M.v. Laue. Wellenoptik. 


Nickelsulfat längs einer zweizähligen Achse, drängt sich eine solche 
Anordnung dem Auge förmlich auf. 

Die Einteilung des Raumgitters in Elementarparallelepipede kann 
stets auf unendlich viele Weisen vorgenommen werden. Dem entspricht, 
daß man statt der drei Vektoren a,, d,, a, drei andere 

ya + a9, + aa, 
(180) gan, + a”; + u, 

ya, ta, + aa, 
einführt; die Koeffizienten «,® sind ganzzahlig, ihre Determinante A 
hat den Wert 1, weil die Größe der Parallelepipede aus a,, a,, a, 
und 4,', Q,, d, übereinstimmen muß, deren Verhältnis durch A ge- 
geben ist. Die Gleichberechtigung des gestrichenen Vektorensystems 
mit dem ungestrichenen zeigt sich auch an unseren Grundgleichungen; 
denn faßt man die drei Gleichungen (177) mit «P, «9, «(®) zusammen, 
so erhält man nach (180) 
( (a8 —3)=h/i, Kal, + ah, + ah, 
und wenn man sie analog mit «, «9, «) oder «, «9, «{®) 
(181) }zusammenfaßt 
(,8—8%)=h it, y=ulh+u@h,+ ah, 
(1,8 —)=M A, ya, + ah + a h,. 
Die Auflösungen dieser Gleichungen nach den Zahlen h lauten wegen 
A=!1: 





= AD hy + AD, + Ah, 
(182) = APh’ + AP, + A®h,, 
= APh + AP + A9h, 


(die A” sind die Unterdeterminanten von A), sie haben wie diese 
Gleichungen selbst ganzzahlige Koeffizienten. Ist » der größte, ge- 
meinsame, ganzzahlige Teiler der drei Zahlen h,, h,, h,, so ist nach 
(181) p auch ein gemeinsamer Teiler der Zahlen h,’, h,', h,, und zwar 
der größte, weil andernfalls nach (182) auch die drei Zahlen h einen 
noch größeren Teiler hätten. Die Zahl p behält somit beim Übergang 
vom ungestrichenen zum gestrichenen Vektorensystem ihre Bedeutung. 
Ebenso, wie den drei Vektoren a,, A,, d, eine Art entsprach, die 
Interferenzpunkte zu Kegelschnitten zusammenzufassen, gibt es für die 
Vektoren a,', a,', a, eine andere derartige Zusammenfassung. Jeder 
der unendlich vielen Arten, das Raumgitter in Elementarparallelepi- 
pede einzuteilen, entspricht eine solche Zusammenfassung. In das vier- 
zählige symmetrische Photogramm bei regulären Kristallen hat Herr 
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Wulff derartige Kegelschnitte eingezeichnet (Fig. 19), die ihnen bei- 
gefügten Zahlen sind die Indizes derjenigen kristallographischen Rich- 


tung, bezogen auf die drei _ x 
Würfelkanten, welche für } Ri 
den entsprechenden Kreis- a 
kegel die Achse ist. L 
48.EwaldsKonstruk- ! ] 


tion der gebeugten Strah- 
len.'®) Man kann die Rich- 
tungen, in welchen Inter-- | | 7%, ! N 
N 
ferenzmaxima („gebeugte 
Strahlen“) aus dem Kristall ||| : 
austreten, leicht auf Grund WZZT 0? 
der Gleichungen (178) und AR Ä 
(179) durch Konstruktion T Vi 
finden. Wir ziehen dazu Fe at ; 
von einem beliebigen Aus- Fig. 19. 
gangspunkt O aus die drei 
Vektoren a,, A, a, teilen die Gerade, auf welcher a, liegt, in Strecken 
von der Länge 1:a,, und legen durch jeden Teilpunkt die zu ihr 
senkrechte Ebene. Entsprechend verfahren wir auf den Geraden von a, 
und a,. Die so entstehenden drei Scharen äquidistanter paralleler Ebenen 
bilden das „reziproke“ Raumgitter. Von dem Punkt O aus ziehen wir 


N I . 
N 
S 





1 





nun den Vektor 08° — — und schlagen um seinen Endpunkt S° 
die Kugel mit dem Radius S’O. Nach jedem Gitterpunkt S, welchen 
die Kugel trifft, ziehen wir einen Vektor 08 — 2; er gibt die Rich- 
tung eines möglichen Interferenzmaximums an. Beweis: Der Vektor 





Br 
h, h, h, 


Eratd nach den Rich- 

tungen von 4,, d,, Q,, andererseits sind diese Projektionen gleich 

2, De, Ge, so daß die Grundgleichungen (178) erfüllt sind. 
Das Elementarparallelepiped des reziproken Raumgitters hat zu 


Kanten die drei nach Gibbs!®) zu a,, Q,, a, „reziproken“ Vektoren 


hat nach Konstruktion die Projektionen 


(183) .— 4%) 5; _ aa) 6] 


ER (0,00)? * TR)? Au)? 








164) P. P. Ewald, Phys. Zeitschr. 14 (1913), p. 465. 
165) Vgl. z.B. E. Budde, Tensoren und Dyaden im dreidimensionalen Raum, 
Braunschw. 1914, p. 3. 
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welche entsprechend der beschriebenen Konstruktion den Forderungen 


genügen, daß 
l, wenn j=k, 


183 ‚b,) = 

N (2,64) 0, wenn jSk 
ist.16%) Da nach (178) 

(184) I mb + Ada + Tab, 


ist, gehört h stets zu den möglichen Achsenrichtungen des reziproken, 
aber im allgemeinen gerade deswegen nicht zu den möglichen Achsen- 
richtungen des ursprünglichen Raumgitters. Nur bei einem kubischen 
Raumgitter, welches zu dem ihm reziproken ähnlich ist, findet eine 
Ausnahme von dieser Regel statt. 

Aus (179) und (184) läßt sich leicht die Wellenlänge in ihrer 
Abhängigkeit von den Ordnungszahlen h und der Richtung 3, des ein- 
fallenden Strahles ermitteln. Da nämlich nach (179) 





(+0) 
oder wegen ?—=3.—1 
(185) BEA ARE er 
ist, folgt aus (184) 
(186) 1 —_ gm@b)tRe@ob) + (Eob,), 





(h, b, r h, b, 4 h; b,)* 
Für reguläre Kristalle wählt man passend die Kanten des Elementar- 
würfels als Grundvektoren a und als Koordinatenachsen. Nach (183) 
fallen dann die reziproken Vektoren b in dieselben Richtungen und 


erhalten die Länge - Also vereinfacht sich (186) zu 
1 ho t+hPß, + h 
2. ir RR „ a h a 
49. Die scheinbare Spiegelung an den Netzebenen des Raum- 
gitters. Eine sehr einfache Deutung der Grundformeln wird durch 
die Gleichung (179) nahegelegt, deren Inhalt durch Figur 20 veran- 
| schaulicht wird. Da nämlich 8 und 
&, beide Einheitsvektoren sind, liegt 
3 so, als wäre es aus &, durch 
Spiegelung an einer zu bh senk- 
rechten Ebene entstanden. Diese 
Ebene ist nun eine Netzebene des 
Fig. 20. Raumgitters. Beweis: Nach (184) 











166) Wir verstehen unter (a, a, a,) = (a,0,0,) = (a, a, 0,) = (a, [a, a,]) usw. das 
skalare Produkt aus a, und dem Vektor [a,a,]; es gibt abgesehen vom Vorzeichen 
das Volumen des Parallelepipedes aus a,, a,, a, an. 
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hat eine solche Ebene die Gleichung: 
(188) (Mb, + heb,,. +; b,,)e + (hı b,, the b,, + hzb, v)Y 
+ (hd, + eb, + hab,,)e = C, 
wo C eine Konstante bedeutet. Die Gerade, in welcher der Vektor a, 
liegt, hat die Gleichungen 
(189) = ul, yauıl„ ?mUuN, 
wo u ein Parameter ist. Trägt man diese Werte in (188) ein, so 
findet man in Rücksicht auf (183a) 
C 
KT 


1 


Der Achsenabschnitt der Ebene (188) auf der genannten Achse ist 
aber nach (189) 





Vaty tra -oht. 
Also verhalten sich diese drei Achsenabschnitte wie 

al, Il, Im, 

er re 
Die Ebene (188) ist demnach eine Netzebene des Raumgitters, und 
zwar sind ihre Indizes n,, 73, 7 die kleinsten ganzen Zahlen, die sich 
wie h,:h,:h, verhalten. (Die Ordnungszahlen h können im Gegensatz 
zu den Indizes 7 noch einen ganzzahligen gemeinsamen Faktor p be- 
sitzen.) Also: Der durch die Ordnungszahlen h,, ha, h, bestimmte ab- 
gebeugte Strahl ist so gerichtet, als wäre er an der Netzebene gespiegelt, 
deren Indizes n,, Ng, Ns Sich wie h,, hs, h, verhalten.') 

Nach diesem Satze leuchtet es ein, daß man den Winkel 
p— a — (dh) = 4m — (88) 

in Figur 20 als Einfallswinkel bezeichnen kann. Aus (179) und (184) 
folgt außerdem 

N day 3)” a h? 
oder 


(190) 2(1— c08 (8&8,)) = 4?(h,b, + hab, + h,b,)? 
40’ = Pb ++ 155°. 


Die Klammer auf der rechten Seite hat eine einfache Bedeutung. Die 
zu 5 senkrechten Netzebenen des Gitters haben alle nach (188) Glei- 





167) Bei hexagonalen Kristallen gibt man bekanntlich jeder Netzebene vier 
Indizes n,, N2, 3, N, von denen sich die drei ersteren, deren Summe Null ist, 
auf die drei Nebenachsen, der vierte aber auf die Hauptachse beziehen. Ganz 
entsprechend hat dann ein Interferenzpunkt vier Ordnungszahlen h,, h,, h,, he, 
welche sich wie die Indizes n verhalten, und es ist „+, +h,=0. 
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chungen von der Form 
(Mbizt Nebst 365.) + (mbıyt Nds, + Nsb;,)% 
(nd, +, + n3b;,) = e: 


Diejenige von ihnen, welche durch das Atom m,, m,, m, führt, ist 
nach (171) und (183a) durch 


= MN + Mans + My 


gekennzeichnet. Bringt man ihre Gleichung auf die Normalform, so 
erkennt man, daß 

| mn + Mg na + My ne | 

Ind tn tmb;l| 
ihr Abstand vom Nullpunkt, also auch ihr Abstand von der Netzebene 
ist, in der das Atom m, = m, = m, = 0 liegt. Da die Indizes 7 
keinen gemeinsamen Faktor mehr besitzen, lassen sich immer solche 
ganzzahlige Wertetripel m,, m,, m, angeben, daß der Zähler hier den 
Wert 1 erhält; ein kleinerer Wert (außer O0) ist nicht möglich. 
Also ist 


(1902) d— 








1 a x . . 
isn nl Var für kubische Kristalle) 
der Abstand benachbarter Netzebenen (n,727,). Aus (190) folgt somit 
die wichtige Formel: 

(191) pk=2dcosp. 


Sie entspricht ganz der Bedingung dafür, daß bei der Spiegelung von 
Licht an einer planparallelen Platte von der Dicke d ein Interferenz- 
maximum auftritt (vgl. (42) und (43)). Ihr Inhalt ist, daß, wenn unter 
dem Winkel p einfallende Strahlung von der Wellenlänge A ein Inter- 
ferenzmaximum ergibt, die von zwei benachbarten, parallelen Netz- 
ebenen herrührenden Wellen mit ganzen Wellenlängen Gangunterschied 
interferieren. Sie zeigt zugleich, wie auch (186), daß am Orte, an wel- 


chem die Wellenlänge A ein Maximum ergibt, auch Maxima für die 


Wellenlängen , e „.. möglich sind. Die Ordnung p des betreffenden 


Interferenzmaximums ist der größte gemeinsame Faktor der Ordnungs- 
zahlen h,, he, hy. 

Für die Zwecke von Nr. 54 führen wir schließlich noch als Folge- 
rung aus (184) und (190a) die Gleichung 


(192) Uss 


Daß die Lage der Interferenzpunkte dem Spiegelungsgesetz ge- 
horcht, haben zuerst die Herren Bragg bei regulären Kristallen am 
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vierzählig symmetrischen Photogramm nachgewiesen. Ihnen verdanken 
wir auch die Gleichung (191) sowie die schönsten Bestätigungen beider 
Gesetze durch den Versuch; wir wollen sogleich hinzufügen, daß diese 
Versuche mit noch größerer Genauigkeit von Moseley und Darwin 
wiederholt worden sind.'%) 


50. Die selektive Spiegelung an Kristallen. Die bisher bespro- 
chene Theorie setzt in der einfallenden Strahlung stets eine einzige 
Wellenlänge voraus. Die Röntgenröhre liefert statt dessen Strahlung 
von einem breiten, kontinuierlichen Spektrum, dem jedoch, wie man 
schon länger weiß, meist noch einfarbige, für das Material der Anti- 
kathode charakteristische Fluoreszenzstrahlungen beigemischt sind. 1°) 
Nur von diesen spektral homogenen Bestandteilen soll in dieser Nummer 
die Rede sein, so daß wir in Formel (191) die Wellenlänge als gegeben 
zu betrachten haben. Diese Gleichung sagt dann aus, daß Spiegelung 
mit merklicher Intensität nur bei ganz bestimmten Einfallswinkeln 
stattfindet, deren Kosinus im Verhältnis der ganzen Zahlen 1, 2, 3 usw. 
stehen. Dies haben nun 
die Versuche von Bragg 
sowie Moseley und Dar- 
win an einer großen 
Reihe von Kristallen, 
Steinsalz, Zinkblende, 
Gips, Ferrocyankalium 
und anderen dargetan. 
In Fig. 21 zeigen beide 
Kurven die Intensität 
der gespiegelten Rönt- 
genstrahlung (durch Ionisationswirkungen gemessen) in Abhängigkeit 
vom Einfallswinkel 9. Der Kristall ist bei beiden Kurven Steinsalz, 
doch gibt Kurve I die Spiegelung an einer Würfelfläche (100), Kurve 
II die an einer Oktaederfläche (111) an. In beiden Kurven überlagern 
sich über die im allgemeinen mit abnehmendem Einfallswinkel ab- 
klingende Kurve Gruppen von je drei scharfen Maxima; sie liegen bei 
denjenigen Einfallswinkeln p, bei welchen für die Wellenlänge einer 
charakteristischen Fluoreszenzstrahlung Gleichung (191) erfüllt ist. 








Ionisation 











Einfallswinkel 
90 85 80 75 70 65 ; 60 55 
Fig. 21. 





168) W. L. Bragg, Proc. Cambr. Phil. Soc. 17 (1913), p. 43; W. H. und 
W. L. Bragg, Proc. Roy. Soc. 1913, p. 88, 428; H.@. J. Moseley u. ©. G. Darwin, 
Phil. Mag. 26 (1913), p. 210. Alle Arbeiten deutsch in der Z.-S. für anorgan. 
Chemie 90 (1915), p. 153 u. f. 

169) Siehe z. B. ©. B. Barkla, Phil. Mag. 22 (1911), p. 396, oder R. Pohl, 
Die Physik der Röntgenstrahlen, Braunschw. 1912, Kap. 5. 
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Da die cos sich für die mit dem gleichen Buchstaben A, B oder © 
bezeichneten Maxima wie 1:2:3 verhalten, so gehören sie der gleichen 
Strahlung an und geben für diese die Interferenzmaxima verschiedener 
Ordnung. Die Ordnungszahl ist in Fig. 21 im Index der Buchstaben 
A, B oder Ü angegeben; weshalb in der Kurve I die ungeraden Ord- 
nungen fehlen, werden wir in Nr. 56 besprechen. Eine weitere scharfe 
Prüfung der Theorie liegt im Vergleich beider Kurven. Die Maxima 
A, liegen bei ihnen bei verschiedenen Einfallswinkeln; die beiden 
cos p verhalten sich wie Y3:1; dasselbe gilt für die Maxima B, und 
C,. Da der Abstand zweier Netzebenen (100) aber gleich der Würfel- 
kante « des regulären Raumgitters, der Abstand zweier Flächen (111) 
a:V3 ist, so ergibt sich für entsprechende Maxima in beiden Kurven 
nach Formel (191) der gleiche Wert von 4. Die Genauigkeit der 
Versuche mag man daraus entnehmen, daß Moseley und Darwin die 
Einfallswinkel bis auf eine Minute bestimmen konnten und daß sich 
nach ihren Angaben zweifellos noch genauere Messungen erreichen 
lassen. 

Die völlige Analogie zur Optik, welche unsere Theorie kenn- 
zeichnet, findet sich auch bei gewissen Absorptionsmessungen. Es ist 
für die Intensität des gespiegelten Strahles dasselbe, wenn wir einen 
absorbierenden Körper (Aluminium) einmal dem einfallenden, das an- 
dere Mal dem gespiegelten Strahl in den Weg stellen. 

W. H.und W. L. Bragg haben durch Aufnahme derartiger Spiege- 
lungskurven bei einer ganzen Reihe von Elementen die charakteristische 
Röntgenstrahlung aufgesucht und mit der Gitterkonstanten des Stein- 
salzes verglichen. Da sie diese in absolutem Maße bestimmen konnten 
(vgl. Nr. 56), so konnten sie damit die Wellenlängen absolut messen. 
Die drei besprochenen Linien des Platinspektrums haben z. B. die 
Wellenlängen (A) 1,3. 107, (B) 1,1. 10-8, (0) 9,5 - 10=°em; sowohl 
(B) als (C) hat sich in neueren Untersuchungen in zwei benachbarte 
Linien auflösen lassen. 

Die sehr eingehenden Untersuchungen von Moseley'') haben zu 
dem sehr bemerkenswerten Gesetz geführt, daß jedes chemische Ele- 
ment zwei Hauptlinien aussendet, eine härtere K-Linie, deren Fre- 
quenz sich aus der Ordnungszahl des Elementes N im periodischen 
System, und der universellen Frequenz n, = 3,291 - 10'° see”! des 
Rydbergschen Spektralgesetzes nach der Formel 
(192) = A-BUN Dim = HN—D’m 


170) H.G.J. Moseley, Phil. Mag. 26 (1913), p. 1024; 27 (1914); p. 703; vgl. 
auch J. R. Rydberg, Phil. Mag. 28 (1914), p. 144. 
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berechnet, und eine weichere L-Linie, für deren Frequenz ähnliche 
Formeln vorgeschlagen sind. Außer diesen Hauptlinien gibt es eine 
Anzahl Satelliten. Die kürzeste Wellenlänge (7,2 - 10='°cm) haben 
bisher Rutherford und Andrade bei den y-Strahlen des Radium B 
oder © nachgewiesen. !°?) 


51. Die allgemeine Spiegelung. Wie an Fig. 21 zu sehen, findet 
neben der besprochenen selektiven Spiegelung auch eine allgemeine 
Spiegelung bei allen Einfallswinkeln BE 
innerhalb eines gewissen Bereiches statt. a 
Fig. 22, die mit einer Platinantikathode 
an Ferrocyankalium aufgenommen ist, 
zeigt für die letztere die Abhängigkeit 
- der gespiegelten Intensität von dem Ein- 
fallswinkel. Die scharfen Maxima, welche 
der selektiven Spiegelung entsprächen, 
sind fortgelassen; nur ihre Stellen sind 
mit den Buchstaben A, B, C, welche 
dieselbe Bedeutung wie in Fig.21 haben, 
angegeben. Auf Grund der Formel (191) 
müssen wir diese allgemeine Spiegelung 
auf das kontinuierliche Spektrum der | pinfallswinke) 
einfallenden Röntgenstrahlen zurück- ss s ss ® % 18 76 
führen und können im Anschluß an Fig. 22. 

Moseley und Darwin die folgenden Schlüsse über sie ziehen. Aus der 
Gesamtheit der vorhandenen Wellenlängen werden bei gegebenen 
diejenigen ausgesondert, welche der Formel (191) genügen. Beginnen 


wir bei streifendem Einfall (9 = =) so erfüllt keine endliche Wellen- 


länge diese Bedingung, es tritt somit kein gespiegelter Strahl auf. 
Lassen wir den Einfallswinkel abnehmen und damit seinen Kosinus 
wachsen, so kommen wir allmählich in einen Bereich, in welchem 
die kürzesten vorhandenen Wellenlängen mitp=1 dieser Gleichung 
genügen, also Interferenzen erster Ordnung ergeben. Die zugehörige 
Intensität in der einfallenden Strahlung wird dabei zunächst gering 
sein, aber allmählich wachsen, bis ein Maximum erreicht wird, das 
wenigstens ungefähr dem Intensitätsmaximum im Spektrum der ein- 
fallenden Strahlung entspricht. Darüber hinaus setzt ein Abfall der 
Kurve ein. Doch nun tritt bald die Komplikation ein, daß bei 
weiterem Anwachsen von g auch Interferenzen zweiter Ordnung auf- 
treten, so daß wir jetzt bei gleichem p zwei Wellenlängen in der 
gespiegelten Strahlung haben. Später tritt sogar noch eine dritte, 
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vierte usw. Ordnung auf. Könnte man die Interferenzen einer be- 
stimmten Ordnung aussondern, so würden sie eine Spiegelungskurve 
ergeben, welche der beschriebenen ähnlich verläuft, nur, in der Skala 
der cos p gemessen, einen pmal größeren Bereich einnimmt. Tatsäch- 
lich überlagern sich alle derartigen Kurven, und es ergibt sich im all- 
gemeinen eine Spiegelungskurve, welche mehrere Maxima hat. In Fig.22 
z. B. sieht man noch ein zweites Maximum, welches, wie aus seiner 
Lage gegen das erste nach (191) hervorgeht, den Interferenzen dritter 
Ordnung entspricht; die Interferenzen zweiter Ordnung haben relativ 
geringe Intensität und ergeben infolgedessen nur die Biegung der 
Kurve in der Nähe von = 87°, Da das zweite Maximum ungefähr 
bei demselben Einfallswinkel wie das Maximum B, liegt, hat das Inten- 
sitätsmaximum im kontinuierlichen Teil des Röntgenstrahlspektrums 
in dem hier dargestellten Falle eine dreimal kleinere Wellenlänge als B, 
also ungefähr 3,6 - 10° cm, was vortrefflich mit den in der Einleitung 
erwähnten Schätzungen übereinstimmt. Doch kann man im Gegensatz 
zur Fluoreszenzstrahlung die Wellenlängen des spektral kontinuierlichen 
Anteils verändern, indem man die Härte der Röntgenröhre verändert. 
Man erkennt dies an einer Verschiebung der gesamten Spiegelungs- 
kurve nach den größeren Einfallswinkeln, also kleineren Wellen- 
längen, wenn die Röhre härter, im umgekehrten Sinne, wenn sie 
weicher wird.!®) 

Bei dem in Nr. 50 und hier besprochenen Versuchen ähnelt die 
Spiegelung der Röntgenstrahlen der des Lichtes, weil aus experimen- 
tellen Gründen eine der natürlichen Grenzflächen des Kristalles als 
Spiegelungsfläche benutzt war. Doch ist die Ähnlichkeit eine rein 
äußerliche. Die Spiegelung des Lichtes ist ein Oberflächeneffekt, sie ist, 
wenn sie regelmäßig auftreten soll, an die Bedingung der Glattheit 
der Oberfläche gebunden und findet sich bei Kristallen nicht nur an 
natürlichen Grenzflächen, welche stets Netzebenen des Raumgitters sind, 
sondern auch an beliebigen angeschliffenen Flächen. Für die Spiege- 
lung von Röntgenstrahlen hingegen ist es ganz gleichgültig, ob die 
Spiegelungsfläche als Grenzfläche auftritt oder nicht. Einem Kristall 
künstlich angeschliffene Flächen, welche nicht Netzebenen sind, spie- 
geln ebensowenig wie die Begrenzungen amorpher Körper, z. B. Glas. 
Und schließlich ist es für die Spiegelung an einer natürlichen Grenz- 
fläche völlig gleichgültig, ob man sie glatt läßt oder künstlich auf- 
rauht. Die Spiegelung der Röntgenstrahlen ist eben, wie aus allen 
unseren Ausführungen hervorgeht, ein Volumeneffekt. In Einklang damit 


170®) W. Friedrich, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1169. 


52. Die Intensität der Interferenzpunkte. 471 


steht, daß bei den erwähnten Spiegelungsversuchen mit inhomogener 
Strahlung außer dem an der Grenzfläche gespiegelten Strahl auch an- 
dere, an anderen Netzebenen reflektierte auftreten. 

Wir können jetzt, auf eine Bemerkung in Nr. 47 zurückgreifend, 
sagen: Durchstrahblen wir einen Kristall mit Röntgenstrahlen einer be- 
stimmten Wellenlänge, so müssen wir, um überhaupt ein Interferenz- 
maximum zu erhalten, in ganz bestimmten Richtungen durchstrahlen, 
da im allgemeinen für keine Netzebene die Gleichung (191) erfüllt ist. 
Hat die einfallende Strahlung hingegen ein kontinuierliches Spektrum, 
so wird sich je nach den Umständen mehr oder minder häufig eine 
Netzebene finden, für welche Gleichung (191) mit einer oder mehreren 
der verfügbaren Wellenlängen erfüllt ist; in allen diesen Fällen kommt 
dann ein Interferenzpunkt zustande. Daß ein Interferenzpunkt im all- 
gemeinen neben der Grundwellenlänge A auch noch die zugehörigen 


„harmonischen Obertöne“ = 2 --“ enthält, haben Wagner!) und 
Glocker'"?) gezeigt. Sie durchstrahlten Steinsalz und ließen eines der 
Interferenzmaxima auf einen zweiten Steinsalzkristall in solcher Rich- 


tung fallen, daß die verschiedenen Wellenlängen A}, a, .-. an verschie- 


denen Netzebenen Interferenzmaxima erster Ordnung ergeben konnten. 
Sie erhielten dann eine Interferenzfigur, in welcher nur solche Punkte 


auftraten, deren Grundwellenlängen A oder * oder = „.‘- waren. An- 
dere Punkte, welche mit einer unmittelbar von der Röhre kommenden 
Strahlung unter den gleichen Umständen leicht zu erhalten waren, 
aber andere Grundwellenlängen enthielten, fanden sich nicht — ein Be- 
weis, daß in dem untersuchten Maximum mehrere zueinander harmo- 
nische Wellenlängen und nur solche auftraten. 

52. Die Intensität der Interferenzpunkte.''”) Der Maximalwert 


der Funktion ee ist 4M,?, die Maxima der Intensität sind somit 


nach (175) für homogene Strahlung einer bestimmten Richtung pro- 
portional zum Quadrat der Zahl 8M,M,M, aller bestrahlten Gitter- 
elemente, unabhängig von den Indizes n,, 23, 7, der spiegelnden Netz- 
ebene. Fragen wir aber für inhomogene Strahlung nach der gesamten 
Intensität eines Interferenzpunktes, so müssen wir bedenken, daß wegen 
der zwar kleinen, aber endlichen Breite der Maxima der Funktion (175) 


171) E. Wagner, Phys. Zeitschr. 14 (1913), p. 1232. 

172) R. Glocker, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 401. 

173) P. Debye, Ann. d. Phys. 43 (1914), p. 49 nach brieflicher Mitteilung 
von H. A. Lorentz. Die von Lorentz ursprünglich in einem Colleg vorgetragene 
Ableitung wird mitgeteilt von J. Kern, Physikal. Zeitschr. 15 (1914), p. 136; für 
beliebige Kristallsysteme zuerst bei Laue, Festschrift, vgl. Anm. 162. 
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nicht nur die nach (191) berechnete Wellenlänge zu ihm beiträgt, 
sondern auch gewisse, ihr benachbarte, daß ferner die einfallende Strah- 
lung nicht nur aus einer bestimmten Richtung ®, kommt, sondern aus 
einem kleinen, aber endlichen körperlichen Winkel. Beide Umstände 


machen, da das Element des körperlichen Winkels Aedßı ist, die Multi- 


ro 
plikation des Ausdrucks (175) mit drdP, 7% und die Integration 


7 
nach «,, ß, und % erforderlich. Führt "man statt dieser nach (174) 
A,,4s, 4, als ee ein, so hat man, da 
„da, dB, dk — null dA,dA, 

ist, zunächst die ee Änerue 
64, 04, O4, 
de, Oß, Ok 

_ 94, 04, 04, 
Del, D6 
04, 04, 0 Ay 
0, Of, Ok 
zu berechnen. Bedenken wir, daß der Integrationsbereich nur ein 
kleiner ist, so können wir D in ihm als konstant betrachten und ihm 
den Wert beilegen, welcher sich aus den Gleichungen (176) und den 
aus ihnen folgenden ergibt. Indem wir nach (174) 

04, 

IE = a, —)+ ,(ß —B)+ta,W— N) = 


usw. setzen, finden wir so 











eh 





ae Sol, [A 2o]z Rı 
D=-— 7 fa, 80], [a3 80], hu 
[93 8,], [a5 80], hy | 
EN RTENERRIEIOEN ER ALTRTR SINN 
Machen wir sodann von der Vektorregel 
[ABC = BCH — E(AB) 
und von den Gleichungen (183), (184) und (185) Gebrauch, so formt 
sich dies, da 3,,—= y, ist, um zu 


D= - U So[agag]) + hg(8o[a30,]) + Az (8o[a, 9])} 
a 


(0205) {Ay (Bob;) + Me (Eobz) + Ay (%oB3)) 


_ 1m 17, (91205) (85) = — (0, a,)h?. 


Unter rn Anwendung von (184) und in Rücksicht auf 
(190a) schließt man daraus 
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70|D| = 2n°(a,0,0,)(h,b; + hab, + h,b,)? 
— 2n°’p?(a,0,0,)(m,6; + 9263 + 2363)” 


p° 
— 27° (0,0905) 75° 


Wegen der Schärfe der Maxima der Funktion (175) ist es von ge- 
ringem Belange, wie man die Integrationsgrenze wählt, wenn nur im 
Integrationsbereich ein einziges Maximum von ihr liegt. Diese Be- 
dingung wird erfüllt, wenn man + = als Grenzen für alle drei Inte- 
grationen wählt. Da nach (118a) 


+7 


sin? M, A, go 
3a dA, == 4zM, 
17 


ist, findet man so für die Intensität des Interferenzpunktes h,, h,, hz 
bei Anwendung inhomogener Strahlung 











__32=M,M,M,. | __.82”M,M,M, |y|d® 
(193) (9%) kb + th) (0, 0, 0,) p? 
(= ee LT Re regulären Kristallen) . 
a(h,”+hz’+ hs?) 


Die Zahl der Atome pro Flächeneinheit der Netzebene (n,73n;) ist 
zum Abstand d benachbarter Netzebenen proportional. Somit ist das 
Reflexionsvermögen der Ebene (n,737,) proportional zum Quadrat ihrer 
Belegungsdichte und umgekehrt proportional zum Quadrat der Ord- 
nungszahl p der Interferenz; von den in demselben Punkt nach (191) 
möglichen Wellenlängen wird die Grundwellenlänge bevorzugt. Diese 
Bevorzugung der dichter belegten Ebenen tritt aber lediglich sekundär 
bei inhomogener Strahlung auf, weil bei ihnen der Bereich von Wellen- 
längen und Richtungen, die zum Interferenzpunkt beitragen, größer ist 
als bei minder dicht belegten. 
In den folgenden Erörterungen wollen wir statt an (193) an den 
einfacheren Ausdruck (175) anknüpfen. Die Ausführung der hier be- 
sprochenen Integration würde stets nur die Folge haben, daß man die 
_ angegebenen Intensitäten mit 
32” M, M,M,d° 
(a 0, a,)p* 
zu multiplizieren und durch die drei Sinusquotienten zu dividieren hat. 
Es sei übrigens darauf hingewiesen, daß die Absorption der 
Röntgenstrahlen, von der wir hier völlig abgesehen haben, diese Er- 
gebnisse beeinflussen muß. 


53. Die Frage nach der Funktion Yy. Die Intensität der Inter- 


ferenzpunkte hängt nach Gleichung (175) auch von dem Faktor 
31* 
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ı ab, welcher Funktion von A, &,, Po, Yo, &% ß und y ist und durch 
die Interferenztheorie nicht bestimmt werden kann; denn er gibt an, 
wie das einzelne Gitterelement auf die einfallenden Wellen anspricht. 
Schon beim optischen Gitter haben wir eine völlig analoge Schwie- 
rigkeit (vgl. Nr. 17). 

54. Der Temperatureinfluß. Die Theorie, wie wir sie bisher ent- 
wickelt haben, denkt die Atome fest an ihre Orte im Raumgitter ge- 
bunden. Das ist aber nur beim absoluten Nullpunkt der Temperatur 
richtig. Bei jeder anderen Temperatur haben die Atome ja eine Wärme- 
bewegung, so daß das Raumgitter wohl die Ruhelage, um welche sie 
schwingen, nicht aber ihren wirklichen Ort bestimmt. Vielmehr wird 
ein Atom in einem beliebig herausgegriffenen Augenblick gewisse Ab- 
weichungen &, n, & von der Ruhelage haben. 

Die Vervollständigung der Theorie durch Berücksichtigung der 
Wärmebewegung verdanken wir Debye.'") Freilich hat diese Vervoll- 
ständigung wohl nicht die, man möchte sagen, mathematische Ge- 
nauigkeit der bisherigen Entwickelungen. Die statistische Theorie der 
Materie, welche dabei benutzt werden muß, steht gerade gegenwärtig 
in einer Krise, deren Ende noch nicht abzusehen ist: wir halten uns 
im folgenden an die alte Boltzmann-Gibbssche Statistik, welche bei 
höheren Temperaturen jedenfalls im wesentlichen richtig ist. Zweitens 
aber ist die Art, wie die Atome in einem festen Körper an ihre. Ruhe- 
lagen gebunden sind, nicht so leicht anzugeben. Streng genommen 
bewirkt die Gesamtheit der Nachbaratome diese Bindung; Kräfte 
zwischen der Ruhelage und dem Atom kann es nicht geben, weil in 
der Ruhelage nichts ist, wovon diese ausgeübt werden könnten. Wenn 
wir dennoch im folgenden einfach eine Kraft r(®=&#?+17+ 5) 
ansetzen, welche das Atom in die Ruhelage zurücktreibt, so können 
wir uns darauf berufen, daß dies Verfahren schon sonst in statistischen 
Problemen zu Folgerungen geführt hat, welche mit der Erfahrung im 
wesentlichen übereinstimmen. Der Proportionalitätsfaktor f muß dann 
so gewählt werden, daß die aus ihm berechnete Eigenfrequenz mit der 
optischen Eigenfrequenz des Kristalls im Ultraroten (im Gebiete der 
Rubensschen Reststrahlen) übereinstimmt; er hängt auch mit der Kom- 
pressibilität des Kristalles aufs engste zusammen. 

Debye überlegt nun folgendermaßen: Die Geschwindigkeit der 
Wärmebewegung ist gegen die Lichtgeschwindigkeit so gering, daß es 
erlaubt sein wird, ihren Einfluß zu vernachlässigen. Es bleibt dann 


175) P. Debye, Verhandl. d. deutsch. Phys.-Ges. 15 (1913), p. 678, 738, 857; 
Ann. d. Phys. 43 (1914), p. 49. 
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nur der Einfluß dieser Bewegung auf die Lage der Atome zu berück- 
sichtigen. Durch eine einfache Erweiterung der Betrachtungen von 
Nr. 46 berechnen wir nun die Intensität J für beliebige Verrückungen 
&,n,& der Atome als Funktion der &,n,&. Mit deren Veränderung 
wird im Laufe der Zeit auch die Intensität J/ variieren, und zwar so 
schnell, daß immer nur statt der Momentanwerte JJ deren zeitlicher 
Mittelwert J zur Beobachtung kommt. Dieser Mittelwert ist identisch 
mit der sogenannten „mathematischen Hoffnung“ für J; man berechnet 
ihn, indem man J mit der Wahrscheinlichkeit w des zugehörigen 
Systems der Verrückungen &, n, & multipliziert und dann über alle 
möglichen Werte der &, n, & integriert. Für w liefert die Boltz- 
mann-Gibbssche Statistik!’%), da nach dem angenommenen Kraftgesetz 


f 


z Om, m, die potentielle Energie des Atoms m,, m,, m, ist, 


F 
WW Ce ?%*T Z On My, m; ; 


wobei die Summation nach m,, my, m; über dieselben Bereiche 2M,, 
2M,, 2M, auszuführen ist wie in Nr. 46. T ist die absolute Tem- 
paratur, % die Konstante des Boltzmannschen Prinzips (sonst meist mit 
k bezeichnet). Die Konstante Ü aber berechnet sich aus der Forderung, 
daß der Gesamtwert von w 

+» 


f. na: —=] 


My, Mg, Mz AN, Mg, Mz AG, Mag, Mz 
—o 


sein muß (die Produktbildung II ist hier analog der Summenbildung 
2 auszuführen), zu } 


12 4, MM; 
(194) (1,7) 
da hier 3><8M,M,M, Integrale vom Werte 


+» 1 


ae Fra 


miteinander multipliziert sind. 
Liegen die Verrückungen &, n, & vor, so werden die Koordinaten 
des Atoms m,, m,, m; 
Mut My, My0g + Emm, mm, 
ymmı,Tt Med, Mydz, + Nam, ma m, 
z=mu,t Mm, + My, + a 
176) Die in Anm. 175) zuletzt genannte Arbeit von Debye ersetzt die Boltz- 


mann-Gibbssche Statistik durch die Quantentheorie, da aber letztere noch nicht 


hinreichend feste Formen hat, bleiben wir im Text bei den ersteren Arbeiten 
stehen. 
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und wir finden als Ausdruck für die resultierende Schwingung statt (173): 
—ikR 
v(«,ß) E  Dettete- dt @- Altern) 


—ikR 
— ı (« s ß) e E De: [m, A, + m, A, + m, A;+ Ems Mg lg (e—&,)+ Nm ig, m; BR Nt En, a -ro)l, 





Multiplizieren wir damit den dazu konjugiert komplexen Ausdruck, so 
finden wir für die Intensität 
2 
ER u > Dem mA + (ma = m) A, + (m, — m) A] 
m m 
>= e’ k [&yn,, May Mm; Em, my’, m;') (e-@)+ Om, Mg, My my’, my’, m,') R- ß 0) 
+ Em May M; Emmy’. Mg’, m;‘) r=ro)l . 

Der Mittelwert von J ist 





+» 
(195) T-[Tu I I GE am AN, N, Nz di. Nz 
x we. 
ug. A >! K ER Lim — my) Ay + (Mm = m) Aa + (ma — my‘) Au] 
A R*: My Mg, My, Mı', Ma’, Mg’ ’ 
m m’ 
wobei 


+» f - 
an Heer 2 
K = 01... Tr Fren 
My, May My, My’ Mg’, My’ En 


—o© 
> € eik [Em,, May M; Em’, m;', m;') (@-)+ my, Mm; Imy', My‘, m;') B = ßo) 
+ m, ma m; — my’, ma’, my) (Y B Yo) 


> IId& 


Dies Integral hat nun verschiedene Werte, je nachdem 


N, No, Nz an, Na, Nz aß, Nagy Na 


a) mm, m—=m, Mm mMy, 
oder 

b) von den Wertepaaren m, und m,’, m, und my‘, m, und my' 
wenigstens eins zwei verschiedene Zahlen enthält. 

Im Falle « berechnet sich K ganz wie oben die Konstante C, so 
daB K=1 wird. Im Fall b hingegen zerfällt X in drei Faktoren 
(abgesehen von CO), von denen der erste 

+0 
(196) f: TEE FE mm = En mimde=e)] Tas, ,,., 
lautet, während die beiden anderen aus ihm hervorgehen, wenn man 
& mit n oder &, « mit 8 oder y vertauscht. In dem hingeschriebenen 
Integral liefert nun zunächst jede der 8M, M, M, — 2 Integrationen 
nach allen & mit Ausnahme von &,, und & den Faktor 


’ 
» Mg, My; My’, Ma’, My 
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1 


(7 : Die beiden noch ausstehenden Integrationen fügen die 


Faktoren 





+» 
# 
fe 2x<T Ehnns n m, FH 00 Sims ma 7 


=». 


My, Ma, Mz 


und 
+» 


. F Pr 
2x7 Sr, Ma’, m;' Elder an) Em, Ma’, Mz’ & 
e My’, Ma’, Ms’ 
. 


—» 


hinzu, deren gemeinsamer Wert 


# »T 
) RT; 2 (@ — Qu)? 


ist. Somit ist das Integral (196) gleich 


(es Aa -Rla- a} 
e . 


f 
Fügt man noch die beiden anderen Faktoren von K hinzu, in welchen 
« mit ß oder y vertauscht ist, so findet man in Hinblick auf (194) 


4 7 1 (a a0)? +(B- Bo)? + (Y- Yo) 


K=e 
Da nach Nr. 47 «, ß, 5 &, Po; % die Komponenten der Vektoren 
&, 3, sind, so ist hier 
(ae — + — Bo)’ + (F — 7)’ — %)" 
zu setzen. Für die mittlere Intensität folgt daraus, daß in (195) 
K=1, wenn m =m,, m = m,, m, = my, sonst 


are 
zu Setzen ist. 

Scheiden wir zunächst die Glieder aus der dortigen Summe aus, 
für welche das Erstere zutrifft, so finden wir 8 M, M,M, Summanden 
vom Werte 1. Addieren wir sodann alle diese Glieder, multipliziert 

x«T 
mit IR RER so finden wir eine Summe 


—_ ar k? (8 _ 80)? 
er DD ir lem - my’) Aı+ mm’) Ast (ma = 3) As], 


welche gleich 
= nö %(&— 80)? sin? M, A, sin? M, A, sin? M,A, 
sin?4 A, sin?4 A, sin?4 A, 


ist (vgl. die Formeln (173) und (175)). Schließlich müssen wir noch 
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die soeben hinzugefügten Summanden abziehen, d.h. 


7 
RE (8 8,)2 


8M,M,M, 
subtrahieren, so finden wir 

2 i x _+T 2 — 2 
(197) J- 4 [sm m,m,(1—e 7" ") 





-"7 #@- 3)? sin? M, A, sin? M, A, sin? M, A, ]- 
as sin®{ A, sin?4 A, sin’{ 4, ) 
Nach (179), (184) und (190a) ist dabei 


B@— 3)? — (2m) 9, — (2m)!(h,b, + hab; + hrbi)? 
(198) = (27)’pP(nb, +9, + 15,) = (3?) 
(- En + hy?+h,?) bei regulären Kristallen) . 
Der erste Summand in Gleichung (197) ist proportional zur Zahl 


8M,M,M, der bestrahlten Atome; er ist Null in der Richtung des 
einfallenden Strahles ($ = $,), wächst, da nach Fig. 20 


(199) (8 — 3,’ = 3°? + 3, — 2(38,) = 2(1 — cos®) 

ist, zugleich mit dem Winkel $ zwischen 3 und 3,, bis er fürr®=xz 
den Wert . 

(200) sm, (ie 7") 

erreicht, ohne irgendwo ein Maximum zu haben. Er gibt offenbar die 
infolge der Ungeordnetheit der Wärmebewegung ohne regelmäßige In- 
terferenz nach allen Seiten zerstreute Strahlung an. 

Der für die Interferenzerscheinung kennzeichnende Summand ist 
der zweite; er enthält den früher für die Intensität gefundenen Aus- 
druck (175) als Faktor. Seine scharfen Maxima liegen an den durch 
die Gleichungen (176) angegebenen Stellen. Es ergibt sich somit als 
wichtigste Folgerung: (I) Die Wärmebewegung beeinflußt nicht die Lage 
und Schärfe der Interferenzpunkte, sondern setzt nur deren Intensität 
herab. Wie sie die Intensität beeinflußt, darüber lehrt der Ausdruck 
(197) im Vergleich mit (198), da d zur Belegungsdichte der spiegeln- 
den Netzebene proportional ist: (Il) Die Wärmebewegung unterdrückt 
die Interferenzpunkte mit den höheren Ordnungszahlen h und setzt das 
Spiegelungsvermögen der weniger dicht besetzten Netzebenen herab. In 
einem und demselben Interferenzpunkte wird die größte Wellenlänge, 
welche als Interferenz erster Ordnung auftritt (» = 1), stärker ge- 
spiegelt als die anderen.!’”) 





177) Weitere Literatur: E. Schrödinger, Phys. Zeitschr. 15 (1914) p. 79, 497; 
J. Kern, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 337. 


55. Kompliziertere Strukturen. 479 


Es sei hier daran erinnert, daß nach Nr. 52 schon bei ruhenden 
Atomen das Zusammenwirken verschiedener Wellenlängen und der ver- 
schiedenen Richtungen im einfallenden Strahl zu einer Bevorzugung 
der kleineren Ordnungszahlen oder der stärker belegten Netzebenen 
und der größeren Wellenlängen führt. 

Der Satz (I) wird von der Erfahrung glänzend bestätigt. Die Schärfe 
der Interferenzpunkte ist bei Untersuchungen bei Zimmertemperatur 
(T=300°) so groß, wie sie unter den vorliegenden Umständen nur irgend 
erwartet werden kann (da man nicht wie in der Optik mit einem auf un- 
endlich eingestellten Fernrohr beobachten kann, beeinflussen der Quer- 
schnitt des einfallenden Strahlenbündels und die Dicke des Kristalls die 
Schärfe ungünstig). Sie ändert sich nicht, wenn man, wie es de Broglie 
mit Turmalin getan hat!”®), den Kristall auf die Temperatur der flüssigen 
Luft (7 80°) oder auf Rotglut (7 mindestens —= 900°) bringt. Auch 
die Lage der Interferenzpunkte bleibt bei diesem Versuche unverändert. 
Dagegen ist die Abnahme ihrer Intensität mit steigender Temperatur 
so erheblich, daß man z. B. bei Steinsalz von 320°0 (7 = 600°) bei 
einer Exposition, die bei Zimmertemperatur zur Photographie der 
Interferenzpunkte völlig ausreicht, keine Spur davon erhält. !"°) 

55. Kompliziertere Strukturen. Wir haben bisher einfache 
Raumgitter betrachtet, wie sie nur bei holoedrischen Kristallen auf- 
' treten. Aber schon bei diesen kann die Struktur verwickelter sein; 
bei einem regulären holoedrischen Kristall z. B. brauchen keines- 
wegs nur die Ecken des elementaren Würfels Atome zu tragen, son- 
dern es können auch die Mittelpunkte der Würfel oder die der Würfel- 
flächen mit Atomen gleicher oder anderer Art besetzt sein. Bei den 
hemiedrischen Kristallen kann die Struktur noch viel verwickelter 
werden; nach Schönflies kommen für die Struktur der Kristalle im 
ganzen 230 verschiedene regelmäßige Punktsysteme in Betracht. Wir 
wollen die Interferenztheorie daraufhin erweitern, wollen uns aber 
dabei wiederum die Atome ruhend denken, indem wir vorwegnehmen'®"), 
daß unser Ergebnis durch die Berücksichtigung der Wärmebewegung 
keine wesentliche Änderung erfährt. 

Außer den Atomen, deren Orte durch die Gleichungen (171) be- 
stimmt sind, treten dann andere auf, die in den Punkten 

= (m + 8,)24+ (m + 0)1,+ (Mm; + 9;)0;, 
(201) y=(m + 6)u,+ (m + 8), + (m; + 0,)Q;, 
= (m + 8,)0.+ (Mm + 89), + (m; + 0;)0,, 

178) de Broglie, Le Radium 10 (1913), p. 186. 


179) M. v. Laue u. J. Steph. van der Lingen, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 75. 
180) M.v. Laue, Ann. d. Phys. 42 (1913), p. 1561. 
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liegen und im allgemeinen durch eine andere Funktion »’ gekenn- 
zeichnet sind. Die Zahlen d,, d,, d, sind dabei echte Brüche, deren 
Werte für das Punktsystem charakteristisch sind. Wir können die 
Lage eines gestrichenen zu einem ungestrichenen Atom auch durch 


den Vektor 
v=du+ 004 00; 


angeben. Treten mehrere derartige Atome auf, so haben wir jede 
Sorte durch einen derartigen Vektor r’, x”... in ihrer Lage zu be- 
stimmen. In diesem Falle tritt an die Stelle der Summe (173) 

-ikR 


(202) — Iy(e, B) Dettre-a)tu@- +71) 
+ v'(e, B) Det e-antr @-Aa+rr- nal ns .) 
—ikR 
u rn (v(e, ß) . v'(o, B)eie' 4 ar 1232 Zemntmain 


wobei zur Abkürzung 
(203) e’=hlr,(e — o)+ R B—-B)tur—Y0)] 
gesetzt ist. Man sieht, daß in (202) der einzige Unterschied gegen 
früher in der Ersetzung der Funktion % durch die Klammer besteht. 
Wir können dies so ausdrücken, daß jetzt nicht mehr ein einzelnes 
Atom, sondern die Gesamtheit aller Atome eines Elementarparallelepi- 
pedes als Gitterelement wirkt. Interferenzmaxima können nur dort 
auftreten, wo die dreifache Summe in (202) ein Maximum besitzt, wo 
also die Gleichungen (176) erfüllt sind. Die Lage der Interferenz- 
mazima gehorcht auch bei verwickelten Strukturen denselben Geselzen 
wie beim einfachen Raumgitter. Dagegen wird die Intensität der In- 
terferenzpunkte durch die Klammer in (202), d.h. durch die Struktur, 
im allgemeinen beeinflußt; nach den Grundgleichungen mögliche In- 
terferenzpunkte können z. B. durch das Verschwinden dieses Struktur- 
faktors völlig aufgehoben werden. Hemiedrische Strukturen können sich 
somit im Interferenzbild äußern, brauchen dies aber nicht zu tun; es 
wird vielmehr einer besonderen Untersuchung in jedem Fall bedürfen, 
um diese Frage zu entscheiden. Die Erfahrung bestätigt dies. 

Da @«— a, ß— PB, %— Y, nach der Definition der Vektoren 
3 und 3, (Nr. 47) die Komponenten des Vektors & — 8, sind, welcher 
nach (179) am Ort des Interferenzmaximums h,, hy, ha gleich 5 ist, 
so kann man Gleichung (203) nach (184) umformen in: 


(203a) 0’ —= 2z(h, (vb) + h,(v’b,) + h,(v’b,)) 
(- = (ht, +hrt/ + h;r,)) für reguläre Kristalle) . 
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Dann ist der Strukturfaktor 
(204) lv(e, ß) + v'(e, ß) er Filth (e 6r) + Are’ be) + halt’ 6) + ... % 


ausgedrückt durch die Lage der ein-, zwei- usw. gestrichenen Atomarten 
und durch die Ordnungszahlen h des Interferenzpunktes. Der Zerlegung 
des Raumgitters in Netzebenen entspricht mehr die Umformung: 


7401-22 
(vgl. (184) und (190a)). Setzen wir in ihr 
(204) u=%'d, 
so finden wir als Strukturfaktor 
(205) v(a,B) + v’(a, BEP + vl, Er. 9. 
Zur Deutung dieses Ausdruckes bedenke man, daß die eingestrichene, 
zweigestrichene usw. Atomart Raumgitter bilden, welche dem aus den 
ungestrichenen Atomen bestehenden kongruent sind, nur daß sie gegen 
letzteres die durch die Vektoren r’, r” ... gegebenen Verschiebungen 
haben. Die Netzebenen (7,2275) dieser verschiedenen Raumgitter 
fallen dabei im allgemeinen nicht zusammen, sondern die des ein- 
gestrichenen Raumgitters haben von denen des ungestrichenen den 
Abstand rg, da h auf ihnen senkrecht steht. Die Zahl #’ gibt somit 
an, wie der Abstand d der ungestrichenen Netzebenen von den ein- 
gestrichenen Netzebenen unterteilt wird. Der Faktor (205) entspricht 
daher dem Interferenzeffekt aller derjenigen Wellen, welche von je 
einer ungestrichenen, einer eingestrichenen usw. Netzebene zurückge- 
worfen werden. 

Als einfaches Beispiel wollen wir den Strukturfaktor eines flächen- 
zentrierten Gitters im regulären System berechnen, wie es z. B. in 
 Fig.23 durch die eine Art von Punkten, etwa die schwarzen vorgestellt 
wird. Die daselbst mit 4, 5, 6 bezeichneten Punkte gehen aus dem 
Gitterpunkt B durch die Verschiebungen hervor: 


r=4a+9%, ÜTetßa+ 9), "—4(,+ 9). 
Nach Gl. (203a) wird also 

e=z(h + hs), e"—=a(h,-+ h,), "=, + h,). 
Wegen völliger Vertauschbarkeit der vier Punkte im flächenzentrierten 


Gitter müssen auch die zugehörigen % unter sich gleich sein. Der 
Strukturfaktor wird daher 


(2042) |yP 1 Hei + ee’ + ee"? 
= v?11 =. erh t+h,) u eit(h2+h,) E= er r4)]|? 
Ey | 16 |y]’.. alle h gerade oder alle h ungerade, 
® 0  .. im entgegengesetzten Fall. 
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Bei einem einfachen flächenzentrierten Gitter können also Flecke mit 
„gemischten“ (teils geraden, teils ungeraden) Ordnungszahlen über- 
haupt nicht auftreten. Eine Fläche mit gemischten Indices kann nur 
in gerader Ordnung reflektieren. Entsprechendes gilt für alle Gitter, 
die sich aus mehreren flächenzentrierten zusammensetzen; ihr Struktur- 
faktor wird gefunden, indem man die durch (204) ausgedrückte Phasen- 
zusammensetzung nur auf die vollständigen flächenzentrierten Gitter 
anwendet und dann entsprechend (204a) alle Flecke mit gemischten 
Indices streicht, die übrigen mit dem Gewicht 16 !y|? (gegenüber dem 
einfachen Gitter) bewertet. 

56. Die Struktur des Steinsalzes und des Diamantes. Wir 
haben in Nr. 50 und 51 die selektive und die allgemeine Spiegelung 
an der Netzebene eines Raumgitters unterschieden und gesehen, daß 
die erstere die einfachere Erscheinung ist, weil man es bei ihr mit 
einer bestimmten Wellenlänge zu tun hat. Deshalb eignet sie sich auch 
besser zur Untersuchung ‘von Kristallstrukturen. Von den zahlreichen 
Ergebnissen, welche die Herren Bragg nach dieser Methode erhalten 
haben, wollen wir nur die auf Steinsalz und Diamant bezüglichen hier 
genauer diskutieren. 

Nach Fig. 21 treten bei der Spiegelung an einer Würfelfläche des 
Steinsalzes (Kurve I) nur Interferenzmaxima gerader Ordnung auf. 
Und bei einer Spiegelung an der Oktaederfläche (Kurve II) sind die 
Maxima erster Ordnung (A,, B,, C,) erheblich schwächer als die 
zweiter Ordnung (A,, B,, C,). Hieraus schließen die Herren Bragg 
im Hinblick auf die Symmetrieeigenschaften des Steinsalzes auf die in 

a; Fig. 23 dargestellte Struktur, bei wel- 

Hi cher längs der drei Würfelkanten Na- 

trium- und Chloratome abwechseln. 
| Dem in der Figur dargestellten Ele- 
mentarwürfel gehören danach vier Na- 
2 und vier Cl-Atome an, nämlich außer 
| 2 a, dem in der Ecke rechts unten vorn 
gelegenen Natriumatom noch die Na- 
Atome 4, 5, 6 sowie die Cl-Atome 1, 

Ber: $ : 2, 3 und 7; die anderen Atome der 
Figur müssen schon den anstoßenden 
Elementarwürfeln zugerechnet werden, 
da sie aus einem der erwähnten durch eine Verschiebung a,, a, oder 
a, hervorgehen. Wir haben also zwei flächenzentrierte Gitter: ein Na- 
Gitter und ein z.B. um die halbe Würfeldiagonale dagegen verschobenes 
Cl-Gitter. Die phasenmäßige Zusammensetzung dieser beiden Gitter 












































Fig. 23. 
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ergibt den Faktor — analog (204) — 
|» + vW’|? wenn alle h gerade 
|» — w’|? wenn alle h ungerade. 


(204b) |y + veiatkt)]? — 


Gemischte Indices A kommen, wie zum Schluß von Nr. 55 hervor- 
gehoben, nicht in Betracht; wir haben also nur die „geraden“ und 
„ungeraden“ Flecke mit den vorstehenden Werten des Strukturfaktors 
zu unterscheiden. 

Man ersieht aus der Unmöglichkeit gemischter Indices (Gl 204a), 
daß in der Tat an der Würfelfläche (100) keine Maxima ungerader 
Ordnung auftreten können, während sie wegen der Verschiedenheit 
der Na- und Cl-Atome bei der Oktaederfläche (111) entsprechend 
Gl. (204b) wohl noch vorhanden sind, aber mit der relativen Inten- 
sität | 9 — %’ |?, welche geringer ist als die relative Intensität |» + »’ ? 
der geraden Ordnungen. Wir wollen sogleich bemerken, daß beim 
Sylvin (KC]), dessen Konstitution genau dieselbe ist, auch bei der Ok- 
taederfläche die Maxima ungerader Ordnung wegfallen, weil wegen des 
geringen Gewichtsunterschiedes der K- und der Ül-Atome auch die 
Funktionen % und %’, welche deren Wirksamkeit messen, einander 
fast gleich sind (vgl. Nr. 53). 

Man kann das Ergebnis für NaCl so aussprechen: Bei der Spiege- 
lung an einer Netzebene (100) löschen die äquidistant angeordneten, in 
der gleichen Art mit Na- und Ül- Atomen belegten Netzebenen die Inter- 
_ ferenzen der ungeraden Ordnungen aus; bei der Spiegelung an (111) hin- 
gegen wechseln Netzebenen, welche nur Na- Atome tragen, ab mit solchen, 
die nur mit Cl- Atomen besetzt sind; dieser Unterschied läßt keine voll- 
ständige Auslöschung der ungeraden Ordnungen zu. 

Auch an den mit spektral inhomogener Strahlung an Steinsalz 
gewonnenen Interferenzbildern haben die Herren Bragg diese Anord- 
nung der Atome geprüft; wenn gleich dies Verfahren keine so gute 
Probe auf die Richtigkeit ergibt wie das zuerst beschriebene, so kommt 
man dabei doch auf keinen Widerspruch gegen die besprochene An- 
ordnung. 

Ist nun der Bau des Steinsalzes genau bekannt, so fallen damit auch 
alle Zweifel über den genauen Wert der Gitterkonstanten fort, welche 
bisher nur der Größenordnung nach bekannt war. Da auf den Ele- 
mentarwürfel mit der Seitenlänge «—= AB (in Fig. 23) 4 Na- und 
4 Cl-Atome, also 4 Moleküle NaCl kommen, ist das Volumen eines 
Grammoleküls NaCl, wenn N die Zahl der Molekeln im Grammolekül 


bezeichnet, = a. Andererseits berechnet sich dies Volumen als der 
Quotient aus dem Molekulargewicht m und der Dichte d. Setzt man 
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nun in der Gleichung 


(206) 3" 


4 
m—=23+35—-585 6-215 N—62:10%, 


so folgt 
a —= 5,60 - 10-® cm. 


Mit Hilfe dieses Wertes sind die in Nr. 50 angegebenen Wellenlängen 
der charakteristischen Linien von Platin usw. berechnet. Die am we- 
nigsten sichere der hier benutzten Zahlen ist N, das man nur auf 
etwa 8 Proz. genau kennt. Infolgedessen beträgt die Genauigkeit aller 
dieser Zahlenangaben ungefähr 2 Proz. 

Eine scharfe Prüfung dieser Messung liegt in dem Vergleich 
zwischen den Gitterkonstanten verschiedener Kristalle, den man ziehen 
kann, indem man dieselbe homogene Röntgenstrahlung an ihnen spiegelt, 
Das Interferenzmaximum B, in Fig. 21, Kurve 1 z. B. liegt beim Stein- 
salz, auf welches sich die Figur bezieht, bei = 78°48’, beim Sylvin 
hingegen bei = 179°48°. Nach (191) müssen sich die Gitterkon- 
stanten beider Kristalle umgekehrt wie die Kosinus der zugehörigen 
Winkel verhalten; man findet für dies Verhältnis den Wert 0,896. Be- 
rechnet man hingegen die Gitterkonstante a des Sylvins nach (206) 
mit m = 74,5 und d = 1,97, so findet man dafür 6,25. 10-®, also 
wiederum für das Verhältnis dieser Gitterkonstanten 0,896. 

Der Diamant 
ist nach den Her- 
e ren Bragg auszwei 
flächenzentrierten 

Gittern aufgebaut, 

7 > „a, die durch Ver- 

Be schiebung um + 

7 ; der Würfeldiago- 

3 nale auseinander 

2... r erzeugt werden 

Fig. 24. können. In der 

Fig. 24 sind 5,1, 

2, 3 der Eckpunkt und die flächenzentrierenden Punkte des einen 

Gitters, dessen Grundwürfel gezeichnet ist. Die Punkte 4, 5, 6, 7 sind 

die entsprechenden Punkte des zweiten Gitters, die durch die Ver- 
schiebung 4(a,—+ a, a,) aus den ersteren hervorgehen. 

Setzen wir die Amplitude % für alle Punkte gleich, so ergibt 
sich für das Zusammenwirken der beiden flächenzentrierten Gitter der 
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Intensitätsfaktor 
4 wenn alle h gerade und 


Dh=0 (mod 4), 
0 wenn alle h gerade und 
Dh=2 (mod 4). 


Natürlich bleibt bestehen, vgl. Gl. (204a), daß Flecke mit gemischten 
Indices die Intensität Null haben. 

Die Anwendung dieser Ergebnisse auf die Spiegelung an den Netz- 
ebenen (100), (110) und (111) ergibt volle Übereinstimmung mit der 
Erfahrung, insbesondere an der letzten Fläche das Ausfallen des Spek- 
trums zweiter Ordnung (Indices 222, I%= 2 (mod 4)). 

Daß die in der Figur als Punkte gezeichneten Gebilde wirklich 
einzelne Atome und nicht etwa Komplexe mehrerer Atome darstellen, 
ergibt der Vergleich der Gitterkonstanten des Diamantes mit der des 
Steinsalzes aus dem Spiegelungswinkel einer homogenen Röntgenstrah- 
lung; demnach ist für Diamant a = 3,53 - 10-® cm. Genau denselben 
Wert findet man aber aus der Gleichung 


o-" m=-1%, 0-31), 


(2046) |y]1+ Er? ht +M)|2 2 | 


in welcher beide Seiten das Volumen eines Grammatoms ausdrücken, 
die linke unter der Voraussetzung, daß auf jeden Elementarwürfel 
8 Atome Kohlenstoff kommen. 

Fig. 25 ist eine Abbildung des räumlich ausgeführten Diamant- 
modelles. Die Flächen (111) liegen horizontal; die Strecke AB ist 
eine Diagonale einer Würfelfläche und entspricht somit einer Länge 
von 3,53 .10-3.Y2 — 5,00 :10-®cm. Man erkennt hier besonders 
gut als Grund für das 
Verschwinden der Inter- 
ferenzen zweiter Ord- 
nung bei (111) die Auf- 
einanderfolge horizon- 
taler Ebenen in Ab- 
ständen, die sich wie 
1:3 verhalten, was ei- 
nem Wert $—=H ent- 
spricht. 

Modelle, wie wir 
sie hier für NaCl, KC1 
und Diamant kennen gelernt haben, sind chemische Konstitutions- 
formeln im vollkommensten Sinne des Wortes. Man erkennt hieran 
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die große Bedeutung dieser Ergebnisse nicht nur für die Mineralogie, 
sondern auch für die Chemie. 


57. Die Form der Interferenzpunkte. Zum Schluß sei noch der 
Hinweis auf eine Eigentümlichkeit gestattet, welche man fast immer 
bei den Interferenzbildern beobachtet, wenn man einen dünnen Kristall- 
schliff mit einem sehr eng abgeblendeten Röntgenstrahlbündel durch- 
leuchtet. Man beobachtet dann statt der Interferenzpunkte meist 
Striche, welche, wenn die photographische Platte zum einfallenden 
Strahl senkrecht stand, tangentiell, d. h. senkrecht zum Fahrstrahl vom 
Mittelpunkt der Figur nach ihrem Orte, gerichtet sind. 

W. L. Bragg“*‘) schlägt eine geometrisch-optische Erklärung für 
diese Erscheinung vor; wenn jeder Strahl der einfallenden, etwas 
divergierenden Welle in dem Teil des Kristalles, den er trifft, an einer 
bestimmten Netzebene gespiegelt wird, so bildet nach der Spiegelung 
die Gesamtheit dieser Strahlen ein astigmatisches Bündel, dessen eine 
Brennlinie ungefähr im gleichen Abstande hinter dem Kristall liegt, 
wie die Blende, welche das einfallende Bündel begrenzt, davor. In 
diesem Abstande ist daher die Länglichkeit ein Optimum; in größerem 
Abstande schwindet sie wieder, und zwar vollständig, wenn man ins 
Unendliche geht oder wenn man mit einem auf Unendlich eingestellten 
Fernrohr beobachten könnte. Hingegen zeigt die Theorie von Laue 
und Tank'?), welche den Vorgang wegen des endlichen Abstandes 
der Strahlungsquelle als Fresnelsche Beugungserscheinung auffassen 
(im Gegensatz zum bisherigen, wo immer nach Fraunhofer gerechnet 
wurde), daß die Länglichkeit auch im Unendlichen erhalten bleiben 
muß, weil eben das in Nr. 45 abgeleitete Spiegelungsgesetz nur im 
Fraunhoferschen Fall gilt. Versuche, welche diesen Sachverhalt er- 
weisen sollen, sind zurzeit im Gange. 

Der Ausdruck (175) für die Intensität enthält das Produkt dreier 
Sinusquotienten. Der erste davon entspricht der Interferenz von Gitter- 
elementen, welche auf einer geraden Linien parallel a, angeordnet sind. 
Die beiden anderen geben den Interferenzeffekt eines in der Ebene der 
Vektoren a, und a, gelegenen Kreuzgitters. Ein sichtbares Maximum 
entsteht, wo ein Kreuzgitterspektrum einem der Kreise hinreichend 
nahe liegt, auf welchem der erste Sinusquotient seine Maxima hat. 

Der Ausdruck (175) beruht aber durchaus auf der Annahme, daß 
ebene Wellen einfallen. Treten Kugelwellen an deren Stelle, so wird 
er ersetzt durch einen Ausdruck, in welchem wiederum als Faktoren 


181) W. L. Bragg, Proc. Cambr. Phil. Soc. 17 (1918), p. 43. 
182) M.v. Laue u. F. Tank, Ann. d. Phys. 41 (1913), p. 1003. 
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auftreten erstens ein Term, herrührend von parallel zu a, angeordneten 
Gitterelementen, zweitens ein Term, der den Kreuzgittereffekt angibt. 
Aber die Maxima des letzten Termes sind nicht mehr so scharf wie 
früher; die Kreuzgitterspektren haben sich verbreitert. Ihre ursprüng- 
liche Schärfe war ja dadurch bedingt, daß zwischen je zwei inter- 
ferierenden Wellen in einem unendlich ‚weit entfernten Aufpunkte ge- 
nau die gleiche Phasendifferenz bestand; dies ist aber jetzt nicht mehr 
der Fall. Dagegen bleiben die Interferenzmaxima, welche von parallel 
zu a,, d.h. parallel zur Fortpflanzungsrichtung der Welle angeordneten 
Gitterelementen herrühren, so scharf wie zuvor. Auf sie hat die Krüm- 
mung offenbar keinen Einfluß. Sichtbare Helligkeit wird nun dort 
auftreten, wo die Kreise, welche die scharfen Maxima des ersten Terms 
enthalten, die verbreiterten Kreuzgitterspektren schneiden. Es leuchtet 
ein, daß dabei die beobachtete Länglichkeit der Flecke herauskommt. 
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Spezielle Beugungsprobleme. 


58. Einleitung. Die von Kürchhoff gegebene klassische Theorie 
der Beugungserscheinungen zeichnet sich durch ihre Allgemeinheit so- 
wie durch Einfachheit und Eleganz: ihrer Anwendung auf beliebig ge- 
formte Öffnungen aus; in Nr. 34 wurde indessen bereits hervorgehoben, 
daß sie strengeren physikalischen und mathematischen Forderungen 
nicht gerecht wird. Um die Beugung nach Gleichung (105) bzw. (108) 
berechnen zu können, nimmt Kirchhoff an, daß die Funktionen « und 


= auf der ganzen Rückseite des das Licht abblendenden Schirmes 
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verschwinden, während ihr Wert in der Öffnung der ungestörten Aus- 
breitung der Welle entsprechen soll. Er gibt indessen selbst zu, daß dies 
nur in größeren (verglichen mit der Wellenlänge) Entfernungen vom 
Sehirmrande näherungsweise zutrifft, nicht aber in der unmittelbaren 
Nachbarschaft desselben; die Methode kann daher nur bei großen 
Dimensionen der beugenden Öffnung (bzw. des Schirmes) und für 
kleine Beugungswinkel richtige Resultate liefern, da nur unter diesen 
Bedingungen die Wirkung der Randzone zurücktritt. Andererseits ver- 
ziehtet sie von vornherein auf die Beschreibung gewisser Feinheiten 
der Erscheinung, wie z. B. des Polarisationszustandes des abgebeugten 
Lichtes!®®), des Einflusses des Schirmprofils, seiner Materialeigenschaften 
usw. Poincare'*) war der erste, der dieses Verfahren verlassen und 
das Beugungsproblem als Randwertaufgabe aufgefaßt hat.!®) Seitdem 
bildete die Theorie der Maxwellschen Gleichungen unter Berücksich- 
tigung der an der Oberfläche eines beugenden Körpers geltenden Grenz- 
bedingungen den Gegenstand einer ganzen Reihe von Arbeiten. Die 
mathematischen Schwierigkeiten der so verstandenen Beugungsaufgabe 
bringen es indessen mit sich, daß sie bis jetzt nur für eine sehr be- 
 schränkte Anzahl von speziellen Formen der beugenden Begrenzung 
durchgeführt werden konnte. 

Den Ausgangspunkt der Analyse bilden die Maxwellschen Glei- 
chungen (1), (3), (4), (7a), welche im Spezialfall durchsichtiger Me- 
dien (6 — 0) auf die Wellengleichungen (5) führen. Andererseits er- 
gibt der Ansatz 
(206) E=Ne(Eer), H—Re(Hem, 


für absorbierende Medien bei Beschränkung auf zeitlich periodische 


& 2 2 
Zustände von der Periode — 


ine 6 in E 
0) ( se 2) E=r0H,  H=—votH, 
div E=0, dv H=0. 


— rin 


183) Bei Behandlung der Beugung an einer Halbebene nach der Kirchhoff- 
schen Methode vom Standpunkt der elastischen Lichttheorie hat E. Maey (Ann. 
d. Phys. 49 (1893), p. 69) einen Einfluß der Polarisation der einfallenden Wellen 
gefunden, in der elektromagnetischen Theorie ergibt sich jedoch, wenn man 
nach der Vorschrift von Maey verfährt, für die verschiedenen Polarisations- 
zustände kein Unterschied. 

184) Poincare, Acta Math. 16 (1892), p. 297 und 20 (1897), p. 313. (Ver- 
gleich mit der Theorie von Sommerfeld.) 

185) Allerdings wurde es nur mit Beschränkung auf sehr kurze Wellen- 
längen für die unendliche Halbebene durchgeführt. 

} 32° 
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Zur Abkürzung schreiben wir 
„__n’e _ ins 
Ni e? e 
und bezeichnen % als die „komplexe Wellenzahl“, da sie im Falle 


durchsichtiger Medien in die gewöhnliche Wellenzahl k = En = — 


(« — Phasengeschwindigkeit — ve vgl. p. 363) übergeht. Auch in 


diesem allgemeineren Falle liefert die Elimination von H (bzw. E) 
die Schwingungsgleichungen 


(208) AE+RE=0, AH+RH=0. 


Einer besonderen Erörterung bedarf noch der Fall zweidimensio- 
naler Probleme, zu welchen die Mehrzahl der zu behandelnden Bei- 
spiele gehört. Ist der Schwingungsvorgang von einer der cartesischen 
Koordinaten, z.B. z, unabhängig, so kann man ihn stets als Über- 
lagerung zweier unabhängiger Vorgänge auffassen, in deren einem die 
Komponente 9,, im anderen die Komponente €, verschwindet. In 
der Tat zerfällt dann das Gleichungssystem (1) bis (4) in die beiden 
unabhängigen Gruppen 

















(1 0% __ __9E, : 0% _0 
ce dt ay ’ 0 98. : 3947 
1 05, *_ 0, 06, 98, 
209,6 79 — Te PET 
DE, | @E_ 106 99,08, 100, 
wer? dy? a3 d8 ax? day? ga 


Man kann daher die beiden durch die Gleichungen (209a) und 
(209b) dargestellten Vorgänge getrennt betrachten; im ersten sind die 
Schwingungen senkrecht zur z-Achse polarisiert, im zweiten parallel 
zu derselben; wir werden sie im folgenden stets als den Fall | und 
den Fall || bezeichnen. | 

Die Grenzbedingungen, welche an der Oberfläche des beugenden 
Körpers bei endlicher Leitfähigkeit desselben gelten, sind '#): Die 


Tangentialkomponenten von € und $ verhalten sich an der Grenz- 
fläche stetig 


(210) (Erang); = (Erang)o, (Drang); = (Hiang)a, 


wo sich die Indizes i und a auf das Innere und Äußere des Körpers 
beziehen. 


186) Analoge Gleichungen erhält man auch für absorbierende Medien und 
krummlinige Koordinaten (vgl. Nr. 68). 


187) Vgl. diesen Artikel Nr. 1 oder V 22, Nr. 5 (W. Wien). 
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Dementsprechend muß bei unendlich guter Leitfähigkeit die elek- 
trische Feldstärke zur Grenzfläche normal stehen: 


(211) (Et 


Außer diesen beiden Fällen wird uns noch der „vollkommen ab- 
sorbierende“ oder „absolut schwarze“ beugende Schirm beschäftigen. 
Darunter soll verstanden sein, daß der aus dem Schirm austretende 
mittlere Energiestrom verschwindet, was allerdings noch keine ein- 
deutige Definition ist. Wie sich der Begriff des schwarzen Körpers 
in eleganter Weise mathematisch fassen läßt, werden wir in Nr. 60 
sehen. ’ 

Um neue Lösungen der Grundgleichungen zu gewinnen, welche 
der speziellen Form der Grenzflächen angepaßt sind, hat man bis jetzt 
im wesentlichen zwei Wege beschritten: A. Sommerfeld hat eine Me- 
thode angegeben, um auf funktionentheoretischem Wege verzweigte 
Lösungen der Schwingungsgleichung zu finden. Sein weiteres Vor- 
gehen, mittelst soleher Lösungen die Grenzbedingungen zu befriedigen, 
ist eine Verallgemeinerung der Thomsonschen Spiegelungsmethode 
(Nr. 59—62). Ein anderer Weg, der mit Erfolg angewandt wurde, 
ist, die Grundgleichungen auf solche krummlinige Koordinaten zu trans- 
formieren, daß den Unstetigkeitsflächen konstante Werte des Para- 
meters entsprechen (Nr. 63—67). Leider ist die Anwendbarkeit beider 
Methoden eine beschränkte, und die Zahl der Fälle, deren Behandlung 
bisher gelungen ist, gering. 


I. Methode der mehrwertigen Lösungen. 


59. Die Sommerfeldsche Methode zur Gewinnung mehrwertiger 
Lösungen der Schwingungsgleichung. Im Falle zweidimensionaler 
Probleme kann man in der Behandlung mehrwertiger Lösungen ohne 
weiteres an die Funktionentheorie anknüpfen. Wir konstruieren eine 
Riemannsche Fläche, welche im Nullpunkte und nur in diesem einen 
(p — 1)-fachen Verzweigungspunkt besitzt. Zu diesem Zwecke denken 
wir uns die schlichte Ebene der Polarkoordinaten r und p in p Exem- 
plaren vorhanden, und jedes längs eines Halbstrahlles = po’ + x 
aufgeschnitten. Die p Exemplare schichten wir übereinander und 
verbinden in üblicher Weise das linke Ufer des Einschnittes im g-ten 
Blatte mit dem rechten des Einschnittes im (g-+ 1)-ten Blatt und 
schließlich die beiden übrigbleibenden Ufer des p-ten und des ersten 
Blattes untereinander. Wir bezeichnen also als erstes Blatt die Werte 
des Winkels 9 

P—Aa<Pp<ptE, 
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als zweites Bat "+ r<p<gp+3z, 


als ptes Blatt + App — Br <p<gp+ (2p — 1x. 

Als p-wertige Lösung der Wellengleichung (6), welche sich im 
zweidimensionalen Fall auf 

1 ou ou , Du 

reduziert, bezeichnen wir eine Lösung (in Polarkoordinaten geschrieben) 
fe, g—y',t), welche auf der eben konstruierten Riemannschen Fläche 
eindeutig ist oder mit anderen Worten in @ die Periodizität 29x besitzt. 

Zum erstenmal wurde von A. Sommerfeld) eine mehrwertige 
(und zwar eine zweiwertige) Lösung der Gleichung (212) im Jahre 
1894 gewonnen, jedoch als Resultat eines ziemlich speziellen Ver- 
fahrens. Einen allgemeinen, aber zunächst noch nicht ganz einfachen 
Weg zur Aufstellung solcher Lösungen brachten seine nächsten Ar- 
beiten !%#) 1%), Hier bilden mehrwertige Lösungen der Potentialgleichung 
in zwei Dimensionen den Ausgangspunkt und werden durch einen un- 
endlichen Differentiationsprozeß in Integrale der Schwingungsgleichung 
verwandelt. Später gab Sommerfeld’) eine kürzere Methode zur 
Herstellung verzweigter räumlicher Potentiale, welche von H. 8. Cars- 
law'??) und von ihm selbst!?”) auch auf die Behandlung von Beugungs- 
problemen übertragen wurde. Dieser letztere heuristische Weg hat 
neben dem Vorteil der Einfachheit den der größeren Allgemeinheit 
und führt ebenso leicht zur Lösung zwei- wie dreidimensionaler Pro- 
bleme.!?!) Aus diesem Grunde wollen wir uns in unserer Darstellung 
diesen späteren Arbeiten anschließen. 

Um die verzweigten Lösungen herzustellen, gehen wir von einem 
Integral der Wellengleichung in der schlichten Ebene aus 


(213) w=flar,9— p,t). 
Wegen der Willkürlichkeit der Richtung 9’ ist offenbar auch 
jeder Ausdruck von der Form 


Ste r,9—a,t)- F(e) d« 


188) A. Sommerfeld, Math. Ann. 45 (1894), p. 263. 

189) A. Sommerfeld, Gött. Nachr. 1895, p. 267. 

190) A. Sommerfeld, Math. Ann. 47 (1896), p. 317. 

191) A. Sommerfeld, Proc. London Math. Soc. 28 (1897), p. 395. 

192) H. S. Carslaw, Proc. London Math. Soc. 30 (1899), p. 121. 

198) A. Sommerfeld, Z. für Math. und Phys. 46 (1901), p. 11. 

194) Bei letzteren kommen „Riemannsche Räume“ zur Verwendung. 
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93 


eine Lösung der Differentialgleichung (212). Dabei kann die Integra- 
tionsvariable « auch auf komplexem Wege in einer «-Ebene geführt 
werden, falls f und F für kom- 
plexe Werte des Arguments de- TG 
finiert sind, wie wir es voraus- 
setzen wollen. Im speziellen er- 
halten wir nach dem Satze von 
Cauchy die frühere Lösung u, 
wieder, wenn wir als Integrations- 
weg eine Umkreisung des Punktes 
«— gp' wählen und F(«) gleich 


1 ‚ 
ee (a, p) 


nehmen, wo F,(«, p') für «= p’ 
mit dem Residuum 1 unendlich 
wird. Z. B. können wir setzen, 
indem wir F\, hinsichtlich der 
beiden Variablen « und 9’ die 
Periode 2x beilegen 
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dann -erhalten wir 
‘ rn 1 io d 
(215) fan one 


Den Integrationsweg kann man zu einer beliebigen den Punkt «= y 
umkreisenden Schleife deformieren, nur ist darauf zu achten, daß er 
über keine Singularitäten des Integranden herübergezogen wird, und 
daß, falls er ins Unendliche auslaufen soll, die Funktion f daselbst in 
einer für die Konvergenz des Integrals hinreichenden Weise ver- 
schwindet. 

Wir wollen den Fall näher ins Auge fassen, daß «, eine ebene 
Welle darstellt (siehe Nr. 2 


(216) = e' [kr cos(p —gy') + ni] 
oder nach (215) 


int i ia 
(217) “= e Kalle (e-9) € de % 


DE ei * RT 5 





Die Pole des Integranden liegen bei «&—=g'-+2qz, wenn q eine ganze 
Zahl bedeutet; der Integrationusweg muß also aus der Umkreisung 
eines dieser Punkte (und nur eines) durch Verzerrung hervorgehen. 
Der Exponent ikr cos(«—gp) hat nur in den in Fig. 26 gestrichelten 
Streifen der «-Ebene einen negativen reellen Teil. Man darf ihn also 
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nur innerhalb dieser Streifen ins Unendliche führen. Wir deformieren 
die Kurve (C) in der in der Figur angegebenen Weise. Die punk- 
tierten Teile dieses Weges sind wegen der Periodizität des Integran- 
den gleichwertig und werden in entgegengesetzter Richtung durch- 
laufen, heben sich also gegenseitig auf. Man kann sich also auf die 
beiden ausgezogenen Kurven beschränken, deren Gesamtheit wir mit 
Sommerfeld den Integrationsweg (A) nennen wollen. 

Wir gehen jetzt von der Lösung in der schlichten Ebene zu der 
in der p-blättrigen Riemannschen Fläche über, indem wir die Funktion 
betrachten 


ia 








SR eint ikr cos(@— 9) e? da 
(218) Ks Je rt 
(4) RE SE 


das Integral längs des Weges A genommen. Dieser Ausdruck besitzt 
die folgenden Eigenschaften: 

1. u ist eine Lösung der Wellengleichung. 

2. u ist eindeutig auf der p-blättrigen Riemannschen Fläche. 

Beweis: Wenn wir um 2» ändern, verschiebt sich der Inte- 
grationsweg in der «-Ebene um die Strecke 2px längs der reellen 
Achse; da aber der Integrand die Periode 2px besitzt, bleibt der 
Wert des Integrals ungeändert. 
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Fig. 27. 


3. u ist endlich und stetig für alle reellen Werte von r vermöge 
der Wahl des Integrationsweges. 

4. Für r = 00 ist u gleich u, im ersten Blatt, d.h. wenn | p— y’|<z, 
und verschwindet in allen übrigen Blättern. 
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Beweis: Der Bestimmtheit wegen haben wir in Fig. 27 die drei 
Integrationswege eingezeichnet, welche den drei Lösungen 4,, %y, Us 
des dreiwertigen Integrals (218) entsprechen. Man sieht, daß im zweiten 
und dritten Blatte der Integrationsweg auf zwei Zweige, welche ganz 
im schraffierten Gebiet verlaufen, reduziert werden kann. Das letztere 
ist aber so gewählt, daß in ihm der reelle Teil des Exponenten 
ikr cos (& — p) stets negativ, also für r = oo negativ unendlich groß 
ist. Auszuschließen ist die unmittelbare Nachbarschaft des Wertes 
o= g’+ x (vgl. Nr. 60). Verfährt man ebenso mit dem Integrations- 
weg für das erste Blatt, so erhält man neben Wegstücken von ver- 
schwindendem Beitrag einen Umlauf um den Punkt «—= p’, welcher 
den Beitrag u, liefert. 

5. Die p Werte der Lösung in den p blättern genügen der Be- 


dingung 
„+ 4+% + +%,>%- 


Der Beweis ergibt sich wieder aus Fig. 27. Zur Gesamtheit der 
Integrationswege kann man noch die beiden punktierten Strecken 
hinzunehmen, die sich ja wegen der Periodizität des Integranden auf- 
heben, und so den Integrationsweg in einen geschlossenen verwandeln. 
Das Zusammenziehen dieses geschlossenen Weges auf die Umkreisung 
des singulären Punktes « = g’ liefert in der Tat den Wert ,. 

In den zitierten Abhandlungen von A. Sommerfeld'?°)'”°) und 
H. S. Carslaw'”?) werden noch andere mehrwertige Lösungen der 
Schwingungsgleichung aufgestellt, welche einem ebenen Impuls, einer 
Zylinderwelle und einer Kugelwelle entsprechen. Man gewinnt die- 
selben durch das soeben geschilderte Verfahren, indem man von den 
entsprechenden Lösungen für die schlichte Ebene (bzw. für den 
schlichten Raum) ausgeht. Im Interesse der Nr. 61 wollen wir 
einige Worte über die verzweigte Zylinderwelle sagen. Der Ausdruck 
für dieselbe ist 


1 Sa 
219) u= 2, S APG@Vr +19? — 2rr, 608 (a — A y 





wo H,® die Hankelsche Zylinderfunktion nullter Ordnung und zweiter 
Art!) bedeutet. Der Integrationsweg ist dabei mit Rücksicht auf die 
Verzweigung der Quadratwurzel in geeigneter Weise in der komplexen 
«-Ebene zu führen. Außer den fünf Eigenschaften, welche diese 
Funktion mit (218) gemeinsam hat, besitzt sie noch die folgende: 


195) Vgl. Nr. 5 und Nr. 64. 
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6. u wird im ersten Blatt im Punkte r = r,, p = p’ logarithmisch 
unendlich. Dementsprechend gilt die Aussage 3 nur mit Ausschluß 
des Punktes r—=r, p = p’ im ersten Blatte, 


60. Beugung an der Halbebene. Um einen mathematisch mög- 
lichst einfachen Fall zu erhalten, hat A. Sommerfeld'®®) im Anschluß 
an H. Poincare'®*) den beugenden Schirm durch eine vollkommen 
leitende Halbebene approximiert. Wir wählen die Projektion OP des 
Schirmes als Achse eines Polarkoordinatensystems (Fig. 28), dann ha- 





s\ ben wir vermöge (209) und (211) 
x (II) u die Gleichung 
5 (0 + 96) 
\ dt: dx: dy? 
Ne ze nebst den Grenzbedingungen an der 
aD) o Er Oberfläche des Schirmes 
s—=(0 im Falle_L, 
v2 2 _0 im Falle I 
Ov 
A zu befriedigen. 
Fig. 28. Die Lösung, welche diesen For- 


derungen genügt, kann man durch 
das folgende „Spiegelungsverfahren“ aus den zweiwertigen (p = 2) 
Integralen der letzten Nummer aufbauen. Man setzt als Lösung an 
v—=u(p) ul), 
wo das obere Vorzeichen dem Falle |, das untere dem Falle | ent- 
spricht. 

Die numerische Diskussion wurde von A. Sommerfeld für das In- 
tegral (218) bereits in seiner Arbeit von 1896 durchgeführt‘), für 
Impulsstrahlung in der späteren Abhandlung von 1901.'”) Wir wollen 
nur auf den Fall der periodischen ebenen Welle eingehen. Es ist 
nach (218) 


ia 





’ = 
er ikr cos (ag) _® da 
(220) u fe (e-9 TER: ve 
SFR, 


Der Integrationsweg ist gegen den der Fig. 26 um 2x nach rechts ver- 
schoben. Man kann diesen Weg auf die Integration längs der beiden 
unendlichen Geraden = p+ x +ib unda=g9+ 3x + ib redu- 
zieren und erhält nach Auswertung der Integrale 

LEERE 1 
(221) u, u etler a )rRH er fe ar, 

Var e 


—-» 
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wo 
T=Y2kr cos ui <d. 
Nach Seite 495 (5. Eigenschaft) ist aber auch 
u 7 
Fl) el) Fi ei [kr cos (g-p)+ni] VE fear, 


oo 


wo nunmehr 7>0 ist. Somit erhält man als Lösung des Problems 








DE, ach & "FrEEa ana 
(ne+&) Vikr cos z V2kr cos : 


(222) s— e - je en je de et Be i 
Die auf 8.494 betonte Eigenschaft 4 der verzweigten Lösungen lautet, 
auf den vorliegenden Fall angewandt und ins Physikalische übersetzt, 
daß die Beugungserscheinung, welche sich dem nach der geometrischen 
Optik zu erwartenden Strahlengang überlagert, nur in zwei schmalen 
Gebieten längs der beiden Schattengrenzen S und S, 9g=yp+x 
und 9=x7—.p’, eine mit der einfallenden vergleichbare Intensität 
besitzt. In diesen „Übergangsgebieten“, wie sie Sommerfeld nennt, 
kann man das eine der Integrale (222) gegenüber dem anderen ver- 
nachlässigen. Z. B. wird die Lösung in der Nähe des Halbstrahls 
g=g-+x (falls 9 <x) mit sehr guter Annäherung für (gegen die 
Wellenlänge A) große r 





Vähr cos PR 
ikr cos (P— 9‘) j i(nt +7) 
e Ei ’ 4 
(223) se — fe'tdr.e ! y 
Vz 
-o© 


und die Intensität 


ar re ER RR BETEN 
+ — Vakr cos? . Verr cos + 


1: [arsyat- 4 I fes#ar| + Jönrar]) 


- 00 





oder mit Benutzung der durch Formeln (126) als Frresnelsche Inte- 
grale eingeführten Funktionen. 


, kr 9—g : 
—1 [fo(2V** eos? ZF) — 0(— )] 
kr _9—y 3 
+[8 (2 — 008?) —8(- @)|}- 
Die Intensitätsverteilung wird also durch die Cornusche Spirale 
(Fig. 12) graphisch veranschaulicht, die Intensität ist nämlich gleich 
dem Quadrat des aus dem Punkte u = — oo zum Punkte der Spirale 


er: 9—g' 
u— 23V Er 00 IF 
7 2 


(224) 
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gezogenen Radiusvektors. Für g<g’—+x ergeben sich die charakteristi- 
schen Maxima und Minima, für 9>g’+-z ein kontinuierlicher Abfall der 
Intensität. Die Linien konstanter Intensität schließen sich für große r 


den Parabeln Yr cos? 3 9 — const. mit dem Halbstrahl 9o=op+zals 


Achse an. Eine dieser Parabeln muß man auch als Begrenzung des 


Übergangsgebietes wählen; ist nämlich Yr cos _, genügend groß, 





so ist die in (223) gemachte Vernachlässigung nicht mehr erlaubt, da 
die in dem diskutierten Integral enthaltene Beugungswelle selbst sehr 
schwach wird. 

Es ist interessant, dieses Ergebnis mit dem Resultat zu ver- 
gleichen, welches die Näherungsrechnung nach dem Huyghensschen 
Prinzip für denselben Fall liefert. Durch Spezialisierung der in Nr. 39b 
gegebenen Formeln erhält man einen Wert der Intensität, der sich 
von (224) nur dadurch unterscheidet, daß hier als Argument der 


Fresnelschen Integrale an Stelle von eye cos ed der Ausdruck 


kr sin(—gp+=) 
tritt. 
®= Yons@—g+m # 
gungswinkel“ ö=g9— gp'+ x klein ist, haben beide Argumente in 


erster Näherung den übereinstimmenden Wert ve -Ö. 


So weit liefert also die exakte Theorie in allen wesentlichen Punkten 
eine Bestätigung der Resultate, welche man auch nach der Kirchhoff- 
schen Rechnung erhält. Das wesentlich Neue, das die Sommerfeldsche 
Lösung bringt, ergibt sich erst bei Betrachtung der außerhalb der 
Übergangsgebiete, bei größeren Beugungswinkeln eintretenden Er- 
scheinungen. 

Die Bedingung 7’> 1 gestattet hier die semikonvergente Ent- 
wicklung zu benutzen (vgl. auch Gl. (131)) 


Im Übergangsgebiet, in dem der „Beu- 


='q| 


Sera ent er +4 u -}, 


welche auf die folgenden sehr übersichtlichen Näherungsformeln führt. 
Im Gebiet I der Fig. 28 (Schatten, g>g’+ x, wobei wir der 
Fig. 28 entsprechend 0 < p’< x voraussetzen) 


9: wid ie Baier (9 
(225) Res=,, c08 (kr nt + =) v: (Eure 00 # ; 





im Gebiet I (a — pP <p<a-+y) 
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Res = cos[kreos(p —p’) + nt] 
+5 #008 (kr—nt + =, we - 9— 


im Gebiet III (geometrisch-optisches Reflexionsgebiet, 9 <r — ') 


Res—cos[kr cos(p —y)+ nt] # cos[krcos(p+gp') + nt] 
1 1 
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Man ersieht aus diesen Formeln, daß außer dem Strahlengang 
der geometrischen Optik noch eine „Beugungswelle“ auftritt, deren 


Phase durch den Faktor cos (kr — nt+ 7) bestimmt ist. Die Linien 


gleicher Phase sind Kreise um den Nullpunkt: Yon dem Windungs- 
punkt r = 0 aus pflanzen sich nach allen Seiten Strahlen in der Rich- 
tung des Radiusvektors fort, gerade so, als ob der Windungspunkt eu: 
leuchtender Punkt wäre. Dies entspricht dem experimentellen Befund 
bei der Beugung an dünnen Schneiden: bereits von Gouy und Wien?” 
wurde hervorgehoben, daß dem aus dem geometrischen Schatten visieren- 
den Beobachter die beugende Kante als leuchtende Linie erscheint.!”) 


Der Faktor 
1 1/4 1 
=V+ Fate ®  9—g 


cos ——— 
2 


ee 


bestimmt die Amplitude der Beugungswelle, dieselbe ist infolge des 

Auftretens von YA sehr klein und nimmt mit wachsender Entfernung 

ab wie Te: Das Verhältnis der Amplituden als Funktion des Win- 
$ 

kels im Falle | und im Falle _l (unteres und oberes Vorzeichen) ist 


absolut genommen cotg”, eotg und bei senkrechter Inzidenz (F = 5) 


lt). 


wenn Öö den Beugungswinkel bezeichnet. Die von W. Wien an sehr 
dünnen Stahlschneiden ausgeführten Messungen zeigen ein etwas 


196) Eine elegante Methode der objektiven Beobachtung wandte A. Ka- 
laschnikow (Anm. 220) an, indem er das abgebeugte Licht im Gebiet des geome- 
trischen Schattens eine photographische Platte bestreichen ließ, auf welcher 
parallel zur beugenden Kante Nadeln aufgesteckt waren. Die Schatten der Nadeln 
verlaufen (von der Kante aus betrachtet) radial. 
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stärkeres Anwachsen dieses Verhältnisses, was wohl in der endlichen 
Dicke derselben seinen Grund hat (vgl. Nr. 66). 

Daß die Sommerfeldsche Methode sich auch auf den Fall eines 
vollkommen schwarzen Schirms anwenden läßt, wurde zuerst von 
W. Voigt'””) hervorgehoben. Die Funktion « (218), ohne Spiegelung 
für sich gesondert betrachtet, liefert nämlich die Darstellung eines 
Vorgangs, welcher dem eben erwähnten Fall nahekommt. Der Beu- 
gungsschirm gleicht dann einer offenen Tür, durch welche die Energie 
der Liehtbewegung aus dem physikalischen Blatte in die angehängten 
Blätter der Riemannschen Fläche austritt. Die Rückwirkung der letz- 
teren ist um so geringer, je größer ihre Anzahl ist, so daß die un- 
endlich gewundene Fläche dem Begriff des schwarzen Körpers am 
besten entspricht. 

Es ist bemerkenswert, daß diese Auffassung der besten experi- 
mentellen Realisierung des schwarzen Körpers durch W. Wien und 
O. Lummer®) sehr nahe steht. Sie ist bis zu einem gewissen Grade 
willkürlich, insofern als es nicht unbedingt nötig scheint, den Zustand 
auf den fingierten Blättern den Mazxwellschen Gleichungen zu unter- 
werfen. Die Rechnung zeigt indessen, daß die Vorgänge auf den letz- 
teren von untergeordneter Bedeutung sind; man erhält im wesent- 
lichen das gleiche Bild, ob man eine einfach- (p = 2) oder eine un- 
endlichfach gewundene (p = 00) Riemannsche Fläche zugrunde legt. 

In diesem Sinne lautet die Lösung für den absolut schwarzen 
Schirm, wie sie von Sommerfeld angegeben wurde bei auffallender 
periodischer Welle nach (218) 

(226) u. [ern EL 


2mi 2.—p 





A. Sommerfeld“®?) selbst hat auch den Fall ebener Impulsstrahlung 
diskutiert, mit Rücksicht auf die Versuche von Haga und Wind?) 
über Beugung von Röntgenstrahlen, und in der Tat wurde später die 
Wellenlänge (bzw Impulsbreite) der Röntgenstrahlen zum erstenmal 
auf Grund von Beugungsbildern bestimmt, welche im Anschluß an 
Haga und Wind von Walter und Pohl hergestellt waren (vgl. auch 
Nr. 45).2°0) Für eine andere spezielle Form des Impulses wurden die 


197) W. Voigt, Comp. d. theor. Phys. 2, p. 768, Leipzig 1895; Gött. Nachr. 
(1899), p. 1. 

198) W. Wien und O. Lummer, Ann. d. Phys. 56 (1895), p. 451. 

199) H. Haga und C©. H. Wind, Amsterdamer Akademie 1899 und 1902. 
Ann. d. Phys. 68 (1899), p. 884; 10 (1903), p. 305. Vgl. auch B. Walter und 
R. Pohl, Ann. d. Phys. 25 (1908), p. 715; 29 (1909), p. 331. 

200) A. Sommerfeld, Ann. de Phys. 38 (1912), p. 473; P. P. Koch, Ann. d. 
Phys. 38 (1912), p. 507. 
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numerischen Rechnungen von W. Rybczynski?"') durchgeführt, für 
Wellenstrahlung von A. Wiegrefe.?°?) 

61. Der Keil und der Fresnelsche Doppelspiegel. Mit Hilfe 
der in Nummer 59 gegebenen p-wertigen Funktionen ist auch das 
Problem der Beugung am vollkommen reflektierenden Keil lösbar. 
Wir wählen die Kante des Keils als z-Achse und beschränken uns 
wieder auf den Fall eines zweidimensionalen von z unabhängigen 
Strahlungszustandes. Der außerhalb des Keils liegende Teil der zur 
2-Achse senkrechten Ebene stellt das „physikalische“ Gebiet @ dar, in 
welchem wir den Beugungsvorgang studieren wollen. Dies Gebiet ist 
ein unendlicher Sektor, dessen Winkelöffnung zunächst mit x kom- 
mensurabel, nämlich = sein möge. 

Wenn man nun an den beiden den Keil begrenzenden Ebenen 
abwechselnd Spiegelungen vornimmt, schließt sich das so entstandene 
Gebiet zu einer Windungsfläche vom Winkel 2px zusammen, so daß 
es die Ebene p-fach überdeckt. Beherrscht man nun die auf dieser 
p-blättrigen Riemannschen Fläche geltenden p-wertigen Lösungen (Nr.59), 
so kann man die Grenzbedingungen an der Oberfläche des vollkommen 
spiegelnden Keils durch Spiegelung genau so erfüllen, wie man dies 
nach der Thomsonschen Methode für den Spezialfall p—=1 in der 
schlichten Ebene tut. Die Lösung lautet, wie von A. Sommerfeld'?°) 


angegeben wurde, wenn g=(0 und o -- die Grenzen des physi- 


kalischen Gebietes @ sind, und wenn u(g’) eine p-wertige Lösung der 
Wellengleichung von der ausgezeichneten Richtung @’ bedeutet 


(227) s- up) Fu )+ul? +) Fu? —g) 
mens pen), 


mM 
wo sich das obere Vorzeichen auf den Fall_L, das untere auf den 
Fall | bezieht. 

In ähnlicher Weise wird die Lösung, wenn der Winkel des Keils 
mit x inkommensurabel ist, durch eine unendliche Reihe der Funk- 
tionen (226) der unendlich-vielblättrigen Windungsfläche dargestellt. 

Für den Fall eines rechteckigen vollkommen spiegelnden Keils 
und einer ebenen periodischen Welle (siehe oben) wurde die Rech- 
nung von F. Reiche?®) durchgeführt. Hier ist die Riemannsche Fläche 


201) W. Rybezynski, Phys. Z. 13 (1912), p. 708. 
202) A. Wiegrefe, Ann. d. Phys. 39 (1912), p. 449; Gött. Dissertation 1912, 
203) F. Reiche, Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 131. 
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der u-Funktionen dreiblättrig, und die Lösung ist nach (227) 


s=u(p) +ul—-p)+ußa+gY) + ur —p)), 
unter u(g’) das Integral (218) mit p—=3 verstanden. Für kleine 
Beugungswinkel ist das Resultat von dem für die vollkommen lei- : 
tende Halbebene nicht wesentlich verschieden in Übereinstimmung 
mit der Rechnung nach dem Huyghensschen Prinzip, welche ja über- 
haupt keinen Einfluß der Schirmdicke ergibt. Für größere Beugungs- 
winkel ist der Abfall der Intensität im Falle_l_ schneller als an der 
Halbebene, da ja hier die Oberfläche des Keils, an welcher die elek- 


trische Kraft verschwindet, um . 


als dort die Oberfläche der Ebene. Dagegen ist im Falle || der Ab- 
fall langsamer. 

Einen Fall, in welchem das physikalische Gebiet im allgemeinen 
mit x inkommensurabel ist, liefert der in Nr. 13 beschriebene F'resnel- 
sche Spiegel. Die Sommerfeldsche Methode wurde auf denselben von 
A. Wiegrefe?”) angewendet. Nach obigem ergibt sich die Lösung in 
Form einer unendlichen Reihe unendlich-vielwertiger Funktionen (226), 
welche sich jedoch in einfacher Weise zu einem geschlossenen Aus- 
druck summieren läßt, der auch die in Nr. 13 erwähnten von der Kante 
herrührenden Beugungserscheinungen enthält. 


näher an der Schattengrenze liegt 


62. Der Spalt. Eine Behandlung der Beugung am Spalt nach 
der Methode der mehrwertigen Lösungen würde die Integration der 
Schwingungsgleichung für Riemannsche Flächen mit zwei Verzwei- 
gungspunkten erfordern, eine Aufgabe, deren Bewältigung bisher nicht 
gelungen ist. Deshalb hat X. Schwarzschild?*) das Problem des Spaltes 
auf einem anderen Wege in Angriff genommen. Er denkt sich zu- 

I R nächst die eine (rechte) Hälfte 
(Fig. 29) des vollkommen leiten- 
den Spaltes weg und beginnt mit 
der Sommerfeldschen Lösung (222), welche die Grenzbedingungen an 
der anderen (linken) Hälfte des Spaltes befriedigt?®), nicht aber an 
der rechten Hälfte (R). Diese erste Lösung heiße v,. Man fragt jetzt 
nach einer Funktion v,, welche der Schwingungsgleichung genügt und 
so beschaffen ist, daß v,+v, an der Oberfläche von R Null wird. Um 
v, aufzufinden, setzt Schwarzschild in die Kirchhoffsche Formel (105) 
eine dem Problem angepaßte Greensche Funktion @ ein, nämlich die 
Differenz der zweiwertigen Lösung (219) der Nr. 59 und ihres Spiegel- 








Fig. 29. 


204) K. Schwarzschild, Math. Ann. 55 (1902), p. 177. 
205) Wir wollen den Gedankengang am Fall 1 illustrieren. 
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bildes an der Halbebene R. Die so konstruierte Funktion @ wird in 
einem Punkte der Ebene logarithmisch unendlich, wodurch sie für eine 
zweidimensionale Greensche Funktion qualifiziert ist, und verschwindet 
ferner an der ganzen Fläche R; daher nach (105) 


1 AGz 
Zu = © A Ph 
R 


die Integration erstreckt sich über die rechte Spalthälfte #. Nun wird 
aber von der Summe v,—+ v, die Grenzbedingung an der linken 
Hälfte (Z) nicht mehr erfüllt, man bildet daher 


1 dG, 
De JA 
L 


und so alternierend weiter. Schwarzschild hat nun gezeigt, daß die 
Summe 
‚=-uvw ru +94 '::. 

wirklich für beliebige Spaltbreite konvergiert, womit die Frage vom 
mathematischen Standpunkt erledigt ist. Weniger befriedigend sind 
die physikalischen Resultate; denn die hier auftretenden Integrale sind 
nicht allgemein ausführbar. Nur wenn die Konvergenz so gut ist, daß 
man sich auf die allerersten Glieder beschränken kann, ist es mög- 
lich, Folgerungen über das Beugungsbild zu machen. Dieses ist dann 
der Fall, wenn der Spalt genügend breit gegen A ist, dann werden 
die Erscheinungen an der einen Spalthälfte nicht merklich von der 
anderen beeinflußt, und v, ist im wesentlichen die zur rechten Spalt- 
hälfte gehörende Sommerfeldsche Lösung. Der andere Grenzfall der 
Beugung an schmalen Spalten wird in Nr. 65 und Nr. 69 behandelt. 


II. Methode der krummlinigen Koordinaten, 

63. Die Grundgleichungen in krummlinigen Koordinaten. Der 
zweite der in Nr. 58 erwähnten Wege, der zur Lösung von Beugungs- 
problemen führt, besteht darin, die mathematische Analyse der Ge- 
stalt des beugenden Körpers durch Benutzung geeigneter krummliniger 
Koordinaten anzupassen. Diese Methode ist auch insofern allgemeiner, 
als sie gestattet, Körper mit endlicher Leitfähigkeit zu behandeln, 
d.h. den Materialeinfluß bei der Beugung zu berücksichtigen. 

Es seien u, v, w die krummlinigen Koordinaten und 


du\? dv\2 dw\? 
++ 
das Quadrat des Linienelementes?®);. wenn wir uns auf periodische 


206) Vgl. IV 14, Nr. 20 (Abraham). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 33 
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Vorgänge beschränken, lauten die Maxwellschen Gleichungen (207) 
für diese Koordinaten transformiert?”): 


era 
a er 
(229) ask d Bamili: rl (7 = x ga 
ar Een): 
rn wu) Ah) 

° 





ee a ae] 


Die Anwendbarkeit dieser Methode hängt davon ab, ob es mög- 
lich ist, dieses simultane 'Gleiehungssystem auf Gleichungen mit nur 
einer abhängigen Variablen zurückzuführen. Das letztere gelingt immer, 
wenn es sich um zweidimensionale Probleme handelt. In der Tat kann 
man in diesen Fällen setzen w=z, W=1, wobei die Feldstärken 
von der Variablen z unabhängig sind. Wie schon in Nr. 58 hervor- 
gehoben, kann man dann den Schwingungsvorgang als Überlagerung 
zweier Zustände betrachten, welche durch das Verschwinden von H, 
(Fall_L) und E, (Fall |) charakterisiert sind, denn die Gleichungen (229) 
zerfallen in die beiden unabhängigen Gruppen: . 

Für den Fall _L: 





iz: ui veht, 
(2292) | use Hr Bi | 
teten 
Fall |: (m 4 ) E,= vn, 
eo | 4a ug, 
EHE) +0 





Daneben sind nach (210) die folgenden Grenzbedingungen an der 
Oberfläche des beugenden Körpers zu erfüllen, dem der Parameter- 


207) Vgl. V 18, Nr. 66 (Abraham). 
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wert 4 = u, entsprechen möge: im Falle _L 








(230) (E).—= (Ei; u), (u 
im Fall | 
(230b) (4).= (H):; (2 u), (# ok 


Für vollkommene Leitfähigkeit des beugenden Objektes reduzieren 
sich die Bedingungen nach (213) auf 


E,=0 im Falle 


(231) OH: _ Q im Falle | 
ou 


für u = u, 


Für die rechnerische Durchführbarkeit des Problems ist es sodann 
von entscheidender Bedeutung, ob es gelingt, die partielle Differential- 
gleichung für E, bzw. H, in zwei gewöhnliche mit den unabhängigen 
Variabeln « und v zu zerfällen. Ist dies möglich, so kann man die 
allgemeine Lösung in Form einer unendlichen Reihe von Produkten 
der Eigenfunktionen dieser beiden Differentialgleichungen ansetzen, 
und die Untersuchung läuft mathematisch auf eine Theorie dieser 
Eigenfunktionen hinaus (vgl. Nr. 64—66). Sind die krummlinigen 
Koordinaten durch eine Abbildung in der komplexen Ebene gegeben 


stry= fu +Kv), 
so gewinnen die letzten der Gleichungen (229a, b) die Gestalt 
2 2 

(229 e) HI tr ur) Wi) 0, 
wo @ die zu f konjugiert-komplexe Funktion ist. Damit sich diese 
Gleichung zerfällen läßt, muß man f’(u-+ iv) - p(u— iv) in zwei 
Summanden zerlegen können, von denen der erste nur von u, der 
zweite nur von v abhängt. Dies ist jedoch dann und nur dann mög- 
lich, wenn f der Bedingung genügt f”(w) = cf’(w). Bei verschie- 
dener Wahl der konstanten c erhält man hieraus nur die Funktionen 
er+iv, Sof (x +iy) (bzw. Sin@-+iy), (+ iy)’, welche den Polar- 
koordinaten, den elliptischen und parabolischen Koordinaten der Ebene 
entsprechen.) Der Behandlung dieser drei Fälle sind Nr. 64, 65, 
66 gewidmet. 

Außer dieser Klasse von Problemen gibt es noch einige Spezial- 
fälle (z. B. Nr. 67), in denen es gelingt, das Gleichungssystem (229) 
auf eine einzelne partielle Differentialgleichung zurückzuführen. 


64. Der Kreiszylinder. Die Beugung am Kreiszylinder wurde 
von J. J. Thomson?) mit Rücksicht auf die Eigenschwingungen des- 


208) H. Weber, Math. Ann. 1 (1869), p. 1. 
33* 
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selben behandelt. Das eigentliche Beugungsproblem einer ebenen 
Welle, welche auf einen Kreiszylinder senkrecht zu dessen Achse ein- 
fällt, bietet hiernach keine Schwierigkeiten für Zylinder, deren Halb- 


messer klein gegen A ist?!) Man benutzt Polarkoordinaten (w =r, 


v=9, U=1, V=-.) und erhält im Falle nach (229a), (230a) 


1:2 [0ER 
(232) taz FF =0 
mit den Grenzbedingungen 

DE. öE, 
(2333) Ele, 


für r—= R, wenn R der Radius des Zylinders ist. 
Im Falle || gilt für A, dieselbe Gleichung (232), die Grenz- 
bedingungen aber lauten: 
104, 1 34, 
(233b) = er); 
Durch den Ansatz ' 
E, 
El — Pr) jeosng 


lsinng 

erhält man aus (232) für P(r) 

2 2 
ee 
Es ist also Pr)=Z,(kr) gleich der n-ten Zylinderfunktion des 
Argumentes kr, wobei nur ganzzahlige Werte von » in Betracht 
kommen, da die Lösung ihrem physikalischen Sinne nach in g die 
Periode 2x haben muß. Wir wollen die weitere Rechnung für den 
Fall | durchführen. Die Erscheinung ist dann in bezug auf die Ein- 
fallsrichtung g = 0 symmetrisch, so daß nur Glieder mit cosng auf- 
treten. Von den Zylinderfunktionen darf für das Innere des Zylinders 
nur die Besselsche Funktion J, (kr) angesetzt werden, da die anderen 
im Nullpunkt unendlich werden; der Schwingungszustand im Innern 
ist also gegeben durch die Reihe 


(235) (E),— Dr b, Iu(kr) cosng. 
0 


Dagegen kommt für die Störung im Äußeren neben der einfallen- 
den Welle nur die Hankelsche Funktion zweiter Art 





} 2 k 
H® (kr) — yp+1 2 fernronv Gojpv dı 
0 
209) J. J. Thomson, Rec. researches, p. 428. London 1893. 
210) W. Seitz, Ann. d. Phys. 16 (1905), p. 746; 19, p. 554; 21 (1906), p. 1013; 
W. v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 495; 23 (1907), p. 905. 
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(vgl. Nr. 5) in Betracht als einzige, welche eine vom Zylinder diver- 
gierende Welle darstellt.?!!) Im Äußeren ist also das optische Feld 


(236) (BE), = ea" ®# + Dr a, H®(k,r) 605n9, 
0 


wobei für die einfallende Welle die Entwicklung gilt?) 


+% © 
Br er _ Iri" J,(k,r)eosnp=Julk,r)+ 2 > @J (k,r)cosnY. 
_o 1 


Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (233a) erhält man die 
Werte der in (236) eingeführten Koeffizienten «a 


gm IEuB)- I, —kydybyB)- Tu) 
238) = — 2 777m. HR) kg). HW RR) 





Der Koeffizient a, ist noch mit dem Faktor 4 zu versehen. Ganz 
analog gestaltet sich die Rechnung auch im Falle |. Wenn der 
Durchmesser gegen A klein ist, konvergiert die Reihe schnell, und man 
kann sich mit wenigen Gliedern derselben begnügen. Bei sehr dünnen 
Zylindern, wo a, maßgebend ist, ist die Amplitude des abgebeugten 


Lichtes proportional zu 2. eine Ausnahme bildet nur der vollkommen 


73 
leitende Zylinder im Falle _L, hier steigt die Amplitude zunächst an 


Die Verhältnisse an etwas dickeren Zylindern (bis R= ) 


wie 





1 
log 
sind durch verschiedene Beispiele in den zitierten Arbeiten illustriert.?'3) 
Eine Methode, um Zylinder von beliebigem Radius zu behandeln, 
gab P. Debye,”'*) womit auch das eigentliche optische Problem in An- 
griff genommen wurde. 


65. Der elliptische Zylinder. Die Beugung am elliptischen Zy- 
linder wurde von B. Sieger?) unter Überwindung von erheblichen 
Schwierigkeiten behandelt. Das Koordinatensystem, welches hier an- 


211) In seiner ersten Abhandlung ?!°) hat W. Seitz irrtümlicherweise die 
Neumannsche Zylinderfunktion verwendet, so daß die Resultate derselben nicht 
ganz korrekt sind; durch v. Ignatowsky aufmerksam gemacht, hat er sie in der 
zweiten Arbeit richtiggestellt. 

212) E. Heine, Handbuch der Theorie d. Kugelfunkt. I p. 82. Berlin 1878. 

213) Siehe 210); die Erscheinungen an dielektrischen Stäben hat Cl. Schäfer 
(Berl. Ber. 11 (1909), p. 225) studiert. 

214) P. Debye, Phys. Zeitschr. 9 (1908), p. 775. 

215) B. Sieger, Ann. d. Phys. 27 (1908), p. 626; vgl. auch K. Aichi, Proc. 
Tokyo, Math. Phys. Soc. (2) 4 (1908), p. 966. 
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zuwenden ist, wird durch die Abbildung 


(239) x + iy= ia Sin(u + iv), 
bestimmt, aus der sich ergibt 
- = 5 — aY&of?u — sin®r. 


Wegen der erforderlichen Eindeutigkeit setzen wir fest 


O<u<mw, 


gleichung 


— oo <vy<+m. 

Die Kurven « = const sind konfokale Ellipsen, v» = const konfokale 
Hyperbeläste, wie durch Fig. 30 veranschaulicht wird. Nach (229) ist 
damit das Problem auf die Behandlung der partiellen Differential- 


(240) - + nn + 2 (Cofu — sinv)s—=0, («= ak) 
zurückgeführt. Dieselbe läßt sich durch den Ansatz 


as 


:s= #(u) :H(v) 
in zwei gewöhnliche zerfällen: 


tr eat a)a—0, 


(241) ee 


dv? 





tung 
v=() 


Einfallsrich 











Fig. 30. 





— “"sinv-te)H=0, 


die als Differentialglei- 
chungen des elliptischen 
Zylinders bezeichnet wer- 
den. Bei einer Umkrei- 
sung der Ellipse ändert 
sich der Parameter v um 
27; daher muß die Funk- 
tion H(v), welche ihrem 
physikalischen Sinn nach 


. zum Anfangswert zurück- 


kehren muß, in v die Pe- 
riode 2x besitzen. Die 
Auswahl der zunächst 
willkürlichen Parameter 
« ist damit auf diejenigen 


beschränkt, welche die Funktion H,(v) periodisch machen, und die 
Lösungen von (240) erscheinen in Form von Reihen 


Z4,H,(): #,(0), 


wo die Summe über alle Werte von « zu erstrecken ist, welche 


dieser Bedingung genügen. 
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Bereits E. Heine?'®) hat bewiesen, daß es wirklich abzählbar un- 
endlich viel soleher Werte von « gibt, nämlich die Wurzeln einer von 
ihm aufgestellten transzendenten Gleichung; aber es gab kein prak- 
tisch brauchbares Verfahren, um dieselben wirklich numerisch zu be- 
rechnen, und erst B. Sieger hat unter Benutzung eines von Mathieu?) 
stammenden Gedankenganges eine Methode gegeben, welche gestattet, 
die « und die zugehörigen Funktionen des elliptischen Zylinders 
wenigstens für kleine Werte von x? aufzufinden.?!?) 

Während also die Funktionen H,(v) den trigonometrischen analog 
sind und auch die Orthogonalitätsbedingungen 


270 
RO -H,@)dv=0, wenn +, 
z 0 
(242) © 
Sora =». 
N 


erfüllen, besitzen die Funktionen von u („Funktionen zweiter Art“) 
eine weitgehende Ähnlichkeit mit den Funktionen des Kreiszylinders 
(vom Argument # Coju bzw. x Sinu), in die sie ja auch bei verschwin- 
dendem a übergehen. Für unsere Zwecke kommen die beiden parti- 
kulären Integrale in Betracht: &,(u), welche den .Besselschen Funk- 
tionen entsprechen °!®), und die den Hankelschen analogen Integrale 
®,(u), welche eine vom Zylinder divergierende Welle darstellen. Wir 
haben also ganz wie in Nr. 64 für den Schwingungszustand im Innern 
des Zylinders anzusetzen 


(243) 5; ER BE & (u) s Ho) 
und für das optische Feld im Äußern, wenn wir uns mit Sieger auf 
Wellen beschränken, welche parallel der kürzeren Halbachse des Zy- 


216) E. Heine, Handbuch der Theorie der Kugelfunktionen I, p. 402—415. 
Berlin 1878. Der Beweis setzt reelle Werte von x? voraus, eine Lücke in dem- 
selben ist von $. Dannacher (Züricher Diss. 1906) ausgefüllt worden. 

217) E. Mathieu, Liouville Journ. II. Serie 1. XIII (1868). 

218) Über die Berechnung der Parameter « für größere Werte von x? siehe: 
E. Reinstein, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 109. 

219) Die Funktionen &,(u) sind wegen ihres Verhaltens beim Durchgang 
durch die Verzweigungslinie «= 0 die einzigen für das Innere des Zylinders 
geeigneten. Der erwähnte Grenzübergang zu verschwindendem a ist so auszu- 
führen, daß gleichzeitig Coju (bzw. Sin w) unendlich wird, so daß das Produkt 
a&oju einen endlichen Wert r behält. Unter H,(v) verstehen wir im folgenden 
die Lösung, welche sich nach ecosnv entwickeln läßt, also in der Bezeichnung 
von Heine die periodischen Funktionen erster und zweiter Klasse. 





- 


510 V 24. Paul $S. Epstein. Spezielle Beugungsprobleme. 


linders einfallen 


(244) = IA, DW) Hl). 
Die Koeffizienten der Entwicklung der einfallenden Welle 
(245) ev — IM.&,“(u): H,°(o) 


können mit Hilfe der ÖOrthogonalitätsbedingungen (242) berechnet 
werden und sind als bekannt zu betrachten. 
Sucht man jetzt die Grenzbedingungen 


(8.3, = 5, ()- (=), im Falle 1) 


zu erfüllen, so tritt im Vergleich mit dem Falle des Kreiszylinders 
eine große Komplikation zutage. Dort traten in allen Reihen die 
gleichen periodischen Funktionen auf (nämlich die trigonometrischen), 
man konnte die Faktoren derselben zusammenfassen und gleich Null 
setzen, was einfache Gleichungen zur Berechnung der Koeffizienten 
ergab. Anders hier, die Funktionen H,(v) hängen vom Parameter x 
ab, sind also in (243) und (244) verschieden. Man müßte sie zuerst 
nach trigonometrischen Funktionen entwickeln und bekäme dann die 
Bedingungen für die Koeffizienten in Form eines unendlichen Glei- 
chungssystems. Dieser Umstand erschwert die Rechnungen ganz außer- 
ordentlich und veranlaßte Sieger, sich auf die Betrachtung eines voll- 
kommen leitenden elliptischen Zylinders zu beschränken. Nach (233) 
sind dann die Grenzbedingungen für v= 


s=0 im Falle _L, 
08 





Für die Koeffizienten der Reihen (246) ergibt sich daher 
(2463) Aue Mi [5 sr 
0#(u) 
ou 
(246b) A, | aa M, du) 


eu ui 
Numerisch hat Sieger die Erscheinungen an einem (gegen A) 
schmalen Streifen diskutiert (u, = 0), und zwar im Falle |, wo man 
für die Koeffizienten (246a) gut konvergente Ausdrücke hat. Dagegen 
scheint die Diskussion des Falles | auf große Schwierigkeiten zu stoßen. 
Es sei darauf hingewiesen, daß die Reihe (244) mit genau den- 
selben Koeffizienten wie bei dem vollkommen leitenden Streifen, ab- 
gesehen von der einfallenden Welle, auch die Lösung des Beugungs- 
problems für einen vollkommen leitenden Spalt von derselben Breite 


66. Der parabolische Zylinder. 5ll 


darstellt. Nur sind die Ausdrücke (246a) und (246b) zu vertauschen: 
(2462) entspricht jetzt dem Falle |, (246b) dem Falle_L. Das in 
Nr. 36 erwähnte Babinetsche Prinzip bleibt also auch in der exakten 
Theorie mit einer kleinen Modifikation bestehen. 

Das Problem des schmalen Spaltes beansprucht einiges Interesse, 
weil Versuche eine merkwürdige polarisierende Wirkung desselben 
gezeigt haben. Ein Spalt mit blanken Metallbacken, der gegen die 
Wellenlänge des durchgehenden Lichtes sehr schmal ist, gibt | -Pola- 
risation. Bei Verbreiterung des Spaltes kehrt die Polarisation zunächst 
ihren Sinn um (_L), um bei noch breiterem Spalt überhaupt zu ver- 
schwinden.219®) Diese Erscheinung hat viel Ähnlichkeit mit der pola- 
risierenden Wirkung von Beugungsgittern, vgl. Nr. 70. 


66. Der parabolische Zylinder. Die Beugung am parabolischen 
Zylinder bietet aus dem Grunde einiges Interesse, weil man durch 
einen solchen die wirklichen Verhältnisse an einem dünnen Schirm 

gut approximieren kann. Es waren gerade Beobachtungen an dünnen 
 Metallschirmen®®), durch welche zum erstenmal ein Einfluß des Pro- 
fils des beugenden Körpers und seiner Materialeigenschaften auf die 
Beugungserscheinungen festgestellt wurde, und die Sommerfeldsche 
Theorie (Nr. 59, 60), welche sich auf vollkommen leitende und ab- 
solut schwarze Schirme beschränkt, konnte diese Beobachtungen na- 
turgemäß nicht umfassen. 

Man benutzt??!) das System krummliniger Koordinaten, welches 
durch die komplexe Funktion 
(247) + iy—$(&+ in) 
oder 


Bi ya 
2: nn, y=$n 





vermittelt wird, wobei & und n zwischen den Grenzen 


— oo <&<+x, 0<n<o 
variieren (Fig. 31). Dies ergibt 


11,0% 2 
u, 01-1, yereVerer 


219°) H. Fizeau, Ann. chim. phys. (3) 63 (1861), p. 385; H. Ambronn, Ann. 
Phys. Chem. 48 (1893), p. 717; P. Zeemann, Amsterdam Acad., October 1912; 
Researches in Magneto-Optics, p. 96, London 1913. 

220) W. Wien, Ann. Phys. Chem. 28 (1886), p. 117; @. Gouy, Ann. 
d. chim. et phys. (6) 8 (1886), p. 145; A. Kaluschnikoff, Journ. russ. phys. Ges. 
44 (1912), Heft 3. 

221) P. Epstein, Über die Beugung an einem dünnen Schirm unter Berück- 
sichtigung des Materialeinflusses. Münchener Diss, 1914. 
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und führt nach (229) auf die Differentialgleichung 


(248) tt +mu—0, 
welche sich durch den Ansatz 
s=U(n):V(&) 


in die beiden Differentialgleichungen des 
yparabolischen Zylinders zerfällen läßt: 
RU 





at MT, 
(2492,b) | 57, 
te +Hr=0 








Bereits bei Euler?”) findet sich 
eine Darstellung dieser Funktionen durch bestimmte Integrale, ziem- 
lich weitgehend wurde ihre Theorie von K. Baer???) entwickelt. 

Es bietet hier keine Schwierigkeiten, die geeigneten Werte des 
Parameters 8 auszuwählen (vgl. Nr. 65), denn man kann zeigen, daß 
der Ansatz 


(250) B=2ikn+}, we n—=0,1,2,3,... 


ein Funktionensystem U,(n) und V (8) liefert, welches allen Anforde- 
rungen genügt?) und mit den sogenannten Hermiteschen Polynomen 
identisch ist 








ik? ur 

Ba Ya n ‚ik? 2 ik 
a) Um) n0--—;-, 

(2ik) m! (2ik)?n! 


Die Funktionen des parabolischen Zylinders zweiter Art Y,(n), das 
zweite partikuläre Integral der Gleichung (249a), erhält man in be- 
kannter Weise nach der Abelschen Methode. Eine asymptotische 
Darstellung derselben für 7> n lautet: 


ik 


(252) 





308 
ie 
Y,(n) URG (VZRiku Pr, 
Man hat nun für das Innere des Zylinders, der durch die Parabel 
n=n, begrenzt sein möge, anzusetzen 


(253) = DI), Da) - 7, 


222) L. Euler, Inst. cale. integr. Vol. II, cap. X, p. 296. Petropoli 1769. 
223) K. Baer, Küstriner Programm 1883; vgl. ITA 10, Nr. 63 (Wangerin). 
224) „Vollständige Orthogonalsysteme‘“ im Hilbertschen Sinne, 
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für das optische Feld im Äußern 
(254) 5,— artiln ie + >> a, 24 (n) Fr (8), 
0 


während sich die einfallende Welle so darstellt 
Drn!ig"$ Un) -V,). 


cos Py fi} 


(255) e” ik(@ cosp+ysıny) —. 





Die Koeffizienten a, und b, sind aus den an der Fläche „=, 
geltenden Grenzbedingungen (232) zu berechnen. Die Hauptschwierig- 
keit macht das Summieren der Reihen, welche so langsam konver- 
gieren, daß es nicht möglich ist, nach einer beschränkten Anzahl von 
Gliedern abzubrechen. Bei endlicher Leitfähigkeit treten dieselben 
Komplikationen auf, die in Nr. 65 erwähnt wurden, trotzdem gelingt 
es, die Verhältnisse auch in diesem Fall qualitativ zu überblicken. 

Zunächst gewinnt man auf diesem Wege die Sommerfeldsche 
Lösung (224) für die unendlich dünne vollkommen leitende Halbebene 
wieder. Die nächste Verallgemeinerung ist ein vollkommen spiegeln- 
der parabolischer Zylinder von sehr geringer endlicher Dicke. Das 
Zusatzglied, welches in diesem Fall zu (220) hinzukommt, verringert 
die Amplitude im Falle _| und vergrößert sie im Falle , so daß das 
Verhältnis “- gegen den Ausdruck tg (> + z) der Nr. 60 größer 
wird, in qualitativer Übereinstimmung mit den Beobachtungen. 
Schließlich ergibt sich bei endlicher Leitfähigkeit des parabolischen 
Schirms ein selektiver Effekt. Dieselben Wellenlängen sind bevor- 
zugt, welche von einem Planspiegel aus demselben Material stärker 
reflektiert werden; diese Selektion ist jedoch äußerst schwach im 


- Falle _l und sehr viel stärker im Falle |. Auch diese Forderungen 


der Theorie stimmen mit der Beobachtung überein. 


67. Die Kugel. Farben kolloidaler Metallösungen. Die Be- 
rechnung der Beugung an einer Kugel aus beliebigem Material?) 
haben @. Mie®®) und P. Debye??') durchgeführt. Während der letz- 
tere hauptsächlich den Strahlungsdruck auf eine Kugel im Auge 
hatte, ist in der Arbeit von Mie eine eingehende Beschreibung des 
Beugungsbildes an kleinen Kugeln und der Vergleich der Theorie 


225) Von den Arbeiten über vollkommen leitende Kugeln sind die von 
J. J. Thomson (Rec. Res. p. 437, 1893, Eigenschwingungen einer Kugel) und 
K. Schwarzschild (München Ber. 1901, p. 293, Strahlungsdruck) hervorzuheben. 

226) @. Mie, Ann. d. Phys. 25 (1908), p. 377. 

227) P. Debye, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 57. 
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mit den an kolloidalen Goldlösungen beobachteten Erscheinungen ent- 
halten. 228) 292) 
Man benutzt räumliche Polarkoordinaten 


21 


[? = r sin® cosy, 


(256) y=rsin® sing, 





2=r cos 
7 und erhält aus (230), da 
en, v=9, v-g U-=l, 











e 1 1 
Fig. 32. ER EEE I DE 
v yt rsin® 
ine 6 EN 0 sinO Hy öHe 
Freuen: 
ine 6 ER, oH, . er Hy 
% Ei: = Eo = ind [7 FREE TER, 
; H 
ee 
(257) 
; in a E sind Ey a] 
re ER 06 öp |?’ 
in EEE | Er ER, er en 
BT. 1 gr, 
in ER Or Eg dE, 
um] 





Mit P. Debye können wir die Komponenten von E und H aus zwei 
Potentialen ableiten, welche durch das Verschwinden von H, bzw. E, 
charakterisiert sind und deshalb als das elektrische Potential II, und 
das magnetische II, bezeichnet seien. Man kann nämlich den Glei- 
chungen (257) durch den Ansatz genügen 














( 6? II, 
2, ar Fra T K®IT, 
Ei 10’, in 1 0, 
eo rör00 crsind dp’ 
2" kg. 0°II, in ı 0I, 
p en WE EEE af er er , 
(258) in örögp er 00 
H, a Fri 7 K®II,, 
fine 6 1. 01, 1 0°I, 
u. m 8 —, r sind fz, r 6r09’ 
BEER eher HE Bess he ide a 
De « ” = r 2 en eroyp’ 


228) U.a. R. Zsigmondy, Liebigs Ann. 301 (1898), p. 361; Verh. d. deutsch. 
phys. Ges. 5 (1903), p. 209; Ann. d. Phys. 15 (1904), p. 573; @. Bredig, Anorgani- 
sche Fermente, Leipzig 1901; F. Kirchner, Ann. d. Phys. 18 (1904), p. 239. 
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wobei = für II, und IT, en eg nr 
3 ; is 
(259) °. en L en sin not 76 2; ing - et T=ANT+KPDO=. 


Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist die Doppelreihe 


(260) IT - m: r K,(kr) : P,' (cos0) - [A,, cossp + B,,sinsp], 
0 0 


wo unter K, eine von Heine eingeführte Funktion verstanden ist*'°), 
welche mit den Zylinderfunktionen auf folgende Weise zusammenhängt 


K,(er) = VE Zur (kr); 


und zwar ist es üblich, die der Besselschen proportionale Funktion 
mit »,(kr), die der Hankelschen zweiter Art proportionale mit &,(kr) 
zu bezeichnen. Die ersteren haben die Eigenschaft, für r—= 0 endlich 
zu bleiben (oder zu verschwinden), die letzteren stellen divergente 
Kugelwellen dar. P,’(cos@) bedeutet die zugeordnete Kugelfunktion 
erster Art?®) des Argumentes cos6. A,, und B,, sind Konstanten. 


NyS 


Die Reihe (260) ist so anzusetzen, daß die Grenzbedingungen nach (230) 
(261) (Es + E35), go (E3); (Ey r Es ai (Eis 

(Hy, Ar H;), Bi (H3);, (H, r Hi), er (H,): 
an der Oberfläche der Kugel (r = R) befriedigt werden. Durch den 
Index e sind die Komponenten der einfallenden Welle gekennzeichnet, 
welche wir eben, in der negativen z-Richtung fortschreitend und in 
der yz-Ebene polarisiert voraussetzen (E—= e*‘, H?— — ea‘). 
Die beiden Potentiale, welche eine solche Welle darstellen, ergeben 
sich zu 





2h+1 
IL: =: > ja-1 Bam: v,(k,r) - P,!(cos6) eos, 
(262) | 





2h+1 
I = ZU 3, I rk nr v,(k,r)- P,'(cos0) sing. 


Infolgedessen hat man auch für die Störungspotentiale im Äußern 
und im Innern der Kugel anzusetzen 


IL= >a,r:&,(k,r): P,!(cos0) - cosp, 
1 


(263) 


3; . 
I: — Dip, r- &,(k,r) P!(c0s0) - sing 
1 
229) Vgl. HA 10, Nr. $S (Wangerin). 
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und 
I!= >»b,r-y,(kr): P,!(cos®) - cosp, 


1 


I! = »2 g,r : %,(k;r) - P,' (cos) - sing. 


1 


(264) 


Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die Grenzbedingungen (261) 
gewinnt man getrennte Formeln zur Berechnung der beiden Koeffi- 
zientenserien a, und p,, welche in der obigen (Mieschen) Bezeichnungs- 
weise den elektrischen und magnetischen Anteil des Störungsfeldes 
charakterisieren. In (gegen A) großer Entfernung kann man für &,(k,r) 

9 17.(m+1)-ikgr 
den asymptotischen Wert Er 


a 


Verhältnis zur Intensität der einfallenden Welle gemessenen Intensi- 
täten der beiden Bestandteile des abgebeugten Lichtes, deren elektrische 
Komponenten in den Richtungen p bzw. # schwingen, folgt 


setzen, woraus für die im 





J_4 . I a2, n6) n „ Pa’ (c0e0) |? 
T, ck sind | 
(265) | 





Jo __ 4sin’p | > Pr’ (c0s6) dP,' (cos) |? 
9 Se Tin + ch, Ph dd | 
1 


Die Koeffizienten dieser Reihen nehmen mit der Ordnungszahl 


um so schneller ab, je kleiner das Verhältnis = ist; auch bei den 


gröberen Kugeln, die in kolloidalen Metallösungen vorkommen (bis 
zu 180uu), braucht man nur die beiden ersten elektrischen Partial- 
schwingungen (a,, a,) und die erste magnetische (9,) zu berücksich- 
tigen. Bei sehr feinen Teilchen kommt man dagegen mit der durch 
a, gegebenen ersten elektrischen Partialwelle aus, welche als „Rayleigh- 
sche Strahlung“ bezeichnet wird, da Rayleigh ihre Existenz zuerst theo- 
retisch nachwies (vgl. Nr. 68). Eine Ausnahme bildet die vollkommen 
leitende Kugel, bei der man auch für kleinste Dimensionen die erste 
magnetische Schwingung berücksichtigen muß. 

Die Strahlungsverhältnisse bei natürlichem einfallenden Licht 
werden von Mie durch Diagramme veranschaulicht. Fig. 33 bezieht 
sich auf ein unendlich kleines Goldkügelchen; die äußere Kurve 
schneidet von den Radien Stücke ab, die der Intensität der gesamten 
Strahlung proportional sind, die inneren Kurven geben ebenso die 
unpolarisierte Strahlung, das Zwischenstück des Radiusvektors ist 
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also der polarisierten Strahlung proportional. Die Richtung der ein- 
fallenden Welle wird durch die Pfeile angedeutet. Fig. 34 gibt das 
Strahlungsdiagramm eines sehr groben Goldkügelchens, Symmetrie in 
bezug auf die xy- | 
Ebene ist hier nicht 

mehr vorhanden und 

das Maximum der Po- @ 
larisation von 9—= 90" 
im Sinne wachsen- 
der 0 verschoben; der 
Hauptteil der Ener- 
gie wird in Richtung 
der einfallenden Wel- 
le ausgestrahlt. Die 
umgekehrteV orzugs- 
richtunghatdieEner- 
gie im Falle einer un- 
endlich kleinen voll- 
kommen leitenden 
Kugel (Fig.35), wäh- 
rend das Polarisa- 
tionsmaximum im 
selben Sinne verscho- 
ben ist, und zwar 
tritt hier bei 9—= 120° 
vollkommene Polari- 
sation ein (T’homson- 
scher Winkel?) —> _—> 





Fig. 33. 


120° 





Y 


Fig. 34. 


720° 





Vondenübrigen 19% 


Resultaten sei folgen- 

des hervorgehoben. 

Mit wachsender Teil- 

chengröße wächst die Fig. 35. 

Gesamtmenge des ab- 

gebeugten Lichtes von der Wellenlänge A zunächst proportional dem 
Quadrat des Volumens, erreicht aber ein Maximum für einen Wert von R 


zwischen = und =; also wenn A in der Nähe der ersten Eigenschwingung 


der Kugel?®) liegt. Infolgedessen wird dieser Vorgang der Lichtzer- 
streuung vielfach als optische Resonanz bezeichnet. Indessen genügt 
‘die optische Resonanz bei vollkommen leitenden Kugeln nicht, um im 
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durchgehenden Licht eine bestimmte Farbe kräftig hervorzuheben *®), 
und die lebhaften Farben kolloidaler Metallösungen sind nur unter 
Berücksichtigung der optischen Konstanten der betreffenden Metalle zu 
erklären. Ist nämlich die Lösung genügend verdünnt, so kann man 
von der gegenseitigen Beeinflussung der Teilchen absehen und die 
eben entwickelte Theorie direkt auf die Beugungserscheinungen in der 
Lösung übertragen. Bei sehr kleinen Teilchen wird die Färbung in der 
Durchsicht durch ihre Absorption bestimmt?®!), und erst bei gröberen 
spielt das seitlich zerstreute Licht die Hauptrolle, so daß sich die Farbe 
der Goldlösungen von Rubinrot bis Blau ändert. 

Die Miesche Theorie wurde von W. Steubing®??) geprüft, es er- 
gab sich eine schöne Übereinstimmung, bis auf einige Erscheinungen, 
welche vermuten ließen, das die betreffenden Teilchen in Wirklichkeit 
von der Kugelform abwichen.??®) 


68. Theorie des Himmelsblau. Opaleszens im kritischen Zu- 
stande. Der für die Rayleighsche Strahlung maßgebende Koeffizient a, 


der Gleichungen (265) ergibt sich für sehr kleine Kugeln zu 

‚3V R—R2 
en  MFM 
einem dielektrischen Medium — i 


oder im Falle eines dielektrischen Kügelchens in 
2 a ee unter Y das Volu- 
men verstanden. Daher wird das optische Feld der Rayleighschen 
Strahlung 











aV ,—e 88 e”ikar 
E= — u —  —— 0080 6039, 
a2 &q &; + 28a r - 
(266) 
"RV au 38, eikar a 
Wr 12 8a ; + 28, r ‚ 


Durch diese Schreibweise ist betont, daß der Einfluß der spezi- 
ellen Gestalt des Teilchens sich in dem der Kugel eigentümlichen 


„depolarisierenden Faktor“ PTR äußert.?%) Wir wollen uns auf 
i a 

den Fall beschränken, daß die Differenz der Dielektrizitätskonstanten 
8 — :,—= Je gegen den Mittelwert & derselben sehr klein ist, dann 


230) Die entgegengesetzte Anschauung wurde von F. Ehrenhaft (Wien Ber. 
IIa 112 (1903), p. 181; 114 (1905), p. 1115) vertreten. 

231) Die Theorie für extrem kleine Teilchen findet sich bereits bei J. O. 
Maxwell-Garnett, Phil. Trans. 203 (1904), p. 385; 205 (1906), p. 237, wobei auch 
Überlegungen über die gegenseitige Beeinflussung der Teilchen angestellt werden. 
Vgl. dazu die Versuche von F\. Kirchner (Anm. 228). 

232) W. Steubing, Greifswalder Dissertation 1908. 

233) Für Silberkügelchen hat E. Müller (Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 500) 
diese Theorie numerisch durchgeführt. 

234) Vgl. V 15, Nr. 16 (Gans). 
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wird der depolarisierende Faktor für jede Gestalt nahezu gleich 1, 
‚und man erhält für die von beliebig geformten Korpuskeln zerstreuten 


tensitäten 
ine Jo __ a”V*(de)” cos?0 





E eg PyE) e y2 
en u. 
Be ER 5 


Dabei ist natürliches einfallendes Licht vorausgesetzt und über alle 
möglichen Werte von g gemittelt; unter A ist die Wellenlänge im 
Vakuum zu verstehen. Man sieht, daß der polarisierte Bestandteil des 
abgebeugten Lichtes senkrecht zur Einfallsrichtung und zum Visions- 
radius schwingt; vollständige Polarisation tritt für = 90° ein, im 
übrigen sind die Strahlungsverhältnisse graphisch durch Fig. 33 auf 
Seite 517 gegeben. 

Die Beugung an kleinen Teilchen wurde mit Erfolg zur Erklä- 
rung der blauen Farbe des Himmels herangezogen””) und von Lord 
Rayleigh mit Rücksicht auf diese Frage zuerst theoretisch untersucht.??®) 
In der Tat befinden sich die am Himmelslicht beobachteten Polari- 
sationsverhältnisse in ziemlicher Übereinstimmung mit den eben dar- 
Be. und auch die spektrale Intensitätsverteilung wird durch den 


Faktor 7 der Gleichungen (267) gut dargestellt. Bereits Lord Rayleigh 


hatte es plausibel®””) gemacht, daß im wesentlichen von den Luft- 
molekülen selbst abgebeugtes Licht als Himmelsblau in unser Auge 
gelangt; man gewinnt indessen Resultate von allgemeinerem Inter- 
esse?) 2), wenn man die Aufmerksamkeit nicht auf die einzelnen 
Moleküle lenkt, sondern die lichtzerstreuenden Teilchen in den durch 
zufällige lokale Zusammenballung derselben entstehenden Inhomo- 
genitäten der Luft, den „Dichteschwankungen“ der Gastheorie, erblickt. 

Diese Schwankungen lassen sich durch das Boltzmannsche Prin- 
zip”) quantitativ erfassen: die mittlere quadratische Abweichung der 
Dichte eines Mediums in einem Volumen V von ihrem Durchschnitts- 
wert o, ist nämlich 2°) 


(268) (dot rel, 

235) Vgl. Tyndalls Versuche über Lichtzerstreuung an kondensierten 
Dämpfen (Phil. Mag. 37 (1870), p. 388; 38 (1870), p. 156). 

236) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 41 (1871), p. 107, 274, 447; 12 (1881), p. 81; 

44 (1897), p. 28. 

237) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 47 (1899), p. 375. 

238) M.v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 25 (1908), p. 205. 

239) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1275. 

240) L. Boltzmann, Wien. Ber. 63 (1871), p. 397; A. Einstein, Ann. d. Phys. 
19 (1906), p. 373. 3 

Encyklop. d. math Wissensch. V 3. . 34 
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wo R.die Gaskonstante, N die Molekülzahl ist, beide auf das Gramm- 


molekül bezogen, ß, die der Dichte g, entsprechende Kompressibilität 

1 00 
Sr 

Wir fragen nach der von einem größeren Volumen ® zerstreuten 
Liehtintensität. Die Lagen der einzelnen Inhomogenitäten (von den 
Volumina V), welche dasselbe erfüllen, sind vollständig regellos ver- 
teilt, ebenso wie die Phasen des von ihnen zerstreuten Lichtes. Da- 
her haben wir die Intensitäten (267) einfach über das Volumen ® zu 
summieren. Es ergibt sich der Faktor I(1)?V?, nach dem Mosotti- 
Lorentzschen Gesetz gilt aber**!) 
RER » _e-V’e+29° (Je\? 
ae const-0e, (Je? = E . cs ' 

Greift man aus der Summe eine Anzahl von Gliedern heraus, 
welche Inhomogenitäten vom gleichen Volumen entsprechen, so kann 
man in dieselben den Mittelwert (268) einführen 


(269) an ut Bf: Dr de .@- De +2 








Die Kompressibilität ß, wird in der Nähe des kritischen Punktes 
außerordentlich groß, weshalb auch die in diesem Zustande befind- 
lichen Substanzen eine sehr lebhafte Lichtzerstreuung (Opaleszenz) und 
und starke Absorption zeigen. Die Absorption in der Schichtdicke 
| erfolgt nach dem Gesetz J—= J,e”“', wobei sich der Koeffizient « 
aus (267) und (269) zu dem folgenden Ausdruck berechnet ?®°) 


(270) u 8=! RTB e-N’eHM 


TE »* 





Im Spezialfalle der atmosphärischen Luft kann man f, = = und 


e+2=3 setzen und erhält für die Lichtzerstreuung in der- 
selben *?) 239), wenn man unter N die Anzahl der Moleküle in der Vo- 
lumeneinheit versteht, 

Jo n?® Aa} i c08?0 








RR auge IN. M 9 
Ip a n?® (e — 1)? 1 
N eei RE 
8m (se)? 
ee 7 Era 


Die auf Grund dieser Formeln berechnete Luftdurchlässigkeit ist 
in vorzüglicher Übereinstimmung mit den Resultaten der neuesten 
atmosphärischen Absorptionsmessungen, soweit sie sich auf trockene 


241) Vgl. V 14, Nr. 47 (Lorente). 
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Luft beziehen **!®): einerseits bestätigt sich das Anwachsen der Extink- 
tion mit A=* bis weit ins Ultraviolette hinein (4 = 325 uu), wo die 
selektive Absorption der Ozonbanden einsetzt; andererseits ergibt die 
Rechnung unter Zugrundelegung von N = 2,76 - 10" em”? (Planck), 


& = 1,000586 (Klemeneic'), = (e— 1)?=1,04-10=*#cm-! bei 760 mm 
und 0°C., während aus den Beobachtungen der Faktor 1,00 : 10-* folgt. 


69. Das Ellipsoid, die kreisrunde Öffnung. Mit den in Nr. 60 
bis 67 aufgezählten Fällen ist die Zahl der Körper, welehe bis jetzt 
exakt auf Grund der Maxwellschen Gleichungen behandelt werden 
konnten, erschöpft. Schon die nächste Verallgemeinerung, das Rota- 
tionsellipsoid, bietet sehr große Schwierigkeiten.) Sind jedoch die 
Dimensionen des beugenden Körpers (oder der Öffnung) klein gegen 
die Wellenlänge, so kann man durch Anwendung eines von Lord 
Rayleigh eingeführten Kunstgriffs Näherungslösungen erhalten. Seine 
Methode besteht darin, das Feld in unmittelbarer Umgebung des 
Körpers als quasistatisch anzusehen und dementsprechend zu be- 
rechnen. Handelt es sich z.B. um ein Ellipsoid, so berechnet man 
dessen elektrische Momente (f,, f,, /,) nach den drei Achsen wie in 
der Elektrostatik, das optische Streuungsfeld in .großen Entfernungen 
ergibt sich dann aus der Superposition der Felder Hertzscher Dipole 
mit:den Momenten f,, f,, f,, Von Lord Rayleigh”*) wurden in dieser 
Weise die Beugung am Ellipsoid, elliptischen Zylinder und an der 
kreisrunden Öffnung in einem dünnen vollkommen leitenden Schirm 
behandelt.) R. Gans?) hat die Lösungen für rotationsellipsoidische 
Goldteilchen ausführlich diskutiert. Es ergab sich, daß die Erschei- 
nung schon bei mäßigen Exzentrizitäten erheblich von der für die 
Kugel berechneten abweicht, so daß die Teilchen in den kolloidalen 





211°) H. Dember, Ber. d. Kgl.Sächs. Ges. d. Wiss. 64 (1912), p. 239; F.E. Fowle, 
Astrophys. Journ. 38 (1913), p. 392; 0. @. Abbot, Annals of the Astrophys. Observ. 
of the Smithsonian Inst. Vol. III, Washington 1914; E. Kron, Ann. d. Phys. 45 
(1914), p. 377. Namentlich die letzte Arbeit hat die Verhältnisse im Ultra- 
violett geklärt. 

242) Ein Versuch, das Rotationsellipsoid zu behandeln, wurde von K. F. 
Herzfeld (Wien. Ber. (Ila) 120 (1911), p. 1587) unternommen. 

243) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 43, p. 259; 44° (1897), p- 28; -Scientif. Pa- 
pers, Vol. IV p. 283, 305. 

244) Lord Rayleigh setzt dabei das Feld eines Dipols als homogene Kugel- 


eikr 
welle ( 5 ) an, man gelangt aber zu besserem Anschluß an die exakte Lösung 





der Nr. 65, wenn man die Schwingungsrichtung der Dipole berücksichtigt. 
245) R. Gans, Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 881; 47 (1915), p. 270. 
34* 
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Goldlösungen von Mie-Steubing nicht wesentlich von Kugeln verschie- 
den sein konnten. 


70. Das Beugungsgitter. Schon die in Nr. 17 dargestellte ele- 
mentare Theorie liefert die wichtigsten Züge der Gitterbeugung: die 
Lage der Maxima und Minima und die Abhängigkeit der Intensität 
von der Zahl der Gitterstriche. Noch etwas weiter kommt man mit 
dem Huyghensschen Prinzip*'®), welches gestattet, den Einfluß der 
relativen Breite der leuchtenden Streifen und der Stege zwischen den- 
selben zu berücksichtigen; dieses ist jedoch nur dann anwendbar, wenn 
die Gitterkonstante gegen die Wellenlänge groß ist (vgl. Nr. 35 und 58). 
Um aber die Unterschiede der Erscheinungen bei verschiedener Polari- 
sation und die Abhängigkeit der Richtungsfunktion & (Nr. 17) von 
der Gestalt und physikalischen Beschaffenheit der Gitterelemente zu er- 
kennen, was für die praktische Konstruktion der Gitter wichtig ist, 
muß man die wirkliche Verteilung der elektrischen Kräfte an der 
Gitteroberfläche kennen und berücksichtigen. 

Ist die Gitterkonstante klein gegen A, so ist diese Verteilung 
näherungsweise die des statischen Feldes (J. J. Thomson, H. Lamb**), 
vgl. Nr. 69), es tritt dann im durchgehenden und reflektierten Licht 
nur die ungebeugte Welle nullter Ordnung auf mit einer von der Pola- 
risation stark abhängenden Intensität; bei elektrischen Schwingungen 
parallel den Streifen wird schon bei geringer Breite derselben beinahe 
alles reflektiert, bei dazu senkrechter Polarisation nahezu alles durch- 
gelassen. Diese Erscheinung ist als „Hertz-Effekt“ von den elektro- 
magnetischen Wellen her bekannt. 

Den anderen Grenzfall bildet eine gegen A große Gitterkonstante; 
betrachtet man z. B. ein ebenes Gitter, das aus einer Anzahl paralleler 
zylindrischer Stäbe besteht, so kann man unter den genannten Vor- 
aussetzungen das von einem jeden Zylinder herrührende Feld so an- 
setzen, als ob die anderen nicht vorhanden wären (Nr. 64), und braucht 
nur über sämtliche Zylinder zu summieren. Für eine endliche Anzahl 
von Stäben haben Schäfer und Reiche") die Erscheinungen in (gegen 
dessen Abmessungen) großen Entfernungen vom Gitter diskutiert, für 
ein unendliches Stabgitter W. v. Ignatowsky.**®) Er findet bei dünnen 
dielektrischen Stäben im Spektrum nullter Ordnung ein Überwiegen 
des senkrecht zu den Stäben polarisierten Lichtes (Du-Bois- Effekt), 





246) Außer der in Nr. 17 zitierten Literatur seien die Arbeiten erwähnt: 
A. Winkelmann, Ann. d. Phys. 27 (1908), p. 905; H. Weisel, Ann. d. Phys. 33 
(1910), p. 995; H. Siedentopf, Berlin Ber. 1902, p. 711 (Stufenfilmgitter). 

247) Cl. Schäfer und F‘. Reiche, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 817. 

248) W.v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 369. 
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dagegen bei dünnen leitenden Drähten den Hertzeffekt. Rechnerisch 
besitzt die Annahme unendlich vieler Elemente den Vorzug, daß die 
Erscheinung periodisch sein muß und man sie von vornherein in Form 
einer Fourierschen Reihe ansetzen kann. Daher ist es v. Ignatowsky 
gelungen, weiterzukommen und die gegenseitige Beeinflussung der 
Gitterstäbe näherungsweise zu berücksichtigen. Er wendet seine For- 

meln an, um die Erscheinungen an Kupfergittern, wie sie Rubens und 
 Du-Bois*?) benutzten, zu diskutieren, und findet, daß mit zunehmen- 
der Wellenlänge der Hertz-Effekt immer ausgesprochener wird. Die 
Beobachtung zeigt qualitativ dieselbe Erscheinung, jedoch geht hier 
das Anwachsen des Hertzeffektes erheblich schneller. 

Den praktischen Bedürfnissen der Gitterkonstruktion angepaßt 
sind die Arbeiten von Lord Rayleigh.”°) Es wird die Reflexion und 
Brechung von ebenen Wellen studiert, welche auf eine regelmäßig 
gewellte oder gerippte Trennungsfläche zweier Medien einfallen. Für 
den Ansatz des reflektierten (u,) und gebrochenen (u,) Beugungsbildes 
benutzt Rayleigh die Ergebnisse der elementaren Theorie und fragt 
nach der Verteilung der Intensität auf die Spektra verschiedener Ord- 
nung, mit anderen Worten, er bestimmt die Richtungsfunktionen # 
der Nr. 17 in ihrer Abhängigkeit von der Form der Oberfläche. Die 
Gleichung der letzteren sei z= £, wo & eine periodische Funktion 


von x mit der Periode a =” und von y unabhängig ist. 
Nach dem Fourierschen Satze ist 


(271) = a (6, C08jp& + 8, sinjpx) = SQ E,eipz. 
1 


Hier bedeutet &,—= $(e,— i8,); &_,—= %(e,+ is,), und die Summe 
S ist über alle j von — oo bis + oo mit Ausnahme von j = 0 er- 
streckt. 

Die einfallende Welle «, denken wir uns gleichfalls unabhängig 
von y und unter dem Winkel @, zur Normalen 


u eik (#c088, + sin®,) 
. e he 
Dann ist nach Nr. 17 
+% 
(272) U, eikz sin 6, >: A, eihpz g-ikz .. 
— © 
wo 
. r R R j} 
asind, —asind,—=hiA oder sine, — sind, = =, 





249) H. Du-Bois und H. Rubens, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 243. 
250) Lord Rayleigh, Theory of Sound II, $ 2622. London 1896; Proc. Roy. 
Soc. A. 79 (1907), p. 399; Seientif. Papers V, p. 388. 
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und die Welle im zweiten Medium, dessen Brechunpsexponent 


n=-- Sei, 


k 
+® 
be eikx sin po > Biere“ 5 eik’zc08p,, 
-o© 


Es ist 9, die Richtung der regulär gebrochenen Welle: 


1 : : h 
„, und sing, — sing, = a 


An der Grenzfläche 2= & sind nach (230) die Bedingungen zu 
erfüllen 


: [7 du 
im Fall:u,+u,=u, und „u tW)=5, 


an 

k' 0» ’ 
aus denen sich die Koeffizienten A, und B, berechnen. Die Rechnung 
läßt sich durchführen, wenn & klein gegen 1 ist, d. h. wenn die 
Rinnen der Trennungsfläche eine gegen die Wellenlänge geringe Tiefe 
haben. Man kann dann die «($&) nach & entwickeln und sukzessive 
die Glieder von A, und B, jeder Ordnung in den Koeffizienten c und s 
ermitteln. 

Für eine vollkommen leitende gewellte Grenzfläche erhält Lord 
Rayleigh sehr übersichtliche Resultate. Bis auf Glieder zweiter Ord- 
nung in $, ist nämlich 

im Falle_L A,=—ikt, 
| im Falle | A, 050, = iß, : (kcos?0, — hp sin6,). 


Wenn also in der Reihe (271) ein Glied über die anderen domi- 
niert, so herrscht auch im Beugungsbild das Spektrum der betreffen- 
den Ordnung vor. Im Spezialfall, wenn das Profil der Trennungsfläche 
eine flache Sinuskurve darstellt (& = c cospx), ist das erste Spektrum 
am kräftigsten und die Amplitude des kten Spektrums mit dem Fak- 
tor c* versehen. Bemerkenswert ist, daß im Falle | nach (273) für 
cos®, = (0, d.h. bei streifendem Austritt des Spektrums hter Ordnung, 
die Amplitude A, nach dieser Theorie unendlich, jedenfalls aber groß 
wird. Die Diskussion der Glieder höherer Ordnung in $&, zeigt, daß 
diese Verstärkung der Amplitude A, auch dann eintritt, wenn das 
(h+ 1)te Spektrum tangential austritt. Lord Rayleigh führte die 
Diskussion auch für” durchsichtige Glasgitter durch und erhielt in 
bezug auf den Winkel der vollständigen Polarisation der reflektierten 
Spektra eine gute quantitative Übereinstimmung mit bereits von Fraun- 
hofer?°') veröffentlichten Beobachtungen. 





im Fall I: u, +u,=u, und + F. (u,+ u) = 


(273) 
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Den Fall endlicher Leitfähigkeit, wie man sie bei den gebräuch- 
lichen Rowlandschen Gittern hat, hat W. Voigt?) sowohl für den 
Fall einer zu den Gitterfurchen senkrechten als auch einer beliebig 
geneigten Wellennormalen bis auf Glieder zweiter Ordnung (inklusive) 
in &, diskutiert. Es wird von ihm der Umstand hervorgehoben, daß 
dabei nur so viele der ersten Koeffizienten &, der Entwicklung (271) 
in die Resultate eingehen, als aus dem Gitter Spektren austreten, 
während die höheren Koeffizienten vollständig belanglos sind.?°?) In 
der Tat entspricht jedes der höheren Glieder der Reihe (271) der 
Überlagerung eines Sinusgitters von (gegen die Wellenlänge) kleiner 
Konstante, solche Gitter aber wirken wie eine ebene Fläche. (Vgl. 
hiermit das entsprechende Resultat von M.v. Laue über die Anzahl 
der Fourier-Koeffizienten in Nr. 44b.) Die Ergebnisse der Voigtschen 
Theorie wurden auf seine Veranlassung durch Beobachtungen an einem 
Rowlandschen Gitter geprüft”*) und fanden eine zum Teil sehr gute 
quantitative Bestätigung. 


251) J. Fraunhofer, Ann. d. Phys. 74 (1823), p. 364; Gesammelte Abhand- 
lungen p. 134, München 1888. 

252) W. Voigt, Gött. Nachr. 1911, p. 41; 1912, p. 385. 

253) Dies gilt auch für vollkommen leitende und dielektrische Gitter. 

254) B. Pogany, Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 257; Paule Collet, Gött. Nachr. 
(1912), p. 401. Experimentelle Daten über die polarisierende Wirkung von Gittern 
findet man ferner in den Büchern: J. Fröhlich, Polarisation des gebeugten Lichtes, 
Leipzig 1907 (Glasgitter); P. Zeemann, Researches in Magneto-Optics, Kap. VI, 
London 1913. 


(Abgeschlossen im Juli 1915.) 
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1. Einleitung. Abgrenzung des Stoffes. Die festen Körper sind 
entweder Kristalle oder Gemenge kleinster Kristallsplitter (quasiamorph, 
kristallinisch) oder wahrhaft amorph (glasig). Letztere faßt man als 
(unterkühlte) Flüssigkeiten von hoher Zähigkeit auf; tatsächlich fließen 


solche 


Substanzen (Gläser, Siegellack usw.) bei dauernder Belastung, 


während sie bei rasch wechselnden Kräften wie elastische Festkörper 
reagieren‘) Die eigentlichen festen Körper sind also Kristalle oder 
aus solchen zusammengesetzt; die Kristalle aber sind aus Atomen auf- 
gebaute Raumgitter.?) Daher ist die moderne Atomtheorie des festen 
Zustandes eine „Dynamik der Kristallgitter“. Der vorliegende Artikel 
soll einen systematischen Aufbau dieser Theorie enthalten; die histo- 
rische Entwicklung soll nur soweit berücksichtigt werden, als sie nicht 
schon in anderen Artikeln?) behandelt ist. Dabei sollen die Probleme 
kurz dargestellt werden, welche sich auf die atomistische Begründung 
solcher Gesetze beziehen, die auch auf phänomenologischem Wege ge- 


wonnen werden können; ausführlicher aber die der Atomistik eigen- 


1) Vgl. @. Tammann, Kristallisieren und Schmelzen (Leipzig 1903), p. 4, 5. 
2) Die Gittertheorie der Kristalle wird in folgenden Encyklopädie-Artikeln 
behandelt, auf die wir hier ein für allemal verweisen: 


Er 


V 24. 


Kristallographie (Th. Liebisch, A. Schönflies, O. Mügge) enthält die Lehre 
von den Symmetrieeigenschaften und die Strukturtheorie, insbesondere 
die Ableitung der 230 möglichen Raumgruppen (Gittertypen). 

Wellenoptik (M.v. Laue) enthält unter V. Interferenzerscheinungen an 
Röntgenstrahlen die theoretischen und experimentellen Methoden zum 
Nachweis und zur Bestimmung der Gitterstruktur durch Röntgenstrahlen. 


Die Eigenschaften der festen Körper werden vom Standpunkt der einzelnen 
physikalischen Theorien in vielen Artikeln behandelt; wir nennen hier die 
wichtigsten: 


IV 23. 


Vı10. 


V 16. 


V 22. 


Die Grundgleichungen der mathematischen Elastizitätstheorie (C. H.Müller 
und A. Timpe) gibt eine historische Übersicht über die Molekulartheorie 
der Elastizität. 

Die Zustandsgleichung (H. Kamerlingh Onmes und W. H. Keesom) ent- 
hält in Nr. 74, p. 879, eine Übersicht über die Thermodynamik und die 
kinetische Theorie der festen Körper. 

Beziehungen zwischen elektrostatischen und magmnetostatischen Zustands- 
änderungen einerseits und elastischen und thermischen andererseits (F. 
Pockels) behandelt Piezo- und Pyroelektrizität, Elektro- und Magneto- 
striktion sowie verwandte Erscheinungen vom Standpunkte der Konti- 
nuumstheorie. 

Elektromagnetische Lichttheorie (W. Wien) enthält in Nr. 24, p. 169 eine 
Skizze der Kristalloptik. 


Die besonderen Eigenschaften der Metalle, die auf ihrer elektrischen Leitfähig- 
keit beruhen, sind in dem Artikel 


V 20. 


Elektronentheorie der Metalle (R. Seeliger) 


dargestellt und werden hier daher nicht berücksichtigt. 


35 * 
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tümlichen Vorstellungen und Ergebnisse, vor allem die Möglichkeit 
der Zurückführung aller meßbaren Größen auf Eigenschaften der 
Elementargebilde (Atome, Kerne, Elektronen). 


I. Statik. 


2. Geometrie und Kinematik des Kristallgitters. Die in Art. V 7 
Kristallographie, B. Symmetrie und Struktur der Kristalle (A. Schön- 
flies) mitgeteilten Ergebnisse der Strukturforschung bilden die Grund- 
lage, auf der die molekulare Mechanik der Kristalle sich aufbaut. 

Im folgenden soll der Kürze halber ein reguläres Punktsystem 
„Gitter“ genannt werden; die von der Strukturtheorie „Raumgitter“ ge- 
nannten Punktsysteme sollen „einfache Gitter“ heißen. 

Die Deckoperationen eines einfachen Gitters®) ohne Symmetrie- 
eigenschaften sind die Translationen nach drei Vektoren 

A, Ms, 0. 

Jedes Gitter (reguläre Punktsystem) enthält unter seinen Deckopera- 
tionen diese Translationen als Untergruppe. In der allgemeinen me- 
chanischen Theorie wird man,. um alle Gitter von beliebiger Symmetrie 
zu umfassen, nur von diesen Translationen als Deckoperationen Ge- 
brauch machen; die Einführung weiterer Deckoperationen und die 
Spezialisierung auf die 230 Gruppen?) erfolgt am besten nachträglich 
an den fertigen Formeln (vgl. z. B. Nr. 13, 33). Die Vektoren a,, a,, a, 
von einem Punkte O aus gezogen, bestimmen das elementare Parallel- 
epipedon des Gitters; wir wollen dieses, um ein kurzes Wort zu haben, 
„Zelle“ nennen. Den Rauminhalt der Zelle bezeichnen wir mit 1 oder 
ö°; er ist durch die Determinante 


zu, 0, 


(1) | 1,0, == 

|A;, Ay, Ag, 
bestimmt. ö bedeutet dann ein Maß für die absolute Lineardimension 
der Zelle; wir nennen Ö kurz die Gitterkonstante. 

Jede Zelle enthält eine kongruente Anordnung von Atomen. Ob 
diese die letzten Bausteine der Strukturtheorie, welche von jeder 
Symmetrie frei sein können*), darstellen, bleibe dahingestellt. Da- 
gegen muß hinsichtlich des kinematischen Charakters der Atome zur 
Durchführung der Gittermechanik eine Festsetzung getroffen werden. 
Für manche Zwecke wird es genügen, die Atome als starre Körper 





3) Vgl. den zit. Art. V 7, Nr. 42, p. 462. 
4) Vgl. den zit. Art. V 7, Nr. 40, p. 461 oben. 
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zu behandeln, wie es die älteren Molekulartheorien der Elastizität?) 
von Poisson®) und W. Voigt‘) tun. Nach den heutigen Vorstellungen 
vom Aufbau der Atome bestehen diese aus einem positiv geladenen 
Kerne, um den eine Anzahl (negativer) Elektronen Bahnen beschreiben, 
deren Größenverhältnisse durch die Quantentheorie®) festgelegt werden. 
In der Gitterdynamik ist ein Eingehen auf diese, zum Teil noch recht 
hypothetischen Vorstellungen nur da geboten, wo es sich um das Problem 
der Natur der Molekularkräfte, um die absolute Berechnung der Dimen- 
sionen und dynamischen Konstanten des Gitters handelt (s. Nr. 38); 
bei allen formalen Betrachtungen genügt ein rohes Bild, das die Haupt- 
züge des Atommodelles wiedergibt, nämlich als eines Systems elek- 
trisch geladener Partikel (von der Gesamtladung Null), die im Gitter- 
verbande bestimmte Gleichgewichtslagen haben.’) Ein solches Atom 
wird deformierbar sein, indem die einzelnen Partikel (Kerne und Elek- 
tronen) gegeneinander verschoben werden können. Kinematisch sind 
daher diese Partikel als elektrisch geladene Massenpunkte die Bau- 
steine des Gitters; es zeigt sich nachträglich, daß sie es auch dyna- 
misch sind, indem die zwischen den Partikeln eines Atoms wirkenden 
Kräfte von derselben Größenordnung sind, wie die zwischen den 
Atomen und Molekeln als Ganze (s. Nr. 23, 24). Die Vorstellung der 
Atome als starrer Körper erhält man offenbar als den Grenzfall un- 
endlich fester Bindungen der zu einem Atom gehörigen Partikel (s. 
Nr. 9). 

Die Anzahl der innerhalb einer Zelle befindlichen Partikel, die 


5) Vgl. den in der Einleitung zit. Art. IV 23, Nr. 4e, p. 38. — Die weitere 
Entwicklung der Vorstellungen über die elementaren Bausteine der Kristalle, 
insbesondere über ihre Anisotropie s. M. Brillouin, La structure des cristaux, 
2. Cons. de Phys. Solvay 1913 (Brüssel 1913). 

6) S. D. Poisson, J. Ec. Polyt. 20 (1831), p. 8 und Memoire sur l’&quilibre 
et le mouvement des corps ceristallises (28. Okt. 1839), Paris, M&m. del’ Acad. 18 
(1842), p. 3ff. 

7) W. Voigt, Theoretische Studien über die Elastizitätsverhältnisse der 
Kristalle, Gött. Abh. 34 (1887), p. 1. Vgl. auch W. Voigt, Lehrbuch der Kristall- 
physik, Leipzig 1910, B. G. Teubner, VII. Kap., II. Abschn. $ 292ff., p. 596 ff. 

8) S. diese Encykl. V 26, Die Quantentheorie (A. Smekal). — Die Anwendung 
der Quantentheorie auf die Kristallgitter wird in diesem Art. Nr. 26—835 be- 
handelt, wo ausführliche Literaturangaben zu finden sind. 

9) Von den Bewegungen der Elektronen um die Kerne wird also abge- 
sehen. Auch in den Fällen, wo bestimmte dynamische Atommodelle nach Bohr 
(s. Nr. 36) als Bausteine des Gitters verwendet werden, spielen die Bewegungen 
der Elektronen für die Gitterstruktur keine Rolle; die Fernwirkung von Elek- 
tronenringen (s. Nr. 36, Anm. 245) wird mit genügender Annäherung so be- 
rechnet, als wenn die Ladungen auf einem Kreisring kontinuierlich verteilt sind. 
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teils gleicher Art, teils verschieden sein können, sei s. Ihre Lage be- 
stimmen wir durch die s von O aus gezogenen Vektoren t,, tz, ..., 
Lu, ..., T,; die Konfiguration dieser s Punkte bzw. Vektoren möge die 
Basis des Gitters heißen und %k der Basisindex. 

Jeder Gitterpunkt ist der Endpunkt eines von O0 gezogenen 
Vektors 
(2) yey,+tt, Veh, ++ 10, 
wo L,,l,, l, drei ganze Zahlen sind, die die Zelle kennzeichnen, in der 
der Punkt liegt; /, als Abkürzung von /,, l,, l,, heiße der Zellenindex. 
Für ein festes Wertsystem /,, /,, !, erhält man eine der Basis kon- 
gruente Konfiguration, wenn %k die Werte 1,2,...s annimmt. Für 
einen festen Wert % erhält man ein einfaches Gitter, wenn /,, L,, !, 
alle ganzen Zahlen durchlaufen. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem mit dem Nullpunkt O 
haben die Gitterpunkte die Koordinaten: 


= +,%,+59,+ 10, 
(2) yzyıtlıa,tin,t 1%, 
4—=2a+49, +9,40, 
Für den Vektor, der von irgendeiner Partikel k” der Basis zu einer 


beliebigen Partikel %k in der Zelle 7 gezogen wird, führen wir ein be- 
sonderes Zeichen ein, indem wir setzen: 


BR Be . 

(3) eh en tt 

die Komponenten bezeichnen wir entsprechend mit 
4 Li I ı 

(8) Lyr Yarı Fan: 


Der von irgendeinem Gitterpunkte r;, zu irgendeinem andern r,; ge- 
zogene Vektor läßt sich mit Hilfe der Bezeichnungen (3) in der Form 


(4) Weuct 
schreiben. Ferner gilt die Relation 
(5) a Yp- 


Die Massen der Partikel der Basis seien 

(6) Mm, Mr, +, Mu 

wovon auch einige einander gleich sein können; die Gesamtmasse 
der Basis sei 


(6) mm +m+:..+m, 
Die Dichte og erhält man hieraus durch Division mit dem Volumen 
der Zelle: 


(7) 


us 


= 
| 
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Im folgenden werden drei verschiedene Arten von Summationen 
vorkommen: 


1. Summationen über den Basisindex k bezeichnen wir mit ); 
k 


dabei durchläuft % die Werte 1,2,... s. 
2. Summen über Glieder, die durch zyklische Vertauschung der 
rechtwinkligen Koordinaten auseinander hervorgehen, bezeichnen wir 


mit I bzw. $' usw. Dabei sollen im Falle der Doppelsumme x, y 


xy 
als Indizes behandelt werden, die unabhängig voneinander die Koor- 
dinaten %, %, z durchlaufen. So schreiben wir z. B. das skalare Pro- 
dukt zweier Vektoren A und B 


AB-AU,BHAB+AB, 
auch kurz AB—= DUB; 
oder die quadratische Form 


Treten mehr als drei Indizes auf, von denen jeder eine der Koordi- 
naten bedeuten kann, so schreiben wir etwa 2,%; z.B. für eine 
biquadratische Form der Koordinaten 


E + a an 4Q,,2y8°Y SEN + 6a,,,y2°Y° Rt 
schreiben wir 
Sa AzyagayEy, 
zyny 
unter Hinzufügung der nötigen Symmetrieeigenschaften der Koef- 
fizienten Q,yz;- : 

3. Summationen über den Zellenindex werden vorteilhafter Weise 
mit einem besonderen Summenzeichen angedeutet. Wenn die Summe 
über das unendliche Gitter erstreckt wird, also /,, l,, !, alle ganzen 
Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen, schreiben wir 


S bzw. S usw. 
Li 1’ 
Beschränkungen für den Laufbereich der Indizes schreiben wir als 
Ungleichungen an, z. B. 
120 


Soll die Summe nur über ein endliches, aus N Zellen bestehendes 
Gitter erstreckt werden, schreiben wir 


CE 
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3. Die potentielle Energie und die Kräfte. Für die Statik und 
für die Dynamik hinreichend langsamer Vorgänge kann man davon 
absehen, daß die zwischen den Partikeln wirkenden Kräfte, jedenfalls 
soweit sie elektrischen Ursprungs sind, Zeit zur Übertragung brauchen. 
Man wird die Begriffe der klassischen Mechanik auf das Gitter an- 
wenden (Berücksichtigung der endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der elektromagnetischen Kräfte in V, Nr. 36—44). 

Wie in den älteren Molekulartheorien der festen Körper!®) nehmen 
wir an, daß zwischen den Partikeln konservative Zentralkräfte wirken. 

Die potentielle Energie zwischen zwei Partikeln (%, !) und (k’, 1”) 
ist demnach eine Funktion ihrer Entfernung r, deren Verlauf nur von 
der Natur der beiden Partikel, also nur von den Basisindizes (nicht 
von den Zellenindizes) abhängt; wir bezeichnen sie mit @,,,(r). 

Die gesamte potentielle Energie ® des Gitters wächst unbegrenzt 
mit wachsender Anzahl der Zellen des Gitters, und zwar auch dann, 
wenn sämtliche Partikel in ihren Gleichgewichtslagen sind. Wir 
untersuchen zunächst das Verhalten der Gleichgewichtsenergie ®,. 

Die potentielle Energie zwischen einer Partikel der Basis und 
einer andern, beide in ihren Gleichgewichtslagen, hat den Wert 


(8) Pre) = Pins 
bei beliebiger Lage beider Partikel ist die potentielle Energie offenbar 
Y,, zu schreiben. 

Die potentielle Energie eines endlichen, aus N Zellen bestehenden 
Teils des Gitters im Gleichgewichte ist 


1 ER 
(9) 9%. = cy Be Par 


de) ar 
und wird mit N unendlich. 
Über die Abnahme der p,,(r) mit wachsendem r machen wir die 
Voraussetzung, daß die Wirkung einer Zelle, etwa der Basis, auf eine 


10) Vgl. den in Anm. 2 genannten Art. IV 23, Nr. 2, — Der Unter- 
schied der älteren Theorien von Navier (1821), Cauchy (1827) u. a. von der hier 
entwickelten besteht nicht im Ansatze für die Kräfte zwischen den Partikeln, 
sondern in der mathematischen Durchführung; bei den älteren Autoren wird 
nämlich sogleich der Übergang zur Kontinuumstheorie gemacht; bei der Bildung 
von resultierenden Kräften werden die Summen durch Integrale ersetzt, statt der 
Differenzengleichungen der Gittertheorie treten Differentialgleichungen auf usw. 
Auch beschränken sich diese Forscher auf die mechanischen (elastischen) Eigen- 
schaften der Körper, worin aber die optischen dazumal unter der Herrschaft der 
elastischen Lichttheorie einbegriffen waren. Die heutige Dynamik der Kristall- 
gitter hat das Ziel, aus ein und demselben Ansatze für die Kräfte zwischen den 
Gitterpartikeln alle Eigenschaften der Kristalle abzuleiten. 
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Partikel: 
S 9, 7 


sehr rasch mit der Entfernung der Partikel von der Zelle, d. h. mit 
wachsendem Zellenindex Z abnimmt, so daß die Reihe S D'p},, die 
8 


die Wirkung aller Partikel auf eine Basispartikel im Gleichgewichte 
darstellt, sehr rasch konvergiert.!') 

Dann wird die potentielle Energie des endlichen Gitters auf die 
Partikel einer Zelle /” 


I-7 
ni Pr 


für alle im Innern gelegenen Zellen näherungsweise gleich demselben 
Ausdruck für das unendliche Gitter 

S Ip," 

E ER 
sein; dabei ist nur die Besonderheit einer Oberflächenschicht (die zu 
den Erscheinungen der Oberflächenspannung (Kapillarität) Anlaß gibt 
(vgl. Nr. 4)), vernachlässigt, deren Einfluß mit wachsendem N relativ 
immer mehr zurücktritt. Der letzte Ausdruck ist aber von der Lage 
der Zelle 2’ unabhängig, gleich 


(10) drug DIpir: 
Daher wird 

> N 
(9) Io = 5 (mt im), 


wo %y die Oberflächenwirkung darstellt und mit wachsendem N ver- 
schwindet: 


(9”) lim yy =. 
N=o 
Folglich existiert der Grenzwert 
ne Pe 
(11) U,— lim 24-75 178 2 Pl 


und stellt die Energiedichte im Gleichgewichte dar. 
' Näherungsweise gilt also für die Gitterenergie: 


’ N 
(11 ) BD, = Dy 99: 
Wir betrachten nun Störungen des Gleichgewichtes, bei denen jede 


11) Diese Formulierung für die Größe der „Wirkungssphäre“ ist notwendig, 
wenn man die elektrischen Kräfte mit umfassen will, deren Potential nur wie 
die reziproke Entfernung abnimmt; die rasche Abnahme der Gesamtwirkung einer 
Zelle mit der Entfernung beruht hier darauf, daß die Gesamtladung einer Zelle 
Null ist. 
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Partikel eine kleine Verrückung u; erfährt. Die Differenz der Ver- 

rückungen zweier Punkte bezeichnen wir mit 

(12) u, =Wul—u. 

Der Abstand zweier verschobener Partikel wird dann 
rel 

Wir nehmen an, daß die Funktion ,,(r) in eine Potenzreihe nach 

den Verrückungskomponenten entwickelbar sei; wir schreiben diese 


vorläufig bis auf Glieder von höherer als 2. Ordnung an (die Berück- 
sichtigung höherer Glieder erfolgt in Nr. 31): 


ae” 7 1 Fi D ' 
(13) ul) Hi + N + 
x xy 
Dabei ist gesetzt: 


89 r 
(Pin). = ( ze) UpPir, 








14) Dr yyn \ 
er (Ge), evPie + Dkrdir Ar) 
= BORAEFETRNG. LIE MEI SERIE 
| (1fürır— 
(18) we | ürz=y 
0„2#+% 
und 





1 dp: 
PET, kk 
ae (; dr Das 


1 dri dyv 
ee la 
Diese Größen sind die atomistischen dynamischen Konstanten des Gitters, 
von denen seine sämtlichen Eigenschaften abhängen. 
Die Definitionen (14), (15) und (16) haben offenbar nur für 
solche Indizes k, k’, I einen Sinn, für die nicht k= k’ und = ist; 
wir werden sie nachträglich für k=k’, 1=0 ergänzen. Nach (16) ist 


(16) 








(16°) P7= Pi, Wr Yrı 
also nach (14) mit Rücksicht auf (5): 
_ N en ı 
(14) | | (Pine ‚(Fir x) 
(Prr)ay Tr (Pir)zy: 


Daher werden wir 

(17) (Pr): — 0 

zu setzen haben, während (pP,),, durch die Forderung 
ar) IS (pi), 0 


bestimmt sein soll. 
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Die potentielle Energie des unendlichen, verzerrten Gritters entwickeln 
wir nach Potenzen der Verrückungen u;: 


(18) =, +9, +9.+;, 


wo 
-; Pa SI (9. ur, 


u: 2% 


(18’) 4 Be S > (Pr a lieg 


17 4% 





.. 


Die Reihe (18) Eereirt ee von a wenn die u} mit der 
Entfernung vom Nullpunkt (> oo) hinreichend schnell abnehmen, 
z. B. außerhalb eines endlichen Bereichs sämtlich verschwinden. 

Auf Grund von (14°), (17), (17”) kann man ®, und ®, folgender- 


maßen umformen: 


= >> 23 [> S@").} üb 
. 2 > Du, 
xy 


Die Kraft, die alle Partikel auf eine ausüben, ist 
(19) Be 


L 
ou} 


(18°) 


Im Gleichgewicht wird sie durch die Koeffizienten der linearen Glieder 
gegeben; diese sind offenbar von Z unabhängig, es gibt also nur 
3s voneinander verschiedene, die wir, auf die Volumeneinheit be- 
zogen, mit 8)” bezeichnen: 


h 
(20) m=-3238@M. 
Nach (14) läßt sich das vektoriell schreiben: 


‚ 1 
(20%) 0 — DI Sprte. 
k’ ı 
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten also 
ai): =. 


Von diesen s Vektorgleichungen sind aber nur s— 1 unabhängig; 
denn auf Grund von (5), (16°) ergibt sich die Identität 


(21’) Din - ID SP, =). 
E o 


Nunmehr wird die auf eine Partikel von den übrigen ausgeübte Kraft: 
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4. Die Oberflächenenergie. Die bisher vernachlässigte Besonder- 
heit der Oberflächenschicht und ihr Einfluß auf die Energie läßt sich 
berücksichtigen, wenn man die Grenzfläche als Netzebene annimmt. 
Das trifft für alle natürlich (durch Wachstum oder Abbau im Lösungs- 
mittel, durch Spaltung) entstandenen Grenzflächen mit großer An- 
näherung''?) zu. 

Man denke sich das Gitter längs einer Netzebene geteilt und 
die Teile unendlich langsam voneinander entfernt, bis sie keine Wir- 
kung mehr aufeinander ausüben; die dabei pro Flächeneinheit der 
Grenzfläche geleistete Arbeit sei 26, also 6 die „spezifische Oberflächen- 
energie“ für eine der beiden neu entstandenen Grenzflächen. 

Um 6 zu berechnen, werde die Energie des unzerlegten Kristalls 
in drei Teile gespalten: 

9=P,+Pa+ Di, 

von denen die beiden ersten die Eigenenergien der beiden, von der 
betrachteten Netzebene getrennten Gitterstücke, der dritte die wechsel- 
seitige Energie dieser Stücke sind. Für den zerlegten Kristall besteht 
die Energie aus zwei Teilen 

= 0,4 9, 
und zwar ist ®* von ®,,, D}, von ®,, verschieden, weil beim Aus- 
einanderbringen der beiden Teile die der Grenzfläche benachbarten 
Zellen sich etwas deformieren werden. Nach der gegebenen Definition 
ist nun 1 

0 ar 
wenn F' die Größe der neuen Grenzfläche ist. 

Die in D* — © auftretenden Differenzen ®# — ®,, und BG}, — ®, 
sind äußerst klein, und zwar um so kleiner, je beschränkter der 
Wirkungsbereich der Molekularkräfte ist. Man erkennt das am besten 
aus einem eindimensionalen Modell!?), bestehend aus einer Reihe 
gleicher, in einer geraden Linie in gleichen Abständen angeordneter 
Massenpunkte. Die Koordinaten der n Punkte seien &,, &, .:., 4. 
Nimmt man nun an, daß jeder Punkt nur auf seine beiden unmittel- 
baren Nachbarn merklich wirkt, und bezeichnet man mit p(r) die 
potentielle Energie zweier im Abstande r befindlicher Punkte, so ist 
die gesamte Energie des Systems 


U= 9, — 2) + pa —%)+:: +9 — 2%.) 


12) Über den Grad dieser Annäherung (Auftreten von Unebenheiten) scheint 
nichts Genaues bekannt zu sein. 

13) M. Born, Über die Berechnung der absoluten Kristalldimensionen, 
Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 224. 


(D* 12T D), 


4. Die Oberflächenenergie. 539 


Gleiehgewicht besteht, wenn die n Gleichungen 
oU 


dx, =—— p (X, — 2) —0, 

oU ’ 2 
ara, 
oeU 


0%, Eu pt, u %,_1) = 


erfüllt sind. Man bemerkt, daß diese mit der Forderung äquivalent 
sind, daB für irgend zwei Nachbarpunkte 
pP (4) = 0 

ist. Die Gleichgewichtsabstände sind also sämtlich gleich, und ihr 
gemeinsamer Wert ö ist als Wurzel der Gleichung 9’(6) = 0 bestimmt. 
Die Randelemente zeigen also keine Deformation, wenn nur die un- 
mittelbaren Nachbarn aufeinander wirken. Ist das nicht streng der 
Fall, so wird die Randdeformation von der Größenordnung sein wie 
das Übergreifen der Kräfte über die nächsten Nachbarn. 

Bei räumlichen Gittern muß die Sachlage ähnlich sein. E. Made- 
lung“) hat die Rechnung für ein spezielles, zweiatomiges Gitter (vom 
Typus des NaCl) durchgeführt unter der Annahme, daß die Wirkung 
der unmittelbaren Nachbarn verschiedener Art (Na auf Cl) und die 
der nächstbenachbarten Paare gleicher Art (Na auf Na, Cl auf Cl). 
in Betracht kommt. Er findet eine Verschiebung der Atome senk- 
recht zur Grenzfläche, die für beide Arten etwas verschieden ist und 
gegen das Innere nach einem Exponentialgesetz rasch abnimmt. Zu 
einer numerischen Berechnung reichen die vorhandenen Daten nicht 
aus. Doch kann man aus einer von Madelung angestellten Über- 
legung schließen, daß die Oberflächenverzerrung sehr gering sein muß. 
Da die Atome der Elektrolyte (wie NaCl) elektrische Ladungen tragen, 
muß infolge der Verschiebungen eine elektrische Doppelschicht in der 
Oberfläche auftreten. Madelung hat versucht, die von den Begren- 
zungslinien solcher Doppelschichten ausgehenden elektrischen Kräfte 
an frischen Bruchflächen von Steinsalzstäbchen durch Aufstreuen von 
Schwefel-Mennige-Pulver nachzuweisen, jedoch ohne Erfolg. Daher 
muß die Stärke der Doppelschicht sehr gering sein. 

Vernachlässigt man die Differenzen &# — ®,, und &# — @,, 
so wird 
(22) ——-— 


Ko 


1 


| 


X) 
> 


14) E. Madelung, Die atomistische Konstitution einer Kristalloberfläche, 
Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 494. 
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Hier kann man nun zur Grenze F'— oo übergehen; enthält F' » pri- 
mitive Parallelogramme der Grenz-Netzebene, so wird mit wachsen- 
dem n die wechselseitige Energie ®,, sich immer mehr dem »-fachen 
des Wertes annähern, der die Energie eines unendlichen Halbgitters 
auf die parallelepipedische Säule angibt, die im andern Halbgitter 
über einem Parallelogramm errichtet ist.!?) Sind a,, a, die primitiven 
Translationen der Netzebene, so it F=n a,a,|, wo ja,a,| kurz für 
den Betrag des Vektorprodukts [a,a,] geschrieben ei daher erhält man 


SEE ae lsiatp, 
I e 28 I 


kk 1,20 2= 


wo der Index » die Zellen der parallelepipedischen Säule durchläuft. 
Die Summation nach p läßt sich ausführen; denn jedes Glied pl,»-%+? 
kommt l,+ p mal in der Summe vor (s. Fig. 2). Es wird also 


(23) herr IF7 > S l,pir: 


%| kk' 1,>0 


Die so berechnete Oberflächenenergie ist mit beobachtbaren Größen 

15) Bildet man den entsprechenden Ausdruck für ein kontinuierliches, iso- 
tropes Medium, so erhält man die bekannte Laplacesche Formel für die Kapillari- 
tätskonstante; vgl. Art. V 9, Kapillarität (4. Minkowski). Sind nämlich P,, P, 
zwei Punkte, die durch die ebene Oberfläche getrennt sind, im Abstande r, und 
ist x die Entfernung des Punktes P, von der Grenz- 
ebene, so ist die Energie des einen Halbraums auf den 
andern (s. Fig. 1) 


r P, 2,278 (az | (1%) rowar. 
af 
0 x 


_ Nun ist aber, wenn p(r) für r —= 00 hinreichend stark 





verschwindet: 


sd 
u 


[az (roWar=2 zdx | y(r)rar, 
b) x 0 x 


also 


ni 2-1 fa fr Ele. 


Das stimmt mit dem in dem zit. Art. Nr. 14, (23), angegebenen Ausdruck für 
die Kapillaritätskonstante, die dort mit H bezeichnet ist, überein. (Die poten- 
tielle Energie p(r) ist dort mit — gw(r) bezeichnet, wo e die Dichte ist; sodann 





ist #(r) — (o)ar, xe@)= | r?: w(r)dr gesetzt. Der Ausdruck (28) H = x0*#(0) 
r r 
ist also mit obigem o identisch.) 
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nieht ohne weiteres vergleichbar, da sie für das Gitter im Gleich- 
gewicht, also für den absoluten Nullpunkt der Temperatur gilt. Eine 
strenge Theorieder Tem- F 
peraturabhängigkeit der 

Oberflächenenergie von 

Kristallen ist nicht vor- 

handen.!®) Gleichwohl / 2 
hat die Berechnung von 

6 nach Formel (23) an Q, fh 


fe 
Stelle der thermodyna- 7 1 3 7 2 / 7 17) gi 5 = 2 —L 
4 











misch richtigen „freien 7 a, 
Oberflächenenergie“ 


einigen Wert für die Be- / / / 





urteilung der Größen- 

ordnung und für den 

Vergleich der 6-Werte Fig. 2. 

verschiedener Kristallflächen, deren Reihenfolge durch den Tempera- 
tureinfluß wohl schwerlich geändert werden wird. 

Es gibt hauptsächlich zwei Vorgänge, bei denen die (freie) Ober- 
flächenenergie der Kristalle in Erscheinung tritt. Erstens verändert 
sie die Dampfspannung und die Löslichkeit; dieser Einfluß ermöglicht 
eine absolute Messung von 6.) Zweitens wird durch die (freie) 
spezifische Oberflächenenergie die Gestalt des Kristalles im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht mit seinem Dampfe (bzw. mit seiner ge- 
sättigten Lösung) bestimmt; denn die freie Energie zweier Kristall- 
stücke aus der gleichen Substanz unterscheidet sich bei gleicher 
Volumenenergie nur durch die Oberflächenenergie, und da im Gleich- 
gewichte die freie Energie ein Minimum haben muß, so wird man 
mit W. Gibbs'?) und P. Curie!?) folgern?®), daß der Kristall diejenige 


16) Es ist auch nicht bekannt, ob das Eötvössche Gesetz, das diese Tempe- 
raturabhängigkeit für Flüssigkeiten darstellt, für Kristallflächen gilt. Die theo- 
retische Begründung dieses Gesetzes durch E. Madelung [Phys. Ztschr. 14 (1913), 
p-. 729] und M. Born u. R. Courant [Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 731] ist unzu- 
länglich. 

17) @. Hulett, Ztschr. f. phys. Chem. 37 (1901), p. 385, hat Experimente 
mit Kristallstaub von Gips und Bariumsulfat ausgeführt. Vgl. auch J. J. P. 
Valeton, Kristallform u. Löslichkeit, Diss. Amsterdam 1915 u. Ber. d. Sächs. Ges. 
d. Wiss. 67 (1915), p. 1. 

18) J. W. Gibbs, Equilibrium of Heterogeneous substances, Connecticut 
Acad. III, New Haven 1876 und 1878. Abgedruckt in Scient. Pap. I, p. 55; vgl. 
insbes. p. 314. Deutsch in: Thermodyn. Studien, übersetzt von W. Ostwald, 
Leipzig 1892, p. 60; vgl. insbes. p. 320. 
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Form annehmen muß, bei der seine (freie) Oberflächenenergie mög- 
lichst klein ist. Sind F,, F,,... die Flächeninhalte, o,, 6,, ... die 
spezifischen Öberflächenenergien verschiedener Kristallflächen, V das 
Volumen, so ist die Gleichgewichtsform charakterisiert durch 


ÖSe,F,—=Min, V = konst. 
2 


Die Lösung dieser Minimalaufgabe wird nach @. Wulff”) folgender- 
maßen gewonnen: Man konstruiere von einem Punkt O die Normalen 
auf alle möglichen Kristallflächen und trage auf ihnen von O aus 
Strecken ab, die den zugehörigen 6-Werten proportional sind; bringt 
man in den Endpunkten dieser Strecken die Normalebenen an, dann 
umhüllen diese einen O umgebenden Raum, der die gesuchte Kristall- 
form darstellt. Daraus folgt, daß nur Flächen mit relativ kleinen 6 
an der Begrenzung des Kristalls teilnehmen können.??) 

Numerische Berechnungen von 6 sind von Born und Stern?) für 
reguläre Kristalle binärer Salze ausgeführt worden auf Grund der 
Hypothese, daß die Kohäsion dieser Substanzen wesentlich auf der 
elektrostatischen Anziehung der geladenen Atome (Ionen) beruht. 


(8. Nr. 38.) 
Die tatsächliche Form oder „Tracht“ der Kristalle wird aber 
gar nicht durch den Satz von Gibbs und Curie geregelt?*), weil diese 


19) P. Curie, Bull. de la Soc. Min. de France 8 (1885), p. 145 u. Oeuvres, 
p. 153. 

20) S. auch Encykl. V 9, Kapillarität (HM. Minkowski), Nr. 18, p. 611. 
Ferner P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. (4) 48 (1915), p. 360; dort ist ältere mine- 
ralogische Literatur über dieses Thema zitiert. 

21) @. Wulff, Ztschr. f. Kristallogr. 34 (1901), p. 449. — Der Beweis von 
Wulff war noch unvollständig und wurde später von Hilton verbessert. H. Hilton, 
Zentralbl. f. Mineral. (1901), p. 753 u. Math. Crystallogr. Oxford (1903), p. 106. 
Vgl. auch H. Liebmann, Ztschr. f. Kristallogr. 53 (1914), p. 171. 

22) Über den Zusammenhang der Oberflächenenergie mit der Zerreißfestig- 
keit der festen Körper s. A. A. Griffith, Phil. Trans. Roy. Soc. London, A. 221 
(1920), p. 163; M. Polanyi, Ztschr, f. Phys. 7 (1921), p. 323; A. Smekal, Die Natur- 
wissenschaften 10 (1922), p. 799. 

23) M. Born u. O. Stern, Sitzungsber. d. preuß. Akad. d. Wiss. 1919, p. 901. 

24) A. Berthoud, J. de Chim. phys. 10 (1912), p. 624; G@. Friedel, J. de Chim. 
phys. 11 (1913), p. 478. — Vgl. auch J. J. P. Valeton, 1. ce. Anm. 17 u. Phys. 
Ztschr. 21 (1920), p. 606. Valeton führt hier die verschiedene Wachstums- 
geschwindigkeit verschiedener Kristalllächen im Anschluß an die elektrochemische 
Valenztheorie von W. Kossel (Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 229) auf die verschie- 
dene Dichte und Verteilung der Ionen in den Netzebenen und die dadurch er- 
zeugte Verschiedenheit der Anziehung auf die gelösten Ionen zurück. S. ferner 
M. Volmer, Ztschr. f. phys. Chem. 102 (1922), p. 267 und @. Masing, Die Natur- 
wissenschaften 10 (1922), p. 899. 
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niemals im Gleichgewicht mit ihrer (gasförmigen) Umgebung ent- 
stehen. Vielmehr kommt es auf die Wachstums- bzw. Auflösungs- 
geschwindigkeit an, die von Fläche zu Fläche verschieden sein wird. 

Analog zur Oberflächenenergie kann man auch eine Kanten- und 
Eckenenergie einführen.) Um die Kantenenergie zu berechnen, denkt 
man sich das unendliche Gitter längs zweier Netzebenen F\, F, in 
vier Teile zerlegt (s. Fig. 3), die Energie ent- 
sprechend in 


9=6,+ Pat Past Pu 

+ Ds + Dat Du 

+ 9; + 9, 

+ 9u- 

Vernachlässigt man nun wieder die Deformationen an den Grenz- 
flächen und Kanten, so ist die Energie im zerlegten Zustande 


= 0d,+ Dat Pat Du 
Die zur Zerlegung gebrauchte Arbeit 
#— = — (D,+ Dat Dt Dat Dat 9) 
wird verwandt zur Erzeugung von zwei Flächen von den Inhalten 
F\, F, und von vier Kanten von der Länge L; also ist 


9*— O9 —=20F,+26F,-+ 4xL, 


wo x die spezifische Kantenenergie ist. Andrerseits ist nach (22) 





Fig. 3. 


2, = — (+ Put Dt Du), 
2, — — (Dt Pat Pur Pau). 
Setzt man das ein, so kommt) 
(24) Ke Er. 


Durch ähnliche Überlegungen wie bei der Oberflächenenergie findet 
man hierfür den Ausdruck: 
1 Y 

25 „— —— LWlp!,, 
(25) 10] ERRE, vmnb 
wo a, zur Kante parallel ist, während a,, a, je in einer der Flächen 
F,, F, liegen. 

25) L. Brillowin, Ann. Chim. phys. (7) 6 (1895), p. 540; B. Vernadsky, Bull. 
de la Soc. Imp. de Natur. de Moscou (1902), p. 495; P. Parlow, Ztschr. f. 
Kristallogr. 40 (1905), p. 189; 42 (1906), p. 120; Ztschr. f. phys. Chem. 72 (1910), 
p. 386. 

26) Man beachte die Verschiedenheit des Vorzeichens in den Formeln für 
die Flächenenergie (22) und die Kantenenergie (24). 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 36 
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Die Eckenenergie kann man in analoger Weise behandeln, doch 
wollen wir die Formeln nicht angeben, da sie nur bei Kristallen, die 
aus wenigen Atomen bestehen, merklich werden könnte. 

Man kann nämlich die relative Größenordnung der Volumen-, 
Flächen-, Kanten-, Ecken-Energie übersehen, wenn man bedenkt, daß 
in den Formeln (11) für U,, (23) für o, (25) für « und der ent- 
sprechenden Formel für die Eckenenergie 7 die darin auftretenden 
Summen von gleicher Größenordnung sind. Nach (1) verhalten sich 
daher die Größenordnungen von U,, 6,%,n wie 1:0:6?2:0°, wobei Ö 
von der Größenordnung 10-® em ist. 

M. Born und ©. Stern?) haben ebenso wie die Flächenenergie 
(s. oben p. 542) auch die Kantenenergie für die regulären Kristalle 
binärer Elektrolyte aus der Hypothese der elektrostatischen Kohäsion 
numerisch. berechnet. (Vgl. Nr. 38.) 


5. Gleichgewichtsbedingungen und Flächenkräfte. Wie bei 
jedem mechanischen System, muß bei dem endlichen Gitter das Gleich- 
gewicht durch die Forderung bestimmt sein, daß in jedem Punkte die 
von den übrigen ausgeübte resultierende Kraft verschwindet. Für das 
unendliche Gitter aber genügen diese Gleichgewichtsbedingungen, die 
in diesem Falle durch (21) gegeben sind, keineswegs. Denn die 
Formel (20) zeigt, daß sie z. B. immer erfüllt sind, wenn jede Par- 
tikel Symmetriezentrum des Gitters ist (wie bei den bekannten Git- 
tern der binären Elektrolyte vom Typus des NaCl usw.); daher kann 
man ohne Verletzung der Bedingungen (21) das Gitter gleichmäßig 
dilatieren oder kontrahieren. Durch diese Gleichungen (21) werden 
also die absoluten Dimensionen der Zelle keineswegs festgelegt. 

Der Grund des Unterschieds zwischen endlichem und unendlichem 
Gitter ist offenbar der, daß beim endlichen Gitter die Partikel in der 
Nähe der Oberfläche nicht mehr Symmetriezentren sein können, selbst 
wenn man nur die in einer endlichen Wirkungssphäre gelegenen 
Nachbarpartikel in Betracht zieht. Die Oberflächenschicht steht unter 
einseitiger Wirkung, und diese Besonderheit pflanzt sich gewissermaßen 
ins Innere fort. 

Man sieht das gut an dem oben (Nr. 4, p. 538) angeführten, ein- 
dimensionalen Beispiel; dabei lauten die Gleichgewichtsbeding ungen für 
innere Partikel 


p (a, — %,_1) Er, px, 5 %) ug 0, 
und diese würden, nach beiden Seiten (— o <n << + oo) fortgesetzt, 


nur zu dem Schlusse führen, daß alle Abstände x2,— x,_, einander 
gleich sind. Daß diese gleichen Abstände ö aber der Gleichung 


5. Gleichgewichtsbedingungen und Flächenkräfte. 545 


p’(d) = 0 genügen, folgt erst aus den Randgleichungen. Ganz analog 
liegt es im allgemeinen Falle. 

Man muß also zur eindeutigen Festlegung der absoluten Dimen- 
sionen des Gitters die Existenz von Grenzflächen berücksichtigen. 
Das geschieht am besten durch Einführung des Begriffs der Span- 
nungen. 

Um diese zu definieren, fasse man eine beliebige Netzebene ins 
Auge und betrachte die resultierende Kraft, die die „linke“ Hälfte 
des Gitters auf die „rechte“ pro Flächeneinheit ausübt. Die von links 
nach rechts weisende Normale der Netzebene sei mit » bezeichnet, 
die Kraft entsprechend mit K/”; diese ist also positiv, wenn die 
„linke“ Hälfte auf die „rechte“ einen Druck ausübt. 

Ferner seien a,, a, die Kanten eines primitiven Parallelogramms 
der begrenzenden Netzebene, während die dritte Kante a, der Zelle in 
den einen Halbkristall hineinweist. Dann führt eine ähnliche Über- 
legung wie bei der Öberflächenenergie für die «-Komponente der 
resultierenden, von der betrachteten („linken“) Gitterhälfte ausgeübten 
Kraft K/®” zu dem Ausdruck :?”) 


1 
20-38 Some, 


kk 20 P2=1 





Hier kann man wieder die Summation nach p ausführen und erhält 


1 
K,.=- I S (pie: 


ER h>0 
Da nun ,,=a,,= 0 sind, so ist 
Yrs yaush) "nz ty, 1,0;,. 
Entnimmt man hieraus /, und beachtet, daß a,,|a,a,|= 4 ist, so 
wird 1 
K,=- gr > DR). (ri, + %,)- 
KR 1>0 
Wegen (14) kann man /, statt aller positiven alle negativen Werte 
durchlaufen lassen und daher schreiben: 
1 
Kn, er tgege: PD S (Per )e ar L., Tr Yy,)- 
Roi 
Wegen (21) fallen die Glieder mit r, und r,, fort. Setzt man sodann 


7 hr cos (vY) 
27) Die folgende Umformung verdankt Ref. einer mündlichen Mitteilung 


von W. Pauli jr. 
36* 
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und mit Rücksicht auf (14) 
1 
Kn=—37 2 S (Pir)e Yin 


(26) i \ 
= 3772 DPr ae EN 
kk’ I 
so erhält man 
(26) K”— > K,) cos (vy). 
Y 


Die Flächenkraft wird daher durch den symmetrischen Tensor (26), 
den Spannungstensor, dargestellt. 

Soll nun das Gitter im Gleichgewicht sein, so muß der Span- 
nungstensor verschwinden; denn dann kann man eine Gitterhälfte weg- 
nehmen, ohne das Gleichgewicht zu stören (abgesehen von kleinen 
Deformationen der Oberflächenschicht, vgl. Nr. 4, p. 539). Damit 
sind sechs neue Gleichgewichtsbedingungen 


(27) Ko —0 


gewonnen, die zu den 3(s— 1) Bedingungen (21) hinzutreten. Im ganzen 
hat man also 3s + 3 Gleichgewichtsbedingungen, und diese genügen 
zur vollständigen Festlegung des Gitters; denn dieses hat 3s + 3 Be- 
stimmungsstücke, nämlich die 3(s— 1) relativen Koordinaten der 
Basispartikel sowie drei Kanten und drei Winkel der Zelle. 

Man kann zu den Bedingungen (27) auch auf einem andern, mehr 
formalen Wege kommen, mit Hilfe des Begriffs der homogenen Ver- 
zerrung. Eine solche besteht aus zwei Arten von Verrückungen: 
Erstens erfahren alle Partikel desselben einfachen Gitters dieselbe 
Verrückung u,, zweitens erfahren alle einfachen Gitter ein und die- 
selbe. gleichmäßige Dilatation. In Formeln: 


(28) u, ey 1.+ Du,,Yl- 
Yy 


Die 3s Komponenten der Vektoren u, und die neun Komponenten 
des (asymmetrischen) Tensors u,, sind die Bestimmungsstücke der 
homogenen Verzerrung. ' 

Diese fällt nicht unter die bisher (in Nr. 3) betrachtete Klasse von 
Verrückungen, bei denen die gesamte. Energie ® des Gitters endlich 
ist; denn die Größe der Verschiebung nimmt nach (28) mit wachsen- 
dem Abstande vom Nullpunkt (> 00) unbegrenzt zu. Man kann 
aber zeigen, daß die Energiedichte existiert; darunter verstehen wir 
hier und im folgenden stets die Energie pro Volumeneinheit des un- 
deformierten Kristalls. Hier berechnen wir diese zunächst für die in 
den Verrückungen linearen Glieder ®,. Setzen wir in den Ausdruck 
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(18°) von ®, die Werte (28) ein, so kommt 
9-38 2320.28 @.+ Zu, SS (HirN2ur)- 


Die Summation nach 1’ läßt sich ausführen und liefert in ähnlicher 
Weise wie bei ©, (Nr. 3, Formel (11), p. 535) mit Rücksicht auf (20) 
und (26): 
(29) A lim x ER zw 1— 2 Ku 

zy 
Demnach stellen die Gleichungen (21) und (27) die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dar dafür, daß die linearen Glieder in der 
Entwicklung der Energiedichte bei homogener Verzerrung 
(30) = KrUFDTF- 
verschwinden.?®) 

6. Energie und Spannungen bei homogener Verzerrung und 
die Beziehungen zur Kontinuumstheorie. Die soeben eingeführten 
homogenen Verzerrungen spielen in der Dynamik der Gitter eine 
besondere Rolle Da nämlich die Gitterkonstante d von der Größen- 
ordnung 10-® cm ist, so sind in vielen Fällen die physikalisch her- 
stellbaren Deformationen von Kristallen als homogen zu betrachten 
innerhalb von Bereichen, deren lineare Dimensionen groß gegen Ö sind. 

Es soll daher die Energie des Gitters für homogene Verzerrungen 
berechnet werden. Durch Einsetzen von (28) in den Ausdruck (18”) 
von ®, ergibt sich: 

2, = 138 (S8' ay Yarz Upy +4 PUTZ Up. yz 
N u Dr a) 


Man erkennt die SV der Aaygsietichte 


(31) I= lim y N4 Tal lm line, 
= >> Fa 4,4, 5 ol [248 9] U: Uyp5 


xyay 


28) Man kann die Erscheinungen der thermischen Ausdehnung und der 
Pyroelektrizität in formaler Weise berücksichtigen, indem man die Größen &{® 
und K4Y nicht gleich Null setzt, sondern als Temperaturfunktionen betrachtet, 
die (nach dem Nernstschen Wärmesatze, vgl. Nr. 26) beim absoluten Nullpunkt 
verschwinden. Dabei verzichtet man aber auf die wahre Bedeutung der Größen 
KR und KY) als Gittersumme gemäß den Formeln (20) und (26); bei tatsäch- 
lichen Berechnungen bestimmter Gitter mit bestimmten (z. B. elektrostatischen) 
Kräften müssen immer die Relationen (21) und (27) berücksichtigt werden (Nr. 33, 
38, 39). Die kinetische Theorie der thermischen Ausdehnung und der Pyro- 
elektrizität, die formal die Glieder 1. Ordnung U, in der Form (29) wiederher- 
stellt, wird später gegeben werden (Nr. 31, 32). 
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dabei haben die Klammersymbole ns Bedeutung: 
4 
) [”, | - aD 3 02, 9, Bir = > Ir Ler Ye), 


b) TR 2 Ra P3 S (Pin day Air = > S kn Kir Yan Air 
ce) [ey&y]= 72 > (Pir)ery Tor Yan 
| se We P2 > Or Dar Yan ER Ir: 


Offenbar ist | nur für k+%k’ definiert; man kann mit Vorteil den 


(32) 





Koeffizienten Be durch die Forderung einführen, daß 
kk’ 

(83) ae 

sein soll. Ferner gilt, wie leicht zu sehen, 


(84) 2 ı N 


Alle Koeffizienten (32) bleiben bei Vertauschungen der x, y, 2 unge- 
ändert, auch bei der Vertauschung von % und k'. 


Mit Rücksicht auf diese Symmetrierelationen und die Identitäten 
(33), (34) ist die Höchstzahl unabhängiger Konstanten jeder Art die 
folgende: 


Es gibt höchstens 3s (s — 1) Größen 9, 


” „ ” 10 (s hg 1) „ [, : ä 

| ns » 15 »„ ley&9l. 
Aus den Symmetrierelationen folgt ferner, daß UT, nur von den 6 Ver- 
bindungen 

N HT RT Us + U,y 
(35) Y,— Ur au Ur +4, 

2, —U,,; NY Uyt Ur 
abhängt, den „Deformationskomponenten“ der Elastizitätstheorie. 

Wegen (33) kann man die erste Summe in D, auch so schreiben 


i 1 kk 1 kk 
u 2 2 [2 „J Marz Way = 02 Zul Han Ury: 
2 | KR. oa 


Damit das Gleichgewicht stabil ist, muß die quadratische Form D, 
(31) positiv definit sein; und zwar darf sie höchstens für solche Ver- 
rückungen verschwinden, bei denen das Gitter als ganzes verrückt 
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wird, also bei den Translationen v,,—=0 und =, wo ıt ein be- 
liebiger Vektor ist. Die bei einer Verrückung u, eines einfachen 
Gitters zu überwindende Kraft pro Volumeneinheit ist 





ou 
(36) = = Fr DM u,’ 
ferner werden die Größen 
‚ eU 
(36 ) K,,= a Tg 


die Komponenten des Spannungstensors bei der homogenen Deformation 
u,, bedeuten. 

Beschränkt man sich auf die Glieder 2. Ordnung von U, so wer- 
den die Kräfte und Spannungen lineare Funktionen der u, und u 
(Hookesches Gesetz), und zwar erhält man aus (31) 


[> m Z2l Panini 
|» Beaz a -- ZIL5 m Zeven 


Die Bedeutung dieser Größen als „innere Kraft“ $, en „Flächenkraft“ 
K,, kann man auch durch direkte Einführung der homogenen Defor- 
mation in dem Ausdruck (19) der Einzelkraft mit Hilfe von Über- 
legungen analog zu den in Nr. 5 durchgeführten bestätigen. 

Aus (33) folgt, daß 8,, und K,, nur von den Differenzen der 
u,, abhängen; ferner folgt aus den Symmetrierelationen der Koeffizi- 
enten, daß 8,, und K,, nur von den Verbindungen (35) der u,,, den 
Deformationskomponenten, abhängen, sowie daß K,, in 2,y sym- 
metrisch ist. Endlich ergibt sich aus (33) und (34), daß 


(38) S 8. 0 


ist. Ein äußeres Kraftsystem kann daher nur dann eine homogene 
Verzerrung erzeugen, wenn die Resultante der an der Basis angreifen- 
den Kräfte verschwindet. 

Das ist der Fall, wenn diese Kräfte von homogenen elektro- 
statischen oder magnetostatischen Feldern stammen; denn wenn die 
Partikel die Ladungen &, &, &, ..,e, tragen, so besteht in einem 
elektrischen Felde & die Gleichgewichtsbedingung 


(39) .rZE=0, 


”y 


(37) 





und daraus folgt (38), weil die Zelle elektrisch neutral ist: 
(40) Ze — 0. 
k 
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Dagegen tritt im Felde der Schwerkraft keine homogene Verzerrung 
des Gitters ein. 

Für alle die Fälle, wo die Verzerrung zwar nicht homogen ist, 
aber innerhalb von Bereichen, die eine große Anzahl von Zellen um - 
fassen, als nahezu homogen betrachtet werden kann, gewinnt man ange- 
näherte Gesetze durch einen geeigneten Übergang zur Kontinuum stheorie. 


7. Übergang zur Kontinuumstheorie. Elastizität. Man denke 
sich für das Gitter einen kontinuierlichen Körper substituiert; dessen 
Punkte können sichtbare Verrückungen ıt erfahren, die Funktionen 
der Koordinaten z, y 2 sind, außerdem aber sollen in jedem Volumen- 
element 3s „innere“ ,‚ „unsichtbare“ Verrückungen u, vor sich gehen 
können.?®) 

Wir nehmen nun an, daß die u ini u, „langsam“ veränderliche 
Funktionen von &, y, 2 sind, d.h. erst in Bereichen, die eine sehr 
große Zahl von Zellen umfassen, sich merklich ändern. 

In einem kleinen Bereich, der aber noch eine beträchtliche Zahl 
von Zellen umfaßt, kann die Deformation als homogen gelten, und es 
ist in erster Näherung ; : 5 

u- u u 
ar Te er nur, 
oder in unserer Schreibweise 


Ni 
Y 


Man wird nun die Koeffizienten Se der homogenen Deformation des 


Kontinuums mit den Koeffizienten «,, der homogenen Deformation 
des Gitters (28) identifizieren, ebenso die „inneren“ Verrückungen u, 
mit den entsprechenden Größen beim Gitter. Sodann wird man an- 
nehmen, daß die Energiedichte U, die der Erzeugung der „inneren“ Ver- 


rückungen widerstehenden Kräfte 8, und die Spannungen K,, durch 
die Formeln (31), (37) dargestellt werden, wobei die u, und u,, nn 
als „langsam“ veränderliche Funktionen von x, 9, 2 an sind. 


Auf das so mechanisch definierte Kontinuum wird man sodann 
die Prinzipien der Mechanik der Kontinua anwenden. Wir nehmen an, 


29) In dem Artikel IV 30, Die allgemeinen Ansätze der Mechanik der Kontinua 
(E. Hellinger) sind die Grundlagen einer Mechanik der Kontinua, bei der die 
Volumenelemente innere Zustandsänderungen erleiden können, kurz skizziert; 
die Betrachtungen sind allerdings wesentlich nur für den Fall „orientierter Teil- 
chen“ durchgeführt, bei denen die adjungierten Parameter die Winkel sind, 
welche die Stellung der Teilchen im Raume bestimmen (s. dort Nr. 2b, 4b, 7b). 
S. auch W. Koster, Theorie van elastische media met orienteerbare Deeltjes, Diss. 
Utr. 1921. 
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daß die äußeren Kräfte %, im erörterten Sinne „langsam“ mit dem 
Orte veränderlich sind und daß ihre Resultante an der Basis nicht 
verschwindet; es sei vielmehr die Kraft pro Volumeneinheit 


(41) >= 


Dann erhält man die elastischen een 


(42) Ze —- 

y 
wo für die Spannungskomponenten K,, die Ausdrücke (37b) einzu- 
setzen sind; zugleich hat man in (37a) die Werte 


(43) 55 


einzusetzen, die der Bedingung (38) genügen. 

Zu den Differentialgleichungen (42) müssen noch Randbedingungen 
an der Oberfläche des Kristalls treten, z. B. die Forderungen, daß die 
Oberflächenspannungen K, gegeben sind: 


(42’) PA cos (vy) = 


Um Bewegungsvorgänge darzustellen, hat man in (42) zu der 
Kraft % die d’Alembertsche Trägheitskraft — oü hinzuzufügen, wo o 
die durch (7) definierte Dichte ist. Und zwar ist das solange erlaubt, 
als die Energie der relativen Bewegung der einzelnen einfachen Gitter 
klein ist gegen die Energie der Gesamtbewegung der makroskopischen 
Volumenelemente. Die Relativrbewegung der einfachen Gitter hat, wie 
wir sehen werden (Nr. 21, 22) Resonanzbereiche, deren langsamste Peri- 
oden ultraroten Lichtwellen entsprechen. Für alle Bewegungen, die 
sich nur aus langsameren Frequenzen zusammensetzen lassen, genügt 
die gewöhnliche Elastizitätstheorie. In der Nähe der Resonanzbereiche 





muß man auch zu den Einzelkräften %, Trägheitskräfte — Ti, hin- 


zufügen; diese Frage wird später (Nr. 14ff.) hauptsächlich vom Stand- 
punkt der Optik diskutiert. 
Die gewöhnliche Schreibweise”®) der Gleichungen (42) und (42’) 


30) Wir rechnen die Spannungen als die von dem betrachteten Kristallstück 
nach außen ausgeübten Flächenkräfte, also positiv bei Druck, negativ bei Zug 
(s. Nr. 5, p. 545ff.). Unsere Bezeichnung stimmt mit der von W. Voigt, Lehrbuch 
der Kristallphysik, VII. Kap. $ 277, p. 562, überein. Dagegen weichen die in 
den verschiedenen Artikeln dieser Encyklopädie über Elastizitätstheorie (Bd.IV, 
Tbd. 4) gebrauchten Bezeichnungen von der unseren und untereinander ab. In 
IV 23 (©. H. Müller und A. Timpe), Nr.8b sowie in IV 30 (E. Hellinger), Nr. 3e 
werden die Flächenkräfte als äußere Drucke, also mit umgekehrtem Vorzeichen 
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erhält man, wenn man für die Spannungskomponenten 
N Ei An D 8 Bu K,, 


die Zeichen 


x Tr 2 ya zur er 


v 
einführt und die Komponenten der ar 5% mit X, Y, Z bezeichnet: 
0X, = er 
c +5 2 %, 


(42 *) 0x 


(42%®) dr cos (v2) ie x, cos 02) - X, cos FA a X 


Die en da) nebst a (42”) und die 
Kraftgleichungen (43) müssen nun, wenn man darin für 8, und K,, 
die Ausdrücke (37) einführt, gerade zur Bestimmung der Deformation 
ausreichen. Diese wird gegeben durch den Vektor u und die (s— 1) 
Differenzen der Vektoren u,, also durch 3+ 3(s— 1)—=3s Kom- 
ponenten. Die Anzahl der unabhängigen Gleichungen ist ebenso groß, 
nämlich 3 Differentialgleichungen (42) nebst 3s gewöhnliche Glei- 
chungen (43), von denen aber wegen (38) nur (3s — 1) unabhängig sind. 

8. Elimination der inneren Verrückungen. Das Hookesche 
‚Gesetz. Die inneren Verrückungen u, sind nicht direkt wahrnehmbar 
(höchstens durch Röntgenstrahl-Analyse nachweisbar); daher wird man 
sie aus den Gleichungen zu eliminieren suchen. 

Die Gleichungen (37a) haben die Form 


(44) ID ir — Ian, 
Ei 


wo zur Abkürzung 

' k 

(45) U, ER Kr ır BE a U,; 
ys 


gesetzt ist. 

Bei der Auflösung der linearen Gleichungen (44) ist zu beachten, 
daß wegen (33) die Determinante verschwindet; die zugehörigen homo- 
genen Gleichungen (U, = 0) haben die 3 Translationen parallel zu 
den Koordinatenachsen 

u, = i,, bzw. i,, bzw. i 


als unabhängige Lösungen. Trotzdem sind die Gleichungen (44) auf- 


gebraucht. In IV 24 (O. Tedone), Nr. 2a sind sie ebenso gewählt wie hier, aber 
die Elastizitätskonstanten der Kristalle sind mit negativem Vorzeichen eingeführt; 
bei isotropen Körpern wird das Vorzeichen wieder umgekehrt, indem die Lame- 
schen Konstanten als A = —2c,,, u = — (C,, — C,,) definiert werden. 


8. Elimination der inneren Verrückungen. Das Hookesche Gesetz. 553 


lösbar, weil die rechten Seiten nach (34) und (38) die Relation 
>u,—=0 
D 


erfüllen, welche gerade die 3 Lösbarkeitsbedingungen repräsentiert. 
Die allgemeine Lösung von (44) erhält man aus einer beliebigen 
durch Addition der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichungen, 
d. h. eines willkürlichen Vektors; sie hat also die Form 


’ıkk 
(46) 4.2 2 (ut 4, 


Dabei kann man stets die GRSEREUR De }so bestimmen, daß 


sie sowohl in %k, k’ als auch in x, y symmetrisch sind, und daß 


(46) Dia? 


ist für alle k, x, y. 
In (46) setze man den Wert (45) für U, ein und eliminiere 
dann u, aus (37b); dabei fällt wegen (34) der willkürliche Vektor A 


heraus und es kommt: 


“a rt >]... + 
7 yr 
(48) 2, — I lie ] 2.2 2y 89 \us;, 


wobei 


” | ) [21.1] = ler ee 
EL RRESDSRATHRR 


gesetzt ist. Diese neuen Klammersymbole . nicht in allen x, y, 2 
symmetrisch, sondern bei der ersten Art||,ı, ai sind %, 2 vertausch- 


bar, bei der zweiten Art [| zy|2% ] sind x ie: miteinander vertausch- 
bar, ebenso &, %, endlich das Paar x, y ut dem Paar ä£, % (wie 
durch den vassikalaii Strich angedeutet ist). Ferner ist wegen (46’) 


(49) > l url l iR 


Trotz der Einschränkung der Vertauschbarkeit des Indizes folgt aber 
wiederum, daß X, nur von Deformationskomponenten (35) abhängig ist 
Die Anzahl unabhängiger Konstanten in (48) 


von der Art ||), |] ist höchstens 185, 
” 2) „ [| CY | zy ] „ „ 21. 
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Man kann auch in der Energie U die inneren Verrückungen u, durch 
die Kräfte 8, ersetzen; dann betrachtet man aber besser an Stelle 
von U die Energie U*, die der Volumeneinheit des Kristalls unter der 
Wirkung der äußeren Kräfte, %, zukommt, die den inneren Kräften 8, 
das Gleichgewicht halten; U* unterscheidet sich von U durch die ne- 
gative Arbeit der Kräfte %,, also 


(50) UÜ— U— 2 (5:0) -U +2 u). 
U* ist die „Legendresche Transformierte“ von U, und man hat 
dU*—-dU+ = Rau) + 2 (u, AR). 
Da nun nach (36), (36”) 
d=-— =, du) IK, du, 


ist, so folgt 
daUuU* => (1, AR,) — IK, du,,, 
k xy 


oder . a 

(51) an erg 

Daher ergibt sich aus (47), (48): 

(52) Vu UDHURH 

wo 

(52°) U,* RR DH MR ‚+23 21 eis] kx Uy; 

kk zy xyz 

+3 Dlesizo]]» U lag 
zyzYy 


ein Ausdruck, der mit Rücksicht auf (31’) ganz analog zu (31) ge- 
baut ist. 


Sind keine Einzelkräfte 8, vorhanden, so hat man den Fall der 
reinen Elastizitätstheorie: 


(53) K,— el zy 29] Wr: 


Diese Gleichung ist dann der Ausdruck des Hookeschen Gesetzes. Die 
gewöhnliche Schreibweise desselben erhält man, indem man die 
Elastieitätskonstanten 
(54) lzyl2y]J= 0,6% @Wj=1,2,...6) 
setzt, wobei den Paaren xy die Werte von i,j in der Reihenfolge 
x yy 22 ya 2% ay 
1 2 3 4 5 6 


8. Elimination der inneren Verrückungen. Das Hookesche Gesetz. 555 


entsprechen; dann kann man (53) schreiben 


=, ee Ta T 6? rd Tr Osfe TG y? 


re ee er + Brig + Kt + Cu re al Su Er y 

Da die Höchstzahl den ;21 beträgt, so ei wir zur BO 
theorie“ gelangt.°') Der a Grund dafür ist der Aufbau des Gitters 
aus mehreren, ineinander gestellten einfachen Gittern, die Verrückungen 
u, gegeneinander erfahren; durch die Elimination der u, entstehen die 
Zusatzglieder in (49b), durch welche sich die [eyxy] von den 
5|] unterscheiden. Wenn die Zusatzglieder verschwinden (was 
bei einem einfachen Gitter der Fall ist), so werden alle vier Indizes un- 
beschränkt vertauschbar, und das liefert 6 weitere Relationen zwischen 
den c,,, nämlich 





Cg5; = Cup Ge = Ga 
(54) | Cz = G5 Ca = (53 
Ca = 06 5 = - 


Das sind die Cauchyschen Relationen, durch welche die Anzahl 21 der 
Elastizitätskonstanten auf 15 reduziert wird. Daß die älteren Molekular- 
theorien der Elastizität??) auf diese „Rarikonstantentheorie“ führten, 
liegt daran, daß sie das Gitter durch ein Kontinuum ersetzten, ohne 
die „inneren Verrückungen“ u, einzuführen; erst die Annahme starrer 
Molekeln durch Poisson führte auf die Multikonstantentheorie (s.Nr. 9, 
p. 556). 

Löst man die Gleichungen (53°) nach den Deformationskompo- 
nenten auf, erhält man Beziehungen der Form 


We En de Be Fact Bade Te Be er au Let He 


DE 
( nu KHun tn tun tastn, 


wo die Koeffizienten s,, die durch die Determinante dividierten Unter- 
determinanten der c,, sind; sie heißen Klastizitätsmoduln.°”) Es gelten 


die Identitäten 6 
Zu BEN Ö,;n 


31) Vgl. den Art. IV 23, Nr. &e. 

32) Ein ausführlicher Bericht über die Entwicklung der Elastizitätstheorie 
findet sich in dem schon mehrfach zitierten Art. IV 23; über die Zahl der 
Hlastizitätskonstanten vgl. insbesondere dort Nr. 4e. Ferner A. E. H. Love, Lehr- 
buch der Elastizität (deutsch von A. Timpe), Leipzig 1907, vgl. besonders die hi- 
storische Einleitung. 

33) Vgl. W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik, VII. Kap. $ 277, p. 562. 
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wo.d,, gleich 1 oder O ist, je nachdem ö= j oder ö+ j ist. Für die 
einzelnen Kristallklassen reduzieren sich die e,, bzw. s,, auf geringere 
Anzahlen. Diese Verhältnisse finden sich in den Artikeln über Elasti- 
zitätstheorie (Bd. IV, Tbd. 4) geschildert, auf die wir auch betreffs 
aller Folgerungen aus den Grundgesetzen verweisen. 


9. Starre Molekeln. Wie schon erwähnt (Nr. 8, p. 555), hat 
8. D. Poisson®*) 1829 und ausführlicher 1839 die Annahme diskutiert, 
daß die Molekeln nicht punktförmige Kraftzentra, sondern „starre 
Körper von polyedrischer Gestalt“ seien, die nicht nur mit einer 
Zentralkraft, sondern auch einem Kräftepaar aufeinander wirken. Die 
Durchführung der Elastizitätstheorie auf dieser Grundlage, wobei sich 
nun die volle Zahl von 21 Elastizitätskonstanten für den asymmetri- 
schen Kristall ergab, ist erst W. Voigt”) gelungen. Wegen der 
historischen Bedeutung dieser Theorie wollen wir zeigen, daß sie sich 
in einfacher Weise als Spezialfall der allgemeinen Gitterdynamik ge- 
winnen läßt. Wir wollen uns dabei auf die einfachste Struktur be- 
schränken, bei der jede Zelle des Gitters eine einzige starre Molekel 
enthält. 

Wir nehmen an, daß die s Partikel der Zelle starr miteinander 
verbunden sind. In jedem dieser starren Systeme denken wir uns 
einen Nullpunkt fixiert und von diesem aus die s Vektoren r, nach 
den Partikeln gezogen. Die Lagen der Nullpunkte werden durch die 
Vektoren r’ bestimmt. Die Verrückung einer beliebigen Partikel läßt 
sich in der Form !—wW+ [gr] : 
darstellen, wo u’ die Verrückung des zugehörigen Nullpunktes und q’ 
die Drehung um diesen bedeuten. 

Bei homogenen Deformationen werden die Nullpunkte der Molekeln 
nach dem linearen Gesetze 


Zu, 
verschoben, und alle Molekeln RE dieselbe Drehung !—=q. Es 
ne . 1, — on + UV. 
Ersetzt man hier r, durch r', —r’, so kann man schreiben 


(85) 1 — lau, +2 YyY; 


34) S. Poisson, J. Be. Polyt. 20 (1831), p. 8 und Mem. de l’Acad. 18 (28. Okt. 
1839), p. 3, erschienen 1842 (unvollendet). 

35) W. Voigt, Gött. Abh. 34 (1887), p. 1. S. auch Lehrbuch der Kristall- 
physik (Leipzig 1910), VII. Kap. II. Abschn. 
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wo 

Vz 3 Yay Ury ns a A Fe 
(56) Vz er U,x Na Y,y Fr U,y ’ Vz >> U; + PR) 

vv, Ur > A, Gy Bon U;y, Ir: u Us 
gesetzt ist. Mit dem Ansatze (55) hat man in den Ausdruck (18), (18°) 
der potentiellen Energie ® einzugehen. Nun stellt aber [qri] eine 
starre Drehung des ganzen Gitters dar; dabei bleibt die Funktion ® 
invariant. Folglich kann man dieses Glied aus dem Ausdruck der Ver- 
rückung einfach fortlassen und 


(55') DR; 
Y 


in (18°) einsetzen. Dann erkennt man die Existenz einer Ennergiedichte 
und erhält für diese die Reihe 


(57) N  E 
wo 
u => [e|ylvey 
(57) ey 
| U, = z Dley|29]v.:Wr; 
L zyEYy 


dabei haben die Klammersymbole folgende Bedeutung 


el 34 IS @):% 


I 
1.5 1 Beges . 
[ey 29] = 5, 2 S Gi), 87 
kk' i 


Hier sind die Indizes x, y nicht beliebig vertauschbar, sondern nur, 
soweit sie nicht durch einen Strich gestrennt sind; in [xy|&%] sind 
also die Paare x, y und £, %Y nicht vertauschbar. 

Im Gleichgewicht muß U, identisch verschwinden, also 


(59) @|y]—0 
sein; diese Relationen bedeuten, wie man nach der in Nr. 5 angegebe- 


nen Methode leicht sieht, das Verschwinden der neun Komponenten 


des (in diesem Fall asymmetrischen) Spannungstensors. Insbesondere 
sind die Differenzen 


59) WI), SI): V — (ai), r) 


(58) 


die Komponenten des Drehmomentes pro Volumeneinheit, das im 
Gleichgewicht natürlich Null ist. 

Bei einer Deformation ergeben sich die Komponenten des Span- 
nungstensors und des Drehmomentes durch Differentiation nach u, 5 
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bzw. q, aus Q;: 


eU, 
(60) re er Seen 
6 
oT, OU, au, 
a a a a u N Ka 
Sn 04, wi 2%) Bus 


Tragen die Molekeln Ladungen von polarer Anordnung (Dipole), so 
wird ein äußeres elektrisches Feld Drehmomente erzeugen, die sich 
mit dem inneren Drehmomente %& ins Gleichgewicht setzen; umgekehrt 
wird bei einer Deformation durch die Drehungen der Dipole das elek- 
trische Moment der Volumeneinheit sich ändern. Man erhält so die 
Erscheinungen der Elektrostriktion und der Piezoelektrizität, die in 
Nr. 10 von einem. allgemeineren Standpunkte („deformierbare“ Mo- 
lekeln) diskutiert und daher hier übergangen werden sollen. 

Die rein elastischen Erscheinungen erhält man bei fehlenden 
äußeren Drehmomenten; aus % — 0 folgt die Symmetrie des Span- 
nungstensors: 


(61) KK 


yz zy? 
und diese drei Gleichungen kann man benützen, um die Drehungen 
aus den Spannungskomponenten zu eliminieren. Dabei eliminieren 
sich zugleich mit den Komponenten von q die Größen 


© 1 1 1 $ 
(62) = 2 (u,, PER u,,); d, Say 2, (u,, ZEN u,,); d, = 2y (U,z ER U,,); 


welche die Komponenten der Drehung d des ganzen Gitters (d.h. des 
Gitters der Zellennullpunkte) sind: denn drückt man die v,, durch 
die Deformationskomponenten (35) und die Komponenten von. d aus, 
so erhält man 

‘ Von Ip + - 44. —d,), . 

(63) } 
d%,y PETEENn Bi: (9; ER d,), 2 


Es treten also nur die Komponenten der relativen Drehung der 
Molekeln gegen das Gitter der Zellennullpunkte q— Dd auf, ent- 
sprechend der physikalischen Tatsache, däß nur diese Relativdrehungen 
eine Energieänderung bewirken können. Aus (61) kann man nun die . 


9,—d,, --. durch die ©,, ... Y,, ... ausdrücken; dann werden die 
et onenten homogene, lineare Funktionen der Deformations- 
komponenten %,, ... %,, ... allein mit symmetrischem Koeffizienten- 


system, und man en zum Hookeschen Gesetz (53’) zurück. Die 
Elastizitätskonstanten c,, lassen sich durch Eliminationsprozesse aus 
den [xy|&%] herstellen; sie genügen im allgemeinen nicht den Cauchy- 
schen Relationen (54°). 


10. Das Gitter im elektrischen Felde. 559 


Es ist nicht unwahrscheinlich, daß die Weiterentwicklung der 
Bohrschen Atomtheorie dazu führen wird, das Atom unter Umständen 
als (nahezu) starres Gebilde aufzufassen, mit der Modifikation, daß es 
ein Drehmoment hat, also einen „Kreisel“ darstellt. 


10. Das Gitter im elektrischen Felde. Vom phänomenologischen 
Standpunkte sind die Erscheinungen, die durch die Wechselwirkung 
der elastischen Kräfte mit elektrischen (oder magnetischen) Feldern 
zustandekommen, also vor allem die Piezoelektrizität und die Elektro- 
striktion, in V 16 (s. Anm. 2, p. 529), Nr. 8—14, dargestellt. Dort ist 
auch in Nr. 12 eine kurze Übersicht über die älteren Molekular- 
theorien von Lord Kelvin, Riecke, Voigt?®) gegeben. Mit diesen stimmt 
die im folgenden mitgeteilte Ableitung der genannten Erscheinung 
aus der Gitterdynamik im Grundgedanken überein, ist nur formal 
einfacher. Dieser Grundgedanke ist, daß jede Molekel (genauer die 
Basis) des Kristalls ein „elektrisches Polsystem“ (Riecke, 1. ce.) trägt, 
das die Wechselwirkung zwischen elastischen Kräften und elektrischen 
Feldern vermittelt. Hier wird das Polsystem von den geladenen Kristall- 
partikeln selber gebildet. 

Bringt man das Gitter in ein homogenes elektrisches I’eld &, so 
gilt für die Kräfte 8, der Ansatz (39), und wenn man damit in (47), 
(48) eingeht, sieht man, daß das Feld innere Verrückungen u, und 
Spannungen K,, erzeugt. Die u, sind direkt nicht wahrnehmbar, wohl 
aber die durch sie hervorgerufenen elektrischen Momente; diese sind 
es, welche ihrerseits felderzeugend wirken. (Diese sekundären Felder 
überlagern sich dem gegebenen homogenen Felde, können aber bei 
der Berechnung der Verrückungen und Spannungen mit genügender 
Näherung vernachlässigt werden.) 

Der Kristall kann bereits im unverzerrten Zustande ein elektri- 
sches Moment haben; es wird pro Volumeneinheit durch den Vektor 


(64) f= ED 
k 


dargestellt. 

Bei einer homogenen Verrückung ist hier r, durch r, + u! zu er- 
setzen, wo u! der durch (28) definierte Vektor ist; wir beziehen das 
Moment auch im verzerrten Zustande auf die Volumeneinheit des un- 
verzerrten Kristalls und erhalten das Zusatzmoment 


(65) vn Den 
k 





36) Siehe etwa Lord Kelvin, Nichols Cyclopaedia of Phys. Sc: 1860; Math. 

phys. Pap. 1,p 315; E. Riecke, Abh. d. Ges. d. Wiss. zu Gött. 38 (1892), p. 1; 

Wied. Ann. d. Phys. 49 (1893), p. 459; W. Voigt, Gött. Nachr. 1898, p. 649. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 37 
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weil die in Z,, %,, l, linearen Glieder bei der Summation über das 
Gitter fortfallen. Es ist klar, daß dies :Moment p (und nicht das auf 
die Volumeneinheit ‘des deformierten Zustandes bezogene) für die 
Wirkung nach außen in Betracht kommt, da die Anzahl der Zellen 
(nicht das Gesamtvolumen und die Oberfläche) bei der Deformation 
ungeändert bleibt; W. Voigt hat dies auch durch ee Rechnung 
bewiesen.?”) 

Setzt man in (65) den Ausdruck (47) ein, drückt die Kräfte 8, 
in (47) und (48) durch das Feld € nach (39) aus, so erhält man 


9» — DI lavli&, +82 velw. 
) K,—Zljslayl&, I Lavl29]wr, 


wo außer dem schon durch (49b) definierten Koeffizienten [| xy | 2% |] 
die folgenden Klammersymbole eingeführt sind: 


a) [|2y|]= — 2 [ Kelleien, 


nel I 0eh a 221. 2) lay..% 


Die Anzahl der voneinander verschiedenen Größen ist 
bei [|xy|] höchstens 6, 
bei flelyel „18 
Für die Energie des Gitters im elektrischen Felde erhält man 
aus (50) und (52): 


(66) 


(67) 





6)  U*-U, u PATE G, 
— Dlelya] &u + Diesierlie, ur, 
und es gilt ah, Sue! 
pr 0 U,* ou* 
(66) na 


Diese Formeln enthalten die Erscheinungen der dielektrischen Er- 
regbarkeit, der Piezoelektrizität und der Elektrostriktion. 

Analoge Formeln ließen sich für die entsprechenden magnetischen 
Erscheinungen ableiten, doch gehen wir nicht darauf ein, einmal, weil 
keine sicheren Beobachtungen vorliegen (s. V 17, Nr. 14, p. 392), so- 
dann weil das Bild verschiebbarer magnetischer Pole den tatsächlichen 
Vorgängen (molekulare Kreisströme, rotierende Elektronen) zu wenig 
adäquat ist. 








37) W. Voigt, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 287 und 307. 
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ll. Dielektrische Erregung, vektorielle Piezoelektrizität und 
Elektrostriktion. Ebenso wie die Elastizitätskonstanten (54) sind die 
Größen [|xy|] bei Kristallen von beliebiger Symmetrie niemals sämt- 
lich Null; dagegen sind die [|z|yz|] nur bei Kristallen ohne Sym- 
metriezentrum nicht sämtlich Null, wie leicht aus dem Bildungsgesetz 
(67b) mit Rücksicht auf (32) hervorgeht. 

Setzt man analog zu (54)*) 
| a) Ley l ER (i j=12, 3), 
lb) le|ysi]= e;; G=1,23,3;j=1,2,...6), 


so schreiben sich die Gleichungen (66): 


p, = 418, + 4,F, + 0%€,+ 91%z + 6139, + 6152, + 49, 
(70a) + 6522 6%,» 


(69) 


(X, = e1&, + a E, + gE,— 1% C3Y, — 32,7 CuuY, 
— 652,7 Colyy 
(7Ob) j . ®. - “ [2 * ® * [2 ” 
Y,= e,6,+ &uF, + 8, — u CY,—— 6432, 7 CuY; 
— 62,76 %, 





E; 
Die Gleichungen (70b) kann man nach den Deformationskomponenten 


%yy > ++ Ya, . auflösen und die gewonnenen Werte in (70a) einsetzen; 
dann erhält man mit Rücksicht auf (53”): 
(79a) [P- a Du r 94, r A dad .—duF,... 
%, Fred + 4,€, +, Ri NER. 
70’b k RER, ‘ 
Ka, y, 448, +48, + du, — ne 70 


Dabei sind die s,, die in (53”) a Elastizitätsmoduln; 
ferner ist 


6 
a) d;; —Zeusın ((=1,2,3;j—=1,2...6), 
(71) ? 6 
b) b,; u +Z andy @j=1, 2, 3). 


Aus den Formeln (70), (70’) erhellt die physikalische Bedeutung 
der Konstanten: 


38) Die Bezeichnung ist hier und im folgenden nach Möglichkeit mit der 
in V 16, Nr. 8, p. 376 gleich gewählt. 
37* 
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I. Die Größen a,,, b,, sind die Konstanten der dielektrischen Er- 
regbarkeit bei fehlender Deformation bzw. fehlender Spannung; die 
letzteren sind die, welche durch die Messungen geliefert werden, und 
zwar hängen die gewöhnlichen Dielektrizitätskonstanten &,, mit den b,, 
so zusammen”): 

(71) 2, =1+42b,,.:: & = Anb,,. 
Praktisch kommt der Unterschied zwischen den a,, und b,, nicht in 
Betracht. 

II. Die Größen e,, und d,, sind die Konstanten der Piezoelektrizität, 
die das Moment p in seiner Abhängigkeit von der Verzerrung (70a) 
bzw. Spannung (70a) festlegen. Zugleich sind es die Konstanten der 
Elektrostriktion, und zwar bestimmen umgekehrt die e,, die durch ein 
Feld € erzeugte Spannung (70b) und die d,, die durch € erzeugte 
Deformation (70’b). 

Ein weiteres Eingehen auf die Eigenschaften dieser Größen, ins- 
besondere auf die Spezialisierung für die einzelnen Kristallgruppen, 
erübrigt sich, weil diese Fragen in V 16 (insbesondere Nr. 9, p. 378) 
behandelt sind. Die molekulare Theorie kann den formalen Resultaten 
der phänomenologischen Theorie hier nichts weiter hinzufügen; wohl 
aber liefert sie in jedem Falle die Regel, wie eine beobachtbare Kon- 
stante aus den Potentialen p,,(r) der elementaren Kräfte zwischen 
den Gitterpartikeln abgeleitet werden kann. 

12. Inhomogene Felder. Momente zweiter Ordnung und ten- 
sorielle Piezoelektrizität. Der Fall von inhomogenen Feldern läßt 
sich nach der Methode von Nr. 7 behandeln, wenn die örtliche Ände- 
rung des Feldes hinreichend langsam ist, so daß man die Feldstärke 
€ im Raum einer Zelle durch die ersten Glieder einer Potenzentwick- 
lung nach den Koordinaten bezogen auf einen in der Zelle gelegenen 
Nullpunkt darstellen kann. Für die äußeren Kräfte kann man dann 
setzen: 


k 06, 
y 
ihre Resultante ist nach (64): 
ot, 
(73) d:. .) de 7 Py 
k v 


und dieser Wert ist in die Gleichgewichtsbedingungen (42) ein- 
zuführen. 

Zugleich entstehen aber auch Zusatzglieder zu den Spannungen 
K,, und Momenten p,. Wenn die Inhomogenität des Feldes von end- 








39) Wir benützen stets die gewöhnlichen elektrostatischen Einheiten. 
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licher Größe ist (relative Änderung der Feldstärke um die Größenord- 
nung 1 auf l cm), so sind diese Zusatzglieder von der Größenordnung 
der Zellenkante (ö © 10-® cm); sie kommen also nur dann in Betracht, 
wenn die Wirkung des streng homogenen Feldes verschwindet. Nun 
sind die dielektrischen Konstanten niemals sämtlich Null; wohl aber 
verschwinden die piezoelektrischen Konstanten [|x|yz |] für Kristalle 
mit zentrischer Symmetrie. In diesem Falle hat man in (48) gemäß 
(43) für die Kraft den Ausdruck 


(74) = —iE, +: ty) 


einzusetzen; dann erhält man mit Rücksicht auf die für elektrostatische 
Felder geltende Relation 


ir 06, _ 0%; 
rt E=0, oder IT Tu 





und wegen 


(75) 6; =[e#|y2]]= 0 


für die Spannungen: 
m Ku Ztteslenag — Zlavznlmr 
=y 


Dabei haben die neuen EN folgende Bedeutung: 
am) : Aavlal) —a2 I > sl t las) 6 


sie sind in z, y und in £, Y symmetrisch, aber nicht in den Paaren 
2, y; %, Y, und ihre Anzahl ist höchstens 36. In Übereinstimmung 
mit dem früheren Gebrauche kann man sie so bezeichnen: 


AT) = (ley129]). Wj5=1,2,...6) 


Wegen (75) sind diese Größen von der Wahl des Nullpunktes in der 
Zelle unabhängig. Die Formeln (76) REN sich nun so: 


/ 06, € d€, € 06, 
X,=017, + % 21 ne 31 en 5 au (57 ET 6) 


1) + (Get) + a (Ge + 3) — 


— 94%, GaYy 052, — 94 Y, — 61522 6 %y 3 








Bei zentrischen Kristallen tritt statt der gewöhnlichen, vektoriellen 
eine tensorielle Piezoelektrizität auf, die durch die elektrischen Momente 
zweiter Ordnung (Quadrupole) bzw. ihre Änderung bei Verzerrungen be- 
stimmt wird. Im Gleichgewicht sind diese Momente pro Volumen- 
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einheit durch den Tensor 


1 
(78) M}, u Dayıa 
E 


gegeben; bei einer Deformation ist darin x, durch 2, + u,, zu er- 
setzen, und wenn man das Moment wieder auf die Volumeneinheit 
des undeformierten Gitters bezieht, so hat man bis auf Glieder von 
zweiter Ordnung in u, für das durch die Deformation erzeugte Zu- 
satzmoment: 


1 
(79) Mes Dam, + Yl,)&- 
k 


Es ist klar, daß bei homogenen Deformationen nur diese Größen nach 
außen wirksam werden können (nicht die auf die Volumeneinheit des 
deformierten Zustandes bezogenen Momente); Voigt hat das in der 
schon zitierten Arbeit?”) ausführlich bewiesen. Führt man hier die 
Werte von u, aus (47) ein und setzt 8,—= 0, so kommt: 


(80) M,—Z{lay| 29) Wr. 


Die tensorielle Piezoelektrizität hängt also von denselben Größen (77) 
ab, die die Spannungen in inhomogenen Feldern bestimmen. Mit der 
Bezeichnung (77’) schreibt sich ausführlich: 


(80) tas = 0,2%,+ 2%, + %2, + %44, + %52, + &sR, 


oder, wenn man die Spannungskomponenten nach (53”) einführt: 


BE 
wo ; 
(80””) B,,; = am %;nSn5 


gesetzt ist (s. V 16, Nr. 13, Formeln (61)). 

Die tensorielle Piezoelektrizität äußert sich in der Weise, daß bei 
einer homogenen Deformation eines zentrischen Kristalls auf den Kristall- 
flächen elektrische Doppelschiehten entstehen; die elektrischen Kräfte 
scheinen daher von den Kanten des Kristallpolyeders auszugehen. 
Die Existenz dieser Erscheinung hat W. Voigt sehr wahrscheinlich 
gemacht (näheres s. d. zit. Arbeiten von W. Voigt und V 16, Nr. 13). 
Nach (76) und (80) besteht bei zentrischen Kristallen eine Reziprozität 
zwischen der Elektrostriktion in inhomogenen Feldern und der ten- 
soriellen Piezoelektrizität, die in gewissem Grade der Reziprozität 
zwischen der Elektrostriktion in homogenen Feldern und der vekto- 
riellen Piezoelektrizität bei azentrischen Kristallen analog ist. 
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13. Beispiel. Reguläre D-Gitter. Die Gitterdynamik ist bisher 
_ vorwiegend auf eine einfache Klasse regulärer Kristalle angewandt 
worden. Daher sollen die Formeln für diesen Spezialfall hier zu- 
sammengestellt werden. 

Die niedrigste Symmetrie des regulären Systems wird durch die 
Tetraedergruppe 7 gekennzeichnet.) Sind x, y, z die kristallogra- 
phischen Hauptachsen, so entsteht diese Gruppe durch Multiplikation 
der Vierergruppe 


DEAN TIP Tu NT um 
mit der zyklischen Gruppe 
%, Y, 2, Y, 2, T, 2, %, Yy 


und besteht somit aus 3-4 == 12 Operationen. Diese Gruppe 7 ist 
in allen Raumgruppen des regulären Systems als Untergruppe ent- 
halten. 

Alle meßbaren physikalischen Parameter sind als Gittersummen 
S darstellbar und hängen daher nur von den Basisindizes k und den 
I 


Koordinatenindizes x, y, 2 ab. Ist (k,,k,...;2%,Y...) eine solche 
Größe, so wird diese im allgemeinen bei Anwendung einer Operation 
. der Gruppe 7 auf z, y, z allein nicht ungeändert bleiben, sondern nur 
dann, wenn die Indizes k,,k,... sich zugleich in gewisser Weise ver- 
tauschen. Die hier betrachtete Klasse von Gittern ist nun dadurch 
gekennzeichnet, daß bezogen auf die kleinstmögliche Basis (Zelle) 
jeder Parameter (k,,%,...;%,%...) bei unveränderten k,, k,... gegen 
die Gruppe 7 invariant ist. 

Da alle Parameter nur Funktionen der relativen Lage der Gitter- 
punkte sind, ist dazu notwendig und hinreichend, daß für jedes Punkte- 
paar der Basis &,, = Yyp = 2, Ist, d.h. daß alle Basispunkte auf 
der Würfeldiagonalen liegen. Wir nennen daher diese Strukturen Dia- 
gonalgitter (D-Gitter). Die nähere Diskussion zeigt, daß es im wesent- 
lichen nur einen Typus solcher Gitter gibt, aufgebaut aus vier inein- 
ander gestellten flächenzentrierten Gittern, deren jedes aus gleichen 
Partikeln besteht. Die Massen der vier Partikelsorten seien m,, m;, 
m;, m,. Der Abstand zweier benachbarter Partikel auf der Würfel- 
kante sei r,; dann sind Zelle und Basis durch folgende Angaben be- 
stimmt: 


40) S. den zit. Art. V 7 (Anm. 2); ausführlichere Darlegungen bei A. Schoen- 
fließ, Kristallsysteme und Kristallstruktur (Leipzig 1891), 8. Kap., $ 20, p. 223. 
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I. Rhomboedrische Zelle, Volumen 4 = ö? — 2r,? (Fig. 4). 


u Wise rolle r 1,), 


yendti), 


k—1,. s e 
a ee ei 












































Fig. 6. 


Beispiele: Steinsalz NaCl (Fig. 5), m, 


yernlyti), 


(k=1,2,3, 4) 
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—- Na, m —=0, m =Cl,m,—=0, 


Zinkblende ZnS (Fig. 6), m, = Zu, m, =S, m, —=0, m,=I(, 


Diamant 


Flußspat 
Für m, = m, und m, = m, entarten die vier flächenzentrierten Gitter 
in zwei einfache; als Zelle kann dann ein Würfel eingeführt werden, 
der nur noch zwei Partikel m,, m, enthält: 


II. Würfelzelle, Volumen 4=6°?=r,’ (Fig. 8). 


C, 


n=t( m=0,m,=0, m, =, 


CaF, (Fig. 7), m, = (a, my =F, m, —=0, m=F. 
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Ag — Tolg, 


rs, 


tet). 
(k= 1,2,3,4) 


Beispiel: Caesiumchlorid Cs Cl, m, = Cs, 


Durch die 


weitere 


Mm; = Ül (bei tiefen Temperaturen). 
Spezialisierung 
m; = m, erhält man endlich aus Fall I. 
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ein einziges, raumzentriertes Gitter, dessen Zelle halb so groß gewählt 
werden kann: 


III. Rhomboedrische Zelle, Volumen 4 = 6°? — ro 


eg ei, +b +1), 9 = 2 ,+b+1), „= = (i, —h+tb), 
u—=). 

Beispiel: Kupfer Cu, m, = Cu. 

Ist in Fall I. zwar m, = m,, aber m, == m,, oder umgekehrt, so 
ist eine Verkleinerung der Zelle nicht möglich; doch wird das Gitter 
dann holoedrisch, während es im allgemeinen Fall I. hemiedrisch ist. 

Für diese D-Gitter kann man durch einfache Anwendung der Tetra- 
edergruppe die physikalischen Parameter spezialisieren. Die Resultate 
sind im folgenden zusammengestellt. 

Dazu sei noch bemerkt, daß alle Symmetrieaussagen über Para- 
meter, die von den Basisindizes unabhäng sind (wie z.B. die Elastizitäts- 
konstanten) allgemein für beliebige reguläre Kristalle gelten. 

Die Gleichgewichtsbedingungen (21) und (27) reduzieren sich in 
diesem Falle auf: 


(a) re IS Pirate ), 


b) Ru-— 7 5 SP.’ —0; 
kk L 


wegen =, —=( sind das s unabhängige Gleichungen, aus denen 


(81) 


die (s — 1) relativen x-Koordinaten der Basispartikel und die Würfel- 
kante Ö bestimmt werden können. 


Die letzte Bedingung (81b) kann man noch auf eine anschau- 
lichere Form bringen.'*) Dazu betrachte man die durch (10) definierte 
potentielle Energie 9, aller Partikel des Gitters außer der Basis auf 
die Basispartikel als Funktion von d; man setze r!, = o!,6, dann wird 


(82) ha ame np} Prr (Qi 0) - 
Durch Differenzieren ergibt sich daraus: 
= u d Per 
ek PA Ar 
I 


und mit Rücksicht auf (16): 


Jugn > 2 Pre)". 
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Nun ist XP = p der äußere Druck, also wird 








1 1 
8) 7-5; (K,.+K,+K)=—- ,; >’ SP, 
kk ı 
somit lautet (81b): 
‚ as 1 dp, \ Aue d}Yy, = 
(83) eh ae 


Die Energie pro Zelle 49, ist also als Funktion des Zellenvolumens 4 
im Gleichgewicht ein Minimum. In dieser Form ist die Gleichgewichts- 
bedingung besonders bequem in den Fällen, wo die Kräfte 8,° im 
Gleichgewicht schon aus Symmetriegründen verschwinden. 

Wir geben jetzt die dynamischen Gitterkonstanten (32); dabei 
schreiben wir hier — und im folgenden — nur diejenigen an, die für 
die niedrigste Symmetrie des regulären Systems nicht identisch ver- 
schwinden, und auch unter denen, die durch zyklische Vertauschung 
von %, y, 2 auseinander hervorgehen, je nur eine: 


[re22] = 2 >, S Ai u = A, 


k.k' 1 


yyz2] = 3, > SW) = B, 


k 1 
a ns > S On Car Yir ir = Or 
er 


FE) SP, + Ga) — Die; 
ı 


(84) 


CL 





\ 


dabei ist nach (33) und (34) 
(85) >0o=0, Dis —=(. 


k 


Die [1 gewinnt man durch Auflösen der Gleichungen (44), die 
hier in 3 gleichlautende Systeme zerfallen: 


(86) Dir ,—14,.. 
Die Lösung hat nach (46) die Form 
(86°) He == Erle + 4, 
wo 

(22) = Eur 


gesetzt ist. Ferner ist nach (46’): 
(86”) SE, „0. 
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Nun erhält man aus (49) mit Rücksicht auf (54): 
1 1 
(87) Karel — DELC—F, Dr=0; 
k' k 


„=L|ler|j22]=4A, 
(88) „»—=[|e2zyy])=PB, 
ml zy\zy|] = B+2F,0,— B + 3%8,.0,0%, 


wobei die durch zyklische Vertauschung entstehenden Größen leicht 
zu ergänzen sind, während alle übrigen verschwinden. 


Von den Cauchyschen Relationen (54) bleibt hier nur eine übrig: 
Ca = lg (= u); 
man sieht, daß diese im allgemeinen nicht erfüllt ist. 
Die Elastizitätsmoduln sind 








(89) Gı ts 6a 2 


= a um 
eg (1 —G)&ı +22)’ en (ia —Gis)(Cı +22)’ “ Cu 


Die kubische Kompressibilität « ist definiert durch die Gleichung 


(90) Be kei, 3 (&ı + 20) = + (A+2B). 


Diese läßt sich durch die Energie pro Zelle 49, (10) ausdrücken. 
Schreibt man diese in der Form (82), so folgt mit Rücksicht auf (83): 


#9, 1 2, P’gypıp 
SICH), 


7 
RK 


und nach (16) 
a’ p, 1 24 
ar ar >S2 dr (tr)! = jr 3(4-+2DB). 
172 


I 
Also erhält man: 


; : © u 
(90) ir nr 
Dieselbe Relation ergibt sich auch direkt, wenn man die Energie pro 
Zelle 49, als Funktion des Zellenvolumens ansieht und ausdrückt, daß 
der Druck verschwindet (s. Formel (83)) und daß die Kompressibi- 
lität sich durch die Volumabhängigkeit des Druckes so darstellt: 
[2 Mn dp _ __ 4 dp 1 dig 
a he BO ARE EA 
Wir kommen nun zu den dielektrischen Konstanten (67) und (69); 
es gibt nur eine unabhängige: 
(91) x een Sp . 
—=l[e®] 3 kr Orr; 


kk' 
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ebenso gibt es nur eine piezoelektrische Konstante, (67) und (69): 
1 1 
(92) u4=lely]=z d%Fra—Zz> Era 

* kK 


Nach (71) gehört dazu der Modul 

(93) du = uu> ai 
und die dielektrische Konstante = 

; 2—1 e? 
(94) b.ı == ar u 4,1 B= m . 


Bei zentrischen Kristallen verschwindet e,,; dann gibt es eine Kon- 
stante der tensoriellen Piezoelektrizität: 


1 1 
(5) u tleely])— zZ d Bna—=Z > Er m: 
k kk' 


Die Anzahl der voneinander unabhängigen, primären Konstanten 


330.2 Me 


2 +6 - + 22140, 


für s=1,2,3,... beträgt sie also 2,4,7,... 
Man kann nun die Frage stellen“'), ob nicht bei kleinen Werten von 
s die Zahl der primären Konstanten kleiner wird als die Zahl der 
meßbaren Parameter, so daß zwischen diesen Identitäten bestehen. 

I. s=1. Hier existieren die primären Konstanten A, B; die CO und D 
sind nicht vorhanden. Substanzen, die tatsächlich nur aus einem ein- 
fachen, regulären Gitter bestehen, würden also weder dielektrisch, noch 
piezoelektrisch erregbar sein; die drei Elastizitätskonstanten wären 

„=A, a =B, uw=B, 
zwischen ihnen bestände also die Cauchysche Relation 





Gi: 

Körper dieser Art existieren nicht; auch die einatomigen Metalle 
können nicht als einfache Gitter aufgefaßt werden, da die den Atom- 
kern umgebenden Elektronen eine beträchtliche Verschiebbarkeit be- 
sitzen. Daher ist auch die Cauchysche Relation c,, = c,, bei den 
Metallen nicht erfüllt. Für Kupfer hat das Voigt*?) durch direkte Mes- 
sungen an Kristallen sehr wahrscheinlich gemacht; er fand 

5 = 6575, 0, — 5590 &8,. 


mm 





41) M. Born, Über die ultraroten Eigenschwingungen der Kristalle, Phys. 
Ztschr. 19 (1918), p. 539. 

42) W. Voigt, Berl. Ber. 37 (1888), p. 961; 38 (1884), p. 1004; Wied. Ann. 
d. Phys. 36 (1888), p. 642. 
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Die meisten Metalle sind ungeordnete Gemenge sehr kleiner Kristalle; 
W. Voigt*?) hat für diese quasiisotropen Körper die Elastizitätstheorie 
durch Mittelwertbildung über die Stellungen der Kristallteilchen ge- 
wonnen, und zwar erhielt er das Hookesche Gesetz in der Form 


— XL = ,+4aW+ 3) — Y,=$(e — 6)Y,, 


wobei die beiden Elastizitätskonstanten sich folgendermaßen aus denen 
der Kristallindividuen (deren Symmetrie beliebig sei) ausdrücken: 


e—=Hld( tt %) +2 + Sı + ae) + Hut 5 + 
ser tat it tt 6 + 49) — ca + 05 + Go): 
Aus den Cauchyschen Relationen (54’) folgt dann 

c=36, 
eine Relation, die schon Poisson*') aus seiner Molekulartheorie der 
Elastizität fester Körper (Rarikonstantentheorie) geschlossen hatte. 


Diese ist aber tatsächlich bei den meisten quasiisotropen Substanzen, 
auch bei den „einatomigen“ Metallen nicht erfüllt. 


Il. s—=2. Hier existieren 4 unabhängige primäre Konstanten 





AB G=—-6=-—-C, Dh =D) =-—Du=—D. 
Man erhält dann 
1 C 
Hehe — hen 1 ae 5 Yard 3 1% 
Also wird 
B 0? 
(88°) y=4l; s=B u=B— 7: 
Setzt man = —-u=-e, so wird ferner 
’ 74 
(91) =", 
C 
(92') 2. Se en 


Bei zentrischen Gittern verschwindet C; daher ist nach (95) keine 
tensorielle Piezoelektrizität möglich. 


Da sich die fünf Konstanten C,,, Cs, Cs, %ı, &, durch die vier 
molekularen Parameter A, B, O0, D ausdrücken, muß eine Beziehung 
zwischen ihnen bestehen *®®): 
eis 


Aıı 


3 Bene]? Aare 

43) W. Voigt, Gött. Abh. 1887, p. 48; Wied. Ann. d. Phys. 38 (1889), p. 573. 

44) S. D. Poisson, M&moire sur l’&quilibre et le mouvement des corps so- 
lides, Paris, Mem. de l’Acad. 8 (1829), p. 357. 


456) M. Born, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539; Ann. d. Phys. (4) 62 
(1920), p. 218. 
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oder nach (94) 


(96) (ae) dr 


Eine ähnliche Beziehung wird später zwischen diesen Konstanten und 
der optischen Eigenfrequenz des Gitters abgeleitet (s. Nr. 24). 

Diese Formeln lassen sich mit einiger Vorsicht auf zweiatomige 
Gitter von binären Salzen anwenden. Dabei muß man bedenken, daß die 
Atome weder punktförmige Kraftzentra, noch starre Körper sind, son- 
dern deformierbare Systeme von Elektronen. Daher werden sich die- 
jenigen der Kristallkonstanten nach den hier entwickelten Formeln 
berechnen lassen, bei denen die Deformationen der Atome keine aus- 
schlaggebende Rolle spielen. ‘Das sind vor allem c,— 4A, 9 = B; 
dagegen werden bereits 

ds 2: 
oa Tg #77 und MumeTZ m 
unsicher sein, und bei & muß die Theorie völlig versagen, da für die 
dielektrische Erregung die Verschiebungen der Elektronen innerhalb 
der Atome etwa dieselbe Rolle spielen wie die Verschiebungen der 
geladenen Atome (Ionen) gegeneinander. Man kann letzteres in roher 
Weise berücksichtigen, indem man &— 1 durch & — s, ersetzt, wo &, 
der Anteil der Elektronen an der Dielektrizitätskonstante bedeutet; 
dann kann man (96) schreiben: 


$ . Aunmae ' € 
(96‘) Ge 62 0) Fr 


Man kann diese Formel an dem azentrischen Kristall Zinkblende ZnS 


prüfen. Nach W. Voigt‘‘) ist (in CGS-Einheiten) 
= 943-101, co, 5,68-104, 0, =434-104, e,= — 2,28 - 10%. 


Dabei scheint der Unterschied zwischen c,, und c,, einigermaßen 
sicher zu sein. Nach Liebisch und Rubens*') läßt sich & — &, = 6,5 
schätzen. Daraus folgt nach (96’) 


eu = — 2,30 » 105, 


also ein absolut genommen 10mal zu großer Wert. Will man das 
nicht auf die Unsicherheit der Messung von c,, — c,, zurückführen, 
so kann man es nur so verstehen, daß durch die Verschiebung der 
Elektronen ein großer Teil des durch die lonenverrückung erzeugten 
piezoelektrischen Moments kompensiert wird. 

Über Beziehungen der elastischen und piezoelektrischen Kon- 
stanten zu den ultraroten Eigenschwingungen s. Nr. 24. Numerische 


46) W. Voigt, Gött. Nachr. 1918, Math. phys. Kl., p. 424. 
47) Th. Liebisch und H. Rubens, Berl. Ber. 1919, 2. Mitt., p. 876. 
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Berechnung der elastischen Konstanten und der Eigenfrequenzen auf 
Grund der Hypothese elektrostatischer Gitterkräfte s. Nr. 38. 


II. s=3. Die Anzahl der primären Konstanten ist .im all- 
gemeinen 7; daher sind keine Beziehungen zwischen den physikalischen 
Parametern zu erwarten. 

Wohl aber können solche vorhanden sein, wenn einzelne Partikel 
der Zelle physikalisch identisch sind; ein Beispiel hierfür ist das 
Atomgitter des Flußspat CaF,. 

Seien die Partikel k=2 und k=3 identisch, aber von k=1 


verschieden. Die Ladungen seien 3 = 2: 3 = 3, —= — e. Dann gibt 
es 5 primäre Konstanten A, B, C, D, D’, und es ist 

G=—2(0, g=(,=-{(, 

Dı=-2D, D, =D, =—-(D+D), 


D; 2 Dis 32 D, Des —-D.. 
Man erhält dann 





2 1 5D+D 
Fe — an Eu = E, = 9D D+2D?’ 
1 1 ıD—D 
Ea = Es = ;p: Es = sp D+2D 
2C C 
I, “7 a ee 3 7 
Die physikalischen Konstanten werden also: 
7 5 20? 
(88°) „=4A, „=B, „=B-75; 
a1’ u 2 
(917) Yu Fe‘ Di 
” e 2C 
(927) a 


Es ergibt sich also das merkwürdige Resultat, daß die Konstante D’ 
die die Kraft zwischen den beiden identischen Partikeln bestimmt, 
ganz herausfällt. Die Formeln gehen einfach aus den entsprechenden 


des Falles s—= 2 hervor, wenn man D durch en ersetzt. Daher bleibt 


auch in diesem Falle die durch Elimination von A, B, C, D entstehende 
Formel (96) gültig. 

IV.s=4. Die Anzahl der primären Parameter ist für s— 4 im 
allgemeinen bereits 11. In welcher Weise sie sich für spezielle Gitter 
mit identischen Partikeln reduziert, ist nicht untersucht. Es ist auch 
nichts darüber bekannt, unter welchen Voraussetzungen sich Be- 
ziehungen zwischen den physikalischen Konstanten gewinnen lassen .*) 


48) Noch vor der Ausbildung der allgemeinen Gitterdynamik hat M. Born 
unter speziellen Voraussetzungen über die Atomkräfte das Modell des Diamant- 
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IH. Dynamik. 


14. Freie Schwingungen. Ebene Wellen. Nach den im vor- 
anstehenden mitgeteilten Methoden lassen sich nur solche Vorgänge 
behandeln, deren zeitlicher Ablauf hinreichend langsam (quasistatisch) 
ist. Bei sehr schnell wechselnden Zuständen, wie sie bei optischen 
Wellen und infolge der Wärmebewegung vorkommen, können Reso- 
nanzerscheinungen entstehen, die eine besondere Behandlung erfordern. 
Man kann alle diese Erscheinungen auf die Gesetze der Fortpflanzung 
von ebenen Wellen im Gitter zurückführen. 

Im endlichen Gitter wird jeder freie Schwingungszustand als Super- 
position von Eigenschwingungen anzusehen sein, die den Charakter 
stehender Wellen haben und deren Einzelheiten von der Gestalt der 
Öberfläche und den dort herrschenden Grenzbedingungen abhängen. 
Für den Vorgang im Innern können aber diese Randbedingungen 
nicht wesentlich sein; man wird daher wieder das endliche Gitter 
durch das unendliche ersetzen. Der elementare Schwingungsvorgang 
des unendlichen Gitters, aus dem sich alle Bewegungen durch Super- 
position gewinnen lassen, ist die ebene Welle. 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

m; 
dabei ist für die Kraft der Ausdruck (19) einzusetzen: 


(97) Mg, fühl >> (GEN Up, =. 

gitters durchgerechnet [Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 605]. Dabei hat sich eine 
quadratische Beziehung zwischen den drei Elastizitätskonstanten ergeben. Doch 
läßt sich diese ganze Theorie heute nicht mehr aufrecht erhalten, da die Gleich- 
gewichtsbedingungen nicht richtig angesetzt sind. Die genannte quadratische 
Beziehung ist auch numerisch nicht erfüllt, wie K. Försterling [Ztschr. f. Phys. 
8 (1922), p. 251] durch eine Kombination der Messungen der Kompressibilität 
von L. H. Adams (Washington Ak. 11 (1921), p. 45) mit dem aus der spezi- 
fischen Wärme folgenden Wert von c,, + 2c,, zeigen konnte. 

Einen sehr merkwürdigen Versuch, die Elastizitätskonstanten durch eine 
kleine Zahl unabhängiger Atomkonstanten auszudrücken, hat W. Voigt gemacht 
(Gött. Nachr. 1918, p.121, 153). Er denkt sich die Atome von ein- und zweiatomigen 
regulären Gittern als starre Körper, die durch elastische Stangen von elliptischem 
Querschnitt verbunden sind; durch die Konstanten, die das elastische Verhalten 
dieser Stangen bestimmen, lassen sich dann die Kräfte und Drehmomente 
zwischen den Atomen ausdrücken, und damit die meßbaren Elastizitätskonstanten 
des Gitters. Voigts Ziel ist der Nachweis, daß die Atome nicht nur als Kraft- 
zentra aufeinander wirken, sondern auch Drehmomente aufeinander ausüben 
(s. Nr. 9). Seine Ansätze sind zur Illustration der Molekularkräfte nützlich, ent- 
fernen sich aber zu weit von der physikalischen Wirklichkeit, als daß seinen 
Folgerungen bindende Kraft zuerkannt werden müßte. 
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Die Richtung einer ebenen Welle werde durch den Einheitsvektor 3% 
parallel zur Wellennormale gekennzeichnet. Die Anzahl der Schwin- 
gungen in 2x Sekunden (Kreisfrequenz, kurz Frequenz) sei ®; die 


Schwingungszahl in 1 sec sei v — = Die Wellenlänge sei A, und 
wir setzen 
(98) 7. 


Fällt man vom Nullpunkt auf die Ebene konstanter Phase, die durch 
den Gitterpunkt r,’ geht, das Lot, so hat dieses die Länge &r,’. Da- 
her wird die Welle durch den Ausdruck 
(99) uw — Weriwterler) 
dargestellt, wo die Vektoren U, die Amplituden der Partikel der A” 
Sorte bedeuten. 

Für diese erhält man durch Einsetzen in die Bewegungsglei- 
chungen (97) die Bedingungen: 


(100) om, + 232%; Iu,=, 
Y 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 
Ik’ ; 
(101) N = S (Pr )zy er). 
ke I 


Die Klammersymbole sind dreifache Fouriersche Reihen, die bei hin- 
reichend schneller Abnahme der Molekularkräfte mit der Entfernung 
konvergieren. Sie sind symmetrisch in x, y, gehen aber bei Vertau- 
schung von k, K in die konjugiert komplexen Werte über. 

Die 3s linearen, homogenen Gleichungen haben außer der tri- 
vialen U, —= 0 nur dann Lösungen, wenn die Determinante verschwindet; 
das ist eine algebraische Gleichung 3s'”" Grades für © — 2, deren 
Wurzeln (Eigenwerte) wegen der Symmetrieeigenschaften der Koeffi- 
zienten (101) sämtlich reell sind. Damit das Gitter stabil ist, müssen 
sie überdies sämtlich positiv sein; diese Bedingung ist äquivalent mit 
der Forderung, daß die potentielle Energie im Gleichgewicht ein Mi- 
nimum ist. Die Wurzeln seien 
(102) 0, =... U, 0}. 

Sie sind ebenso wie die Koeffizienten der Gleichungen (100) Funk- 
tionen der Wellenlänge und Wellenrichtung, oder von r und 8. 

Für viele Anwendungen kommt hauptsächlich das Verhalten der 
Wellen bei sehr großer Wellenlänge (für kleine r) in Betracht. Man 
kann dieses bestimmen mit Hilfe des folgenden Satzes*°): 


49) M. Born, Über die natürliche optische Aktivität der Kristalle, Ztschr. 
Eneyklop. d. math. Wissensch. V 3. 38 
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Hilfssatz: Die algebraische Gleichung n'® Grades 


Sa, =(, 
p=V0 


deren Koeffizienten Funktionen von r sind, die sich bei r = 0 
regulär verhalten, habe die Eigenschaft, daß für reelles z ihre 
sämtlichen Wurzeln reell sind. Dann sind alle Wurzeln bei 
T == () regulär. 

Der Beweis beruht darauf, daß in der Entwicklung jeder Wurzel x 


a 
nach Potenzen von t=1r? 


x 
N - 2,8 


wegen der Realität von x die Koeffizienten c, reell sein müssen, bei 
einmaligem Umlauf um den Verzweigungspunkt = (0 aber aus x 
eine andere Wurzel x’ entsteht, deren Entwicklung 


= Sc,er, (@=1,:.+1) 
p=0 


nur dann reelle Koeffizienten hat, wenn g=1 oder —=2 ist; der 
Fall g—= 2 ist ausgeschlossen, weil sonst x für negative r nicht 
reell wäre. 

Wendet man diesen Satz auf die Determinantengleichung von (100) 
an, so folgt zunächst, daß jede Wurzel = 2, j—=1,2,...3s) 
eine Entwicklung der Form 
(102°) ru = rl! HAN +2 +: 


zuläßt. Wenn man aber —= Y& selbst als Unbekannte ansieht, so 
muß auch jede Frequenz o, selbst eine analoge Entwicklung 


(103) = o, + a, Mr Ez Be = 
besitzen. Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden: 


Entweder ist 2,9 --0, dann erhält man durch Wurzelziehen 
direkt 
am 


‚ Wo ö 35 
(103°) 0,0 = YR,®, Bf 777: 120 





oder es ist 2,0 — 0; dann muß notwendigerweise auch 2, — 0 
sein, weil sonst ®, bei r—= () einen Verzweigungspunkt erster Ord- 
nung hätte, und es gilt 

(104) ,=4T ++, ,=VRAM,... 


f. Phys. 8 (1922), p. 390. Der Beweis des Satzes ist dem Referenten von Herrn 
L. Lichtenstein mündlich mitgeteilt worden. 
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Der Fall (103), 103”) entspricht den „optischen“ Eigenschwingungen; 
bei diesen nähert sich mit wachsender Wellenlänge (r— 0) die Fre- 
quenz einer endlichen Grenze, die den Charakter einer Resonanzstelle hat. 

Der Fall (104) entspricht den „mechanischen“ (akustischen) Schwin- 
gungen, bei denen mit wachsender Wellenlänge (r — 0) die Frequenz 
bis zu Null abnimmt. Solche Schwingungen gibt es immer genau 3, 
entsprecheud den drei Translationen des Gitters parallel zu den Koor- 
dinatenachsen. Analytisch drückt sich das so aus: Für = 0 gehen 
die Koeffizienten (101) der Sehwingungsgleichungen (100) über in 
die durch (32a) definierten Größen 


Fr kK 
(105) B Yard Side nn Ay) 
xyA ı 


die den Gleichungen (33) genügen; aus letzteren folgt aber, daß die 
Gleichungen (100) für r=0 durch o=0, U, =JU erfüllt werden, 
wo U ein beliebiger Vektor ist. Dieser läßt sich aus den drei Einheits- 
vektoren parallel zu den Koordinatenachsen i,, is, i, linear darstellen; 
folglich entsprechen ihm drei zusammenfallende Wurzeln, die wir mit 
(106) u VEN 

bezeichnen. Für endliche Wellenlängen gilt dann die Entwicklung 
(104); dabei sind die 

(104°) 6 lim 4 — lim v;A j=1,2,3) 
die Grenzwerte der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (Schallgeschwindig- 
keiten) für lange Wellen. 

Die Zerlegung des elastischen Spektrums in zwei Teile, den op- 
tischen und den akustischen, die sich durch ihr Verhalten bei langen 
Wellen unterscheiden, ist zuerst von Born und v. Kärman°®) in ihrer 
ersten Abhandlung über spezifische Wärme (s. Nr. 26, 27) am Bei- 
spiel eines eindimensionalen Modells erkannt worden, bestehend aus 
einer, mit zwei verschiedenen Massen besetzten äquidistanten Punkt- 
reihe, bei der nur benachbarte Massen aufeinander wirken. Die Fre- 
quenzen lassen sich in diesem Falle explizite berechnen; man erhält 


[m, + m; + Vm,? + my? + 2m,m, cos ra], 


MM, 





wo f die quasielastische Kraft zwischen zwei Nachbarpunkten und a 
ihr Abstand ist. Bei = (0 hat man die Entwicklungen: 








ir; 
ne 2 m +m, 
= m, +m, a? f 
a 27 Tg: ur m, + m, 


50) M. Born u. Th. v. Kärmän, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 297. 
38* 
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@, entspricht den akustischen, &, den optischen Schwingungen. Man 
kann in diesem Falle aber den ganzen Verlauf der Frequenzen als 
Funktionen von r übersehen. Bei sehr verschiedenen Massen ist der 
optische Zweig ®, nahezu monochromatisch; der akustische ®, um- 
faßt ein größeres Frequenzintervall. Im Grenzfall gleicher Massen 
gibt es nur den akustischen Zweig, und es gilt 


o=2)V —sin —: 


Den Übergang zu diesem Grenzfall hat W. Dehlinger®') studiert; dieser 
hat auch die Zweiteilung des Spektrums bei einem einfachen drei- 
dimensionalen Modell entdeckt und die Bedeutung dieser Tatsache für 
die Theorie der spezifischen Wärme erkannt (s. Nr. 26). Der allge- 
meine Fall wird von Born°?) in seiner Dynamik der Kristallgitter 
behandelt. 


15. Lange Wellen. Schnelle (optische) Schwingungen. Zur 
wirklichen Berechnung der Entwicklungskoeffizienten von o®, in der 
Umgebung von r— (0 dient folgendes Näherungsverfahren: 

Die Koeffizienten (101) lassen sich nach Potenzen von r ent- 
wickeln: 


= e-E-Blelle- 


dabei ist: das konstante Glied durch (105) gegeben und die folgenden 
Koeffizienten durch die Gleichungen: 


a) l: | > (ar) (Parey 
(108) 


\ u ie ee ss (Sry) (Per)zyı 





Diese Funktionen der Wellenrichtung sind sämtlich in x, y symme- 
trisch; die Koeffizienten gerader Ordnung sind reell und in k, k’ sym- 
metrisch, die Koeffizienten ungerader Ordnung sind rein imaginär und 
in k, k’ schiefsymmetrisch. 

Die Lösungen der linearen Gleichungen (100) werden nun zu- 


51) W. Dehlinger, Diss. München 1915; Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 276. 

52) M. Born, Dynamik der Kristallgitter, 3. Kap. $ 9—15 (Leipzig 1915). 
Eine Darstellung, die der im Text gegebenen ähnlich ist, findet sich in der zit. 
Abhandlung Anm. 49. 
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gleich mit dem Quadrat der Frequenz als Potenzreihen von r an- 
gesetzt: 


2-92 — 20 1 90 DE 
(109) “ + NT + ME + 


„=UP + Ur + U +... 


Dann erhält man der Reihe nach folgende Näherungsgleichungen: 


/ 07 
a) Am u®+ DD [»] uo— 0, 
k' y Lay 
A 
b) AO + DD | | up 
k' Yy x 


k 
y 3 
— — 20m — DD [x] uo , 
k' Yy xy 
ec) 2m, UD + kkU® 
kY'k 22 2 k'y 
1 


— — 20m, u — D > er ug, 


Ko y LxyS 


7 
— 20m — DD zeug, 
E Yy 


Loy4 








Lv 


Bei der Lösung dieser Gleichungen wird folgender bekannter Satz der 
Algebra benutzt: 


Hilfssatz: Das System linearer, homogener Gleichungen mit 
symmetrischen Koeffizienten (a,, = a,,) 


Zt —(, k=1,2,..n) 


habe r <n linear unabhängige Lösungen 
FT Ay DT an nr RE Mn 


Die zugehörigen inhomogenen ‘Gleichungen 


PA — Yon k=1,2, ..n) 


sind dann und nur dann auflösbar, wenn die r Bedingungen 


PATER) G=1l2,...r) 


erfüllt sind. Die allgemeine Lösung wird aus einer partikulären 
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z,—= x, durch Addition der allgemeinen Lösung der homogenen 
Gleichungen erhalten; sie ist also 


= 
= + Za,0;,, 
J= 


wo C,, C,,... C, willkürliche Konstanten sind. 
Im Falle der Gleichungen (110) hat die 1. Näherung nur Lösungen, 
wenn 2) eine Wurzel der Determinantengleichung (Säkulargleichung) 
ist. Diese Wurzeln seien ; 
a) 20, 0, 2a, 
wobei jede so oft angeschrieben ist, als ihre Vielfachheit beträgt; es 
sind die Werte, in die die Größen (102) für r—= (0 übergehen, also 
die konstanten Glieder der Entwicklung (102°). Da die Koeffizienten 
(105) konstant (von der Wellenrichtung unabhängig) sind, sind es 
auch die 2,9. Zu jeder Wurzel 2,0 gehören soviele linear unab- 
hängige Lösungen U, = a,,, als ihre Vielfachheit beträgt. Alle 
diese Lösungen kann man so normieren, daß die Bedingungen 


(112) mar; -1, m; (9,05) a; Ben 
erfüllt sind; mit diesen äquivalent sind die folgenden: 
(112) m Z ae +1; im =. 


Zu den verschwindenden Frequenzen (106) gehören insbesondere die 
Translationen nach den Koordinatenachsen als Lösungen, und zwar 
mit der Normierung 
(113) I, = ya’ I: = Yu’ Os u 
wo die Masse der Zelle nach (6') eingeführt ist. 
Die a,, heißen normierte Eigenschwingungen (Eigenvektoren) des 
Gitters. 
Nun betrachte man eine nicht verschwindende Wurzel 2,0 = o,; 
zu dieser mögen die r linear unabhängigen Lösungen a,,, - . - d,, ge- 
hören, also die allgemeine Lösung 


(114) 1,0 — 3a,,0,. 
j=1 


Setzt man (iese auf der rechten Seite von (110b) ein, so erhält man: 


N) 
(115) 2,Odm WE + Bu Zi |» w 


0% Y 


.. 1 r 
=— 20m 200-3 2 [*] PATA 
j=1 k Y Tysj=i 
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Da die linken Seiten mit denen der homogenen Gleichungen 
(110a) übereinstimmen und diese für 2, lösbar sind, so kann man 
den Hilfssatz anwenden und erhält als Bedingungen der Lösbarkeit 
von (115) mit Rücksicht auf (112): 


(116) DOC, + BAU) 0,0, j=1l2%...r) 
= 
wo 
1 
am 0 @-IL fr]... 
kE U xy 


gesetzt ist; diese Größen sind nach (108a) rein imaginär und in 5,5” 
schiefsymmetrisch. 

Damit die Gleichungen (116) lösbar sind, muß die Determinante 
verschwinden; das ist eine algebraische Gleichung r‘”" Grades für Q%, 
die r reelle Wurzeln 2,®% (von denen auch einige zusammenfallen 
können) und r zugehörige Lösungen C,, hat, die analog wie die a,, 
normiert werden können. Setzt man diese auf der rechten Seite der 
Gleichungen (115) ein, so sind diese auflösbar, und das Näherungs- 
verfahren läßt sich in analoger Weise zur nächsten Näherung tort- 
führen. 

Die Determinante der schiefsymmetrischen Matrix der (5, 5’) ver- 
schwindet für ungerade r; dann gibt es mindestens eine verschwindende 
Wurzel 2,®, so daß die Entwicklung (103) der entsprechenden Fre- 
quenz ®, kein lineares Glied hat: 

(103°) o,=0" +09? +--- (r ungerade). 
Im besonderen ist das der Fall für r = 1; jeder einfachen Grenzfre- 
quenz @, entspricht daher eine Entwicklung der Form (103). 

Die nicht verschwindenden 2,® sind Funktionen ‘der Wellen- 
richtung. Denn die (7) hängen linear von dem Vektor % ab; nach 
(108a) ist: 

Gj) = 1823 S (By) (Par)ay rjz ry: 


Wir definieren nun für irgend zwei Eigenfrequenzen ®,® und m," 
den Vektor 


(118) R,, Ve > Ur << (Pir)er Orga ey; 
dieser ist reell und schiefsymmetrisch in 35,5": 
(118) R,; ER TEE R,;- 


Dann wird insbesondere für irgend zwei zusammenfallende Frequenzen: 


(119) : G)EiBßR,,): 
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Als Beispiele für die Abhängigkeit der 2,®% von der Richtung 8 
sei angeführt: 

r=2: 2,0 = — 8,0 — (SR,,) 

r=3: 20-0, 28,0=- — 0 — VER) + ER,’ + ER)” 


In derselben Weise wie 2,® hängt nach (103°) ©, von 8 ab. 

Die hier behandelten Eigenschwingungen mit endlicher Grenz- 
frequenz (für r— 0) sind maßgebend für das optische Verhalten des 
Kristalls. Die Grenzfrequenzen selbst spielen die Rolle der optischen 
Resonanzstellen (Absorptionslinien), s. Nr. 22, 23; die Eigenvektoren 
a,; bestimmen den Verlauf der Brechung als Funktion der Frequenz 
(Dispersion), die Vektoren R,, sind maßgebend für die optische 
Aktivität, s. Nr. 22. 

16. Lange Wellen. Langsame (akustische) Schwingungen. Für 
die drei verschwindenden Grenzfrequenzen (106) ist die allgemeine Lö- 
sung von (110a) 

(120) 20 —=0, . VO—U, 
woU ein beliebiger Vektor ist; damit lauten die Gleichungen (110b): 


(121) 32 [vs ne 2u2 [=] 


Da die zugehörigen homogenen Gleichungen die drei linear unabhängigen 
Lösungen (113) haben, so ergeben sich nach dem Hilfssatz die Lös- 
barkeitsbedingungen: 


1 
(122) OmU, — Du, [x] 0 
Y kk' CY 


Da nun die Koeffizienten (108a) in %, % schiefsymmetrisch sind, so 
ist die Doppelsumme gleich Null, und es folgt in Übereinstimmung 
mit dem allgemeinen Satze 

(120°) 20-0 j=1,2,3). 
Die Gleichungen (121) lauten dann 


(123) re [x] un — Du? [»] 
ey xy Y KO Lxy 


und sind auflösbar; ihre allgemeine Lösung erhält man aus einer 
speziellen durch Addition der allgemeinen Lösung der homogenen 
Gleichungen, d. h. eines willkürlichen, von k unabhängigen Vektors 
A, sie hat also die Form 





WO +. 


Setzt man das statt U,® auf der rechten Seite von (110ec) ein, so 
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erhält man wegen (120), (120): 
0 17 
12) DD [»] u=-—- 2 I» | (U® + %,) 
ko y. xy! Ey y 
i 2 
_ mu, Du, Ir | 
Y k' c 


1” 
Y 

Wie oben müssen drei Lösbarkeitsbedingungen erfüllt sein, die 
man durch Summation der rechten Seiten nach % erhält; dabei fällt 
wegen des schiefsymmetrischen Charakters der Koeffizienten (108a) 


der willkürliche Vektor W heraus, und es bleibt: 


(125) OmU, + Zu, 2 «| 22'210 > [»] — 0. 
y kk Loy koy X Bay 


Setzt man hier irgendeine Lösung der sicher auflösbaren Gleichungen 
(123) ein, so erhält man drei lineare, homogene Gleichungen mit 
symmetrischen Koeffizienten zur Bestimmung der Komponenten von 
U; die Säkulargleichung dieses Systems ist eine kubische Gleichung 
zur Bestimmung von 2@, mit den Wurzeln 2,9, 2,9, 2,9. 

Setzt man diese Lösung auf der rechten Seite der Gleichungen 
(124) ein, so sind sie nach den U,‘ auflösbar, und das Näherungs- 
verfahren kann in derselben Weise beliebig fortgesetzt werden; das 
Ergebnis sind Entwicklungen der Form 


(Y-y,=rA9 +... 

| V,-UtTUmW +... 

Bricht man diese mit den angeschriebenen Gliedern ab, so sieht man 
leicht, daß das Resultat in dieser Näherung genau übereinstimmt mit 
den Gesetzen, die sich aus der in Nr. 7 und 8 entwickelten Elastizi- 
tätstheorie für die Fortpflanzung ebener Wellen ergeben. Denn durch 


Vergleich der Formeln (108) und (32) erkennt man die Gültigkeit 
der Formeln 


1 
3][2]- - 2.280.020, 
r2 
ur | >|®] RE >23 23 > (Pir)ey Ep Var 


= — 41 Z[ey2Y]8:%;, 
E77 


so daß die Gleichungen (123) und (125) die Gestalt annehmen: 


(126) 





584 V25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


(FEEIE ZU ZLR-" 
oR@OU, Er Zins 8; +32 BAT DAR En 


wo die Massendichte. o nach (7) eingeführt ist. 
Andererseits liefert die Elastizitätstheorie nach (42) die Bewegungs- 
gleichungen: 


(129) ei, + 


(128) 





Fa 
2Y il 


wo die Spannungskomponenten durch (37) gegeben sind, wenn darin 
8, = 0 gesetzt wird: 


0-3 ur leben 
= Ih] teen 


Dabei sind die Größen «,, als Ableitungen des Verrückungsvektors u 
anzusehen: du, 
h u RR 


(129) 


Führt man in (129) den Ansatz ebener Wellen ein, indem man im 
Hinblick auf (126) setzt: 


en OR), pn Ue-toteiren, 
u, = zu,® e-iut een), 


so erhält man genau die Gleichungen (128). Eliminiert man aus 
diesen die U, mit Hilfe der sich gegenseitig auflösenden Gleichungen 
(44) und (46), so erhält man bei Einführung der durch (104) defi- 
nierten Schallgeschwindigkeiten und der Elastizitätskonstanten (49b): 


(128) oc’, — ZU I[er 'yY |] 858; —= 0. 
Yy Yy 


Die Determinante dieser drei linearen homogenen Gleichungen liefert 
gleich Null gesetzt die c, als Funktionen der Wellenrichtung, deren 
Koeffizienten sich durch die Elastizitätskonstanten c,,= ||zy|#%|] 
(54) ausdrücken. Damit sind die ©, = c,r (j—= 1,2,3) in erster Nähe- 
rung bestimmt. Das Näherungsverfahren läßt sich von hier aus ohne 
Schwierigkeiten fortsetzen, doch sind die höheren Näherungen bisher 
physikalisch ohne Bedeutung geblieben. 

Die akustischen Frequenzen ®,, ®,, ®, und die Sn Fre- 
quenzen @,, @,... ®,, erscheinen also als Zweige ein und derselben 
mehrdeutigen Funktion » von r, deren Verzweigung algebraischen 
‚Charakter hat. Denkt man sich o(r) auf einer Riemannschen Fläche 
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über der komplexen r-Ebene ausgebreitet, so verlaufen ihre Blätter 
in der Umgebung von r— (0) getrennt, müssen aber in algebraischen 
Verzweigungspunkten zusammenhängen. 

Die Klärung des Zusammenhangs der verschiedenen Schwingungs- 
typen im Gitter findet sich zuerst bei M. Born.??) 

17. Erzwungene Schwingungen. . Lange Wellen. Wenn auf 
jeden Gitterpunkt eine äußere Kraft %,' wirkt, so lauten die Bewegungs- 
gleichungen 


(130) MU, Se 28 PAR u;, som Tr- 


Für die optischen Anwendungen handelt es sich um elektromagnetische 
Kräfte, die sich in Form einer ebenen Welle fortpflanzen. Wir unter- 
suchen daher das Verhalten des Gitters unter der Wirkung einer 
ebenen Kraftwelle 

(131) yeBeritee, 

Im stationären Zustande werden dann die Verrückungen eine ent- 
sprechende Welle (s. (99)) 

(132) ut U, er'e!ereH) 

bilden, und zwischen den Amplituden der Kräfte und der Verrückungen 
werden die Gleichungen bestehen: 


(133) o’m,Ü,, +3 [.,] Be, 
v 


Das sind die zu den homogenen Gleichungen (100) gehörigen inhomogenen. 
Für die Anwendungen auf die Optik (ausschließlich des Röntgen- 
gebietes) kommt nur der Fall in Betracht, daß die Wellenlänge groß 
ist gegen die linearen Dimensionen der Zelle d. Daher suchen wir 
die Lösung als Potenzreihe nach r = in anzusetzen (s. (109)): 
(132’) V=-UO0 HU HUN +... 
Dann erhält man Näherungsgleichungen für die U,®, die sämtlich 
genau dieselbe Form haben: 


(134) o’m,Ue + 32 [je —-——- 3%, (p=0,1,2,.): 


die rechten eis sind lg Ausdrücke: 


EV ag Dun 


“23.8 
221; else) 


e 8 


(135) 
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Jedes ®,®) läßt sich demnach berechnen, wenn die p vorhergehenden 
Gleichungen (134) gelöst sind. 


Die Lösung von (134) gewinnt man mit Hilfe der Eigenlösungen 
a,,;der zugehörigen homogenen Gleichungen (100); für diese gilt identisch 


(186) AI mA; +2 > ]*]e.- 0, 


und sie befriedigen die Orthogonalitätsrelationen (112) oder (112’). 
Aus diesen folgt, daB die s Vektoren a,, linear unabhängig sind; 
man kann daher jeden Vektor durch sie linear darstellen. Wir setzen 


Be) — m, BR 
für die Koeffizienten c5” erhält 5 nach (112), (112’) 
er = I3pa,, 
Die Lösung von (134) setzen wir in analoger Weise an: 
um - Sur, 


Dann erhält man durch Einsetzen in (134) durch Vergleich der ent- 
sprechenden Faktoren von a,, auf beiden Seiten: 
ei 


wi 
u; a g 


Demnach wird die ee Lösäng von (134): 
137) um- an A -Iapıa I % Day; 
Die Lösung der . Mbeneeiicre (134), p = 0, lautet nun 
(138) I ze 2 Bear 
und die der zweiten, p= 1: 
u,® -2 Fr 22 B,9ay;- 


Hier ist der Wert von 2,0 aus (135) und darin wieder der von U, 


aus (138) einzusetzen. Dann ergibt sich mit Benutzung der durch 
(118) definierten Vektoren Rt, ,: 


’ a,,(3R 
(139) 10 >23 en @w=a52 > BA, ;5- 
in 


Der Faktor i—= e* bedeutet, daß die Terme zweiter Näherung einen 
Phasenunterschied von > gegen die der ersten Näherung haben. 


2,9 
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In derselben Weise kann man fortfahren und die folgenden Nähe- 
rungen bestimmen. Für die Optik kommen nur die beiden ersten 
Näherungen in Betracht.’?®) 

Die Lösung der Schwingungsgleichungen in der hier gegebenen 
Form findet sich bei M. Born ‘?). 


18. Das Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen. Für die 
Thermodynamik des Gitters ist die Kenntnis der Eigenfrequenzen o, 
für den Grenzfall langer Wellen (r = 0) prinzipiell ungenügend; viel- 
mehr muß man sie als Funktionen von Wellenlänge und Wellenrich- 
tung in ihrem ganzen Verlaufe wenigstens summarisch übersehen. 

Ein endliches Gitter von N Zellen mit je s Partikeln hat 3s N 
Eigenschwingungen. Die für die Thermodynamik des Gitters wich- 
tigste Frage ist nun, wie viele der Eigenfrequenzen in ein vorgegebenes 
Frequenzintervall fallen. Dieses Problem läßt sich für ein endliches 
Gitter streng nicht lösen, weil man die Randbedingungen nicht in 
Ansatz bringen kann. Man kann aber auch das unendliche Gitter 
hier nicht ohne weiteres brauchen, da die Frage offenbar nur für ein 
System von endlich vielen Freiheitsgraden Sinn hat. 

In folgender Weise gelangt man zu einer approximativen Lösung: 
Man betrachte ein endliches Gitter von N = n? Zellen, das die Form 
eines der Zelle ähnlichen Parallelepipedons mit den Kanten ra,, na,, 
na, hat. Die Eigenschwingungen dieses Gitters sind stehende Wellen, 
deren Länge parallel zu jeder Kante höchstens gleich der Kantenlänge 
ist. Nun führe man ein unendliches Gitter ein, beschränke aber die 
darin möglichen (fortschreitenden) Wellen auf diejenigen, die parallel 
zu den Grundvektoren q,, a,, a, höchstens die Längen na,, na,, na, 
haben. Das läuft offenbar auf folgende Forderung hinaus: Je zwei 
Zellen des Gitters, deren Indizes /,, l,, l, kongruent mod. n sind, 
sollen völlig äquivalent sein; die Verrückungen sollen also die Be- 
dingungen erfüllen: 

(140) 1yatrmıh,l Se uybatnt ER yo hrn a wii, 





52a) H. A. Lorentz hat schon 1878 (Verh. der Akad. van Wet. te Amster- 

dam 1878) bemerkt, daß bei Berücksichtung von Gliedern höherer Ord- 

nung in : neue optische Erscheinungen zu erwarten seien; z. B. dürfte dann 

ein regulärer Kristall nicht mehr optisch isotrop sein. Lorentz bat letzteren 

Punkt näher untersucht; da er nicht aktive Kristalle betrachtete, so mußte er 
2 

die mit (4) proportionalen Glieder, d. h. die dritte Näherung, (p— 2) in (184), 


berücksichtigen. Neuerdings [Versl. Akad. van Wet. te Amsterdam 30 (1921), 
p. 362] hat er diese Überlegungen wieder aufgenommen und Experimente zur 
Auffindung des Effekts angestellt; doch ist das Ergebnis wohl nicht als sicher 
positiv anzusehen. 
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wofür man einfach 

(140°) yr—u 

schreiben kann. Ein Gitter, das diese Forderung befriedigt, soll zykli- 
sches Gitter genannt werden. 

Dieses ist offenbar ein System von endlich vielen, nämlich 3s N 
Freiheitsgraden; denn es genügt, das Teilparallelepiped mit den Kanten 
NA,,NQ,, nd, zu betrachten, das sich nach allen Seiten periodisch 
wiederholt. Das zyklische Gitter entsteht also aus dem wirklichen 
durch Ersetzung der wirklichen Randbedingungen durch die fiktiven 
der Periodizität. 

Führt man nun in die Bewegungsgleichungen (97) die Bedin 
gungen (140) ein, so erhält man: 


(141) mi, — > = N, 0; 


dabei ist 
+ 
(142) (Ver)z y gg Z(pi5? A Y 


gesetzt (wo p in leicht verständlicher Weise die drei ganzen Zahlen 
Pi, Pa, P, vertritt), und die Indizes /, 7’ durchlaufen die n Zahlen 
0,1,2,...n—1. 

Offenbar gilt nach ne 


( 142 ) (dir y (Yer)ay; 
die Koeffizientenmatrix der 3s N Gleichungen (141) ist also in bezug 
auf die Indizes / eine dreidimensionale Zyklante. 

Werden zeitlich periodische Lösungen von (141) der Form 
(143) y— jr im, 
gesucht, so erhält man für die „reduzierten“ Amplituden x,’ die line- 
aren Gleichungen: 


(144) o!rh, +83 ee; = 


RE; 
Diese lassen sich wegen der Periodizitätseigenschaften (142’) der 
Koeffizienten durch den Ansatz 





(145) y—rnetn 
lösen, wobei (lp) eine Linearform der drei ganzen Zahlen /,, l,, !, 
(146) (Ip) =14p +%p +19; 


ist, deren Koeffizienten ihrerseits drei ganzen Zahlen p,, ?9, P, Pro- 
portional sind: 


2 2 2 
(147) . Vase —p, uk —p, 4 Kae — Pr. 
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Dann müssen die x, den 3s Gleichungen 


(148) a. + 2 2 “ Ye ; 


genügen, wo : 
k 1 ; 
149 H } — 1 _Ip,),,e'® 
( ) xY mm, DS (Oi), &k 
gesetzt ist. 
Zur anschaulichen Deutung der Lösung bestimme man die Zahl 
t und den Einheitsvektor $ so, daß 


(150) 9, =:69a), = 2(80,), 9 = r(8a,) 
ist, und setze a 
(151) | Lu u, Vm, e*#); 


dann geht die Lösung (143), (145) über in 

ww Wetrtee:;, 
stellt also eine ebene Welle von der Richtung $, der Länge 4 = = 
und der Amplitude U, dar. 


Setzt man ferner (142) in ge ein, so ergibt sich 


kk 
ee ) 
(2,7 nor (Pe) en 


ı 


und der Vergleich mit (101) zeigt, daß 


kk L kk 
(152) = ut ern” ] 


ist. Vermöge (151) und (152) sind die Gleichungen (148) mit (100) 
identisch, wenn man in diesen für p,, Ps, 9, die rationalen Werte (147) 
einsetgl. Man bezeichnet @,, 9,, 9, als Phasenkomponenten der Welle 
und stellt sie als Punkte in einem dreidimensionalen Phasenraum 9,, 
$,, 9, dar; dabei kann man ihre Werte auf den Würfel 


— 7 <p, 9, St” 
beschränken. In diesem bilden die Punkte (147) ein kubisches hitina 


mit der Maschenlänge an 
” 


Die Eigenfrequenzen ®, des unendlichen Gitters, bzw. ihre Qua- 
drate &,, sind Funktionen von r und 3; vermöge (150) kann man 
sie auch als Funktionen von 9,, 9, 9, ansehen. Man erhält aus 
ihnen die Frequenzen des zyklischen Gitters, wenn man 9,, 3, $; 
auf die Gitterpunkte (147) des Phasenraums beschränkt. Jeder Zweig 
&, der algebraischen Funktion &(r) liefert dann zu jedem Gitterpunkt 
eine Frequenz; die zu einem Zweige gehörigen Frequenzen sind da- 


her über den Phasenraum gleichförmig verteilt, in einem Phasenbezirk 
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Agy= Ay, Ag,Ag, befinden sich unabhängig von dessen Lage stets 
gleich viel Frequenzen, nämlich 

N 

2m)’ 

Nun ist bei großem N das zyklische Gitter ein Ersatz für das end- 

liche; die für jenes gewonnenen Ergebnisse müssen approximativ (im 

Limes N — oo) für das endliche Gitter gelten. So gelangt man zu dem 

Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen: 

Die Eigenschwingungen ordnen sich im Phasenraume 9,, %;, 

p, in 3s Systeme; für jedes dieser ist die Frequenz ®, (j—1,2,...38) 

beim unendlichen Gitter eine stetige Funktion von 9,, ®,, 95 

innerhalb des Würfels — x <g,, 9, 9% <a. Beim endlichen 

Gitter von großer Zellenzahl N sind die Frequenzen approximativ 

die Werte, die jene 3s Funktionen ®, (p,, 9, 9) in den Gitter- 

punkten (147) annehmen; jeder Zweig o, ist also im Phasenraum 

gleichförmig verteilt, und zwar ist die Anzahl der im Phasen- 

element dp = dy,dyp,dp, liegenden Frequenzen ®, asymptotisch 


Ay. 


gleich Er dp. 

Will man hieraus auf die Verteilung der Frequenzen über die Fre- 
quenzskala selbst schließen, so muß man die Funktionen ®, (@,, 93, 3) 
tatsächlich kennen. Für die thermodynamischen Anwendungen genügt 
dabei häufig die Kenntnis des Verlaufs dieser Funktionen in der Um- 
gebung von r=0(, den wir im voraufgehenden durch Potenzreihen 
nach r dargestellt haben. 

Bei den eigentlichen Eigenschwingungen mit endlicher Grenz- 
frequenz o, kann man unter Umständen ganz von der Veränderlich- 
keit mit der Wellenlänge absehen und sie durch die Konstanten ®, 
ersetzen. 

Bei den Schwingungen mit verschwindender Grundfrequenz ist 
das nicht erlaubt. Hier gelangt man auf folgende Weise zu einer 
asymptotischen Darstellung der Verteilung in der Frequenzskala bei 
hohen Frequenzen.’?) 

Man fasse &=r3,,n—=r3,, $—=r3, als rechtwinklige Koor- 
dinaten in einem Raume auf; r und 3 sind dann die zugehörigen 
Polarkoordinaten, und es gilt nach (150) 


(153) dp —= dy,dy,dy, = AdEdndg —= Ar drdR, 
wenn dS2 das Element der Einheitskugel bedeutet. Indem man über 


multipliziert, erhält man für die An- 


. BIRRER und mit (Am 


53) M. Born u. Th. v. Karman, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 15. 
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zahl der im Element dr gelegenen Schwingungen eines der drei aku- 
stischen Zweige: 4uNd , 
am? er 
Nun ist für lange Wellen nach (104) in erster Näherung = ct, 
daher wird die angegebene Zahl gleich 
4n NA 1 
Am 6 o? do. 


Ersetzt man hier N4 durch das Volumen V des Kristalls, ® durch 
2rxv und führt die Größe 


(154) F= = (== + gr + =) 


ein, so erhält man für die Anzahl der im Intervall dv gelegenen 
Schwingungen aller drei akustischen Zweige zusammen: 

(155) de=3V Fv’dv. 

Die Größe F ist für Kristalle eigentlich nicht konstant, da die Schall- 
geschwindigkeiten von der Wellenriehtung abhängen. Für isotrope 
Körper oder quasiisotrope Gemenge ist aber F' konstant und hat 
den Wert 


(154) Pl tz): 


“wo c, und c, die Geschwindigkeiten der longitudinalen und transver- 
salen Wellen sind. 

Die Formel (155) ist zuerst von Debye°*) in einer großen Arbeit 
„Zur Theorie der spezifischen Wärmen“ (s. Nr. 26) abgeleitet worden. 
Dabei hat er sich aber nicht der Gittervorstellung bedient, sondern 
den betrachteten Körper als kontinuierliches, elastisches, isotropes 
Medium aufgefaßt; dadurch ist sein Ergebnis von vornherein auf den 
Grenzfall langer Wellen beschränkt. Er berechnet die Eigenschwingungen 
einer elastischen Kugel, an deren Oberfläche die Verschiebungen ver- 
schwinden); es gibt dann unendlich viele Eigenschwingungen, deren 
asymptotisches Gesetz die Form (155) hat. Die Größe F' wurde von 


54) P. Debye, Ann. d. Phys. (4) 39 (1912), p. 789; eine vorläufige Mitteilung 
der Resultate schon vorher im Arch. de Gen®ve (1912), p. 256. 

55) Andere Grenzbedingungen benutzt R. Ortvay, Ann. d. Phys. (4) 42 
(1913), p. 745 (Fall I: Verschwindende Tangentialspannungen und normale Ver- 
rückungen; Fall II: Verschwindende Normalspannungen und tangentielle Ver- 
rückungen); s. dort weitere Literatur über „gemischte“ Randbedingungen. Mit 
derselben Methode wird das Verteilungsgesetz der Schwingungen für einen kon- 
tinuierlichen rbombischen Kristall abgeleitet. Sehr ähnlich ist die Ableitung 
von D. H. Goldhammer, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1185. Eine anschauliche Be- 
schreibung des Abzählungsverfahrens bei L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), 
p. 116, $ 4. 

Encyklop. d. math, Wissensch. V 3. 39 
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Debye als Funktion der Elastizitätskonstanten des isotropen Körpers 
angegeben. Der Zusammenhang mit den Schallgeschwindigkeiten (154) . 
wurde von M. Born und Th. v. Kürmän bemerkt); die Formel (154°) 
stimmt genau mit der von Debye aufgestellten überein. Die Debyeschen 
Betrachtungen sind ganz analog denen, die in der Strahlungstheorie 
zur Abzählung der Freiheitsgrade eines Hohlraums dienen°”); dort 
ergibt sich dieselbe Formel für die Anzahl dz der Frequenzen in dv, 


nur hat F den Wert = . z ‚ entsprechend dem Umstande, daß die 


elektromagnetischen Wellen im Vakuum streng transversal sind und 
sich mit der Lichtgeschwindigkeit c fortpflanzen. Für diesen Fall 
hat H. Weyl’®) mit Hilfe der Integralgleichungen bewiesen, daß das 
asymptotische Gesetz der Eigenfrequenzen von der Form der Begren- 
zung des Hohlraums unabhängig ist; seine Methoden erlaubten ihm 
auch die Übertragung des Beweises auf den Fall des elastischen Kon- 
tinuums. AR. Courant°”) hat das Verteilungsgesetz mit Hilfe des 
Variationsprinzips, aus dem die Schwingungsgleichung entspringt 
(Dirichletsches Prinzip), in sehr einfacher Weise gewonnen.‘) 

Das allgemeine Verteilungsgesetz für einfache Gitter haben M. Born 
und Th. v. Kärman 1912 zuerst ausgesprochen in einer schon zit. 
Arbeit°®), in der fast gleichzeitig mit Debye und unabhängig von 
diesem eine Theorie der spezifischen Wärmen auf derselben Grund- 
lage entwickelt wurde. Bald darauf wurde der Beweis des Satzes für 
einfache Gitter gegeben‘®!); für zweiatomige Gitter (s = 2) findet sich 
der Beweis in der zit. Dissertation von W. Dehlinger°*), für den all- 
gemeinen Fall (s beliebig) bei M. Born, Dynamik der Kristallgitter.°?) 

56) M. Born und Th. v. Karman, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 15. 

57) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 49 (1900), p. 539; Nature 72 (1905), p. 54 
u. 243; J. H. Jeans, Phil. Mag. 10 (1905), p. 91; s. auch diese Encykl. V 23 
(W. Wien), ferner M. Planck, Theorie d. Wärmestrahlung (Leipzig 1921), 4. Aufl., 
8 175, 176; H. A. Lorentz, Theorie du Rayonnement (Paris 1912), p. 23; A. Ru- 
binowiez, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96; A. Lande, Zur Methode der Eigenschwin- 
gungen in der Quantentheorie, Diss. Göttingen 1914. 

58) H. Weyl, Math. Ann. 71 (1911), p. 441; Crelles J. 141 (1912), p. 163; 
143 (1914), p. 177; Rend. Palermo 39 (1915), p. 1. 

59) R. Courant, Gött. Nachr. 1919, p. 255; Math. Ztschr. 7 (1920), p. 14. 

60) Eine bemerkenswerte Methode zur Abzählung der Eigenschwingungen 
hat M.v. Laue [Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 1197; s. auch diese Encykl. V 24 
(M. v. Laue), Nr. 44] mitgeteilt. Sie beruht auf der Definition der Freiheitsgrade 
eines Strahlenbündels und läßt sich sowohl auf die elektromagnetischen Wellen 


der Hohlraumstrahlung als auf die elastischen Wellen des festen Körpers an- 
wenden. 


61) M. Born u. Th. v. Kärmän, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 65. 
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Der hier mitgeteilte Beweis (Zurückführung auf das zyklische 
Gitter) findet sich nicht in der Literatur. 


. 19. Normalkoordinaten. Die potentielle Energie der Schwingungen 
‘ist nach (18”) 
9-7 38308), eler- 


kk' ı;ay 
Führt man hier die Bedingungen des zyklischen Gitters (140) ein 
und setzt 
1 


(156) u,’ m 7 w 
mM; 


so wird mit Rücksicht auf (142) 


ıI— 1! 
1) ITS I Gira HU L,.:. 


v- 
zUR y 


2 — 
KEN) zy Vmmyr 
In einem 3sN-dimensionalen v!,-Raume (!=0,1,...n — 1) wird 
durch die Gleichung Ge 


ein Ellipsoid dargestellt; man findet dessen Hauptachsen, indem man 
das Quadrat der Entfernung vom Zentrum 


BI) 


k () 
zum Extremum macht. Das führt auf die linearen Gleichungen 





(144) wm, + I SI irder or, 
FO v Vmmy 

die bis auf die Bezeichnung mit den Schwingungsgleichungen (144) 

übereinstimmen; für A = o#, v,'’—= r,' gehen sie in diese über. Durch 

Multiplikation mit v!, und Summation nach x, k, erhält man 


ir —2—=(. 


Daher hängen die Nullstellen der Determinante A,— o®,? mit den 
Hauptachsen des Ellipsoids durch die Formel zusammen: 
2 2 


Ta 
Die Richtungen der Hauptachsen werden durch die Verhältnisse der 
den Gleichungen (144°) genügenden Größen v,' gegeben; die zu ®,(p) 
gehörige Lösung hat nach (145) die Form 
E,,- et, 


wo „,—=(,, eine Lösung von (148) ist. Auch der reelle Teil der 
Lösung ist wieder eine Lösung; wir setzen 


(158) L=W +8, 


39* 
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und haben dann für die Riehtungen der Hauptachsen ®,(@): 
2 
(159) vi? — W,, cos (19) — B,,sin(lp), = —P. 
Aus (152) und (101) sieht man, daß die Größen e.) bei Vertauschung 


von p mit — p in den konjugiert komplexen Wert übergehen; das- 
selbe gilt daher von den @,,, oder es ist 


159) W- NUN, Bu P)—=— B,(p) 
Im Grenzfall = 0 verschwinden die ®,,, während die W,, sich in 


Vm,a,, (s. Nr. 15) verwandeln. 
Damit die v}2 die Richtungskosinus der Hauptachsen im 3s N-dimen- 


sionalen Raume sind, müssen sie so normiert werden: 


> Swuz =, für IT, Dep, 


k 0 sonst, 


1 für =y,k=-k, I=!/, 
ee er 
J p 0 


sonst. 


oder 


Daraus erhält man mit Berücksichtigung von (158) für die W,,, ®,, 


folgende Normierung 
1 


(160) Dell + Br Bez) = I 
J 


0 sonst, 
oder 
1 . vr 
2 = für =), 
10) DU, + Bud) gr 
k 0 sonst. 





Die auf die Hauptachsen bezogenen Koordinaten seien P,(p); sie 
hängen mit den vd,’ durch folgende orthogonale Transformation des 
3s N-dimensionalen Raumes zusammen: 


(161) P, -28 (0, U,, cos (Ip) — B,, (sin }Yp)), 


die auch beim Grenzübergang N > o© ihren Sinn behält. Die Auf- 
lösung nach dv,’ lautet für das zyklische Gitter 


-227P, (U,, cos (Ip) — B,, sin (1); 
p 


wenn man hier zur Grenze N — oo übergeht, muß man die Summen 
gan Integrale®?) ersetzen und erhält mit Rücksicht auf das Ver- 


62) Dieser Grenzübergang zu unendlich vielen Variabeln ist systematisch 
in D. Hilberts Theorie der Integralgleichungen mit symmetrischem Kern unter- 
sucht worden [Gött. Nachr. 6 Mitteilungen: I (1904), p. 49; II (1904), p. 213; 
III (1905), p. 307; IV (1906), p. 157; V (1906), p. 439; VI (1910), p. 356. Zu- 
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teilungsgesetz der Eigenschwingungen: 
N : 
(162) y = SHEH cos (Ip) — B,, sin (lp))dp. 
; 


Man kann diese Darstellung auch direkt aus (161) erhalten nach dem 
bekannten Verfahren zur Bestimmung der Koeffizienten einer Fourier- 
schen Reihe. 

Auf Grund der Transformation (161) erhält man für die poten- 
tielle Energie beim zyklischen Gitter die Hauptachsendarstellung 


rer 1 1 
während gleichzeitig das Entfernungsquadrat übergeht in 
r= DDP, 
si» 


sammengefaßt in: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen 
(Leipzig 1912). Dort wird einmal die Integralgleichung durch einen Grenz- 
übergang aus einem System linearer Gleichungen gewonnen; andrerseits wird 
sie auch direkt durch einen Reihenansatz auf ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen zurückgeführt. Die Theorie der linearen Integralgleichungen 
mit symmetrischem Kern wird dadurch auf die der quadratischen Formen von 
unendlich vielen Variabeln reduziert. Setzt man von einer solchen Form nichts 
voraus, als daß sie beschränkt ist, so hat sie im allgemeinen neben einer ab- 
zählbaren Menge diskreter Eigenwerte (Punktspektrum) noch ein Kontinuum von 
Eigenwerten (Streckenspektrum); die Hauptachsentransformation liefert dann eine 
Darstellung der Form durch zwei Glieder, deren erstes eine Summe über das 
Punktspektrum, deren zweites ein Integral über das Streckenspektrum ist. 

Die potentielle Energie des Gitters ist eine solche quadratische Form von 
unendlich vielen Variabeln, die nur ein Streckenspektrum hat und daher sich 
durch ein Integral über dieses darstellen läßt. Die Besonderheit dieser Form 
ist der Typus ihres Koeffizientensystems als „unendliche Zyklante“. Eine Theorie 
solcher Formen von einer Variabelnreihe hat O. Toeplitz entwickelt; er nennt 
sie L-Formen wegen ihrer Beziehungen zur Laurentschen Entwicklung der 
Funktionentheorie [Math. Ann. 70 (1911), p. 351]. Die Gitterenergie ist eine 
Form von drei Variabelnreihen, eine dreidimensionale unendliche Zyklante; 
hieraus entspringt die Darstellung. durch ein dreifaches Integral. 

Die Zerlegung des Integranden des Streckenspektrums in zwei Faktoren, 
deren einer der Normalkoordinate, der andere der Eigenlösung entspricht, findet 
sich zuerst durchgeführt bei E. Hellinger [Die Orthogonalinvarianten quadra- 
tischer Formen von unendlich vielen Variabeln, Diss. Göttingen 1907; Neue 
Begründung der Theorie der quadratischen Formen von unendlich vielen Ver- 
änderlichen, Crelles J. 136 (1909), p. 210]. Hier werden die Eigenlösungen als „Dif- 
ferentialformen‘“ eingeführt; in der Tat werden nach den Normierungsformeln 
(160) des Textes die Eigenlösungen mit wachsendem N beliebig klein, sie 
werden „Differentialeigenlösungen“. Dem Sinne der Gittertheorie (Ersetzung 
des endlichen Gitters durch das zyklische, Approximation des zyklischen durch 
das unendliche) entspricht es, bei der Normierung der Eigenlösungen N endlich 
zu lassen. 
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Der Grenzprozeß N > oo führt sodann auf folgende Integraldarstel- 
lung der potentiellen Energie: 


(163) 0,= an I for Prag; 
Fl 


zugleich wird die kinetische Energie L= } >27 Sen,ii,? =; >27 Sö in 


Be. 8 : 
(164) L=- and SP 
Fl 


transformiert. Man kann diese Formeln durch Einsetzen von (161) 
direkt bestätigen. 


Die Schwingungsgleichungen lauten in den Normalkoordinaten: 
(165) P,+0P,=0. 

Jedem Punkte des Würfels — x << x im Phasenraume entsprechen 
also 3s ungekoppelte, eindimensionale Resonatoren. Im gänzen ist 
das N-zellige Gitter 3s N ungekoppelten Resonatoren äquivalent. 

Die Darstellung der Gitterenergie durch Normalkoordinaten findet 
sich zuerst bei M. Born und Th. von Karman°®) für ein einfaches 
Gitter. Der allgemeine Fall ist von M. Born in seiner Dynamik der 
Kristallgitter behandelt; dort werden „komplexe“ Normalkoordinaten 
eingeführt, und es wird gezeigt, daß die kinetische und die potentielle 
Energie sich als Summen ihrer absoluten Beträge darstellen lassen. 
Die Anzahl der reellen Normalkoordinaten erscheint dabei formal 
doppelt so groß, als sie sein soll; tatsächlich bestehen aber Identitäten 
zwischen reellen und imaginären Teilen der Normalkoordinaten, wo- 
durch diese sich auf die richtige Anzahl reeller Größen reduzieren- 
Dieses Verfahren leistet trotz seiner formalen Einfachheit nicht die 
gesuchte Zerlegung in ungekoppelte Resonatoren.°?*) 


II. Optik. 


20. Lichtwellen. Die Entwicklung der Kristalloptik von Fresnels 
ersten Arbeiten (1821) bis zur Einordnung in die elektromagnetische 
Lichttheorie sind in V 21, Optik, Ältere Theorie (A. Wangerin) und in 
V 22, Elektromagnetische Lichttheorie (W. Wien), Nr. 24 dargestellt. 
In diesem Referat wird gezeigt, wie sich die Gesetze der Lichtfort- 


62a) H. Hilton [Phil. Mag. (6) 42 (1921), p. 148] hat ohne Kenntnis der 
Literatur die Eigenschwingungen in einem orthorhombischen Kristallgitter be- 
handelt und die Differentialgleichungen für die Normalkoordinaten aufgestellt. 
Er besetzt die Gitterpunkte mit Molekeln (starre Körper von nicht verschwin- 
denden Trägheitsmomenten) und betrachtet das Gitter als endlich mit festen 
Grenzebenen. 
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pflanzung in Kristallen aus der Gittertheorie ergeben; dabei werden be- 
sonders diejenigen Umstände betont, bei denen die gittertheoretische 
Betrachtung weiterführt als die älteren Molekulartheorien und die 
Kontinuumstheorie von Maxwell und seinen Nachfolgern. Diese be- 
sonderen Punkte sind: | 


1. Die Deutung der natürlichen Aktivität (Drehung der Polari- 
sationsebene, Gyration) ohne Zusatzhypothesen (s. Nr. 22). 


2. Die Herstellung von Beziehungen zwischen optischen Para- 
metern und andern physikalischen Eigenschaften der Kristalle; 
hierher gehört vor allem der Zusammenhang der ultraroten 
Eigenfrequenzen mit den Elastizitätskonstanten einerseits, der 
spezifischen Wärme andrerseits (s. Nr. 23). 


3. Die absolute Berechnung optischer Parameter aus Hypothesen 
über die Molekularkräfte, insbesondere die Theorie der elektro- 
magnetischen Koppelung (s. Nr. 41—43). 


In diesem Kapitel soll nur über die beiden ersten Punkte be- 
richtet werden, die sich ohne neue Schwierigkeiten dadurch erledigen 
lassen, daß man diejenigen Größen, die in der elektromagnetischen 
Lichttheorie Maxwells den Zustand der Materie charakterisieren (die 
elektrischen Momente pro Volumeneinheit) mit Hilfe der Gittertheorie 
berechnet. Dieses Verfahren besteht also in einer Vermengung von 
Molekular- und Kontinuumstheorie. Die unter 3. genannte strengere 
Methode (von Ewald) beruht auf einer reinlichen Durchführung der 
Molekulartheorie; dabei treten neue mathematische Probleme auf (elek- 
tromagnetische Gitterpotentiale), die eine gesonderte Behandlung er- 
fordern. Da überdies die elementare Theorie durch die strengere be- 
stätigt und nur quantitativ ergänzt wird, so soll diese im letzten Ab- 
schnitt VI nachgeholt werden. 

Die Maxwellschen Feldgleichungen lauten für einen Isolator: 

15 --d—-0, dvd—0, 
(166) = 
rtE + -B—=0, dvd—0. 


Dabei ist für einen nicht merklich magnetisierbaren Körper 
(167) D=-C +49, B=H 


zu setzen, wo ® das elektrische Moment der Volumeneinheit ist. Durch 
Elimination von ®, $, ® erhält man daraus eine Beziehung zwischen 


E und ®: 
(168) 38 — grad divB— (VE zE): 
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Für eine ebene Welle, bei der alle Vektoren proportional e-‘®!ei7®» 
sind, geht diese über in 


(169) B—n36P)— — Em —1), 
wo 
(170) nl 


den Brechungsindex bedeutet. 

Die hier behandelte elementare Theorie besteht nun darin, das 
Moment ® aus den Verrückungen ı,' der Gitterpunkte zu berechnen, 
die durch das Feld & nach den in Nr. 17 gegebenen Formeln für er- 
zwungene Schwingungen erzeugt werden. Versteht man unter & die 
Amplitude der elektrischen Welle, so ist die auf die Gitterpunkte 
wirkende Kraft durch (131) gegeben, wenn darin 


(171) 3, — EC 


gesetzt wird; sie erzeugt die durch (132) gegebenen Verrückungen, 
aus denen die Amplitude des Moments pro Volumeneinheit sich zu 


(172) B=- Dal, 
: k 


berechnet. Die U, sind dabei lineare Funktionen der ®,, also des 
Feldes €, die man in erster Näherung aus (138), in zweiter Näherung 
aus (139) entnehmen kann. 

Man setze 


mc 1 
(173) ,y—Z Lam; 
k 


hierdurch ist jeder eigentlichen Eigenschwingung ein Vektor zu- 
geordnet, der das elektrische Moment bei der normierten Eigen- 
schwingung (immer bei unendlich langer Welle, = 0) bedeutet. 
Wir nennen die 2, Eigenmomente. 

Sodann erhält man bis auf Glieder 2. Ordnung in r 


(174) B— PO + PU, 


wo 


(175) P9—4 2 en 2 


(176) PO — ird Be en x In a 2 


gesetzt wird; dabei treten nur die eigentlichen Eigenfrequenzen auf. 
Nach (175) ist B®, und damit auch DO) — & + ®0, eine lineare 

Vektorfunktion von &; man schreibt 

(175) DV —E,+47PV = 2,6,+ 296, + 25 6,, .. 
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wo die sechs Größen 
(177) &ı 7 Er: LED a 13% = 474 en TR 
J 

die optischen Dielektrizitätskonstanten heißen. Ein Vergleich von (175) 
mit (70a) zeigt, daß diese für unendlich langsame Schwingungen 
(o—=0) in die statischen Dielektrizitätskonstanten bei fehlender De- 
formation (s. Nr. 11,1) übergehen, die von den gewöhnlich gemessenen 
bei fehlender Spannung im allgemeinen etwas verschieden sind. Doch 
ist dieser Unterschied praktisch belanglos. 

Nun kann man immer das Koordinatensystem so wählen, daß die 
"quadratische Forın der Komponenten von € 


€r,) 
BOE— A 2 en 


auf die Hauptachsen transformiert erscheint; bei Kristallen geringer 

Symmetrie (ohne drei aufeinander senkrechte Symmetrieachsen) hängt 
die Lage der Hauptachsen von der Frequenz ® ab (Dispersion der 
Achsen). Man setzt 


DIE, (E+4PY)E- 524 5,C7+ 4,63, 





wo 
f G Gr 
(177) RAR Ind In a 
die optischen Hauptdielektrieitätskonstanten sind. Dann wird 
(175”) 2 es €, ap 4n Pl kinier 6, 
Der Ausdruck (176) für B® läßt sich leicht umformen in: 
(176’) PV — i[EE], 
wo © den (axialen) Vektor „Gyration“ 

L, %,] 4 
(178) 6- ae a 


bedeutet. Dieser ist eine lineare Vektorfunktion der Wellenrichtung 3. 
Die gesamte dielektrische Erregung 


DE + 47(B9 + P9) = DO + 4rP" 
hat also, bezogen auf die elektrischen Hauptachsen, die Komponenten: 
(179) D,= €, + i[C6],,..-, 


wobei Glieder von höherer als 1. Ordnung in r vernachlässigt sind. 
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' Die Glieder nullter Ordnung stellen die gewöhnliche Doppelbrechung, 
die Glieder erster Ordnung die optische Aktivität dar.°®) 


21. Doppelbrechung. Hier sollen die wichtigsten Sätze der 
Kristalloptik zusammengestellt werden.) Dabei sind alle Erschei- 
nungen, die auf der Absorption beruhen, ausgeschlossen, da eine durch- 
geführte Theorie der Energiedissipation auf Grund der Gittertheorie 
nicht existiert. 

Der Ausgangspunkt sind die Glieder nullter Ordnung der Glei- 
chungen (179) 


(179) D,=46,,. 

D wird gewöhnlich als „Lichtvektor“ angesprochen, weil er transversal. 
ist; aus dv D— 0 folgt nämlich für eine ebene Welle 

(180) DE = (E+ 47V, 3)—=0. 

Die Polarisationsebene der Welle ist nach der üblichen Definition auf 


D senkrecht, enthält also 3 und 9. Sodann kann man (169) in 
der Form 





(181) D—=n’(E — 3(8€)) 
schreiben, oder mit Benutzung von (179‘): 
1 1 
(182) (4 ,)= 569, Es 
Hieraus folgt in Verbindung mit (180) das Fresnelsche Gesetz: 
8 8 8 

(183) al er ET 

1 PETER DT N 


durch das der Brechungsindex n (oder die Normalengeschwindigkeit 


„= =) als Funktion der Wellenrichtung gegeben wird. Das ist eine 


n 


quadratische Gleichung für n?, die ausführlich geschrieben so lautet: 


(183) n!(8,? + 58,’ + 83,) - 025’ +32) + 5? + 3, 
+388°+3)))+ 45% —0- 


63) Die Gitteroptik in der hier mitgeteilten Form findet sich bei 
M. Born, Über die natürliche optische Aktivität der Kristalle, Ztschr. f. Phys. 
8 (1922), p. 390. Die Frage der Bedeutung der höheren Glieder in r hat H. A. 
Lorentz behandelt (s. Anm. 52a). 

64) Neben den genannten Encyklopädieartikeln ist als umfassende Dar- 
stellung zu nennen: F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik (Leipzig 1906); dort 
finden sich zahlreiche Literaturangaben. Eine kurze, klare Übersicht bei E. Made- 
lung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers (Berlin 1922), 12. Abschn,, 
$ 9, p. 199. Die im Text gewählte Darstellung stimmt mit der in Anm. 63 
zitierten Arbeit überein. 
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Sie hat im allgemeinen zwei Wurzeln n,- und »,; zu diesen gehören 
nach (182) je ein Lichtvektor D’ und D”, die außer auf $ auch auf- 
einander senkrecht stehen: 

(184) dd’ — 0 

Die Richtungen dieser Vektoren fallen mit den Hauptachsen jener Ellipse 
zusammen, die durch die zur Wellennormale senkrechte Ebene 


(185) 28, + 4%, + 28, —0 
aus dem „Indexellipsoid“ °°) 

: 2 x? y? 2? er 
(185) nn 


ausgeschnitten wird, und die Längen der Hauptachsen sind gleich n,, %, . 

Sind &,, &, &, sämtlich voneinander verschieden, so ist das El- 
lipsoid dreiachsig; dann gibt es zwei reelle Richtungen $—=b, und 
$—= b,, deren Normalebenen das Ellipsoid in Kreisen schneiden, so 
daß »,=n, wird. Diese Einheitsvektoren b,, b, heißen Binormalen°) 
(oder auch optische Achsen). Nimmt man an, daß 


(186) << 
ist, so liegen b, und b, in der xz-Ebene symmetrisch zur z-Achse eng 
bilden mit dla einen Winkel ß, der durch 


(187) | cosß = V+:®= -) 


8, (& — 8) 
gegeben ist; je nachdem 8 < 45° oder > 45° ist, heißt der Kristall 
positiv oder negativ zweiachsig. 
Trägt man die Normalengeschwindigkeit ce, = ri auf den vom 


Nullpunkte auslaufenden Radien auf, so bilden die Endpunkte die 
Fresnelsche Normalenfläche, deren beide Mäntel c,’ = — und ec, = = 
in den Richtungen der Binormalen in konischen Roppelpunkten : ZzUu- 
sammenhängen. 


Die Wellennormale ist nicht die Richtung maximalen Energie- 
transportes; dieser wird vielmehr durch den Poyntingschen Strahlen- 
vektor®*) 


(188) Ss — „[E$] 
dargestellt. Die Energiedichte®”) ist 
(189) — — (ED + HB). 


iu Andere Bezeichnungen s. bei Pockels (zit. Anm. 64), p. 25. 
66) Über die Bezeichnung s. Pockels, p. 36. 
67) ». V 13 (H. A. Lorentz), Nr. 22, p. 105. 
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Aus den Maxwellschen Gleichungen (166) folgt für ebene Wellen 
=) 

(189) Ed — _.€° ud 36—--- U. 

Sei « der Winkel nn San und Wellennormale, 35 — || cos«. 
Da |&| die in der Zeiteinheit durch eine auf der Strahlenrichtung 


senkrechte Fläche von der Größe 1 hindurchtretende Energie ist, so 
bedeutet & 


(190) A 


s U cos «& 


die Energiegeschwindigkeit oder Strahlgeschwindigkeit; s = — ist dann 


eine zum Brechungsindex analoge Größe, die man als „Strahlenindex“ 
bezeichnen kann. 

Man kann nun in die Fresnelsche Formel (182) statt ®, 3 die 
Vektoren € und 


‚ S 
(188) i—- ® 
einführen. Da nach den Maxwellschen Gleichungen 9 = n[8 €] ist, 
so wird nach (188) 

S en en 

= ,_ " [EisE)] — ,„ 18 — EG) 
und wegen (180) ar (189’) 
SD —= — cnU(8E). 

Nun führt eine einfache Rechnung (182) über in 
(191) =D, .-- 
Der Vergleich von (182) und (191) zeigt, daß die Größen 

D,8,N, &, &, &; (Wellennormale), 


ITERTTN 
E, IB $g? 2? re 3 (Strahl) 
sich entsprechen; und der Beziehung 


D8 — 0 entspricht ei=0. 
Daher folgt die zu (183) analoge Gleichung 


(192) Pu 


®’—E 2— 8, °— 





Dieses Gesetz ordnet jeder Strahlrichtung zwei Strahlenindizes s,, 5, 
zu; trägt man die Strahlgeschwindigkeiten c, = 7 und c,) = Fo 
auf den vom Nullpunkt auslaufenden Strahlrichtungen ab, so erhält 
man die Strahlenfläche, die (ebenso wie die Normalenfläche) aus zwei 
in konischen Doppelpunkten zusammenhängenden Mänteln besteht; 
die nach den Doppelpunkten laufenden Strahlen, die Biradialen®®) 
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(oder Strahlenachsen) t,, 1, liegen in der x2-Ebene symmetrisch zur 
z-Achse und bilden mit dieser einen Winkel y, der durch 





ae Ba 


(193) cosy — 
bestimmt ist. 

Die Richtungen der zu s, und s, nach (191) gehörigen Schwin- 
gungen €’ und €” sind parallel zu den Hauptachsen der Ellipse, ın 
der die auf dem Strahl $ senkrechte Ebene 


& —8& 


(194) +4, te,—0 

das Fresnelsche Ellipsoid*°) 

(194°) ER al ai 71 ln a u | 

schneidet, und die Längen der Hauptachsen sind und n Die 
0 0 


Kreisschnitte des Ellipsoids sind normal zu den Biradialen r,, r,. 

Die Strahlenfläche ist die Enveloppe der in den Punkten der 
Normalenfläche auf deren Radienvektoren errichteten senkrechten Ebenen 
(Wellenebenen); umgekehrt ist die Normalenfläche die Fußpunktsfläche 
der Strahlenfläche. Die hier zusammengestellten Sätze sind die be- 
kannten Fresnelschen Gesetze der Doppelbrechung in durchsichtigen, 
zweiachsigen, inaktiven Kristallen, deren optische Eigenschaften sie voll- 
ständig darstellen, insbesondere auch die singulären Fälle, wo ent- 
weder die Wellennormale in die Richtung einer Binormalen oder der 
Strahl in die Richtung einer Biradialen fällt; im ersteren Falle ent- 
steht ein Strahlenkegel (innere konische Refraktion), im zweiten Falle 
gehören zu dem Strahl unendlich viele Wellenebenen, deren Normalen 
einen Kegel bilden (äußere konische Refraktion).°°) 

Für einzelne Farben, und bei Kristallen mit drei aufeinander senk- 
rechten ausgezeichneten Achsen für alle Farben, können zwei der 
Hauptdielektrizitätskonstanten einander gleich werden. Sei etwa 


(195) an: ms: 


dann werden alle optischen Konstruktionsflächen Rotationsflächen um 
die z-Achse, die Binormalen und die Biradialen fallen zusammen in 
die Richtung der z-Achse, wo die beiden Mäntel der Normalen- und 
der Strahlenfläche sich einfach berühren. Der Kristall wird optisch 
einachsig, die z-Achse wird optische Achse genannt. 

Die beiden Mäntel der Normalenfläche sind eine Kugel und ein 
Rotationsovaloid, deren Gleichungen für 8, = cosp die Form 


(195) n,® a K a cos? p „e sin? 


vg ’ 
N, € & 





68) s. V 21 (A. Wangerin), Nr. 9, p. 26. 
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annehmen. Der zu n, gehörige Strahl heißt der ordentliche, der zu 
n, gehörige der außerordentliche; für den ersten liegt die Schwingungs- 
richtung ®’ senkrecht zu der durch die z-Achse gehenden Meridian- 
ebene (Hauptschnitt), für den letzteren liegt D®” in dieser Ebene. 

Je nachdem 2e<e’ oder &> 8 ist, heißt der Kristall positiv oder 
negativ einachsig. 

Für die Kristalle des regulären Systems ist & = &% = & = &; sie 
sind daher optisch isotrop.®®) Man erhält aus (177): 


4 & 


22. Optische Aktivität. Über die ältesten Theorien zur Erklä- 
rung der natürlichen Drehung der Polarisationsebene (z. B. bei Quarz) 
ist in V 21 (A. Wangerin) referiert. Die Grundlage ist stets die Be- 
merkung Frresnels®®), daß sich die Drehung durch zirkuläre Doppelbre- 
chung erklären läßt. Mac Oullagh’’) und Cauchy"') haben bereits die 
zur Darstellung der Drehung nötigen Zusatzglieder den Fresnelschen For- 
meln der Liehtschwingungen angefügt; 0. Neumann?) konnte diese aus 
der elastischen Äthertheorie ableiten, indem er annahm, daß ein Äther- 
teilchen auf ein anderes so einwirkt wie das Element eines elektrischen 
Stroms auf einen Magnetpol. Briot’?) führte den Gedanken ein, daß 
die Ätherteilchen, die in nicht aktiver Materie längs parallelen Ge- 
raden gleich verteilt sind, in aktiven Substanzen auf Spiralen an- 
geordnet sind. Wir übergehen hier die in den zit. Artikeln be- 
sprochenen Ansätze der elastischen Lichttheorie von Mac Cullagh, 
Cauchy, Briot, Boussinesg, Sarrau, V.v. Lang, Chipart”*) und wenden 
uns den Versuchen zu, die elektromagnetische Lichttheorie so zu er- 
weitern, daß sie die optische Aktivität zu erklären erlaubt. Da ist 
zuerst eine Abhandlung von W. Gibbs”) zu nennen; dieser faßt einen 
aktiven Körper als inhomogenes Medium (Äther mit eingebetteten 
Molekeln) auf und gründet darauf den Gedanken, daß die Komponenten 


68a) S. hierzu Anm. 52a). 

69) A. Frresnel, Oeuvr. compl., 3 Bde., Paris 1866—1870; Bd.I, p. 371; Ann. 
chim. phys. (2) 28 (1825), p. 147; Pogg. Ann. 21 (1831), p. 276. 

70) J. Mac Oullagh, Collect. works, ed. by J. Jellet and $. Haughton, Dublin, 
London 1880. 

71) A. Cauchy, Oeuvr. compl., Bd. 1, Paris 1882. 

72) C. Neumann, Habilitationsschrift, Halle a. S. 1858. Über Ätherbewe- 
gungen in Kristallen, Math. Ann. 1 (1869), p. 325; 2 (1870), p. 182. 

73) Ch. Briot, Essais sur la theorie mathematique de la lumiere, Paris 1863. 

74) Vgl. hierzu außer den genannten Encyklopädieartikeln die Darstellung 
von P. Drude in Winkelmanns Handbuch d. Phys., p. 784. 

75) W. Gibbs, Amer. J. of science (3) 23 (1882), p. 460. 
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der dielektrischen Verschiebung nicht nur von denen der Feldstärke, 
sondern auch von ihren Differentialquotienten nach den Koordinaten 
abhängen können; wenn die Molekel kein Symmetriezentrum und 
keine Symmetrieebene hat, so bekommen die Zusatzglieder eine Form, 
die das Drehungsvermögen abzuleiten gestattet. P. Drude"®) hat später 
die Theorie des, Drehungsvermögens auf derselben Grundlage ent- 
wickelt. Er gebrauchte dabei zur Veranschaulichung der auf die 
Elektronen wirkenden Kräfte das Bild von Schraubenlinien, auf denen 
die Elektronen in der Molekel sich zwangsläufig bewegen müssen. Ein 
Feld parallel zur Schraubenachse erzeugt eine Elektronenbewegung, 
deren Projektion auf die zur Achse senkrechte Ebene ein Kreis ist, 
und dieser Kreisstrom erzeugt seinerseits ein der Achse paralleles 
magnetisches Feld; umgekehrt muß das in der Lichtwelle schwingende 
Magnetfeld jene elektrische Kreisbewegung induzieren, mit der die 
Verschiebung parallel zur Schraubenachse gekoppelt ist. Das elek- 
trische Moment pro Volumeneinheit wird dann in isotropen Körpern 
proportional rot &; die dielektrische Verschiebung hat daher für ebene 
Wellen den Ausdruck 
D—=:€E + if[E3]. 


Drude hat diese Formel, die nur einen Aktivitätsparameter f enthält, 
zunächst auch auf Kristalle in der Weise angewandt, daß er die Aniso- 
tropie nur bei den Dielektrizitätskonstanten zum Ausdruck brachte; 
man kann diesen Ansatz in der mit unserer Gleichung (179) über- 
einstimmenden Form 
D, ei €, Pr i[E©], 

schreiben, wobei der Gyrationsvektor der Wellennormale parallel ist: 
(178°) 6=f3. 

Später hat Drude’') seine Theorie für die Kristalle mit vollständiger 
Berücksichtigung der Anisotropieverhältnisse entwickelt. Wesentlich 
dieselben Gleichungen hatte schon vorher W. Voigt”®) auf rein phäno- 
menologischer Grundlage gewonnen; sie sind auch mit den hier aus 
der Gittertheorie entwickelten identisch, bei denen der Verschie- 
bungsvektor durch die Formel (179) gegeben wird. Der Haupt- 


76) P. Drude, Gött. Nachr. (1892), p. 366; Lehrb. d. Optik (Leipzig 1900), 
Kap. VI, p. 368. 

77) P. Drude, Gött. Nachr. 1904, p. 1. 

78) W. Voigt, Drudes Ann. 69 (1899), p. 307; Gött. Nachr. (1903), p. 155; 
Ann. d. Phys. (4) 18 (1905), p. 646. — Weiterführung der Voigtschen Theorie 
8. K. Försterling, Diss. Gött. 1909 u. Ann. d. Phys. (4) 29 (1909), p. 809 (Re- 


flexionsgesetze); Gött. Nachr. 1912, p. 217 (Absorbierende, einachsige, aktive 
Kristalle). 
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unterschied von der älteren Theorie Drudes ist der, daß bei dieser 
der Gyrationsvektor © der Wellennormale parallel ist, die Aktivität 
also nur von einem skalaren Parameter f abhängt, während hier der 
Gyrationsvektor nach (178) eine lineare Vektorfunktion der Wellen- 
richtung $ ist, die Anzahl der skalaren Parameter also im Höchst- 
fall neun beträgt. 

Voigt hat auch die Spezialisierung dieser Konstanten für die 
32 Kristallklassen angegeben. Bedingung für das Auftreten des 
Drehungsvermögens ist das Fehlen eines Symmetriezentrums, sowohl 
bei Molekeln in Flüssigkeiten (Lösungen), als auch bei Kristallen. 
Schon 1874 hatten fast gleichzeitig und unabhängig voneinander 
van’t Hoff‘°) und Le Bel®®) erkannt, daß die organischen Verbindungen 
mit Drehungsvermögen asymmetrische Molekeln haben; die daraus ent- 
springende Vorstellung des asymmetrischen Kohlenstoff-Tetraeders wurde 
der Ausgangspunkt für das große Gebiet der Stereochemie (s. diese 
Eneykl. V 6 (F. W.Hinrichsen u. L. Mamlock), Teil II, Nr. 15). Sohncke®!), 
einer der Begründer der Strukturtheorie der Kristalle, untersuchte den 
Zusammenhang zwischen der Asymmetrie des Raumgitters und dem 
Drehungsvermögen. Seine Annahme, daß ein aktiver Kristall immer 
in zwei enantiomorphen Modifikationen vorkommen muß, hat sich aber 
nicht bewährt. Aus der Voigtschen Theorie geht hervor, daß bei 
aktiven Kristallen nur die Existenz eines Symmetriezentrums aus- 
geschlossen ist, während Symmetrieebenen wohl vorkommen können. 
(S. diese Encykl. V 7 (Th. Liebisch, A. Schönflies und O. Mügge), Nr. 54, 
p. 489.) 

Während die Voigtsche Theorie ganz ohne molekulares Bild, die 
Drudesche®?) mit einem zu engen, unwahrscheinlichen Modell operierten, 
blieb noch die Aufgabe zu lösen, die optische Aktivität ohne will- 
kürliche Hypothesen aus den in der Dispersionstheorie bewährten Vor- 
stellungen über die Elektronenschwingungen abzuleiten, allein auf 


79) J. H. van’t Hoff, Voorstel tot uitbreiding der tegenwoordig in de schei- 
kunde gebruikte struktuurformules in de ruimte etc., 5. sept. 1874, Utrecht. 

80) Le Bel, Bull. soc. chim. (2) 22 (Nov. 1874), p. 337. 

81) L. Sohncke, Entwurf einer Theorie der Kristallstruktur (1879), p. 259; 
Literatur das., p. 242. 

82) Abänderungen der Drudeschen Theorie für isotrope Flüssigkeiten, durch 
die die Abhängigkeit des Drehvermögens von der Konzentration des aktiven 
Stoffes dargestellt werden soll, sind von H. A. Lorentz (Versuch einer Theorie 
der elektrischen und optischen Erscheinungen, Leipzig 1906; The theorie of elec- 
trons, Leipzig 1909) und @. H. Livens [Phil. Mag. 25 (1913), p. 817; 26 (1913), 
p. 362, 535; 27 (1914), p. 468, 994; 28 (1914), p. 756; Phys. Ztschr. 15 (1914), 
p. 385] gegeben worden. 
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Grund der Asymmetrie der Molekel bzw. des Kristallgitters. Dieses 
Problem wurde fast gleichzeitig und unabhängig von Oseen®?) und 
Born®*) gelöst. Beide Theorien beruhen auf denselben Grundannahmen 
und unterscheiden sich nur in der Art der Durchführung; diese Grund- 
annahmen sind: 
1. Die schwingungsfähigen Partikel sind miteinander gekoppelt. 
2. Das Verhältnis des Molekulardurchmessers bei Flüssigkeiten 
bzw. der Gitterkonstante bei Kristallen zur Wellenlänge wird 
nicht vernachlässigt, sondern als kleine Größe erster Ordnung 
mitgeführt. 
Bei Oseen werden die Koppelungen als elektrodynamische Wechsel- 
wirkungen angesetzt; bei den Kristallen wird ein spezieller Aufbau 
angenommen, bei dem die Partikel schraubenartige Anordnungen 
bilden. Die Theorie von Born macht keine besonderen Annahmen 
über die Art der Kräfte und die Struktur der Substanz); sie ergibt 
sich ohne weiteres aus der in diesem Artikel dargestellten Gitter- 
dynamik. Denn diese beruht auf der Koppelung aller Kristallpartikel, 
und die bei einer ebenen Welle entstehenden Verrückungen sind in Nr. 17 
bis auf Glieder von höherer als erster Ordnung in r berechnet worden. 
Das Resultat war die Formel (179) für die dielektrische Verschiebung: 


(179) D2,— 46,4 1[CÖ],, 

die den Ausgangspunkt für dee Ableitung der Gesetze der Lichtfort- 
pflanzung in aktiven Kristallen bildet. Sie ist mit dem Eliminations- 
resultat aus den Mazxwellschen Gleichungen (181) 

(181) D=mM(E—3(8C)) 

zu verbinden. Setzt man die beiden Ausdrücke einander gleich, so 
erhält man folgende lineare Gleichungen für die Komponenten von €: 


tet OR 1— &)n’)+ &,in?8,3, +16) + €, (n’3,8,—i6,)= 0 


Dureh Nullsetzen der Determinante erhält man folgende quadratische 
Gleichung für n?: 
(1) ni + te) rt) ++ 
+3:&+3%) —- BE) + a&%5 
SS — (a&+3:&+ 85) —!. 


83) ©. W. Oseen, Ann. d. Phys. (4) 48 (1915), p. 1. 

84) M. Born, Dynamik der Kristallgitter (1915) $ 36; Phys. Ztschr. 16 (1915), 
p. 251; Berl. Ber. math.-phys. Kl. 1916, p. 614; Ann. d. Phys. (4) 55 (1918), p. 177; 
Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 390. 

85) Dasselbe Problem behandeln auch nach denselben Grundsätzen F. Gray 
[Phys. Rev. (2) 7 (1916), p. 472] und A. Lande [Ann. d. Phys. 56 (1918), p. 225; 
Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 500]. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 40 
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Diese geht für © = 0 in die Fresnelsche Gleichung (183”) über, deren 
Wurzeln »,, n, sind; man kann daher (197) in der Form 


(197°) W—n)"—n ’)— 9 
schreiben, wo 
(198) gms tt 





4% +58 + 5% 

gesetzt ist. g ist der skalare Parameter der Gyration; dabei ist in g 
für n entweder n, oder n, einzusetzen, je nachdem die Korrektion 
zu dem einen oder dem andern der Brechungsindizes berechnet werden 
soll. Die Abhängigkeit dieser beiden Zweige g’, 9” von der Wellen- 
richtung $% ist recht verwickelt. Man pflegt sie nach W. Voigt?) da- 
durch zu vereinfachen, daß man in dem Ausdruck (198) für g die 
Doppelbrechung vernachlässigt; d. h. man setzt darin , = , = 3, = n?. 
Obwohl diese Annahme nicht dem systematischen Approximations- 
verfahren (Entwicklung nach r) entspricht, scheint sie doch praktisch 
völlig auszureichen; im folgenden soll stets diese Vereinfachung vor- 
genommen werden. Dann wird 


(199) g—= 386. 
Setzt man hier den Ausdruck (178) für © ein, so wird 
AI) g— 91824 Iedy + 9585 + 2958,84 29518,8,+ 29128,8,, 
wo 
Rz [pr ] 
A si je 


RR) 





w| a 


Iı = 


(200) 





x NR, [88], + R,,,[8;85 
m;=442 5 3: [5%] 
FR} 


(Zee) 


gesetzt ist. Nach der älteren Theorie von Drude, wo nach (178) 


& —= f8 ist, würde 9 = f$?— f konstant sein. Trägt man 7 auf dem 
9 
zugehörigen Vektor $ ab, so erhält man eine nicht notwendig definite 


Fläche zweiter Ordnung, die Gyrationsfläche. Da g9 bei Vertauschung 
von & mit — 8 ungeändert bleibt, sind für zwei in entgegengesetzten 
Richtungen fortschreitende Wellen die Erscheinungen der optischen 
Aktivität dieselben. Für Kristalle mit Symmetriezentrum verschwin- 
den sämtliche g,,; denn bei einer Inversion des Koordinatensystems 
kehren die Komponenten der polaren Vektoren R,, ihr Vorzeichen 
um, während die der Vektorprodukte [2,2,] ungeändert bleiben, und 
das ist mit der Invarianz der g,, nur für 9,,=0 verträglich. Das 
Vorhandensein von andern Symmetrieelementen reduziert die Zahl der 
voneinander unabhängigen Konstanten g,, Voigt”) hat gezeigt, daß 
die aktiven Kristalle in acht Gruppen zerfallen; er hat die Zugehörig- 
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keit zu diesen für jede Kristallklasse®) und die Form der Gyra- 

tionsfläche sowie ihre Lage gegen die dielektrischen Hauptachsen 

bestimmt. Bemerkenswert ist dabei, daß außer bei den enantiomor- 

phen Gruppen, auf welche man früher die Möglichkeit des Drehungs- 

vermögens beschränkt glaubte, noch vier Klassen mit einer Symmetrie- 

ebene oder einer Spiegeldrehachse Aktivität haben können; bei diesen 

artet die Gyrationsfläche in zwei gleichseitig-hyperbolische Zylinder aus. 
Wenn man voraussetzt, daß 

(197°) n>m 

ist, so lauten die Wurzeln von (197°): 

un (lH VERF 

a ee er er) 

wobei immer der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist. 
Um die Schwingungsform zu bestimmen, entnehme man aus (181) 


C= 2, + 8(86) 


und setze das in die Glieder nullter Ordnung in r von (179) ein; 


dann erhält man 
1 1 


2,4.) 386) — -- [EG]. 


In dem Gliede erster Ordnung in r ersetze man näherungsweise & 





durch ;D ud, =8,=3,=N}, wo % einen mittleren Brechungs- 
index bedeutet; dann erhält man mit derselben Annäherung, mit der 
die Formeln (201) gelten, 


(202) 2, 5)= 389 — [DG)- 
Diese Gleichungen lassen sich durch den Ansatz 

(203) n=n, D=-D’—ıikDd, DV=|D”| 

lösen, wo D’ und D” die in Nr. 21 eingeführten Schwingungsvektoren 
des nicht-aktiven Kristalls sind, deren Längen einander gleich gewählt 
werden. Der Koeffizient k, soll von der Größenordnung r (ebenso 
wie g) sein und ist noch zu bestimmen. Dazu setze man den Ansatz 
(203) in (202) ein und trenne Reelles und Imaginäres, wobei Glieder 
zweiter Ordnung in r fortbleiben; dann erhält man . 


2.42) +3,68) 0, 
ha) te) - DSL. 


86) Eine ausführliche Darstellung dieser Verhältnisse bei F\. Pockels, Kristall- 
optik II, ıs, 4, p. 315. Dort ist auch weitere Literatur über die Theorie und 
ihre experimentelle Prüfung zu finden. 


40* 
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Nun genügen aber D’ und D” den Gleichungen (182), wenn man 
darin n durch n,; bzw. n, ersetzt; zieht man diese von den vor- 
stehenden, entsprechenden Gleichungen ab, so ergibt sich 
I | 1 
D, (7 SE u GE 0 
Bd, (7 „m) = „l®'Gl.. 
Nach (201) unterscheidet sich »’? von n;? nur um Größen der Ord- 
nung r, während n’?— n,” von endlicher Größenordnung n,?—n, ” 
ist; also ist die erste dieser Gleichungen mit hinreichender Annähe- 
rung erfüllt, die zweite dient zur Bestimmung von k,. Da die Vek- 
toren 8, D’ D” paarweise aufeinander senkrecht stehen, da ferner 
|D’|=|D”, gewählt worden ist, so kann man 
d—[D”3] 
setzen und hat dann 
[D’6] = [68 D’]] = $(GD”) — D” (63). 


Setzt man das ein und multipliziert skalar mit D”, so kommt wegen 
3D "— O: 1 1 
Fe 2 
h, (= RE nd ;) war n* 


oder mit genügender Näherung 





>= 9 
her erugı 
Ganz ebenso beweist man, daß eine zweite Lösung 


(204) n—=n", D=-D’—ikDd, |dI=-| PD” 
mit en aa a ya a To 
existiert. Da nun aus (201) n?+n"”=n?+ m” folgt, so erkennt 


man, daß 29 


TV 
ist. Man kann dafür auch schreiben: 
1 7.78 Mamas 2 7 

(205) = 5,1 Vm’— m HAPE Me )}- 
Diese Größe ist stets <1. 

Fügt. man zu den beiden Lösungen (203) und (204) den Faktor 
e'? hinzu, ww = — ot + r($r) ist, und nimmt dann die reellen 
Teile, so erhält man 


nn, D=-D eosp+KkD”sinp, 
wa, D—=-D’cosp+kPDd sing. 
Legt man nun das Koordinatensystem so, daß die «-Achse parallel zu 
D’, die y-Achse parallel zu D” wird, und setzt || =|D”’| =D, 





 Vbgpaz 





(206) 
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so werden die beiden Lösungen: 
(206°) " —=n, D,= Deosg, D,=KkDesng, Dd,=(0, 


x 


nn", D,=kDsn9g, D= Deasy, D,=0. 


y 
Das sind zwei elliptische Schwingungen vom gleichen Achsenverhält- 
nis k und entgegengesetztem Umlaufssinn mit gekreuzten, zu D’ bzw. 
D” parallelen großen Achsen. 

In den Richtungen der Binormalen (optischen Achsen) ist n,— n, =R; 
dort erreicht k sein Maximum 1, es pflanzen sich also zwei zirkulare, 
entgegengesetzt rotierende Wellen fort, deren Brechungsindizes », und 
n, nach (201) 

(207) nat, n—n— 
sind. Eine linear polarisierte Welle, die senkrecht auf eine normal 
zur Achsenrichtung geschliffene Kristallplatte von der Dicke 1 auf- 


fällt, erfährt daher eine Drehung der Polarisationsebene um den 
Winkel 


207) ne 
o heißt spegifisches Drehungsvermögen. 

Für alle von den optischen Achsen merklich abweichenden Rich- 
tungen ist k klein von erster Ordnung in r; denn für g<m°— m" 
gilt nach (205) in erster Näherung: 

(206.) Be ae na Te: ng) 

Die Erfahrung lehrt, daß das Achsenverhältnis tatsächlich äußerst 
klein ist; dadurch wird die Entwicklung nach r nachträglich empirisch 
gerechtfertigt. 

Einen charakteristischen Unterschied der hier gewonnenen Theorie 
(die mit der von Vosgt und der neueren von Drude übereinstimmt) 
gegenüber der älteren von Drude bekommt man bei einachsigen 
Kristallen, wenn man die Fortpflanzung des Lichtes senkrecht zur 
optischen Achse betrachtet. Die Brechungsindizes des ordentlichen und 





außerordentlichen Strahls sind nach (195°) für —: gegeben durch 


”,—=Ve=n,n; =Ve’—= n,. Die Gyrationsfläche hat bei Achsensym- 
metrie um die z-Achse die Gleichung 


9 = 9, Sin?p + 955 608? p. 


Daher ist die zirkulare Doppelbrechung parallel zur optischen Achse 


nach (207) an 
4 7 
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und die Elliptizität senkrecht zur Achse nach (205’) 
er 
k ann, = n 3: 
Nach der älteren Theorie Drudes ist dagegen g = f konstant, also 
f f 


— N —=— == 


N’ 2n(n, m) 





man müßte also die Elliptizität aus der zirkularen Doppelbrechung 
berechnen können nach der Formel 


re N — N, 5 
k 2(n, —n,) 





Voigt?) hat diese Beziehung am Quarz geprüft und gefunden, daß 
sie nicht erfüllt ist; für Quarz ist n,— n, = 0,000071, n,— n,= 0,00911, 
es müßte also u Drude k = 0,0039 sein, mährend die direkte 
Messung k = 0,0019 ergeben hat. 

Diese Tatsache spricht stark für die allgemeinere, zuerst von 
Voigt entworfene Theorie. Diese ist auch in vielen anderen Punkten 
von der Erfahrung bestätigt worden; die von ihr geforderte Drehung 
der Polarisationsebene in der Riehtung der Binormalen bei zwei- 
achsigen Kristallen ist lange vergeblich gesucht worden, schließlich 
hat Voigt?) Andeutungen bei Rohrzuckerkristallen gefunden und 
FPocklington®®) hat sie an Kristallen von Rohrzucker und Seignettesalz 
(rechtsweinsaurem Kali-Natron) nachgewiesen. 

Reguläre Kristalle sind optisch isotrop; für sie wird 9,, = 99 = 933; 
Is = I = I = 0, also 9 mr ars findet aus (200): 


(208) 54 »2 ae 0) ar N 


Es gibt reguläre, or Kristalle (NaClO,, NaBrO,), die im ge- 
lösten Zustande kein Drehungsvermögen haben; bei diesen muß also 
die Aktivität eine reine Struktureigenschaft sein. 

Über die absolute Berechnung von 9 für diese Gitter mit . Hilfe 
der Annahme elektromagnetisch gekoppelter Dipole s. Nr. 43. 





23. Dispersion und Eigenfrequenzen. Die Dispersion der Bre- 
chung und der Aktivität ist in den Formeln (177) für die optischen 
Dielektrizitätskonstanten und (200) für die Gyrationskonstanten ent- 
halten. 

Die Formeln (177) stimmen hinsichtlich der Abhängigkeit von 
der ai re mit denen der elementaren Theorie überein, welche un- 


87) Siehe die in Ann. 78 zitierten Arbeiten; ferner F. Wever, Diss. Göt- 
tingen 1920. 
88) H. C. Pocklington, Phil. Mag. (6) 2 (1901), p. 368, 
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gekoppelte Resonatoren annimmt (s. V 22 [W. Wien], Nr. 15—2?); 
sie gehen vollständig in diese über, sobald man an die Stelle der 
relativen Schwingungen von gekoppelten einfachen Gittern Schwin- 
gungen von einzelnen, unabhängigen Partikeln um feste Zentra setzt. 
Für reguläre Kristalle insbesondere sind dann alle (9;,.),, gleich Null 
außer (pi, (Ay = (Pr), — fr, und die Schwingungsglei- 
chungen (97) zerfallen in sN gleichlautende Vektorgleichungen 
mi, + 0. 

Je drei Eigenfrequenzen sind also gleich und einer Partikel k der 
Basis zugehörig; sie mögen ®‘® heißen. Die zu w{” gehörigen drei 
Lösungen sind so beschaffen, daß bei der ersten die Partikel k in der 
x-Richtung, bei der zweiten in der y-Richtung, bei der dritten in der 
. 2-Richtung schwingt, während alle .. Partikel in Ruhe sind. 


Wegen (112) sind die Amplituden gleich —-. Die zu w,” gehörigen 
drei SAHEREN sind also ” 
er: 8 ; ER 
w— er 7 eh 3 = eh 


Bei optisch isotropen Körpern ist die Dielektrizitätskonstante gleich 
dem Quadrat des Brechungsindex; man erhält nach (196): 


(209) a Hp u 
k 


ai? — m 





Da ! die Anzahl der Zellen, also auch der Resonatoren einer 


bestimmten Art k, pro Volumeneinheit ist, stimmt diese Formel mit 
dem bekannten Drudeschen Dispersionsgesetze für durchsichtige, iso- 
trope Körper überein. 

Dieses Gesetz bot die erste Handhabe zur Untersuchung der 
Frage, welches die Elementarteile in festen Körpern und die zwischen 
ihnen wirkenden Kräfte seien. P. Drude®®) ging davon aus, daß in 
durchsichtigen Körpern die Eigenfrequenzen in zwei Gruppen zerfallen, 
von denen die eine im Ultravioletten, die andere im Ultraroten ge- 
legen ist; er nahm je eine ultrarote und ultraviolette Frequenz an, 
©, und ®,, und schrieb die Dispersionsformel entsprechend 





ös N,e u u e 
(209”) "—-1l+art Pe - 
führt man die im = ug ein, so wird 





Kr a + ei Ber) + 3 
89) P. Drude, Ann. d, Phys. (4) 14 (1904), p- 677. 
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N, N ,e? 12 
wo re vv dv 


zc:m 





der Grenzwert von n?—= & für ® = 0), = = also die statische Di- 
elektrizitätskonstante, und 


274 214 
4 — Irak —_ Naeh, 
tue” v nc’m, 


Drude setzt ferner als Ausdruck der Neutralität jedes Teiles des 





Körpers die Relation + N,.,—0 
an, woraus folgt 4: m. E= z = = (. 


Aus den Dispersionsmessungen an Flußspat (CaF,), Sylvin (KCI) 
Steinsalz (NaCl), Quarz (SiO,) und andern Kristallen lassen eich die 


Werte von A,, A,, A,. A, ableiten, und es ergibt sich, daß —;” und 


A 
Fr von ganz verschiedener Größenordnung sind, nämlich ee en 


14 
a 
e 


10° mal größer als = . Daher muß nach obiger Gleichung 8 etwa 


r 


= ; m, 
im selben a größer sein als |” i 
[2 


Hieraus zieht Drude den Schluß, daß die ultravioletten Frequenzen 
auf den Schwingungen von Elektronen, die ultraroten auf den Schwin- 
gungen von geladenen Atomen oder Molekeln, Ionen, beruhen. In der 
Tat ist das Verhältnis der Masse m, des Wasserstoffatoms zur Masse m 


des Elektrons SE — 1830; für schwerere Ionen (Molekulargewicht 
von der Größenordnung 50) ergibt sich dann bei e,=e, in der Tat 
= von der Größenordnung 10°. 


Drude bestimmt ferner die Anzahl p der Elektronen, die einem 


Ion entsprechen. Ist o die Dichte, M das Molekulargewicht der Ionen, 


so ist deren Anzahl pro Volumeneinheit N. — -—°_, Dann erhält man 


Mmy 


N, nc"MA, rg; m 


N, Br 
Setzt man hier für — den aus der Elektrolyse, für - den aus 
H 


den Ablenkungen der Kathodenstrahlen gefundenen Wert, für A, und 
A, die aus der Dispersion extrapolierten Zahlen ein, so ergeben sich 
Werte für p, die annähernd mit der Summe der elektrochemischen 
Valenzen der Molekel übereinstimmen. Se ist z. B. für Sylvin (KCl) 
nach Rubens und Nichols®) 


4A, 
u» —= 0,274 - 101°, 


90) H. Rubens und E. F. Nichols, Wied. Ann. 60 (1897), p. 418. 
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ferner M = 74,6, oe = 1,95, und man erhält mit 
—_ — 9650 .c0, = 1,77: 10". c 
My Mm 
(in ©. G. 8.-Einheiten) die Elektronenzahl p = 1,93, sehr nahe an der 
Valenzsumme 2. 

Drude hat diesen Gedanken an dem vorliegenden Beobachtungs- 
material ausführlich diskutiert und dadurch den Grund gelegt für alle 
späteren Untersuchungen über die physikalische Natur der Bausteine 
des festen Körpers. 

Man kann gegen seine Überlegungen einwenden, daß die Schwin- 
gungen der Kristallpartikel notwendig gekoppelt sein müssen, wie 
schon die Existenz des optischen Drehungsvermögens bei azentrischen 
Kristallen beweist. Ferner handelt es sich offenbar bei den Ionen- 
schwingungen um Bewegungen der beiden Ionen der Molekel (genauer 
der Gitterbasis) gegeneinander; daher ist das Einsetzen der Masse der 
ganzen Molekel für m, ungerechtfertigt und jedenfalls nur eine grobe 
Annäherung. Die Verhältnisse wurden erst durch eine später zu be- 
sprechende Arbeit von Madelung') (Nr. 24) aufgeklärt. 

Nach Drudes Ergebnissen ist es klar, daß das langsamere 
Schwingen der Ionen gegenüber den Elektronen auf ihrer viel grö- 
ßeren Masse beruht. F. Haber?‘) hat ein äußerst einfaches Gesetz 
aufgedeckt, das trotz der zweifellos allzu großen Vereinfachung der 
wirklichen Verhältnisse recht genau zutrifft. Wenn nämlich zwei 
Massen m, und m, mit derselben quasielastischen Kraft an ein Zen- 
trum gebunden sind, so gilt für die Frequenzen ®, und o, 


ER 2 
mo = m,o? 


% __ı/m, 

= VE 

Diese Beziehung wendet Haber auf die Ionen und Elektronen in 
Kristallen an, setzt also m,—= m, m, —= Mmy; dann wird 


A. em 1,77 -10° vg 
» - Vm& ra YMeLT, 42,8 YM. 


So ist z. B. für Sylvin (KCl) nach Reststrahlbeobachtungen von 
Rubens und Aschkinass”?) A, — 61,1 u; mit M = 74,6 findet man aus 
der Haberschen Beziehung A, — 165,3 uu, während Martens”) dafür 
), = 160,7 uu aus der Dispersion herleitet. 


91) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 1117. 
92) H. Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 67 (1899), p. 459. 
93) Martens, Ann. d. Phys. (4) 6 (1901), p. 603. 


oder für die Wellenlängen 








616 V25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


Diese Übereinstimmung ist ein Beleg dafür, daß die Kräfte, 
welche die Ionen in polaren Gittern zusammenhalten, wesensgleich 
sind mit den Kräften, die die Elektronen im Atom binden. Vom 
Standpunkt der allgemeinen Gittertheorie aus können aber die Über- 
legungen von Drude und Haber nur als Näherungen gelten. Es soll 
jetzt festgestellt werden, welche Aussagen die allgemeine Theorie über 
diese Beziehungen macht. Man knüpft dazu am besten an die Glei- 
chungen (148) für die reduzierten Amplituden 


(148) OL, +2 tem 


an, deren Koeffizienten durch (149) gegeben sind. Es seien nun die 
Partikel k=1,2,...p Atome, die übrigen k=p-+1,...s Elek- 
tronen; wir bezeichnen die Indizes k—=1,2,...p mit r, die Indizes 
k=p-+|l,...s mit v. 

& sei ein kleiner Parameter von der Größenordnung der Quadrat- 
wurzel des Verhältnisses Elektronenmasse zu Atommasse. Setzt man 


dann m, 


a =, 


so sind alle m, in, von gleicher Größenordnung. Wir nehmen nun 
im Sinne von Haber an, daß alle Molekularkräfte (pir)z, von gleicher 
Größenordnung sind, ob sie zwischen Atomen und Atomen, Elektronen 
und Elektronen oder Atomen und Elektronen wirken. Sodann zer- 
fallen die Koeffizienten (149) nach ihrer Größenordnung in 3 Klassen, 
was man so durch die Bezeichnung ausdrücken kann: 


20 9 CI are: 


Die Gleichungen (148) spalten sich in’ zwei Typen: 


or, +326,) + 22.) 1,0, 
or. + 221: Dirt :I>«. Er 


Die Lösung wird man als Potenzreihe nach & ansetzen: 
at +y + 
ade Tai 
ee 


Dann findet man nach dem früher erörterten Verfahren sukzessiver 
Approximation (s. Nr. 15, 16), daß es zwei Typen von Lösungen gibt: 


(211) 
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I. 3p Lösungen f—=lhy-+-- 
Ang 1 a Bi 
a 
DO. 3(s—p)Lösungn ®=a+&y+--- 
ner + + 
Fed 1 Zu 


Dabei genügen die x, den Gleichungen, die man bei festgehaltenen 
Atomen erhalten würde, nämlich 


(212) 0 + I DI), — 0. 


Für die Koeffizienten gilt aber natürlich nicht die Relation 
vv 
2, (; „) ie 
Entsprechendes ist für die x, nicht der Fall; sie genügen den 
Gleichungen, die man erhält, wenn man die Elektronenmasse vernach- 


lässigt, aber die Koppelung zwischen Elektronen und Atomen be- 
rücksichtigt: 


+22 Je+22C 9-9 
SICHM+IIC, 0. 


Eliminiert man hieraus ea r,®, so erhält man ein Gleichungssystem 
für die Atome allein: 


213) + II, 9 
ER; 


dessen Koeffizienten von allen Koppelungen abhängen; es gilt überdies 
‚ ”# 
si 9 


Aus den r, lassen sich die Verrückungen u, nach (151) berechnen. 
Für die Dispersionsformel genügt die very des Grenzfalls un- 


endlich langer Wellen (r = 0); dann ist U, = 


(213) 


= 

Die beiden Schwingungstypen I und II sollen durch die Indizes r 
und v unterschieden werden; die zu ®,() gehörigen Verrückungen sind 
dann als die Eigenvektoren u,— a,,, die zu o,‘® gehörigen als die Eigen- 
vektoren u, = a,, anzusprechen. Unter den » langsamen Frequenzen 
©, sind natürlich die drei verschwindenden, die zu den akustischen 
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Wellen gehören. Zählt man also nur die eigentlichen Eigenfrequenzen, 
so erhält man 
. 30 -D: 
+ 
tal, +, 
I. 3@—p: oa «M ZEyYOV +. -- 
a + + 
+ 
Nun kann man die Eigenmomente nach (173) bilden und findet: 
ENTE TER 
LOHR + 
Dabei kann %,® so berechnet werden, als wenn die Elektronen bei 
festgehaltenen Atomen allein schwängen. 
Für die Frequenzen selbst bekommt man: 
| aM=$,+::: (r=4,5,...3p) 
| o9—=-a+fe,+:: w=3p-+1,...3s) 


In diesen Formeln sind die Größenordnungsbeziehungen von Drude 
und Haber enthalten. Wir fassen sie so zusammen: 

1. Satz: Die Eigenfrequenzen zerfallen bei beliebiger Wellenlänge 
(beliebigem r) in zwei Klassen, die sich der Größenordnung 
nach wie $:1, d. h. wie die Quadratwurzeln von Elektronen- 
masse und Atommasse verhalten. Die Anzahl der langsamen 
Frequenzen, unter denen auch die drei akustischen sind, ist 3p, 
wo p die Zahl der Atome der kleinsten Zelle ist, aus der das 
Gitter aufgebaut werden kann.) Die für die Dispersion maß- 
gebenden Grenzfrequenzen (7 = 0) zerfallen daher in 3(p— 1) 
langsame (ultrarote) und 3(s— p) schnelle (ultraviolette), deren 
Größenordnung sich wie $:1 verhält (Haber). 

2. Satz: Die Zähler der ultraroten und ultravioletten Partialbrüche 
in der Dispersionsformel verhalten sich der Größenordnung 
nach wie £?:1, d. h. wie die Elektronenmasse zur Atommasse 
(Drude). 

Durch die Symmetrie des Kristalls kann die Anzahl der voneinander 
verschiedenen Eigenfrequenzen erniedrigt werden. So ist sie z. B. 
für p-atomige, reguläre D-Gitter (s. Nr. 13) höchstens gleich p — 1. 


(214) 


(214°) 





94) Zuerst bewiesen bei M. Born, Dynamik der Kristallgitter, $ 19. 
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Eine allgemeine Theorie, die alle möglichen Fälle umfaßt, hat 
Brester entworfen.”) 

Die Dispersionsformel soll hier nur für reguläre Kristalle dis- 
kutiert werden, da ihr Verlauf immer qualitativ derselbe ist. Nach 


(196) lautet sie: 
4 8: 
215) P—s-1+ Nam. a De u 


Die Eigenfrequenzen sind also Unendlichkeitsstellen des Brechungs- 
index, in denen er von unendlich großen positiven zu unendlich 
großen negativen Werten springt. Dieses physikalisch unmögliche 
Verhalten beruht auf der Vernachlässigung der Dämpfung”); da für 
diese keine befriedigende atomistische Theorie existiert, muß also hier 
die Umgebung des Absorptionsstreifens aus der Betrachtung ausge- 
schlossen bleiben. 

Zwischen den Eigenfrequenzen wächst » monoton mit ®& (nor- 
male Dispersion). 

Für das sichtbare Gebiet (o,<®<o,) gilt eine Reihenent- 


wicklung 
(216) "—=a,+40-+ mo! +: 
b, b, ER Te" 
Dee , 
wo 


, 4 22 ıR L 214 n> 
AI HFAN amd PrU 4—y4 ae 


Ar °n 4m 
“Turn a7 Zee 


95) ©. J. Brester, Dissertation Utrecht (in Göttingen gefertigt). Den ein- 
fachsten Fall hat W. Dehlinger [Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 276] behandelt; er 
zeigte, daß nach der Theorie gewissen 2-atomigen regulären Gittern nur eine 
ultrarote Frequenz zukommt, wie es auch die Erfahrung bestätigt. Die Frage, 
wie sich die Eigenschwingungen von Systemen endlich vieler Massenpunkte ver- 
halten, wenn Symmetrieelemente vorhanden sind, ist für den Spezialfall regulärer 
Symmetrie von M. Born [Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 243; insbes. 
$ 5], allgemein von (C. J. Brester (1. z.) untersucht worden. 

96) Phänomenologisch läßt sich die Dämpfung dadurch berücksichtigen, 
daß man der Geschwindigkeit der Verrückung proportionale Glieder in die Be- 
wegungsgleichungen einführt. Dann werden die Partialbrüche der Dispersions- 
formel komplex von der Form 


N 
a” — o?-+i 00; 
wo oj ein Maß für die Dämpfung ist. Näheres ». etwa Pockels, Kristalloptik, 
3. Teil, p. 361. 
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gesetzt ist; oder, wenn man die Wellenlänge im Vakuum 4, = ad 


[0 
einführt: 


(217) ee 
ER ” = Se ’ 
„mit 
‚ 2 - a b; 
Su a,— (2n0)”a,, ,— uo% 


Die Dispersion der optischen Aktivität wird durch die Formeln 
(200) für die g,, dargestellt. Da die Frequenzabhängigkeit aller dieser 
Größen dieselbe ist, genügt es, als typisches Beispiel den Fall regu- 
lärer Kristalle zu betrachten; nach (208) ist für diese 


(218) TOT 12 (08 —0o er @*)? 


wo 


(218') AIR) 





ist. Die Summe (218) kann man in Partialbrüche zerlegen; dabei 
geben offenbar die einfachen Frequenzen o( zu linearen Partialnennern 
Anlaß, die mehrfachen Frequenzen o{® zu linearen und quadratischen 
Nennern.?”) Man erhält also einen Ausdruck der Form: 


(219) y= . 12 (rer u ze =) +2 u =)" 


Das Auftreten quadratischer Partialbrüche unterscheidet den Drehungs- 
parameter wesentlich vom Brechungsindex; es kann vorkommen (ß, 
klein gegen «,), daß g beim Durchgang durch einen Absorptions- 
streifen © symmetrisch zu diesem verläuft.”®) 

Die Vorzeichen der Zähler «,, ß,, ß, sind hier nicht von vorn- 
herein als positiv festgelegt; die Gyration kann also mit wachsender 


Wellenlänge sowohl zu-, als auch abnehmen. 


Das spezifische Drehungsvermögen ist nach (207’) wegen ni — im 


7 [0] e 
ee auge 


Führt man nun wieder die ultraroten und ultravioletten Eigenfre- 





97) M. Born, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 437. 

98) M. Born [Ann. d. Phys. (4) 55 (1918), p. 177; Ztschr. f. Phys. 8 (1922), 
p. 390] hat gezeigt, daß bei Flüssigkeiten, deren Molekeln sich nicht beeinflussen 
(aktive Lösungen), ein solches Verhalten nicht eintreten kann, sondern daß dann 
nur einfache Partialbrüche vorkommen. 
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quenzen ein, so erhält man mit (219): 


(220) > BA POL Tr oO e-—) 


+2 (Gue% FL, -b Zu) I, 


oder als Funktion der Wellenlänge ım Vakuum 2 = a, 


Q 
(220') o a Er + 12 vn) +2 (@: 15, ie + Im ): 
Im Sichtbaren (A, <A,< A,) ergibt sich daraus die Reihenentwicklung 
A A 2 

(221) e =; tur +B+BatBit 
wo (wie in (216’)) die Koeffizienten A, von den ultravioletten, die 1.9 
von den ultraroten Schwingungen herstammen. Der Unterschied gegen 
die Formel (217) für n? besteht erstens darin, daß dort alle Koeffi- 
zienten @;, b; positiv sind, während hier A,, B, beliebige Vorzeichen 
haben können; zweitens darin, daß dort das konstante Glied von den 
ultravioletten, hier von den ultraroten Frequenzen herrührt. 

Erfahrungsgemäß spielen die ultraroten Terme bei der Darstellung 
des Drehungsvermögens keine merkliche Rolle (P.=0; Q, = 0; 

—= (0); so ist z. B. für Quarz nach a 





ent 12 


wo 4, die zur Darstellung des Brechungsindex nötige ultraviolette 
Wellenlänge ist, während im zweiten Gliede eine noch viel kürzere, 
neben A, zu vernachlässigende Wellenlänge zu denken ist. 

Läßt man demgemäß in (221) die ultraroten Terme fort (B;= 0) 
so erhält man eine Entwicklung nach fallenden Potenzen von 42, die 
die älteren Formeln für die Dispersion der Drehung umfaßt. "Nach 
Briot'®) soll eg bei Quarz mit A} umgekehrt proportional sein; Boltz- 
mann”) fügte das nächste Glied hinzu; weitere Literatur s. Pockels, 
Kristallphysik (II. Teil, I. Kap., Nr. 2, p. 295). 


24. Beziehungen der Eigenfrequenzen zu anderen Kristalleigen- 
schaften. Die ultravioletten Eigenfrequenzen durchsichtiger Kristalle 
können nur in seltenen Fällen durch direkte Beobachtung von Ab- 


99) P. Drude, Lehrbuch der Optik, Kap. VI, Nr. 5, p. 379. 
100) J. B. Briot, M&m. Cl. sc. math. phys. de l’inst. Paris 1812, 13 (1814), 
p. 218. — Mem. de l’acad. Paris 1817, 2 (1819), p. 41. 


101) L. Boltzmann, Pogg. Ann. Jubelband 1874, p. 128; Wissensch. Abh. 
Ba. TI, Nr. 31, p 643. 
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sorptionsstreifen festgelegt werden. Auch gibt es keinen Weg, sie aus 
atomistischen Vorstellungen mit einiger Sicherheit zu berechnen; das 
wird erst möglich sein, wenn die Bohrsche Atomtheorie weiter ent- 
wickelt sein wird.'%) 

Dagegen ist das Spektrum in der Richtung nach langen Wellen 
(Ultrarot) sehr genau durchforscht, besonders durch H. Rubens und 
seine Mitarbeiter.'°) Die Eigenfrequenzen werden dabei teils direkt 
als Absorptionsstreifen sichtbar; hauptsächlich sind sie aber mit der 
Methode der „Reststrablen“ nachgewiesen worden. Das starke An- 
wachsen des Brechungsindex in der Umgebung einer Eigenschwingung 
bewirkt ein entsprechendes Anwachsen des Reflexionsvermögens; durch 
mehrfache Reflexionen kann man dann aus einer inhomogenen Wärme- 
.strahlung die selektiv reflektierten Wellenlängen (Reststrahlen) aus- 
sondern. Mit Hilfe bekannter Reststrahlen läßt sich sodann das Re- 
flexionsvermögen anderer Substanzen und damit deren Brechungsindex 
ermitteln. Auf diese Weise konnte gezeigt werden, daß der Brechungs- 
index tatsächlich den von der Theorie geforderten Verlauf (unter Be- 
rücksichtigung der Dämpfung in der Nähe der Eigenfrequenzen) hat!) 
und für lange Wellen (etwa’bei 100 u) in die Quadratwurzel aus der 
statischen Dielektrizitätskonstante einmündet. 

Die ultraroten Eigenfrequenzen zerfallen in zwei Gruppen: Eine 








102) Gewisse ultraviolette Frequenzen spielen beim lichtelektrischen Effekt 
der Metalle eine Rolle. Für diese haben F. A. Lindemann [Verh. d. Deutschen 
Phys. Ges. 13 (1911), p. 482, 1107] und F. Haber (ebenda, p. 1117) Dimensions- 
formeln aufgestellt, die auf der Annahme beruhen, daß die Elektronen im Cou- 
lombschen Felde der Atomkerne schwingen. Daß sie die richtige Größenordnung 
ergeben, versteht man durch Vergleich mit den Formeln der Quantentheorie, die 
ebenfalls ultraviolette Frequenzen mit Atomabständen in Beziehung setzen. Haber 
hat dann aus diesen ultravioletten Frequenzen mit Hilfe seiner Wurzelbeziehung 
(s. Nr. 23) die zugehörigen ultraroten berechnet ünd diese mit den Werten ver- 
glichen, die man auf anderem Wege erhalten kann (s. diese Nr.). Auch hat er 
Beziehungen dieser Frequenzen zu chemischen Wärmetönungen gemäß der Planck- 
schen Formel W=h» gesucht [s. auch F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 
21 (1919), p. 750]. 

103) Die wichtigsten Abhandlungen sind: H. Rubens u. E. F. Nichols, Wied. 
Ann. 60 (1897), p. 45; H. Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 65 (1898), p. 255; 
67 (1899), p. 459; H. Rubens u. H. Hollnagel, Phil. Mag. 1910, p. 761; H. Ru- 
bens, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 102; H. Rubens u. @. Hertz, 
Berl. Ber. 1912, p. 256; H. Rubens, Berl. Ber. 1913, p. 513; H. Rubens u. 
H. v. Wartenberg, Berl. Ber. 1914, p. 169; H. Rubens, Berl. Ber. 1915, p. 4; 
1916, p. 1280; Th. Liebisch u. H. Rubens, Berl. Ber. 1919, p. 198 u. 876. 

104) Bemerkenswert ist, daß viele Kristalle geringer Symmetrie im Ultra- 
roten starke Dispersion der optischen Achsen zeigen (H.. Rubens, Berl. Ber. 1919, 
p. 976). 
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kurzwelligere, mit Prismen oder Gittern meßbare Gruppe beruht auf 
den Schwingungen der einzelnen Atome des Ions, denn sie kehrt mit 
geringen Abänderungen bei demselben Ion in den verschiedensten 
Verbindungen wieder und wird häufig auch durch Lösen des Kristalls 
nicht geändert; so fanden Cl. Schäfer und M. Schubert!®) bei 34 Sul- 
faten (SO,-Ion) ultrarote Wellen von ungefähr 9 u und 16 u, bei 
15 Karbonaten (CO,-Ion) solche Wellen bei ungefähr 6,5 u, 11,5 u 
und 14,5 u. Die zweite langwelligere Gruppe, die gewöhnlich nur 
mit der Reststrahlenmethode erreichbar ist, muß dem Gitterverbande 
der lonen eigentümlich sein. Denn sie verschwindet in allen Fällen 
beim Auflösen des Kristalls. Die wichtigsten Reststrahl-Wellenlängen 
sind nach Rubens!®®): 


Tabelle I. 
Zinkblende . . . . 30,9 u Thalliumchlorür. . . 91,6 u 
Flußspat . -... 31,6 Jodkalium . ... . 94,1 
Steinsalz .... . 52,0 Bromsilber .... . 112,7 
Subnet n 63,4 Thalliumbromür. . . 117,0 
Chlorsilber .. . . 81,5 Thalliumjodür . . . 151,8 
Bromkalium. ... . 82,6 


Zum Vergleich mit den oben angegebenen kurzwelligen Eigenfrequenzen 
der Karbonate seien noch die Reststrahlfrequenzen des Kalkspats CaCO, 
angegeben; sie liegen bei 93,0 u und 116,1 u. 

Im Jahre 1909 hat E. Madelung'!®) die Entdeckung gemacht, 
daß die Größe der Reststrahlfrequenzen mit den elastischen Eigen- 
schaften der massiven Kristalle in engem Zusammenhange stehen. Er 
nahm an, daß es in einem kubischen Gitter eine kürzeste Welle gibt, 
deren halbe Wellenlänge gleich dem kleinsten Atomabstande ist; bei 
dieser schwingen benachbarte Netzebenen in entgegengesetzten Phasen. 
(Die Gittertheorie deutet diese Schwingungen anders; es handelt sich 
um die Grenzschwingungen für unendlich lange Wellen im zweiato- 
migen Gitter, bei denen die beiden einfachen Gitter gegeneinander 
pendeln.) Madelung konnte die Schwingungszahlen der longitudinalen 


105) Ol. Schäfer u. Martha Schubert, Ann. d. Ph. (4) 50 (1916), p. 283. Dort 
ist die ältere Literatur mitgeteilt. Ferner Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 297 (Se- 
lenate und Chromate), p. 309 (Chlorate, Bromate, Jodate), p. 313 (SiO,); Cl. Schaefer 
u. M. Thomas, Ztschr. f. Phys. 12 (1923), p. 330; O. Reinkober, Ztschr. f. Phys. 3 
(1920), p. 1, 318; 5 (1921), p. 192 (Ammoniumsalze). 

1058) 8. die Zusammenstellung bei H. Rubens, Berl. Ber. 1917, p. 47. Zu 
der ‚Tabelle ist zu bemerken, daß bei Flußspat außer der angegebenen eine 
zweite Reststrahlwellenlänge bei 24,0 u gefunden worden ist, deren theoretische 
Deutung, sofern sie überhaupt reell ist, noch nicht feststeht (s. Anm. 111a). 

106) E. Madelung, Gött. Nachr. 1909, p. 100. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 41 
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und transversalen „kürzesten“ Welle durch die Kompressibilität x und 
den Torsionsmodul r ausdrücken; er fand für die entsprechenden 
Wellenlängen (in em): 
ı 4 7% 
1, = 0,641: 10922 M3 08, 


1,— 1,11: 10°. et, 


wo M das Molekulargewicht und oe die Dichte ist. Der Vergleich mit 
den von Drude aus der Dispersion bestimmten ultraroten Frequenzen 
ergab für die longitudinale Schwingung bei NaCl, KCl und CaF, rohe 
Übereinstimmung. In einer zweiten Arbeit!) hat Madelung die richtige 
gittertheoretische Deutung dieser Frequenzen gefunden. Die Resultate 
der Röntgenforschung vorwegnehmend (s. auch Nr. 37), erkannte er, daß 
nicht die Molekeln, sondern die geladenen Atome, die Ionen, als die Bau- 
steine des Gitters angesehen werden müßten. Für das Steinsalz hat er 
genau die später von der Röntgenanalyse bestätigte Struktur angegeben, 
bei der die positiven und negativen Ionen abwechselnd in den Ecken 
eines kubischen Gitters sitzen. Die Molekularkräfte stellt er sich 
unter dem Bilde von elastischen Stäben vor, welche die lonen ver- 
binden. Indem er drei molekulare Konstanten einführt, kann er 
durch sie einmal die drei Elastizitätskonstanten c,,, &s, €, sodann 
die Eigenfrequenz ausdrücken; durch Elimination erhält er dann die 
Frequenz als Funktion der Elastizitätskonstanten. Madelung gelangt 
bei Verwendung verschiedener solcher Stabmodelle des Gitters immer 
zu wesentlich derselben Formel für die Schwingungszahl, nur mit 
etwas verschiedenen Zahlenkoeffizienten, und er schließt daraus, daB 
die Gewinnung eines exakten Gesetzes zur Zeit schwerlich möglich sei. 
Daher begnügt er sich damit, sein Gesetz als Dimensionsformel an- 
zusehen; er schreibt es 


a: Ba! 
(222) 1 IM » 


wo M sich aus den Atomgewichten M, und M, der beiden Ionen nach 


der Formel 3 
—_ (MM)? 
uk Ma)» 


berechnet. Madelung bestimmt die Konstante Ü aus der Reststrahl- 
wellenlänge des Steinsalzes NaCl (C = 1,177. 10° sec!) und erhält 
dann folgende Tabelle, in der Az die Rubensschen Reststrahlen nach 
Tabelle I bedeuten. 


107) E. Madelung, Gött. Nachr. 1910, p. 43; Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 898. 
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Tabelle II. 
Substanz E % = Äber. Apr 
fi T 1 = 
femal ....: .: Nacl | 2,17 41-1072 | (520) | 59,0 
BE KU !} 198 5,0 | 61,0 | 68,4 
Bromkalium .. 2... KBr | 2,76 6,2 1+:1:29;8 | 82,6 
Jodkalium‘; 4; Er 7.50 8,6 96,5 94,1 
Piußepsi. .; Car, | 3,18 1,9 | 33,5 |. 81,6 


Die Übereinstimmung beweist die Richtigkeit der Madelungschen Di- 
mensionsformel. 

Ähnliche Überlegungen, die nur durch die Vermengung mit spe- 
ziellen Vorstellungen über den elektrischen Ursprung der Atomkräfte 
undurchsichtig sind, hat W. Sutherland'°®) bald darauf unabhängig von 
Madelung angestellt. Durch diese Abhandlung angeregt, hat Einstein"), 
zuerst ebenfalls ohne Kenntnis der Madelungschen Arbeiten, die For- 
mel (222) für einatomige Substanzen (M —= Atomgewicht) abgeleitet, 
zunächst mit Hilfe einer Modellbetrachtung, sodann als Dimensions- 
formel. 

Es soll jetzt geprüft werden, ob die strenge Gittertheorie Bezie- 
hungen zwischen ultraroten Frequenzen und anderen Konstanten lie- 
fert. Dazu werden zunächst die allgemeinen Formeln für reguläre D- 
Gitter spezialisiert. Die Koeffizienten der Schwingungsgleichungen 


(110a) sind nach (105) 
er | — alt] 
4) 
xy 


und verschwinden bei regulären D-Gittern nach Nr. 13 sämtlich außer 
für z= y; nach (84) ist dann 


kk' 
b a = Dir: 
Der einfachste Fall, der denkbar ist, ist der, daß die Basis aus 


zwei Partikeln besteht (s— 2); dann lauten die Schwingungsglei- 
chungen nach Nr. 13, II: 


om) — AD — Up) = 0, 
OR) + AD, — UM) = 0. 
Durch Addition und Subtraktion folgt: 
N (m, U + mu) — 0, 
un — UM [or — 10, + ,,)) 9. 


1 
m m 





108) W. Sutherland, Phil. Mag. (6) 20 (1910), p. 667. 
109) A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 170, 590; 35 (1911), p. 679- 
41* 
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Hieraus ergeben sich die Lösungen: 
ad —-0, W:UO—=1:1, 


PRO) -y »D(4 +), Un -:n 


m m’ 





und die entsprechenden für y und z. Die eigentlichen normierten 
Eigenschwingungen sind nach (112): 


3 1 
m Mm; 


„ans Og4 = ER l; 
Sag E= Kreih, 
mt m, m, mM 


und zwei entsprechende für j=5 und 6. 
Daher sind die Eigenmomente (, =e, , = — e): 


Er ASW 
= sVa+- ah S-SVo+- Be ui, =; en 


und die REED SEN lautet: 








2,1 1 1 
(223) "—=n +42 (> ar =) RR 
wo 
' 1 1 
(223°) a) —-yV aD(- F er i 


Dabei ist das Glied n,? hinzugefügt, das den Einfluß der ultravioletten 
Eigenschwingungen der Elektronen (deren Koppelung mit den Atomen 
unberücksichtigt bleibt) ausdrücken soll. Man erhält also eine Dis- 
persionsformel vom Drudeschen Typus (209), wobei die Ionenmasse 
präzisiert ist als ’ 


m 


1 1 
m, IM, 


r 


Diese Formeln (223), (223’) sind zuerst von W. Dehlinger‘'°) an einem 
speziellen Gittermodell entwickelt, später von M. Born'') allgemein 
begründet worden. 

Die entsprechenden Überlegungen lassen sich auch für ein D- 
Gitter durchführen, dessen Basis drei Partikel enthält, von denen zwei 
physikalisch gleich sind (s. Nr. 13, III); dann lauten die Schwingungs- 
gleichungen 

muß + 40— 2DUg + DUß + DU) — 9, 
am, Uß) + A(DUp — (D+DYUP + DUO) — 0, 
muß + ADuR + Drug — (D+ DU) —0, 


110) W. Dehlinger, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 276; Diss. München 1915. 
111) M. Born, Berl. Berl. 1918, p. 604; Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539. 





24. Beziehungen der Eigenfrequenzen zu anderen Kristalleigenschaften. 627 


deren Lösungen sind: 


0, ynnpup—1:1:1, 





0) - Var, 10:10:10 —0:1:—1 
Mm, 18 2x 3x ’ 





2 1 2 1 1 
9 —YaD(2 ++), um:ue:u—-:—.-:—.- 
1 


m, Mm, mM, M, 


Nur die letzte liefert ein von Null verschiedenes Moment (e, =2e, 
[2 EEE &s BERISE ee) ö 


,-eV2C- +): 


Daher erhält man die Dispersionsformel 





< ® 2 1 1 
Eee EEE LEN 
wo 

9A’ 2 1 
(224°) RN) -V 4 D(z m ) 
ist. 


Man kann die Formeln (223) und (224) in eine zusammenfassen. 
N sei die Anzahl der Molekeln in einem Mol (Loschmidtsche Zahl pro 
Mol). Ist F die aus der Elektrolyse bekannte Äquivalentladung des 
Mol in elektrostatischen Einheiten (Faradaysche Konstante), und be- 
deutet 2 die Wertigkeit der die Ladung e tragenden Ionen, so ist 


ei a Ferner sind die Atomgewichte der Ionen M.=m,N, M.=m,N, 
und die Dichte ist 


mm: a, BEN Ba te 
Dann erhält man 
s K 
m nt, 
1 90) 

wo 

e a AnF?z?o ER pl für _——s, 
= 2 — PMM,o0R ni; für s=3. 


Dies ist eine Relation zwischen den beiden Konstanten X, ®® der 
Dispersionsformel (225). 


111a) Hiernach dürfte Flußspat CaF, nur eine Reststrahl-Frequenz haben; 
doch werden zwei beobachtet. Wenn auch die kürzere reell ist, muß man 
wohl annehmen, daß sie der Eigenschwingung mit verschwindendem Moment 


entspricht, die auf noch nicht aufgeklärte Weise indirekt angeregt wird (s. 
Anm. 105). 
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Setzt man in (225) ©=(0, so muß n? in die Dielektrizitätskon- 
stante & bei fehlender Deformation und n,? in den Beitrag &, der Elek- 
tronen zu dieser übergehen. Daher erhält man: 


(226) e—5,=K. 


Dieselbe Relation kann man auch auf dem Wege bekommen, daß man 
in (223°) bzw. (224°) den Wert von D aus (91”) bzw. (91”) einsetzt; 
dann findet man nach einfacher Rechnung K=a,, wo a, nach 
Nr. 11, I gleich &e — 1, bei Berücksichtigung der Elektronenverschie- 
bung gleich & — z, zu setzen ist. Der Unterschied der hier als Grenz- 
wert von n? auftretenden Dielektrizitätskonstante bei fehlender Defor- 
mation von der direkt meßbaren Dielektrizitätskonstante bei fehlender 
Spannung ist praktisch belanglos.'?) 

Aus (225”), (226) kann man © oder die zugehörige Wellenlänge 


2rc 2. “ 
4, = oo, durch € — &, ausdrücken; man erhält: 


= eYrx 1 /(—:,)M,M, 
(227) = op ET a ®, 


Für F— 2,90. 10" E.8.B. wird der Zahlenfaktor /* — 1,835. Die 


Formel (227) ist ein Gegenstück zu der in Nr. 13, II ihandissein (96). 
Sie ist von Dehlinger bei NaCl, KCl und CaF,, von Born außerdem 
bei KBr, KJ und einigen Silber- und Thalliumsalzen geprüft worden; 
die berechneten Zahlen wurden direkt mit den von Rubens bestimmten 
Reststrahlwellenlängen verglichen. Dabei ergaben sich erhebliche Ab- 
weichungen. K. Försterling‘'®) hat nun bemerkt, daß das Maximum 
des Reflexionsvermögens (die Reststrahlfrequenz ®,) nicht mit der 
Eigenfrequenz ©“) zusammenfällt, und hat den Unterschied berechnet; 
er findet: 


(227) or, = 0 (14 u) 


In der folgenden Tabelle bedeuten A, die nach (227) berechneten 
Werte, A, = et die nach Försterling korrigierten und Ar die Rubens- 


m 
schen Reststrahlen. 


112) M. Born [Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 539] hat »‘®’ durch die Dielektri- 

2 

zitätskonstante bei fehlender Spannung ausgedrückt. Nach (94) ist b, = a,, +, 
44 





und daraus folgt nach (88°), (91°), (92°) leicht en — 2, Daher tritt in (227) an 


11 44 
die Stelle von (6— s,) in diesem Falle 2 (8 — &,)- 


113) K. Försterling, Ann. d. Phys. (4) 61 (1920), p. 577. 
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Tabelle II. 

















Substanz ei 2 lau ER N RE 
Hi I l 

Semals acnser bir P Ele | 217 | 66,7 509 52,0 
Sylrin..... KCl 1 11.259 | 1,99 |) 780 | 61,6 | -63,4 
Bromkalium . . KBr 1 1:13,30.) 376 ; ||: 94,0 1768 82,6 
Jodkalium ... . KJ 1 1 | 2,44 | 3,07 || 115,0 953 | 941 
Flußspat....CaF, 2 1 | 479 | 218 | 53,1 | 35,9 31,6 
Zinkblende. . . ZnS 1 2 | 6,50 4,00 | 53,5 30,0 30,9 
Chlorsilber ... . Agll 1 1 685 | 5,56 | 127,0 | 98,6 | 81,5 
Bromsilber. . . AgBr 1 1 1748 648 | 183,0 | 186,0 | 113,7 





Bei den ersten sechs Körpern stimmen die A, mit den 4; recht 
gut überein. Bei diesen muß daher die Voraussetzung der Theorie, 
daß keine merkliche Koppelung zwischen Ionenverschiebung und Elek- 
tronenverschiebung vorhanden ist, ziemlich gut erfüllt sein. Beson- 
ders beachtenswert ist die gute Übereinstimmung bei Zinkblende ZnS, 
da dadurch die Zweiwertigkeit der Zn- und S-Ionen (2 = 2) im kri- 
stallisierten Zustande bewiesen wird. Bei den Silbersalzen sind größere 
Abweichungen vorhanden, und bei den (hier nicht aufgeführten) Thal- 
liumsalzen TICl, TIBr, TIJ ist die Übereinstimmung noch schlechter; 
die berechneten Werte fallen zu groß aus. Man muß das wohl auf 
die Verzerrung der Elektronenkonfiguration der Atome bei der Ver- 
rückung der Ionen zurückführen. Die Koppelung von lonen und 
Elektronen führt auf Schwingungsgleichungen vom Typus (213); diese 
hat M. Born*!?) diskutiert und gezeigt, daß die Abweichungen auf 
diese Weise verständlich gemacht werden können. Daß gerade bei 
Silber- und Thalliumsalzen dieser Effekt beträchtlich wird, kann man 
vielleicht auf die Stellung dieser Metalle im periodischen System der 
Elemente (Ag in der ersten, TI in der dritten Nebenreihe) zurück- 
führen. 

Die Madelung-Einsteinsche Formel (222) kann man aus (223) 
gewinnen, wenn man über die Größe von D eine geeignete Hypothese 
macht. Aus (84) erkennt man, daß D von derselben Größenordnung 


wie 2 oder Ba ist; andererseits ist nach (90) 
1 1 
(a2 De 
Setzt man nun D= 5 so wird a dimensionslos und von der Größen- 


ordnung 1 sein. Führt man das in (223) ein, so erhält man nach 
leichter Rechnung in Übereinstimmung mit (222) 
(222”) Kr ( biete Je em’ 
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wo M den von Madelung angegebenen Wert (222°) hat; der Zahlen- 
faktor wird mit N = 6%6 - 10°! gleich 2,2 - 10°a*sec”!, also von der 
richtigen Größenordnung. 

Aus dieser Ableitung kann man den Gültigkeitsbereich der Made- 
lung-Einsteinschen Formel übersehen; dieser erstreckt sich so weit, 
als a—= xDö? konstant ist. Man kann annehmen, daß das für Gitter 
von gleicher oder ähnlicher Struktur der Fall sein wird; daraus er- 
klärt sich das Zutreffen der Formel für die gleich aufgebauten Alkali- 
Halogen-Salze. Da nur Ya in die Formel eingeht, ist diese gegen 
Strukturverschiedenheiten relativ unempfindlich. 

Über die absolute Berechnung der ultraroten Frequenzen aus der 
Hypothese der elektrostatischen Atomkräfte s. Nr. 38. 

F. Lindemann!) hat eine ganz andere Dimensionsformel für die 
ultraroten Eigenfrequenzen angegeben, die einen Zusammenhang mit 
der Schmelztemperatur 7‘, herstellt. Er nimmt an, daß das Schmelzen 
dann eintrete, wenn die Amplituden der Schwingungen so weit an- 
gewachsen wa daß Nachbaratome zusammenstoßen. Unabhängig 


von diesem nn Mechanismus gibt eine Dimensions- 
betrachtung!"°) die Formel: 


(228) 0: Rint/ A 
v5 

wo R die Gaskonstante, N die Loschmidtsche Zahl pro Mol, M das 

Molekulargewicht und ’-- das Molvolumen ist. Die Konstante 


R#*N5 hat den Wert 0,77 . 1012 g%cm-?see-!grad-?; © ist dimensions- 
los und nach Lindemann gleich 2,75. Diese Formel gibt die beob- 
achteten Reststrahlfrequenzen mit beträchtlicher Genauigkeit wieder. 

Andere Methoden zur Bestimmung der ultraroten Eigenfrequenzen 


hängen mit der Theorie der spezifischen Wärme zusammen und wer- 
den im folgenden besprochen. 





IV. Thermodynamik. 


25. Klassische Theorie der Atomwärme. (egenstand des fol- 
genden Referats soll nicht die phänomenologische Thermodynamik der 
Kristalle!!?*) sein, sondern die auf statistische Mechanik und Quanten- 
theorie gegründete Lehre von den ungeordneten Bewegungen der Par- 
tikel im Kristallgitter. 

114) F. A. Lindemann, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 609. 

115) A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 689; E. Grüneisen, Verh. 
d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 836; Ann. d. Phys. (4) 39 (1912), p. 257. 

115a) Vgl. hierzu V 10 (H. Kamerlingh Onnes u. W. H. Keesom), V, Nr. 7075. 
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Die einfachste Frage ist die nach dem Energieinhalte bei ge- 
gebener Temperatur, die durch die Theorie von der spezifischen Wärme 
beantwortet wird.'!°®) 


Es gibt zwei alte Erfahrungssätze über die spezifische Wärme 
fester Körper: 
I. Das Gesetz von Dulong und Petit..®) 

Die Wärmemenge, die zur Erhöhung der Temperatur eines 
Grammatoms eines Elements im festen Aggregatzustand um 
1° C nötig ist (die Atomwärme), hat für fast alle Elemente 
nahezu denselben Wert von etwa 6,4 cal. 

ll. Die Regel von Neumann und Regnault.“") 

Eine chemische Verbindung hat nahezu dieselbe Wärme- 

kapazität wie die unverbundenen Komponenten zusammen. 


Der Satz I bezieht sich auf die Atomwärme bei konstantem Druck 


= Gr), wo E die thermische Energie pro Grammatom und 7 die 


absolute Temperatur ist. CO, ist direkt meßbar; für die Theorie wich- 


115b) Im folgenden soll die Literatur nur soweit vollständig angegeben 
werden, als sie auf die Theorie der Kristallgitter Bezug hat. Ausführliche Lite- 
raturangaben finden sich in den folgenden Darstellungen: 
F. Richarz, Die Theorie des Gesetzes von Dulong und Petit, Ztschr. f. anorg. 
Chem. 58 (1908), p. 356; 59 (1908), p. 146; Ann. d. Phys. 39 (1912), p. 1617; 
Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 365. 
4A. Eucken, Neuere Untersuchungen über den Temperaturverlauf der spezifi- 
schen Wärme, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 8 (1911), p. 489; I. Conseil Solvay, 
Deutsche Ausg. p. 376ff. (Halle a. S. 1914, Knapp). 
A. Wigand, Neuere Untersuchungen über spezifische Wärmen, Jahrb. d. Rad. 
u. Elektr. 10 (1913), p. 54. 
E. Grüneisen, Molekulartheorie der festen Körper, II. Conseil Solvay, Brüssel 
1913. 
W. Nernst, Vorträge über die kinetische Theorie der Materie (Wolfskehl-Kon- 
greß, Göttingen 1913; Leipzig 1914, B. G. Teubner), p. 63ff.; Die theore- 
tischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wärmesatzes, Kap. III 
u. IV (Halle a. S. 1918, Knapp). 
E. Schrödinger, Die Ergebnisse der neueren Forschung über Atom- und Mole- 
kularwärmen, Die Naturwissenschaften 5 (1917), p. 537 u. 561; Der Energie- 
inhalt der Festkörper im Lichte der neueren Forschung, Phys. Ztschr. 20 
(1919), p. 420, 450, 474, 497, 523. 
Die letztgenannte Darstellung enthält insbesondere eine vollständige Übersicht 
über die neuere experimentelle und theoretische Forschung. 

116) P. Dulong u. A. Th. Petit, Ann. chim. phys. 10 (1819), p. 395. 

117) F.Neumann, Pogg. Ann. 23 (1831), p. 32; H.V. Regnault, Ann. chim. phys. 
(2) 73 (1840), p. 1; Pogg. Ann. 51 (1840), p. 44, 213; J.P. Joule, Phil. Mag. (3) 25 
(1844), p. 384; H.Kopp, Lieb. Ann. Supplem. 3 (1864), p. 1, 290, 307; C. Pape, 
Pogg. Ann. 120 (1863), p. 337, 579; 122 (1864), p. 408; 123 (1864), p. 277. 
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tiger ist aber die Atomwärme bei konstantem Volumen C,; zwischen 
beiden besteht die thermodynamische Beziehung''®): 


(229) en 


wo V das Atomvolumen, x die kubische Kompressibilität und « der 
lineare, thermische Ausdehnungskoeffizient sind. Durch diese Korrek- 
tion rückt die Häufungsstelle der O,-Werte bei 6,4 calgrad-! nach 
etwa 6,0 calgrad-! für C,'!®). Nach dem Satz II kann man auch von 
der „Atomwärme“ von Verbindungen sprechen. Man erhält sie aus 
der Molekularwärme (Wärmekapazität pro Gramm-Molekel, Mol) durch 
Division mit der Zahl p der Atome in der Molekel. Durch Kombi-. 
nation der Sätze I und II folgt dann, daß auch für Verbindungen an- 
genähert (, = 6,0 calgrad-' gilt. 

Die Atomwärme der einatomigen Gase beträgt nach der kine- 
tischen Gastheorie!®) O,— #R, wo die Gaskonstante R den Wert 
R = 1,985 ealgrad-! hat; in Übereinstimmung damit hat die experi- 
mentelle Forschung tatsächlich etwa 3 cal ergeben. 

Die Atomwärme der festen Körper ist also gerade doppelt so 
groß wie die der einatomigen Gase. Die kinetische Theorie erklärt 
dieses Verhältnis durch den Satz von der Gleichverteilung der Energie 
auf die Freiheitsgrade.) Ein mechanisches System von sehr viel 
Freiheitsgraden habe die Koordinaten g,,9,,... und die konjugierten 
Impulse p,,9,,...; wenn dann die Energie H einen Anteil hat, der 
gewisse der p,g nur quadratisch enthält, so ist der statistische Mittel- 
wert dieses Energieanteils gleich 

kT 
N 
wo n die Anzahl der darin vorkommenden p, qg ist und k die .boltz- 
mannsche Konstante, die Gaskonstante bezogen auf ein Atom "®): 
(230) k— X — 1,371: 10-38 erggrad-". 

118) S. hierzu diese Encykl. V 3 (@. H. Bryan), Nr. 20, Formel (100), p. 116. 

119) F. Richarz, Wied. Ann. 48 (1893), p. 708; @. N. Lewis, Ztschr. f. phys. 
Chem. 32 (1900), p. 364; Ztschr. f. anorg. Chem. 55 (1907), p. 200; J. Amer. chem. 
soc. 29 (1907), p. 1165, 1516; E. Grüneisen, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 401. 

120) S. diese Encykl. V 8 (L. Boltzmann u. J. Nabl), Nr. 4; V 10 (H. Kamer- 
lingh Onnes u. W. H. Keesom), Nr. 57. 

121) L. Boltzmann, Wien. Sitzungsb. (2) 68 (1871), p. 397, 679, 712; Wiss. 
Abh. I, Nr. 18, p. 237; Nr. 19, p. 259; Nr. 20, p. 288; Vorles. über Gastheorie, 
II, Kap. 3 u. 4. 

122) Die Zahlenangaben über atomistische Konstanten in diesem Artikel 
stützen sich auf die neuesten kritischen Zusammenstellungen: R. Ladenburg, Be- 
richt über die Bestimmung von Plancks elementarem Wirkungsquantum h, Jahrb. 
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Da insbesondere die kinetische Energie die p quadratisch EURER ” 
ist ihr Mittelwert für ein System von f Freiheitsgraden gleich > ur 


Für ein Grammatom eines einatomigen Gases (f—= 3N) folgt le 
>NkT=3RT, d.h. es ist 
0,=3R. 

Betrachtet man die Molekel eines zweiatomigen Gases als zwei 
starr verbundene Massenpunkte (Hantel-Modell), so kommen zu den 
drei translatorischen Freiheitsgraden zwei rotatorische hinzu; daher 
wird 0,—= 3 R. Können die beiden Massenpunkte harmonische Schwin- 
gungen gegeneinander ausführen, so ist die potentielle Energie dieser 
Bewegung dem Quadrat des Abstandes proportional; daher kommt 
dieser als Koordinate q zu den p hinzu, und es wird 0, =$R=35R. 

Beim festen Körper (Kristallgitter) von N Atomen ist die kine- 
tische Energie eine quadratische Form der 3N Impulse »p, die zu den 
3N Verrückungskomponenten als Koordinaten qg gehören; bei kleinen 
Verrückungen ist die potentielle Energie ebenfalls eine quadratische 
Form der 3N Koordinaten q. Also hat das System die mittlere Energie 


(231) E=6N"; —3RT; 


die Atomwärme ist also €, — 3R = 5,956 ealgrad-' in Übereinstim- 
mung mit den Gesetzen von Dulong-Petit und Neumann-Regnault. 

Diese Regeln sind aber tatsächlich keineswegs ausnahmslos gültig. 
Besonders starke Unterschreitungen des Normalwerts ©, = 6,0 calgrad-' 
sind bei den Elementen Bor, Kohlenstoff, Silizium schon sehr lange 
bekannt'*®); die neueren Untersuchungen haben gezeigt, daß man nur 
zu tieferen Temperaturen zu gehen braucht, um bei allen festen Ele- 
menten solche Unterschreitungen zu finden, ja daß die spezifische 
Wärme mit sinkender Temperatur schließlich verschwindend klein 
wird. Auch Überschreitungen des Normalwerts kommen sehr häufig 
vor; bei hohen Temperaturen steigt C, oft über den Wert von 
T calgrad-'. 

Zur Erklärung dieser Abweichungen liegt die Hypothese nahe, 
daß die thermischen Molekularbewegungen nicht klein genug sind, 
um eine Darstellung der potentiellen Energie als quadratische Form 
der Verrückungen zu gestatten.) In der Tat lassen sich hierdurch 


d. Rad. u. Elektr. 12 (1920), p. 98; W. Gerlach, Die experimentellen Grundlagen 
der Quantentheorie (Sammlung Vieweg, Braunschweig 1921), VIII, p. 136. 

123) H. F. Weber, Pogg. Ann. 154 (1875), p. 367, 553; U. Behn, Wied. Ann. 
66 (1898), p. 237; Ann. d. Phys. 1 (1900), p. 257; W. A. Tilden, Phil. Trans. 201 
(1903), p. 37. 

124) F. Richarz, Wied. Ann. 67 (1899), p. 702; Marb. Ber. 1906, p. 187. 
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Schwankungen um den Normalwert und besonders gewisse gesetz- 
mäßige Überschreitungen desselben verstehen (s. Nr. 34). Aber mit 
sinkender Temperatur, d. h. abnehmenden Schwingungsamplituden, 
müßte sich dann ©, asymptotisch dem Werte 37 nähern; das ist 
nach den neueren Experimentaluntersuchungen nicht der Fall, ©, sinkt 
zugleich mit 7 dauernd und wird in der Nähe des absoluten Null- 
punktes verschwindend klein. 

Will man dieses Verhalten im Rahmen der klassischen, statisti- 
schen Mechanik erklären, so bietet sich kaum ein anderer Weg als 
die Annahme, daß die Anzahl der Freiheitsgrade mit sinkender Tem- 
peratur abnimmt, indem an die Stelle quasielastischer Krätte starre 
Bindungen treten. Diese Agglomerationshypothese ist zuerst von Richarz 
vertreten worden und hat bis in neuere Zeit Verteidiger gefunden.'??) 
Sie kann sich auf die Tatsache stützen, daß bei vielen zweiatomigen 
Gasen (H,, O,, N, u. a.) ein Freiheitsgrad erstarrt zu sein scheint, da 
bei diesen ©, nicht =3K, sondern = 3 R ist. Es gibt aber schwer- 
wiegende Gründe gegen diese Annahme: 

1. Sie würde eine starke Abnahme der Kompressibilität mit sinken- 
der Temperatur verlangen; das widerspricht der Erfahrung.'*®) 

2. Man müßte erwarten, daß bei chemischer Bindung, also beson- 
ders kräftiger Agglomeration, eine Verkleinerung der Wärme- 
kapazität auftritt; das ist nach Neumann-Regnault nicht der Fall. 

3. Die Annahme eines allmählichen Steiferwerdens (d. h. eines all- 
mählichen Wachsens der Frequenz) genügt nicht, da nach dem 
Gleichverteilungssatz auf jeden Freiheitsgrad von beliebiger, aber 
endlicher Steifigkeit immer dieselbe Energie 4k7' fällt. Man 
muß also ein plötzliches Umschlagen in absolute Starrheit ver- 
langen. Das ist eine gedankliche Härte, zu deren Beseitigung 
eine Revision der Prinzipien der statistischen Theorie notwendig 
erscheint. '?”) 


125) F. Richarz, Marb. Ber. 1904, p. 1; M. Reinganum, Phys. Ztschr. 10 
(1909), p. 351; J. Duelaux, Paris ©. R. 155 (1912), p. 1015; J. chim. phys. 11 
(1913), p. 157; C. Benedicks, Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), p. 133; A. H. Compton, 
Phys. Rev. (2) 5 (1915), p. 338; 6 (1915), p. 377; hierzu: F'. Schwers, Phys. Rev. 
8 (1916), p. 117. 

126) E. Grüneisen, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 502. 

127) Andere Versuche, die Quantenhypothese zu vermeiden und auf klassi- 
schem Boden zu bleiben, wurden zahlreich unternommen, doch ohne Erfolg; 
2. B.: R.C. Tolman, Phys. Rev. 4 (1914), p. 145; S. Ratnowsky, Verh. d. Deutsch. 
Phys. Ges. 17 (1915), p. 64; K. Försterling, Ann. d. Phys. (4) 47 (1915), p. 1127; 
W. Nernst, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 83; vgl. bierzu: L. Zehnder, 
Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 134, 181. 
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Eine solche Revision wird auch noch durch andere Schwierig- 
keiten gefordert, die mit der zuletzt genannten in engem Zusammen- 
hang stehen. Ein einzelnes Atom wird in der Boltzmannschen Stati- 
stik als Massenpunkt mit drei Freiheitsgraden behandelt. Tatsächlich 
muß ein Atom ein ausgedehntes Gebilde von verwickelter Struktur 
sein; die Gastheorie selber schreibt ihm einen endlichen Radius zu, 
und die Optik konstatiert im Spektrum eine Fülle von Eigenschwin- 
gungen. Warum dürfen bei der Berechnung der thermischen Energie 
die rotatorischen und inneren Freiheitsgrade des Atoms nicht gezählt 
werden? 

Die Antwort auf diese Frage gab Einstein!) durch eine Ver- 
bindung der Theorie des Energieinhaltes der Festkörper mit der ganz 
unabhängig davon entstandenen Theorie der Wärmestrahlung und der 
Quanten.'?®) 


26. Quantentheorie der Atomwärme. Die Strahlungstheorie war 
in ähnliche Schwierigkeiten geraten wie die Lehre von der spezifischen 
Wärme. Befindet sich in einem von spiegelnden Wänden umschlosse- 
nen Hohlraum elektromagnetische Strahlung im statistischen Gleich- 
gewicht, so kann man die mittlere Dichte der Strahlungsenergie nach 
Rayleigh und Jeans'?®) so berechnen: Die Anzahl der auf ein Intervall 
dv fallenden Schwingungszahlen ist (s. II, Nr. 18, Formel (155)) 

de=3VFvtdv, ww F=°%.-, 

14 
ist; da nach dem Gleichverteilungssatze auf jeden Freiheitsgrad der 
Betrag k7 an (kinetischer plus potentieller) Energie fällt, wird die 
„spektrale Ennergieverteilung“ (Energiedichte pro Frequenzbereich 1): 


1 d 8nkT 
u, N-zITZ,- .- v*. 





Diese Formel ist aber physikalisch sinnlos; denn da der Hohlraum 
unendlich viele Eigenschwingungen hat, so wird die Gesamtenergie 
(Integral nach » von O0 bis ©) unendlich groß. 

Die Entwicklung der Strahlungstheorie hat nach langjährigen 
Rettungsversuchen schließlich zur Aufgabe des Gleichverteilungssatzes 
geführt. Planck!?") führte die Hypothese ein, daß die mittlere Energie 


128) A. Einstein, Ann.d. Phys. (4) 22 (1907), p. 180, 800; 34 (1911), p. 170, 590. 
129) S. diese Encykl. V 23 (W. Wien). 
‚..130) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 49 (1900). p. 539; Nature 72 (1905), 
p- 524, 245. J. H. Jeans, Phil. Mag. 10 (1905), p. 91. 
: 131) M. Planck, Verh. d. Deutsch. phys. Ges. 1900, p. 202, 237; Ann. d. 
Phys. 4 (1901), p. 553, 564; 6 (1901), p. 818; 9 (1902), p. 629; Vorl. über die 
Theorie der Wärmestrahlung (Leipzig, vier von einander wesentlich verschie- 
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eines Resonators von der Schwingungszahl » außer von der Tempe- 
ratur noch von v selber abhängt; er setzt sie gleich 
In diesem Gesetze kommt neben der Boltzmannschen Gaskonstanten Ä 
eine weitere Naturkonstante vor, das Plancksche Wirkungsquantum 
h = 6,54 - 1072" ergsee. 
Die Plancksche Strahlungsformel 


9% kT . er E x r 
(233) uw,N=7P ler) en 2 
rT —— 4 


hat sich im ganzen Spektrum bewährt!?); aus dieser Tatsache kann 
man umgekehrt auf die Richtigkeit des Ausdrucks (232) für die Re- 
sonator-Energie schließen. Die Funktion P(x) konvergiert für x = 0 


gegen 1; daher erscheint der Gleichverteilungssatz als Grenzfall 17< X: 


Die statistische Deutung der Formel (232) führte Planck zu der 
Vorstellung, daß die Energie eines Resonators nicht beliebige Werte 
annehmen könne, sondern nur ganzzahlige Vielfache eines kleinsten 
Betrages hv. Dann ergibt die Statistik eines Resonatorensystems ge- 
rade die mittlere Energie (232). Später hat Planck”) den Versuch 
gemacht, diese Theorie den klassischen Vorstellungen dadurch zu 
nähern, daß er die Energieabsorption des Resonators als stetig und 
die Unstetigkeit nur für die Emissionsprozesse annahm. Er erhielt 
eine Formel für die mittlere Energie des Resonators, die sich von 
(232) durch ein additives Glied 4%» („Nullpunktsenergie“) unter- 
scheidet. Doch läßt sich diese Form der Quantentheorie heute kaum 
noch aufrechterhalten und soll hier außer Betracht bleiben. 

Einstein ging von der Überlegung aus, daß die Atome eines 
festen Körpers als Resonatoren betrachtet werden können; dann muB 
aber ihre mittlere Energie durch die aus der Strahlungstheorie ge- 
wonnene Formel (232) gegeben sein, denn sonst könnte bei gelade- 
nen Atomen nicht statistisches Gleichgewicht zwischen Strahlung und 





dene Auflagen, die erste 1906, die vierte 1921); s. auch: F\. Reiche, Die Quanten- 
theorie (Berlin 1921). 

132) Eine Zusammenstellung der Literatur bei @. Hettner im Rubensheft 
der Naturwissenschaften 10 (1922), p. 1033. Nachdem neuerdings W. Nernst 
und Th. Wulf [Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 294] Zweifel gegen die 
Gültigkeit des Planckschen Gesetzes geäußert hatten, wurde die letzte und ge- 
naueste Bestätigung von H. Rubens (Berl. Ber. 1911, p. 590) erbracht. 

133) M. Planck, Verh. d. Deutsch. phys. Ges. 13 (1911), p. 138; Ann. d, 
Phys. 37 (1912), p. 642; Theorie der Wärmestrahlung, 2. Aufl. 1913. 
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thermischer Energie der Resonatoren bestehen. Einstein vernach- 
lässigte zuerst die Koppelungen zwischen den Atomen und schrieb 
diesen sämtlich dieselbe Schwingungszahl v zu; dann kommt den 3N 
Freiheitsgraden eines Grammatoms die mittlere Energie 


(2) 
(234) E- 3RTP (7) 
zu, wo statt v» die „charakteristische Temperatur“ 
h = 1 
(235) 9-7 —416-10%.v— 1428 


(v in sec, A in cm, ® in Grad) eingeführt ist; daraus folgt die Atom- 


wärme (&) 8 

(236) 0,=3R8 (7)=3R 
= - ı) 

wo 

(236) S(@)=P(x) — zP/(«) — oe 


gesetzt ist. Da S (0) — 1 ist, nähert sich (, für große Werte von 
= dem Dulong- Petitschen Werte 3R. Für kleine Werte von = ver- 


verschwinden E und Ü, exponentiell. Es gelten die Ungleichungen'*) 
< 0,005 für >10, 
>OITE u2<-, 05. 
Außerhalb dieser Grenzen kann man die Funktion $(x) als praktisch 
gleich O bzw. 1 ansehen. 
Bei normaler Temperatur, 7 = 300°abs., entsprechen aber diesen 
Grenzen folgende Werte von ® und 4: 
xz>10 : @> 3000, 1 <48u, 
xz< 05: @< 150, 41> nu. 


Fällt eine Eigenschwingung also unter 4,8u (kurzwelliges Ultrarot) 
so trägt sie bei gewöhnlicher Temperatur nichts zur spezifischen 
Wärme bei; fällt sie oberhalb 95 u (langwelliges Ultrarot), so ist ihr 
Beitrag gleich dem normalen (Dulong-Petitschen) Werte; liegt sie zwi- 
schen diesen Grenzen, so liefert sie einen „anomalen“ Beitrag. 
Hierdurch werden sofort alle die Tatsachen verständlich, die der 
klassischen Theorie unüberwindliche Schwierigkeiten bereitet haben: 


S(z) 


134) Tabellen für P (x), $ (x) und andere Funktionen dieser Art bei 
F. Pollitzer, Die Berechnung chemischer Affinitäten nach dem Nernstschen _ 
Wärmetheorem (Stuttgart 1912); W. Nernst, Die theoretischen u. experimentellen 
Grundlagen des neuen Wärmesatzes (Halle 1918); H. Miething, Diss. Berlin. 1918: 
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1. Alle Freiheitsgrade mit Schwingungen unter 4,83u, also im 
Sichtbaren und Ultravioletten, sind für die spezifische Wärme 
nicht zu zählen (erstarrt). | 

2. Anomal wird bei gewöhnlicher Temperatur die spezifische 
Wärme solcher Körper sein, die eine hohe, ultrarote Eigen- 
schwingung (4,84 <A <95u) haben, also kleines Atomgewicht 
und hohe Elastizitätskonstante. In der Tat stehen alle Ele- 
mente, die besonders stark gegen die Dulong- Petitsche Regel 
verstoßen, ganz am Anfang des periodischen Systems: 


Element: C (Diamant) B Be Si 
Atomgewicht: 12 11 ) 28 
0, eirea: 1,7 28 37 486 calgrad-!. 


Auch den leichten Atomen H und OÖ schreiben die Chemiker 
zur Aufrechterhaltung der Neumann-Regnaulischen Regel die anomalen 
Werte 2,3 bzw. 4,0 cal grad! bei!®). Diamant ist überdies durch 
große Härte und geringe Kompressibilität!?®) bekannt; und ähnlich, 
wenn auch nicht so extrem, verhalten sich die drei andern festen Ele- 
mente. Einstein hat den von Weber'??) gemessenen Verlauf der Atom- 
wärme des Diamanten zwischen 222,4° und 1258,0°abs. unter Zu- 
grundelegung des Wertes = 11,0u recht gut mit seiner mono- 
chromatischen Formel darstellen können. Auch hat er sogleich den 
Fall mehrerer Eigenfrequenzen ins Auge gefaßt; in seiner zweiten 
Arbeit betrachtet er den Energieaustausch der Nachbaratome als 
Dämpfung der Schwingungen eines einzelnen Atoms und schließt aus 
der Größe dieser Dämpfung, daß die Schwingungen auch nicht an- 
nähernd monochromatisch sind. 

Inzwischen war die experimentelle Erforschung des Verlaufs der 
Atomwärmen zu immer tieferen Temperaturen vorgeschritten.'?”) Die 
umfangreichsten Ergebnisse erreichten W. Nernst und seine Schule.'?®) 
Der Ausgangspunkt von Nernst war das von ihm aufgestellte und 


135) W. Nernst, Theoretische Chemie, 7. Aufl., p. 172 ff. 

136) Th. W. Richards [Ztschr. f. phys. Chem. 61 (1907). p. 183] gibt an: 
x” = 0,5- 10-12 dyn-!cm?. Eine neuere Messung von L. H. Adams [J. of. Wash. 
Acad. of Sciences 11 (1921), p. 45] ergab den noch erheblich kleineren Wert 
= 0,16 - 10713, 

137) Nach H. F. Weber (Anm. 123) besonders J. Dewar, Proc. Roy. Inst. 
March 25 (1904); Proc. Roy. Soc. (A) 76 (1905), p. 325. 

138) Wir nennen hier nur die wichtigsten und frühesten Veröffentlichungen: 
A. Eucken, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 586; W. Nernst, Ann. d. Phys. (4) 36 (1911), 
p. 395. Eine ausführliche Übersicht über die experimentelle Literatur gibt 
E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 420, 450, 474, 497, 523 (s. Anm. 115b) 
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nach ihm benannte Wärmetheorem!®®); dieses verlangt das Verschwin- 
den der spezifischen Wärme fester Körper beim absoluten Nullpunkt. 
Ferner konnte Nernst die Berechnung chemischer Gleichgewichte mit 
Hilfe seines Theorems auf die Kenntnis des gesamten Temperatur- 
verlaufs der spezifischen Wärmen der reagierenden Substanzen zurück- 
führen. Zur Ausführung der Messungen wurden neue kalorimetrische 
Methoden verwandt, die auf dem Gedanken beruhen, den Körper, 
dessen Wärmekapazität bestimmt werden soll, im höchsten Vakuum 
an dünnen Drähten aufzuhängen und diese selben Drähte zugleich zur 
Zuführung des Heizstromes und des Meßstromes des Thermoelementes 
zu benutzen. Das Ergebnis war eine qualitative Bestätigung der 
Einsteinschen Formel; bei einer sehr großen Reihe von Elementen 
und einfachen Verbindungen ließen sich die Kurven der Atomwärme 
mit Hilfe geeigneter Wahl der einen Konstanten ® zur Deckung 
bringen. Es gilt also für den Energieinhalt ein Gesetz „korrespondie- 
render Zustände“, 

Aber bei den tiefsten Temperaturen ergaben sich systematische 
Abweichungen durchweg in dem Sinne, daß die theoretische C,-Kurve 
zu steil zu Null abfällt. Es liegt nahe, diesen Mangel der Theorie auf 
die Annahme monochromatischer Resonatoren zurückzuführen. Doch 
erschien zunächst die theoretische Bestimmung der vorhandenen Fre- 
quenzen und ihrer Häufigkeit nicht durchführbar. Nernst und Linde- 
mann““P) stellten eine empirische Formel auf, die man so deuten kann, 
daß die Hälfte der Resonatoren mit einer Schwingungszahl v, die 


andere Hälfte mit der halben Schwingungszahl 3 schwingt; sie 
lautet also 

1 10] 12] 
er Bene) Pbn)): 


1 [2] [e] 
ns) 
' Diese Formel schloß sich den Beobachtungen besser an, aber bei den 
tiefsten Temperaturen versagte sie ebenfalls. Die Messungen deuteten 
nicht auf einen exponentiellen, sondern einen wesentlich langsameren 


Abfall von C, mit sinkender Temperatur hin. So wurde die Lösung 
des Problems dringend, die Schwingungen eines festen Körpers zu 


139) S. diese Encykl. V 11 (K. Herzfeld), Nr. 4, p. 961. W. Nernst, Gött. 
Nachr. Math.-Phys. Kl. 1906, p. 1; Berl. Ber. 1906, p. 933. Sie auch die in 
Anm. 134 zit. Bücher. Ferner M. Planck, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 165; Ber. d. 
Deutsch. chem. Ges. 45 (1912), p. 5. Vorles. über Thermodynamik (Berlin-Leipzig, 
6. Aufl. 1921), IV, 6. Kap., p. 271. 

140) W. Nernst u. F. Lindemann, Berl. Ber. 1911, p. 494. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 42 


640 V 25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


untersuchen und ihre Anzahl’ in einem gegebenen Frequenzintervall 
zu bestimmen. 

Diese Aufgabe wurde fast gleichzeitig und unabhängig von 
Debye'“') einerseits und von Born und v. Kärmän'“?) andererseits 
durch Aufstellung der asymptotischen Gesetze der Eigenschwingungen 
gelöst (s. Nr. 18). Der Grundgedanke beider Arbeiten ist der gleiche, 
nämlich die Auflösung des Systems gekoppelter Verrückungen in un- 
abhängige Normalkoordinaten, die wie Resonatoren behandelt werden. 
Die mathematische Methode aber ist verschieden, indem Debye den 
Körper als Kontinuum ansieht, während Born und v. Kärman ihn als 
Kristallgitter auffassen. Die letztere Theorie ist in ihrer Grundlage 
streng, insofern ein endliches Gitter (oder das ersetzende zyklische 
Gitter) von selbst eine endliche Anzahl von Freiheitsgraden hat. Ein 
Kontinuum aber hat abzählbar unendlich viele Eigenschwingungen; 
als Hauptgedanke der Debyeschen Theorie ist darum das Verfahren 
anzusehen, mit dem er das unendliche Spektrum der Schwingungszahlen 
abschneidet. Nach (155) lautet das asymptotische Gesetz der Vertei- 
lung der Eigenschwingungen für das Kontinuum 
(155) d2e=3V Fv?dv, 
wobei für isotrope Körper die Konstante F sich durch die Geschwindig- 


keiten der longitudinalen und transversalen Schallwellen c, und c, nach 
(154°) so ausdrücken läßt 


154' ARSTER EA 
(4) 3 (a " 3) 

Debye trägt nun der atomistischen Struktur dadurch Rechnung, 
daß er dieses Spektrum einfach nach der N” Schwingung plötzlich 


abschneidet. Er bestimmt also eine Maximalfrequenz v,, aus der Be- 
ziehung "m 


3N ch VFvdv=VFW%, 
(238) girls Va, 
Dann wird die thermische Gitterenergie nach (232) 


(239) #17 fol )3V Fvdv=3RTD (7), 


wo die charakteristische Temperatur 


(240) 0— "in — j/ EN 
VF 


141) Zit. in Anm. 54). 
142) Zit. in Anm. 50), 53), 61). 
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und die Debyesche Transzendente 


(241) D (0) „[rora=2 el: 


eingeführt sind. 
Die Atomwärme wird: 


22) 0-38 (m) -7 ren 3R (AD (7) 3P(z)) 


;@ 
) e „? | 
0 


Die Funktion D(x) konvergiert ebenso wie en und $ (x) für = 0 
gegen 1; für große x aber wird 








(241) lim =D («) — ln -dg-T- 
e 
0 
Daher wird bei tiefen Temperaturen 
3n* R 
„ers? 
(243) T klein: ;s 
Ta Sur ei 


Die Hauptresultate Debyes lassen sich danach so aussprechen: 

1. Der Verlauf der Atomwärme hängt wie in der Einsteinschen 
Theorie von dem Verhältnis der Temperatur 7’ zu einer charak- 
teristischen Temperatur ® ab; es gilt das Gesetz der korre- 
spondierenden Zustände. 

2. Bei tiefen Temperaturen !#?*) verschwinden E und C, nicht ex- 
ponentiell, sondern E wie 7%, C, wie T®. 

3. Die charakteristische Temperatur @ ist der Maximalfrequenz 
v,„ proportional; diese läßt sich vermittels (238) und (154°) 
durch die Schallgeschwindigkeiten, also durch die Elastizitäts- 
konstanten des Mediums ausdrücken. 

Die experimentelle Prüfung'“?) hat diese Sätze in weitem Umfange 
bestätigt. Es gibt eine große Klasse von Körpern, Elementen und ein- 
fachen Verbindungen aus Atomen von nahezu gleichem Atomgewicht, 
für die das Gesetz der korrespondierenden Zustände gilt. Das 7*-Gesetz 





142a) Über die Grenzen der Anwendbarkeit der Dedyeschen Schlußweise 
bei den tiefsten Temperaturen s. Cl. Schaefer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 287 
und M. Planck, Wärmestrahlung, 4. Aufl., $ 185, p. 217. 

143) Vgl. hierzu die Zusammenstellung von Schrödinger (zit. in Anm. 115b 
u. 138), insbes. Tab. II u. Fig. 6, p. 453. 


42* 
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für E, das dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze der Strahlungstheorie 
durchaus entspricht, bzw. das 7°-Gesetz für C, sind ebenfalls in zahl- 
reichen Fällen bestätigt worden. Ungünstiger liegt es mit dem dritten 
Satze, dessen Prüfung die genaue Kenntnis der Elastizitätskongtanten 
erfordert. Das elastische Verhalten eines isotropen Körpers wird durch 
zwei Konstanten bestimmt, etwa die in Nr. 13, I eingeführten c, c, 
oder die anschaulicheren 





Kompressibilität x = — we 
Poissonsche Zahl (Verhältnis der Querkontraktion zur Längsdehnung) 
€ 
I a zu c, 3 


Aus diesen und der Dichte og berechnen sich die Schallgeschwindig- 
keiten’): 











er) _ 41/34 — 20) 

(244) yet + o)ne’ Ve 2a +oDxe 
Setzt man nun 

1 + 6 2 1 E= 6\3 
(245) 1(0) = Ga-a) +26 ; ) 
so folgt aus (154°), (238) und (240): 

h A 1 
mei AT Aa 


—_ BR — 3,605 - 10-° emseegrad), 


wo M=oV das PRELHE bedeutet. 
Der Ben v, entspricht die Wellenlänge 


(246) A, 2 Byk(o)stetnd, (B B— eV 2£— 396 sec“) 


Diese a geht in die Dimensionsformel (222), (222) von 
Madelung und Einstein über, wenn man die dimensionslose Größe 
x(6) als konstant ansieht. Debyes Fortschritt besteht also erstens in 
der Aufklärung der von Einstein als Eigenschwingung angesehenen 
charakteristischen Frequenz als Grenze des elastischen Spektrunss, 
zweitens in der Berücksichtigung der Querkontraktion. 

Debye vergleicht nun das aus dem Verlaufe der Atomwärme 
einiger Metalle entnommene ® mit dem aus (246) berechneten; wir 
geben einen Teil seiner Tabelle wieder:!#) 


144) S. etwa E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität, deutsch v. A. Timpe, 
(Leipzig 1907), $ 69, p. 121 u. $ 207, p. 344. 

145) Die Werte von « und o sind Arbeiten von Grüneisen [Ann. d. Phys. 22 
(1907), p. 838; 25 (1908), p. 845] entnommen. — Die Zahlenwerte mußten um- 
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Tabelle IV. 
| ) ) 
Buheiupe ® ”.10" # x (0) | Atomwärme Elastizität 
Al 2,71 1,36 0,337 | 102 | 396 402 
Cu 8,96 0,74 0,334 10,5 | 309 332 
Ag 10,53 0,92 0,879 | 154 | 215 214 
Pb 11,32 2,0 0,446 61,0 95 713 














Die Übereinstimmung ist sehr gut. Zucken“) hat aber gegen die 
Beweiskraft der Tabelle den Einwand erhoben, daß bei der Rechnung 
die für gewöhnliche Temperatur gültigen Elastizitätskonstanten be- 
nutzt worden sind, während die Theorie Reduktion auf den absoluten 
Nullpunkt erfordert; nach Schäfer“) ist diese Reduktion sehr be- 
trächtlich und hebt die Übereinstimmung auf. Nach Eucken läßt sich 
dieser Widerspruch durch die Tatsache aufklären, daß die Metalle 
keine wirklich isotropen Substanzen, sondern quasiisotrope Gemenge 
äußerst kleiner Kristallsplitter sind; da nun die Elastizitätskonstanten 
von zusammenhängenden Kristallen äußerst wenig mit der Temperatur 
veränderlich sind, so muß das abweichende Verhalten der Metalle auf 
ihrem mikrokristallinen Gefüge beruhen, und es läßt sich durch me- 
tallographische Beobachtungen wahrscheinlich machen, daß bei tiefen 
Temperaturen die amorphe Zwischensubstanz dem Metall eine höhere 
Festigkeit verleiht, als den einzelnen Kristallkörnern zukommt.'#) 
Die Debyesche Formel hat sich auch für einfache, kristallisierte 
Verbindungen (wie NaCl, KCl, KBr, CaF,, Fe$S,) zur Darstellung 
des Temperaturverlaufs als brauchbar erwiesen. Dabei hat sich ge- 
zeigt, daß die Debyesche Maximalfrequenz v, sehr nahe mit der 
Rubensschen Reststrahlfrequenz zusammenfällt, wie folgende Tabelle 

















zeigt. 
6 Tabelle V. 
o (0) 
a nr; Atomwärme Reststrahl 
nun nee nn rn zn — —— ——— [ ne me mern 
Steinsalz. . .. . NaCl 284 274 
u hr BE KCl 232 227 
Bromkalium . . . KBr 179 173 
Flußspat. .... . CaF, 479 452 


gerechnet werden, da hier die neuesten Bestimmungen der absoluten Konstanten 
h, k, N berücksichtigt worden sind. 

146) A. Eucken, Verh. d. Deutsch. phys. Ges. 15 (1913), p. 571. 

147) Cl. Schäfer, Ann. d. Phys. (4) 5 (1901), p. 220. 

148) S. die Theorie der Strahlung und der Quanten, 1. Solvay-Kongreß 1911 
(Halle 1914); Anhang von A. Eucken, insbes. p. 387. 
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Diese Beziehung kann aber auf Grund der strengen Theorie nicht als 
exaktes Gesetz angesehen werden (s. Nr. 27). Eine Berechnung der 
Konstanten F aus den elastischen Eigenschaften des Kristalles ist 
auf Grund der Debyeschen Annäherung nicht möglich, weil bei Kri- 
stallen (auch bei regulären) die Schallgeschwindigkeiten keine Kon- 
stanten sind, sondern stark von der Wellenrichtung abhängen. 

Bei komplizierteren Verbindungen versagt die Debyesche Formel. 

Nernst'*) hat das darauf zurückgeführt, daß außer den von Debye 
berücksichtigten Schwingungen der Molekeln als ganze die einzelnen 
Atome der Molekeln gegeneinander schwingen. Man wird dementspre- 
chend zu der Debyeschen Funktion Glieder vom Typus der Einstein- 
schen hinzufügen; man hat dann für die Energie einer Gramm-Molekel 


(247) E=RT[30 (9) + Zr): 


alfa) n]+ Is) 


wo die @, zu den inneren Frequenzen v, der Molekeln gehören. 
Formeln dieser Art stellen in der Tat den Temperaturverlauf der 
Molwärme gut dar!®). Die Wechselwirkung zwischen den Atomen 
verschiedener Molekeln ist hier vernachlässigt; doch läßt sich mit 
Hilfe der Theorie der Gitterschwingungen begründen, daß solche 
Formeln wie (247) in vielen Fällen eine gute Annäherung darstellen 
werden. Born und v. Kärmän haben das in ihrer ersten Arbeit®) 
durch Betrachtung eines eindimensionalen Modells, einer mit zwei 
verschiedenen Massen besetzten, äquidistanten Punktreihe, plausibel 
gemacht; das elastische Spektrum zerfällt in zwei Zweige, einen 
„unteren“, der die „akustischen“ Schwingungen enthält, und einen 
„oberen“, der aus den „optischen“ Schwingungen besteht, und man 
sieht leicht ein, daß der letztere im Falle sehr verschiedener 
Massen nahezu monochromatisch wird (s. Nr. 14). Dehlinger®‘) hat 
dieses Resultat auf ein einfaches dreidimensionales Modell übertragen 
und mit der Nernstschen Formel (247) für die spezifische Wärme in 
Verbindung gebracht. 

149) Vorträge über die kinetische Theorie der Materie usw. [Wolfskehl- 
Kongreß Göttingen 1914 (Leipzig-Berlin 1914)]; 4. Vortrag, W. Nernst, Kinetische 
Theorie fester Körper Nr. 5, p. 79. 

150) 8. Schrödinger (zit. Anm. 115b u. 138), Tab. V, p. 478. Dort sind auch 


. 10) 
die Formeln, welche die Nernst- Lindemannsche Funktion - [ P (7) er (G7)) 


mit benützen, zusammengestellt. 
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Eine vollständige Übersicht über alle Möglichkeiten gewinnt man 
durch die allgemeine gittertheoretische Behandlung. 

27. Einfluß der Gitterstruktur auf die Atomwärme. Das Ver- 
teilungsgesetz der Eigenschwingungen (s. Nr. 18) zusammen mit der 
Planck-Einsteinschen Formel (232) für die Energie eines Resonators 
liefert folgenden strengen Ausdruck für die thermische Energie des 
Gitters von N - 


hvj 
(248) - 5 >72 frG P (27) 


dabei sind die Zweige v, der ee als Funktionen von 
9; Ps, 9; anzusehen, und die Integration ist über den Würfel 
— az <gp<a des Phasenraumes zu erstrecken. Gemäß den Eigen- 
schaften der Funktion P ist die Summe j nur über die 3p Atom- 
schwingungen (nicht die Elektronenschwingungen) zu erstrecken, also 
über die drei akustischen und die 3(p— 1) „ultraroten“ Zweige 
(s. Nr. 23) der Frequenzfunktion. 

Eine strenge Auswertung der aus (248) folgenden Formel für 
(,= = ist nach Thirring"®') im Prinzip für hohe Temperaturen 
möglich. Für kleine x gilt die Reihenentwicklung"??) 


24) Po)-z— 13 In Bu am, i 


wo die B, die Bernoullischen Zahlen sind: 
(249) B=5 B=n B=-n B=n Ba .-- 


Setzt man nun 


3p 
1 n 
(250) = 5, vj, J, = (2 ern s, dp, 
3} 
so wird 
@) E-BpNMTll-zA- Sehe anne) 


Die Atomwärme (Np = Br wird dann 
8 „Ban —1) h \?n 
(252) C,=3R[1 +3 id "() } 
Hier ist das einzige Bea mit ungeradem Index J, weggefallen. 
151) H. Thirring, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 867; 15 (1914), p. 127, 180. 
152) S. etwa Serret-Scheffers, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 


2. Bd. (1907), p. 246; K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen 
(Berlin 1922), V. Kap., $ 21, Nr. 105, 5, p. 175. 
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Die übrigen Js. lassen sich aber auf rationalem Wege aus den 
Molekularkräften berechnen. Denn die & =4n?v} sind die Null- 
stellen der Determinante der linearen Gleichungen (100); die Potenz- 


sumnen nn @5" = 3p(4a°)" S,, sind daher ganze, rationale Funktionen 


J . 
der Koeffizienten dieses Polynoms in ®?, also auch der Gleichungs- 
koeffizienten []: Diese wiederum sind nach (101) bzw. (149), (152) 


Fouriersche Reihen der Variabeln g,, @,, 9,; dasselbe gilt demnach 
von den S,,, aus denen sich die Integrale J,, gliedweise berechnen 
lassen. 

Thirring hat für spezielle, einfache Gittermodelle solche Rech- 
nungen ausgeführt. Doch scheint diese Methode erst dann fruchtbar 
werden zu können, wenn die Willkür bei der Wahl der Modelle auf 
ein geringeres Maß herabgedrückt sein wird, als es heute der Fall ist. 

Eine genäherte Darstellung der Energie E (248) für alle Tempe - 
raturen erhält man in engem Anschluß an das Verfahren Debyes, in- 
dem man die Frequenzen », durch die ersten Glieder ihrer Reihen- 
entwicklung nach r ersetzt’. Nach Nr. 14 (103), (104) ist in erster 


Näherun ; 
8 -Lı, j=1,2,3) 


yon. G=45,...3p) 
Dabei hängen die Schallgeschwindigkeiten c, noch von der Richtung 
ab, während die Grenzschwingungszahlen »,’ konstant sind. 

Für jeden Zweig der Frequenzfunktion hat man nach (153) 
dp = Art’dırd2. 

Die Integration in (248) ist über den Würfel - a<p<x zu er- 
strecken. Für die drei akustischen Frequenzen wird man diesen Würfel 
durch eine inhaltsgleiche Kugel ersetzen; ihr Radius 7 bestimmt sich 
also aus der Gleichung 


(2x) = 4: =» 


Nun erhält man für die Energie aus (248) 





(253) B= ner Do@) + Dr (9); 

Dabei ist = ; = Fr 

(254) de eV inz . em) 
9,- (j=4,5...3p) 


gesetzt; ©,, @,... sind also konstant, während ®,, @,, ©, von der 
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Richtung abhängen. Ferner ist der Mittelwert über die Einheitskugel 


5 GO: O\dR £ 
(255) (7) f D(7)i. 1,23) 
eingeführt. 

Zur weiteren Vereinfachung kann man diesen Mittelwert ersetzen 


durch D (%) wo 9, ein geeigneter Mittelwert über die Einheits- 


kugel ist: 


a WE ER un 
(256) = 5 V.-- 


Bei der Mittelbildung muß man beachten, daß die Funktion 
2°D(2) — 3 / a. 
e—1 
0 


für große x (tiefe Temperaturen) von der oberen Grenze unabhängig 
wird; man wird daher die Mittelung über die Einheitskugel auf den 


Faktor a an 6) beschränken können. Das führt auf die Definition 


ar 1 ’1d2% 
(256°) af 


Dann erhält man die (für tiefe Temperaturen streng gültige) Formel: 


(257) E-mır(Zo@)+ Ir 9) 


Ersetzt man dann noch die drei Größen ®,; durch eine mittlere, so 
wird man auf die Nernstsche Formel (247) zurückgeführt. 

Die Hinzufügung der Einsteinschen Glieder hat natürlich nur so 
lange einen Sinn, als die zu den eigentlichen Eigenschwingungen ge- 
hörigen Zweige der Frequenzfunktion wirklich einigermaßen mono- 
chromatisch sind und durch die Grenzschwingungszahlen v} angenähert 
ersetzt werden können. Wenn z.B. in einem zweiatomigen Gitter die 
beiden Atome gleichgelagert sind und nahezu gleiche Masse haben 
(wie bei KCl), so wird man sinngemäß die Einsteinschen Glieder 
besser weglassen und den Körper als „einatomig“ auffassen. Die 
Formel (257) bzw. die allgemeinere (253) können zur exakten Prüfung 
der Theorie dienen; doch stößt die Rechnung wegen der verwickelten 
Mittelbildung über die Wellenrichtungen auf erhebliche Schwierig- 
keiten. 

Für reguläre Kristalle mit geringer Anisotropie der elastischen 
Konstanten haben Born und v. Karman°?) in einer ihrer ersten Ar- 
beiten eine Methode angegeben, um den Mittelwert ©, nach (256’) zu 
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berechnen. In diesem Falle existieren nur drei voneinander verschie- 
dene Elastizitätskonstanten c,,, &j3, €, (8. Nr. 13); die Gleichungen (128°) 
für die elastischen Wellen lauten: 


| el, = [(c. — &) 2 +cuh)U, + (at cu) 2,3, u, 


(128”) | + (02 + 0) 8,3, U, 
Setzt man 
2 
(258) = - me, a u = u : 
11 44 11 44 


so erhält man die c, aus den Wurzeln z, der Säkulargleichung 
K3,8, RE 
(259) | K2,8, 32 — 2 Kd,3, =-21—-)—-9()=0, 
ı KB Ki. 8—. 
wo 
(259) Iea)-M-K)HE+ EEE + ER) 
— (1—3K?+2K?) 3237 32. 
Nun ist im Falle der Isotropie 
2 = — 
also wird bei geringer Anisotropie 


4 RE.” Reragi ?| + 26, 


Te 77° 





eine kleine Größe. 
Man erhält dann bis auf Glieder von höherer als 1. Ordnung in 
K—.1. die drei Wurzeln 
,=0, = —-2(K—- 1,83% + 8 82 + 328), 
a3=1+2(K— 1) + 832 + 3282). 


Sodann findet man leicht in derselben Annäherung 
3 
3 14 
(260) 5 »: = 
j=1 
1 


en eltern eu + 204) ar); 


Bei Steinsalz ist X — 1 = — 0,248 hinreichend klein; man findet 
aus dieser Formel c,, = 2,88 : 10° cmsec!. 
Berechnet man hieraus ein mittleres © nach (256) 


‚ Bo Brenn Din 
0-4 V 3 r%aV dar 
wo V das Molvolumen ist, und dann die Molwärme C, mit einer 
Debyeschen Funktion, so erhält man folgende Werte: 
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Tabelle VI. 
ee | C, ber. C, beob. (Nernst) 
25,0 | 0,28 | 0,29 
28,0 | 0,39 | 0,40 


Die Übereinstimmung ist sehr befriedigend. 
Den Fall beliebiger Anisotropie haben Hopf und Lechner"”*) durch 
ein Interpolationsverfahren der ed zugänglich gemacht. Sie 


schreiben 
(261) 3-(— En - 1), 
m 11 n \j= 1 @, — 9% 


wo 


(261) STR 


16 
ist, und ersetzen sodann die Funktion (+ 78 durch eine hand- 
lichere, die nur ganze Potenzen von 2 enthält und im Intervall z = 0 
bis z=1 die gegebene approximiert. Sie wählen ein Polynom 
5. Grades in 2, dessen Koeffizienten sie nach der Lagrangeschen Inter- 


polationsmethode bestimmen. Sodann bleiben noch die Mittelwerte 
j 


der Potenzsummen Pe 2” zu berechnen, die sich rational aus den 


Koeffizienten der Bkulargleiahäng (259) ausdrücken lassen. Die ge- 
wonnenen Werte von c, werden mit denen verglichen, die sich aus 
der spezifischen Wärme, dargestellt durch eine Debyesche Funktion, 
nach (260”) ergeben. Die Übereinstimmung ist recht gut; doch ist 
die Abweichung systematisch, die elastisch berechneten Werte sind 
um 2 bis 5°, größer als die thermisch berechneten. 

An die strengere Formel (253) knüpft ein von K. Försterling '°°) 
angegebenes Verfahren an, das die Thirringsche Entwicklungsmethode 
sinngemäß überträgt. 

Aus der Reihe (249) folgt leicht nach Sich 


2) Da)- 1423 d-1 as 


Daher ergibt sich aus (253) für höhere er Meer 


a vi Sl: 4-31 Pass ee 7) 
= +)! 


154) L. Hopf u. @. Lechner, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 16 (1914), p. 643. 
155) K. Försterling, Ann. d. Phys. (4) 61 (1920), p. 549. 
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Bildet man hieraus C,, so fällt das Glied mıt 9, fort; die übrigen 
Glieder enthalten die Summen 


Sar-V" Ten 
j=1 


dabei sind die Größen oc,’ —=q, die Wurzeln der Säkulargleichung 
von (128), also sind die Potenzsummen 


3 3 
g" Be Fass ag 
j=1 j=1 


ganze, rationale Funktionen der Komponenten von 8 mit Koeffizienten, 
die ganze, rationale Funktionen der meßbaren Elastizitätskonstanten 


c,, sind. Daher lassen sich die Integrale 


(263) u Df- /2 20% 


j=1 


als Funktionen der Elastizitätskonstanten bereehnen. Setzt man ferner 


(264) VER nr 2 ln: 


so wird 
3 
ei ER "K,. 
al 


und für die Molwärme erhält man: 


x B„@an—1)y"K, 1 
aus) an De ah 
n=1 





3p . 
+ R2 s(F) 


Försterling hat diese Formel in der Weise angewandt, daß er die K, 
aus den gemessenen Elastizitätskonstanten berechnete und dann die 
9, in einer der Gitterstruktur entsprechenden Anzahl so wählte, daß 
die Molwärme möglichst gut dargestellt wurde. Der Fehler in O, 
blieb dabei immer unter 1%,. Aus den ®, berechnete er dann die 
Grenzfrequenzen v,’ bzw. die zugehörigen ultraroten Wellenlängen 
und vergleicht diese, soweit sie „optisch wirksam“ sind, d.h. zu einem 
von Null verschiedenen Eigenmoment gehören'°°), mit den aus dem 
Dispersionsverlauf nach (227) berechneten Wellenlängen, die ihrerseits 
nach Tabelle III mit Berücksichtigung der Verschiebung des Refle- 
zionsmaximums (227°) zu den riehtigen Reststrahlen führen.'5”) Das 
Resultat ist dieses: 


— — 


156) Bei Flußspat gibt es 2 Eigenfrequenzen, von denen nur eine optisch 
wirksam ist (s. Nr. 24); bei Quarz sind beide Eigentrequenzen optisch wirksam. 
157) S. die in Anm. 118) zit. Abhandlung von Försterling. 
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Tabelle VI. 














}, optisch 4, thermisch 
ar a 66,7 64,5 
Sylvin .. .| 78,0 77,0 
Flußspat . . 53,1 51,0 


Man kann demnach behaupten, daß sich die spezifische Wärme 
aus elastischen und optischen Daten berechnen läßt. 

Försterling hat später!®) bemerkt, daß das zweite Glied der Reihe 
(265) bei regulären Kristallen besonders einfach von den Elastizitäts- 
konstanten abhängt. Es ist nämlich nach (263) 


K=-4,+% +% 


der Koeffizient von — q? in der Säkulargleichung der Schwingungen. 
Man erhält diese, wenn man in (259) den Wert (258) = u 


+ 11 77 044 
einsetzt und nach g ordnet: 


(g — 4° — (en — la — u) + (O1 — u)” P e —4) — =. 
Hieraus folgt 
K,= 1 + 264: 
Wenn insbesondere die Cauchysche Relation c,, — ce, gilt (s. Nr. 13), 


so ist nach (90) 


3 
K=-ut22.=7z 


PR 


wo # die Kompressibilität ist. Nach Messungen von Voigt'°®) ist für 
Steinsalz und wahrscheinlich auch für Pyrit!) c,,= c,, erfüllt. Ferner 
ist für diese Kristalle näherungsweise 9, =, —= 4q,. Daraus folgt 
leicht 
99 4 

‚Ste te >, mrud 
Damit erhält man für diese Kristalle folgende einfache. Darstellung 
der Molwärme bei hohen Temperaturen durch die Kompressibilität 
allein: 


E 9 a: 
(265) €, — |: a mt: a 7 E 2 
T 





Försterling wendet diese auf Bromkalium an, wobei er ® aus der 
Rubensschen Reststrahlwellenlänge Ar = 82,6 u unter Berücksichtigung 


158) K. Försterling, Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 251. 
159) W. Voigt, Gött. Nachr. 1888, p. 330. 
160) K. Försterling, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 172. 
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der Verschiebung des Reflexionsmaximums berechnet zu ® = 141". 
Mit x = 6,2 - 10-1? dyn-! cm? erhält er die folgende Tabelle, welche 
die vorzügliche Übereinstimmung demonstriert: 


Tabelle VIH. 











T C, ber. C, beob. 
80,6 9,51 9,40 

137 11,00 10,60 

234 | 11,63 11,74 








Dagegen ergibt sich bei Zinkblende eine Diskrepanz zwischen optisch 
und theoretisch bestimmter mittlerer Schallgeschwindigkeit, die noch 
nicht aufgeklärt ist. 

In einer weiteren Arbeit hat Försterling'®') ein Verfahren ange- 
geben, das für alle Temperaturen gültig ist. Es handelt sich um 
sukzessive Näherungen, die den numerischen Verhältnissen angepaßt 
sind, jedoch keinen allgemeinen Gesichtspunkt erkennen lassen. Mit 
dieser Methode ließen sich die für höhere Temperaturen gewonnenen 
Ergebnisse auch für tiefe Temperaturen bestätigen. 


28. Entwicklung der Lehre von der Zustandsgleichung. Die 
Theorie der Zustandsgleichung fester Körper hat eine ähnliche Ent- 
wicklung durchgemacht wie die Theorie vom Energieinhaltee Man 
kann die Perioden der klassischen statistischen Mechanik und der 
Quantentheorie unterscheiden; in der letzteren wieder geht eine „mo- 
nochromatische“ Theorie voran, später folgt die Berücksichtigung des 
elastischen Spektrums und der Gitterstruktur. Die wichtigste Arbeit 
der klassischen Periode ist von Mie!®), die neben einer kinetischen- 
Theorie der Verdampfung eine Ableitung der Zustandsgleichung ein- 
atomiger fester Körper enthält. Diese Theorie knüpft an die van der 
Waalssche Methode zur Ableitung der Zustandsgleichung von Flüssig- 
keiten an und stellt wie diese den Olausiusschen Virialsatz 
(266) 3pV = 2L+ Drf(r) 
an die Spitze; dabei ist der Körper vom Volumen V unter gleich- 
förmigem äußeren Druck p zu denken, und es bedeuten L die kine- 
tische Energie des Körpers, r die Entfernung zweier Atome und f(r) 
die zwischen diesen wirkende Kraft. Die Summe ist über alle Atom- 
paare zu erstrecken, und die Striche bedeuten Mittelwerte im Sinne 
der statistischen Mechanik. 

161) K. Försterling, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 9. 

162) @. Mie, Ann. d. Phys. (4) 11 (1903), p. 657. S. auch diese Encyklop. 


V 10 (H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom), Nr. 74f. Dort sind auch ältere 
Arbeiten zitiert, besonders die von K. F. Slotte. 
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Mie denkt sich nun die Kraft f(r) zusammengesetzt aus einer 
anziehenden und einer abstoßenden Kraft, von denen die erste mit 
der bekannten van der Waalsschen Kohäsion identisch sein, während 
die zweite viel schneller mit der Entfernung abnehmen soll. Für 
beide Kräfte macht er den einfachen Ansatz, daß sie Potenzen von r 
umgekehrt proportional sein sollen; wir schreiben (etwas allgemeiner 


ls Mie): 

er d--2: P—=pıHt Pa 

(267) | . “ 
ey Ba N act ap 4 


Die gesamte potentielle Energie pro Grammatom im Gleichgewicht ist 
= 09 +99, 


A) _ — _— > == 
®, N m er ng 
bs 
1 ER ee ai ringen n 
®, 5 N I je : 


dabei ist r, der Abstand zweier Nachbaratome (bei einfachem kubi- 
schen Gitter die Zellenkante), und wenn N, die Anzahl der im Ab- 


stande r, vom Nullpunkt befindlichen Atome ist, so ist die über alle 
Atomdistanzen erstreckte Summe 


wo 


(268) 





(268) => (>) N, 


eine Funktion von n allein. 
Führt man das Atomvolumen V=Nr,? ein und setzt. 


(269) N, —-4A —N,—B, 

so wird > 

(269) = et. 
v® v® 


Für kleine Verrückungen aus dem Gleichgewicht kann man die 
potentielle Energie in eine Potenzreihe entwickeln, deren lineare 
Glieder fehlen: 


9-5; >| + et} 


Die quadratischen Glieder geben, über alle Werte von r—r, ge- 
mittelt, nach dem Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik 
(s. Nr. 25) den Wert 3%7, also zusammen für ein Mol der Substanz 
3 RT, ebensoviel wie der Mittelwert der kinetischen Energie beträgt. 
Wir wollen aber mit Grüneisen'“®) nur so viel benutzen, daß die Mittel- 


i68) E. ; Geanihen, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 393. 
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werte der kinetischen und potentiellen Schwingungsenergie jedenfalls 
gleich sind; für diese können wir dann nach Belieben den klassischen 
Wert 3RT oder einen andern (etwa den quantentheoretischen) ein- 
setzen. Es ist also 


(270) o6=6-+ 1. 
Die gesamte Energie ist 
(271) E=-®+1=-6+21. 


Der Schwingungsanteil der potentiellen Energie wird sich irgend- 
wie auf die Energie der anziehenden und abstoßenden Kräfte verteilen; 
sei n ein echter Bruch, so wird sein 


ON + nL, 
DD +L— mL. 
Wir berechnen nun das Virial der anziehenden Kräfte; da 
fr) a u, 
so wird en BE 
Srte)=m Sp = mo®—m(B® +nL). 
Ebenso wird das Virial der abstoßenden Kräfte 
Sr) =nl8® + (1 — MD). 
Setzt man diese Werte in (266) ein, so kommt 
3 — 2L(1 +7 +2(- n)) + md ® +n®,0. 


Benützt man hier die Ausdrücke (269), so erhält man die Zustands- 
gleichung 





(272) »V/+GMN=r:2L, 
wo 

2) ENTE 
(273) 3y°® 37°? 


b) y= an +.n+3z(1-— n)) 


Mie macht insbesondere noch drei Annahmen: 
1. Die Anziehungskräfte sollen mit der van der Waalsschen Ko- 
häsion identisch sein; das bedeutet m = 3, denn dann wird 


die potentielle Energie der Anziehung ®,W) = — - 
2. Der Beitrag der Anziehungskräfte zur Schwingungsenergie ist 
ni: 


zu vernächlässigen; das bedeutet 7 = 0, y = : 


3. Die thermische Energie hat den klassischen Wert 21 —= 3RT. 
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Danach a die Miesche Zustandsgleichung 


(277) ER nee 

37 
Grüneisen hat in der schon zitierten Arbeit!) eine etwas andere 
Ableitung der Mieschen Zustandsgleichung gegeben, wobei er die Ab- 
hängigkeit der Energie E von der Temperatur offen ließ, und hat 
einige Folgerungen experimentell geprüft. Man kann aus der Glei- 


chung (272) oder (272’) den Spannungskoeffizienten (* JE berechnen; 


dieser hängt mit dem linearen Ausdehnungskoeffizienten & und der 
Kompressibilität « so zusammen: 


(dr) - 3a 

oT 27 

Durch Differenzieren nach 7 bei konstantem V folgt nun aus (272) 
wegen a (21), = (;; 


(274) = = 

Wenn man mit Mie n=0 setzt und es daß der Abstoßungs- 
exponent » universell ist, so müßte = für alle einatomigen Kör- 
per denselben Wert y "12 haben. Nach Grüneisen schwanken 


die Werte von Bd in der Tat relativ wenig; für alle Metalle mit 


einem Atomgewicht über 100, ausgenommen Wismut und Antimon (die 
bei den meisten Regelmäßigkeiten der Metalle ausfallen), ist mit ver- 
hältnismäßig guter Annäherung 

(274) 1-23 

Hieraus folgt für den Abstoßungsexponenten ungefähr n = 12. 

Einzelne große Abweichungen, besonders bei den Elementen von 
kleinem Atomgewicht, zeigen, daß die Annahmen von Mie nur rohe 
Annäherungen an die Wirklichkeit sein können. 

Zur selben Zeit mit der zit. Untersuchung entdeckte Grüneisen!**) 
auf empirischem Wege eine Verallgemeinerung der Mieschen Gleichung 
(274), die nur für hohe Temperaturen, im Bereiche des Dulong-Petit- 
schen Gesetzes, begründet ist. Das Grüneisensche Gesetz besagt: 

Der Quotient aus dem Ausdehnungskoeffizienten und der spezi- 
fischen Wärme eines Metalles ist von der Temperatur nahezu unab- 
hängig. 





164) E. Grüneisen, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 211. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 43 
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Grüneisen zeigte, daß diese Regel bei vielen Metallen (Ni, Cu, Pd, 
Ag, Ir, Pt) von — 150°C bis gegen 1000° C mit großer Genauigkeit 
zutrifft. 

Eine theoretische Ableitung dieses Gesetzes gab Grüneisen 1912 
in einer großen Arbeit!), die sich eng an die Mieschen Gedanken 
anschließt und den Versuch einer vollständigen Thermodynamik der 
einatomigen Festkörper enthält. Man kann ihren Grundgedanken so 
kennzeichnen, daß sie die oben eingeführte Teilungszahl 7 genauer 
festlegt und mit einer Schwingungszahl in Beziehung bringt; dadurch 
wird der Anschluß an die zu gleicher Zeit sich entwickelnde Lehre 
von der spezifischen Wärme erreicht. 

Grüneisen denkt sich alle Atome festgehalten außer einem; dieses 
wird dann unter der Wirkung der übrigen monochromatische Schwin- 
gungen der Frequenz » ausführen. Die potentielle Energie bei einer 
Amplitude & ist 4.D&?; sie wird in zwei Teile 4D, & und 4.D,&? zer- 
fallen, von denen der erste durch die anziehenden, der zweite durch 


die abstoßenden Kräfte erzeugt wird. Das Verhältnis ae der ent- 
sprechenden Anteile der Gesamtenergie wird also im Sinne der mono- 


chromatischen Theorie gleich Zr gesetzt werden können, also 
N 





D D 
(275) ı=7) 1—1-J7- 
Dann wird nach (273b) 
(276) y- (m + Bush, (nr +2)D, R 
Diese Größe y läßt sich nun auf die Atomfrequenz 
1 1/D 
(277) re 7 A 


zurückführen (u = Atommasse). 

Ist nämlich N, die Anzahl der Atome im Abstande », von dem 
schwingenden und 9, der Winkel der Verbindungslinie mit der Schwin- 
gungsrichtung &, so ist offenbar die zurückziehende Kraft 

Ste, +9 fl, — EN, 008 9, 
wo die Summe über die Atome eines Halbraumes zu erstrecken ist; 
das gibt angenähert 
82 37 (r,)N, cos 9, = — DE. 
» 


165) E. Grüneisen, Ann. d. Phys. (4) 39 (1912), p. 257. S. auch Verh. d. 
Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 836; 14 (1912), p. 322. II. Conseil de Physique 
Solvay 1913 (Brüssel 1913), Molekulartheorie der festen Körper. 
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Mit dem Kraftgesetz (267) folgt daraus 
(275) ne Dee 


m %, m+2 n 42 n) 








wo die über den ganzen Raum erstreckte Gittersumme 


nr, 


nur von n abhängt. Sodann u. 





” oD _m+2D.+n+9D 6 
Do®r D va r 
ro ist mit V, und D mit »® proportional, daher erhält man 
dlogv V dv - 
(278) Seren 


Nach (273b) ist y positiv; (278) drückt also den einleuchtenden Satz 
us, daß die Schwingungszahl bei Kompression (AV <0) zunimmt 
bei Dilatation (AV > 0) abnimmt. 

Von den zahlreichen thermodynamischen Folgerungen, die Grün- 
eisen aus der Zustandsgleichung (272) im Verein mit der Formel (278) 
zieht, heben wir folgende hervor. 

I. Die Größe » hängt nach (278) von V ab, doch nur unwesent- 


lich, nämlich nur von dem Verhältnis ne V, das Atomvolumen 


iA }. 
bei p=0, T= 0 bedeutet. An diesem Punkte ist nach (272) 
(279) HV)=0, 


und wenn man darin V, = Ba setzt, so ergibt (273a) mit Rücksicht 
auf (269) 


MAS,, nbs 
(279) RT 
yo“ r, 


was man auch direkt aus der Gleichgewichtsbedingung (7), 0 


schließen kann; dabei bedeutet hier r, den Atomabstand bei 7 = 0, 


»=0. Vermachlässigt man die Änderung von r,, so folgt aus (276), 
(275) leicht 








__ tr +YyYR +9 —- m +Y)m+ 2%), 
ae EL (n + 19, — (mt 1)o, 
wo 
NT /r,\® 
i > () Ny»c08 p, 
(280) „w-t—_-2 = 


> r,\r 
SoR 
Die Miesche Beziehung (274) bleibt also auch bei Grüneisen mit großer 


Annäherung gültig. Der Wert von y geht in den Mieschen yo == 
‘ 43* 
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über, wenn Y, neben », vernachlässigt werden kann; das ist, wie leicht 
aus (280”) zu sehen, der Fall, wenn n> m ist. Grüneisen betrachtet 
daneben den Fall, daß die von den ferneren Atomen ausgeübten Kräfte 
durch die näheren Atome abgeschirmt werden; dann hat man die Sum- 
men in (280’) nach dem ersten Gliede abzubrechen, so daß Y, von n 


ar 2 er Manche 


Beobachtungen scheinen diesen Wert wahrscheinlicher zu machen als 
den von Mie gewählten. 
II. Sieht man die Energie E als Funktion von Volumen und 

Entropie $ an, so gilt bekanntlich 
a a u 

oV’ 08 
Daher ergibt die Zustandsgleichung (272) zusammen mit der Energie- 
gleichung (271) folgende Differentialgleichung für E: 


Ver trE=ENH+rD. 


Hier sind ®, und y als Funktionen von Y zu betrachten. Drückt 
man @ nach (273) durch die Ableitung von ®, nach V aus, so kann 
man schreiben: 


unabhängig wird. Aus y, = y, folgt aber y—= 





T—= 


d(E— ®,) 





Kr +r(E — ®,) == 0) 
oder, wenn man statt V die unabhängige Variable v» vermöge (278) 
einführt d(E— 
u nd En = 09. 
Daraus folgt durch Integration 
E—-® -.sL 
a w(S), 


wo w eine willürliche Funktion bedeutet, und hieraus durch Diffe- 
rentiation nach 8: 


x ‚ 
(281) Z=w(ß). 
Also wird S eine Funktion von = allein, und die Energie bekommt 
die Form 
(281) E=9+/(7): 


Damit ist der Anschluß an die monochromatische Quantentheorie der 
spezifischen Wärme erreicht. Umgekehrt folgt aus (281) notwendig, 
daß die Zustandsgleichung die Form (272) hat. 

II. Aus der Zustandsgleichung folgt wegen (279) für die Kom- 
pressibilität beim absoluten Nullpunkt (Z = 0): 
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1 (47) — 4 TE; 


(282) -— (7 = 


0 
Daher hat man eine ee. der Be 


aNm-—ei Tr) 
Die thermische Enefikig an den Druck p—=0 findet man nun 
durch Auflösen der Gleichung G(V) = y2L angenähert als 





E—F 2L 
2  — = 
(283) 72 Bar’ 
wo 
2 v, 
(283°) er 


In erster Näherung ist also die thermische Volumänderung dem Wärme- 


inhalt 2Z proportional. Das ist die theoretische Fassung des von 
Grüneisen zuerst empirisch gefundenen Gesetzes; es stellt die Beob- 
achtungen an einfachen festen Körpern tatsächlich richtig dar!®), 


wenigstens wenn man die Konstante ß, die theoretisch gleich ... a : 


ist, geeignet wählt. Für den linearen Aundelet na Losftidenien 
«—_ n G a folgt aus en in erster ns 
(283°) - 


7% 
was mit der Gleichung a von Mie (die dieser nur für den Grenz- 
fall hoher Temperaturen bewiesen hatte) formal übereinstimmt, wenn 


man die geringfügige Veränderlichkeit von 7 vernachlässigt. 


IV. Für die Frequenz beim absoluten Nullpunkt erhält Grün- 
eisen eine Formel, die mit der bekannten Dimensionsformel von Ma- 
delung und Einstein (222) übereinstimmt. Führt man das Atomge- 
wicht M—= Nu und die Kompressibilität nach (282) ein, so wird 


(284) IN nt dam tum, 7° 


0 nn Nn— m %M 





Hieraus folgt mit V, = =: 


C 3 
= On Mio: 

166) S. Valentiner u. J.Wallot (Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 16 (1914), p. 757; 
Ann. d. Phys. (4) 46 (1915), p. 837) glaubten aus sorgfältigen Beobachtungen an 
Pt, Ir, Rh, Si, CaF,, FeS, auf systematische Abweichungen schließen zu müssen. 
Doch konnte Grüneisen (Ann. d. Phys. (4) 55 (1918), p. 371; 58 (1919), p. 753) 
zeigen, daß diese Fehler (außer bei Si) nur auf dem angewandten Rechnungs- 
verfahren beruhten. 
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in Übereinstimmung mit (222) (s. Nr. 24). Dabei wird 
1 
et Sem 
est ie: De 
von der richtigen a 


Zu einer neuen Formel gelangt Grüneisen, indem er statt x, den 
Wert (283”) einführt: 


ER 
285 = 4 i Ss 
( ) vo Vai 3@ 








Diese ist nützlich in den Fällen, wo die Kompressibilität nicht be- 
kannt ist (wie z. B. damals bei Diamant, Rhodium, Iridium). Mit 
dem Supaachen Werte C’—= 2,9. 10!! erhält man folgende Tabelle 
für 0 = wo die als „beobachtet“ bezeichneten Werte aus dem 
Verlaufe der Atomwärme (nach der Formel (237) von Nernst und 


Lindemann) entnommen sind: 

















Tabelle IX. 
® ber. | ® beob. ® ber. & @ beob.. 
c 1860 | 1940 Ag 310. la; 
al RN RER. Pb 106 | 92 
Cu | 325 | 320 | 
I 








V. Grüneisen stellt auch die Beziehung seiner Theorie zur Linde- 
mannschen Formel (228) für die Schwingungszahl v, her, etwa auf 
folgende Weise: 

Sind V, und 7,- Volumen und absolute Temperatur beim Schmelz- 
punkt, so folgt aus (283), (283°) mit 27 —3RT, in erster Näherung: 
UNSLU gERTrm 
4 AR le r 
Drückt man hier «, durch 6, aus und setzt das in (284) ein, so 

kommt 


(286) v.—_ 





27 NIRy nt Da, mtl D. 
Int Ö, n— m Ms 





Nun ist aber ö,, wie Grüneisen‘®") nachweist, für die Metalle Mg, Al, 
Cu, Pd, Ag, Pt, Au, Pb nicht völlig, aber annähernd konstant (unge- 
fähr = 0,08); damit ergibt sich die Lindemannsche Formel (228) 


> _ (pin: _I_ 
(286)) = O*RIN Van 


Grüneisen zeigt, daß mit m=3, n=12 für den Zahlenfaktor 
ungefähr der richtige Wert herauskommt. 





167) S. auch E. M. Lemeray, Paris 0. R. 181 (1900), p. 1291. 
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Wichtig ist auch die Schätzung der mittleren Schwingungsampli- 
tude beim Schmelzpunkt aus der Gleichung 


3RT, — 4a:Mv#f. 
Es ergibt sich, daß das Verhältnis (4); ziemlich unabhängig 


v 


von der Substanz ist und den kleinen Wert 0,085 hat. 

VI. — 8,(P,) ist die Arbeit, die nötig ist, um beim absoluten 
Nullpunkt alle Atome in große gegenseitige Entfernung zu bringen, 
also die Sublimationswärme beim absoluten Nullpunkt. Für diese er- 
gibt sich wegen (279) 

4A B; A m 
(287) II FFTET ee (1 72 =), 
V, _ v,® V, s 
oder wegen (282) und (283°) 

‚ BE ee 

(287) — DB, (N) = mn. tun 


% mn 30 





Nach Grüneisen ist diese Beziehung annäbernd erfüllt, wenn man 
mit Mie van der Woaalssche Kohäsionskräfte annimmt (m = 3, 


v_- "2); dann wird der Zahlenfaktor ni ungefähr —= 0,6. 


Alle diese von Grüneisen gefundenen Zusammenhänge sind später 
von der elektrostatischen Gittertheorie aufgegriffen und auf die zwei- 
oder mehratomigen Ionengitter übertragen worden. Bei diesen wird 
die universelle, aber schwache van der Waalssche Anziehung durch 
die elektrostatischen Kräfte bei weitem überwogen; der Anziehungs- 
exponent m wird also gleich 1, und die Konstante « in der Formel 
(267) (bzw. A, (269)) läßt sich exakt berechnen. Dadurch wird die 
in der Mie-Grüneisenschen Theorie noch steckende Willkür für diese 
Ionengitter beseitigt (s. Nr. 38). 


29. Quantentheorie der Zustandsgleichung. Während die Grün- 
eisensche Theorie die Abhängigkeit der thermischen Energie 2L von 
der Temperatur unbestimmt läßt, haben Ratnowsky'®), Ornstein'*”), 
Debye‘'®) und andere den Weg eingeschlagen, durch Modifikation der 
quantentheoretischen Formel für die Temperaturabhängigkeit der Ener- 
gie zur Zustandsgleichung zu gelangen. 


168) $. Ratnowsky, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 637; Verh. d. Deutsch. Phys. 
Ges. 15 (1913), p. 75. 

169) L. 8. Ornstein, Proc. Amst. Akad. 1912, p. 983. 

170) P. Debye, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 259; Wolfskehl-Kongreß, Göttingen 
1913 (B. G. Teubner, Leipzig 1913), Vortrag über Zustandsgleichung und Quanten- 
hypothese mit einem Anhang über Wärmeleitung. 


662 V25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


Ratnowsky und Ornstein wenden die monochromatische Formel 
für die thermische Energie an. Dabei ist es bequem, nach dem Vor- 
gange von Ornstein von der freien Energie eines Resonators auszu- 
gehen; diese beträgt nach Planck'"') 


(288) f=kTF (7), wo F@=In(l—e). 


Hieraus ergibt sich die Energie des Resonators nach der thermody- 
namischen Formel 


(288’) u-r— TIL, =-kTP(7), Po 


x 
a 


in Übereinstimmung mit (232); ferner ist die Entropie des Resonators: 


7 ©, of we f hv 
a le) 
Sieht man die Atome eines Mols als unabhängige Resonatoren von 
je 3 Freiheitsgraden an, so wird die freie Energie des Mols 


(289) F=@,+3RTF (47): 


Um die Zustandsgleichung zu bekommen, muß man außer ®, 
auch die Frequenz v als Funktion des Volumens ansehen; dann er- 
hält man nach bekannten thermodynamischen Formeln für den Druck 
p und die Entropie $ die Ausdrücke: 

oF dd, 


p-- 9 -- R- RT, wre): 


hv 
7-32 Pr) Flen)} 
Die erste dieser Relationen stimmt mit der Mie-Grüneisenschen Zu- 
standsgleichung (272) überein, wenn man darin für die Schwingungs- 
energie 2L den Ausdruck (234) der Quantentheorie (nach Einstein) 
einsetzt und die Definition von y nach (278) benutzt. 

Nachdem bei der spezifischen Wärme die Notwendigkeit erwiesen 
worden war, die monochromatische Theorie zu verlassen und das ela- 
stische Spektrum zu berücksichtigen, übertrug Debye seine dort (s. 
Nr. 27) bewährte Methode auf die Berechnung der freien Energie. 
Mit dem Verteilungsgesetz (155) der Schwingungszahlen ergibt sich 


(289) 


z 
(290) F=@+3RT:3 (3): .! F(a) 2’ da, 
0 


wo ® der Maximalfrequenz v,, des elastischen Spektrums proportional 
aa) S. etwa M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung 4. Aufl. (Leipzig 1921), 
$ 127, Formel (189), (190), p. 127 und $ 178, Formel (429), p. 203. 
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ist: O— ng Mit Hilfe einer partiellen Integration wird 


‚ 10] 1 (C) 
(290) F=&+3RT{F(7)—;0(7)} 

Debye nimmt nun in rationeller Verallgemeinerung der monochro- 
matischen Theorie an, daß v,, und damit @, vom Volumen V ab- 
hängen. Dann ergibt sich für den Druck 


Er 1: 
(291) ?p=—5r = —- Gr —3RTD (7)5 


do 


1 
0av 
Wenn nun analog zu (278) 

v_ ae vd. 
(291) SIT rTE 
gesetzt wird, so hat die gewonnene Zustandsgleichung die von Mie 
und Grüneisen angenommene Form (272), wobei für die Schwingungs- 


energie 2L die Debyesche Formel (239) einzusetzen ist. 
Für die Entropie erhält man ebenso 


N zarte 


Die allgemeinen Folgerungen aus diesen Gesetzen sind dieselben, die 
Grüneisen gezogen hat, sofern er nicht das besondere Potenz-Kraft- 
gesetz benutzt. 

Debye insbesondere setzt ®, dem Quadrat der Volumenänderung 
AV, vom absoluten Nullpunkt gezählt, proportional und entwickelt 


® nach AV bis zu Gliedern zweiter Ordnung. Wegen (273a), (279), 
(282) ist dann 


(292) ee ap 
ferner setzt Debye 
’ AV b /AVN\2 
(292) 0-9... 4, n)+) 


wo die Konstante a offenbar mit dem Werte identisch ist, den die 
Grüneisensche Größe y für 7=0, d.h. Y=},, annimmt. 

Die Debyesche Theorie führt also nicht wesentlich über die Grün- 
eisensche heraus; sie ist einerseits allgemeiner, sofern sie das Mie- 
Grüneisensche Potenz-Kraftgesetz fallen läßt und es durch eine Reihe 
mit unbestimmten Koeffizienten ersetzt, andererseits spezieller, indem 
sie die Temperaturabhängigkeit der thermischen Energie festlegt. Die 
Hauptleistung der Debyeschen Arbeit aber liegt in der Klärung der 
Grundlagen, nämlich in der Erkenntnis, daß die thermische Ausdeh- 
nung nur dadurch zustande kommt, daß die Kräfte zwischen den 
Atomen nicht genau den Verrückungen proportional sind, daß also 
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das Hookesche Gesetz nicht exakt gilt. Denn nur dann kann die 
Maximalfrequenz »,, die nach Nr. 26, Formeln (154), (238), (240), 
von den Elastizitätskonstanten abhängt, und damit @ eine Funktion 
der Deformation, also insbesondere der Volumenänderung AV sein. 
Allerdings kann man gegen diese Debyesche Auffassung wiederum 
das Bedenken erheben, wie es erlaubt sein kann, die Atomschwin- 
gungen mit Hilfe der Formeln für den gewöhnlichen Oszillator zu 
behandeln, wenn doch die zurückziehenden Kräfte nicht den Ver- 
rückungen proportional sind. Die kritische Behandlung dieser Frage 
erfolgt im nächsten Abschnitt (Nr. 30); sie führt zu dem Ergebnis, 
daß die Debyesche Methode richtig ist, solange man sich bei der 
Entwicklung von © nach AV (allgemeiner nach den Komponenten 
der Deformation) auf die linearen Glieder beschränkt. 

Hier soll zunächst ohne Rücksicht auf diese Kritik die formale 
Ausgestaltung der Debyeschen Theorie besprochen werden. 

R. Ortvay‘?) hat angegeben, wie man verfahren muß, wenn man 
nicht nur Volumenänderungen, sondern beliebige Deformationen, auch 
von Kristallen, behandeln will. 

Dazu braucht man nur ®, als quadratische Form der 6 Defor- 
mationskomponenten %,, Y,, 2,,.Y,, 2,, %, anzusetzen und entsprechend 
® nach diesen Größen zu entwickeln, ebenfalls bis auf Glieder zweiter 
Ordnung einschließlich. Dann wird auch die freie Energie F eine 
Funktion der &,,..., die man bis auf Glieder zweiter Ordnung ein- 
schließlich zu entwickeln hat; statt der einen Zustandsgleichung (291) 
hat man dann die 6 Spannungsgleichungen 

OF 


= — — —=NX!— (8, — GUY, — 6132, 49: — 8 — GsR 
(293) x Ox, x 115% 12%, 13% 149: 152 16" yr 


’ 


deren Koeffizienten XP, ...; &,, ... von der Temperatur abhängen. 
Die X,’ sind die Komponenten der thermischen Spannungen; sie 
hängen offenbar von den linearen Gliedern der Entwicklung von ® 
nach den &,,... ab. Die c,,,... sind die Elastizitätskonstanten; sie 
werden nur dann Funktionen der Temperatur, wenn man in ® die 
Glieder 2. Ordnung in den &,,... mitnimmt. Die folgende Kritik 
der Methode wird zeigen, daß dieses nicht ohne weiteres erlaubt 
ist, weil dann die Quantentheorie des harmonischen Oszillators nicht 
mehr ausreicht. 

Um die Wärmeausdehnung zu erhalten, hat man die äußeren 
Spannungen X,,... gleich Null zu setzen und die Gleichungen nach 


172) R. Ortvay, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 773. 
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den &,, ... aufzulösen; man bekommt” dann Ausdrücke der Form 
(293) | 7, = 51 X, + Sa 7» ++ 386X 
wo die s,, die in (53°), Nr. 8, eingeführten Elastizitätsmoduln sind. 

Ortvay entwickelt diese Theorie insbesondere für einen isotropen 
Körper; dann wird die Zahl der Koeffizienten dadurch beschränkt, 
daß die Entwicklungen von ®, und ® nach den &,,.... nur von den 
Orthogonalinvarianten dieser Größen abhängen. Es ergibt sich leicht, 
daß X? = Y’=-Z'/=p, Y=Z’/=X’—=0, und daraus folgt 
gleichförmige "Dilatation bei Temperaturerhöhung. 

Wesentlich ausgestaltet wurde die Theorie durch Arbeiten von 
van Everdingen*"°), Lorentz!"*), Ornstein und Zernike'"), Tresling!'®). 
Nach der Debyeschen Theorie der spezifischen Wärme ist nämlich © 
ausdrückbar durch die Schallgeschwindigkeiten der elastischen Wellen 
(s. Nr. 26, Formel (154), (238), (240)), bei isotropen Körpern direkt 
durch die Elastizitätskonstanten (s. Nr. 26, Formel (245), (246)). Die 
Deformationsenergie eines elastischen Kontinuums wird nun bis auf 
Glieder von höherer als 3. Ordnung in den Deformationskomponenten 
entwickelt; bei isotropen Körpern hängt sie nur von den Orthogonal- 
invarianten der Deformationsgrößen 

—=?ı, Hr Y, h 2, 
—y.,+2. 409, -iU tt) 
JS 2,y2 4 12092 — I — Ye — 3%) 
ab, und zwar erhält man nach Tresling, der die Ansätze von Debye, 
Ortvay, van Everdingen als unzulässig nachweist, den Ausdruck 
D—=AJ’+B,+OI+DAAt+ EI. 
Dabei darf man aber nicht die Formeln (35) (Nr. 6) für die x,, 
gebrauchen, sondern die für „endliche“ Deformationen'””) gültigen 


DE En 
9x 0x , dy öy 02 02 


ia ai a fh 10m DR, On DE. 
173) M. J. M. van Everdingen. De toestandvergelijking van het isotrope, 

vaste lichaam, Proefschrift Utrecht 1914. 

174) H. A. Lorentz, Versl. Kon. Ak. van Wetensch. te Amsterdam, Nov. 
1915, 24, p. 671. 

175) L. S. Ornstein u. F. Zernike, Versl. Kon. Ak. van Wetensch. te Am- 
sterdam; I, II, III. Febr.-März 1916, 24, p. 1689, 1561; Juni 1916, 25, p. 396. 

176) J. Tresling, Deformaties en trillingen in het vaste lichaam by afwij- 
kingen van de wet van Hooke, ook in verband met de toestandsvergelijking. 
Proefschrift Leiden 1919. 

177) S. dieze Encyklop. IV 23 (C. H. Müller u. A. Timpe) Nr. 6 (Anhang). 
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hier bedeuten &, n, & die Koordinaten eines Teilehens vor der Defor- 
mation, das nach derselben die Koordinaten x, y,z hat. (Bei kleinen 
Verrückungen 1,—=x2—$,... gehen diese Ausdrücke in die ein- 


Ze — ys t %,y - .... über.) 

Nun denke man sich ah eine unendlich bie Deformation 
gegeben; von dieser aus werde eine zweite Deformation vorgenommen. 
Dann kann man „relative Elastizitätskonstanten“ für die letztere defi- 
nieren, und diese werden ‚ihrerseits lineare Funktionen der Kompo- ° 
nenten der ersten Deformation sein. 

Es werden also auch die Geschwindigkeiten der Schallwellen 
lineare Funktionen der ersten Deformationsgrößen, und dasselbe gilt 
von © Auf diese Weise findet Tresling für den Koeffizienten der 
thermischen Ausdehnung einen der Schwingungsenergie proportionalen 
Ausdruck (Gesetz von Grüneisen), der von den Koeffizienten A, B, (, 
D, E abhängt; von diesen sind A, B als gewöhnliche Elastizitätskon- 
stanten bekannt, C, D, E werden aus den beobachteten Abweichungen 
vom Hookeschen Gesetz bestimmt.''®) 

Der Gedanke, welcher der im folgenden dargestellten Ableitung 
aus der Gittertheorie zugrunde liegt, stimmt mit dieser Methode im 
wesentlichen überein; nur muß die schon erwähnte Kritik der An- 
wendbarkeit der Öszillatorformeln vorausgeschiekt werden, durch welche 
der Gültigkeitsbereich der Theorie eingeschränkt wird. 

In den genannten holländischen Arbeiten findet sich eine zweite 
Methode zur Aufstellung der Zustandsgleichung entwickelt, die nicht 
von der Energie ausgeht, sondern direkt die thermischen Spannungen 
durch Mittelbildung über die von den Atomen ausgeübten Kräfte zu 
berechnen sucht.''”) Beide Methoden führen natürlich bei konsequenter 
Anwendung auf dieselben Endformeln. 

Alle diese Theorien !#°) bewegen sich im Rahmen der Kontinuums- 
physik. Demgegenüber hat die Gittertheorie die Aufgabe, die in der 


178) Trresling führt diese Rechnung für Stahl nach Messungen von J..H. Poyn- 
ting (Proc. Roy. Soc. (A) 86 (1912), p. 534) aus und erhält für die thermische 
Ausdehnung Übereinstimmung der Größenordnung. 

179) Die Methode der direkten Berechnung der thermischen Spannungen 
ist auch von K. Försterling in den früher zitierten Arbeiten (Anm. 155, 161) an- 
gewandt worden; derselbe Autor diskutiert in einer andern Abhandlung (Ann. 
d. Phys. (4) 47 (1915), p. 1127) das Problem der Zustandsgleichung vom Stand- 
punkt der Helmholtzschen Theorie der zyklischen Systeme. 

180) Abhandlungen von E. Rasch (Mitt. aus. d. kgl. Materialprüfungsamt, 
Berlin 1912, p. 321), M. B. Weinstein (Ann. d. Phys. (4) 51 (1916), p. 465; 52 (1917), 
p. 203, 506) u. a. sind teils fehlerhaft, teils ohne Bedeutung für die Entwicklung 
der Theorie. 


fachen z, = An ni — dir S 
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thermischen Zustandsgleichung (der freien Energie) vorkommenden 
Parameter auf die Atomkräfte explizite zurückzuführen (s. Nr. 31). 


30. Anharmonische Oszillatoren. Ein „idealer“ fester Körper ist 
nach Debye ein solcher, bei dem die potentielle Energie exakt durch 
eine quadratische Form der Verrückungen dargestellt wird (bei dem 
also das Hookesche Gesetz streng gilt). Debye hebt hervor, daß ein 
solcher Körper keine thermische Ausdehnung zeigen würde; denn 
wenn sich die Atomkräfte einer Annäherung je zweier Atome ebenso 
stark widersetzen als einer Entfernung, kann keine spontane Dila- 
tation der Mittellagen mit wachsender Schwingungsenergie eintreten. 

Die thermische Ausdehnung beruht also wesentlich auf der Ab- 
weichung von der „Idealität“, auf den Gliedern 3. Ordnung in der 
potentiellen Energie. Es wurde schon oben darauf hingewiesen, daß 
dann die Frage entsteht, warum es erlaubt ist, die für ein System 
harmonischer Oszillatoren gültigen Formeln der Quantentheorie auf 
diesen Fall anzuwenden. 

Debye macht die Sachlage an einem einzigen linearen Oszillator 
klar, dessen potentielle Energie bis auf Glieder 3. Ordnung der Schwin- 
gungsamplitude x einschließlich entwickelt wird: 


(294) p(2) = m Sg + 90°. 
Die Bewegungsgleichung lautet 
m& + 2 = m(& + or) +39 —=0. 


Vernachlässigt man zunächst die Glieder von höherem als 1. Grade, 


so ist die Lösung x = A cos(wt — e«) 
= Vrra I 


wobei A, « Integrationskonstanten sind. Sodann ergibt sich in 2. Nähe- 


rung die inhomogene Gleichung 

2 
m(& + 02) — — 394° co (ot — a) — — Bude "92" 0052 (mt — a), 
deren Lösung ist 


x —=A cos(nt— a) — Spin ums 008 2(ot — ae). 





Der zeitliche Mittelwert der Schwingungsamplitude ist 
FR: 394° 
ae |.) 5 
Andererseits ist die Gesamtenergie des Oszillators bei der Schwingung 
in 1. Näherung 





u= @ + or?) — mot 5 
also wird 


(295) een 


m’o 
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Die Verlagerung des Schwingungsmittelpunktes ist also in 1. Nähe- 
rung der Schwingungsenergie proportional; hierin sieht Debye mit 
Recht die Wurzel des Grüneisenschen Satzes von der Proportionalität 
der thermischen Ausdehnung mit der Energie. 

Die Berechnung der Temperaturabhängigkeit der Lage des Schwin- 
gungsmittelpunktes erfordert nun aber die Anwendung der statistischen 
Mechanik bzw. der Quantentheorie auf den asymmetrischen ÖOszillator, 
der streng genommen keine Sinusschwingungen ausführt. Um auch 
auf solche Systeme wenigstens näherungsweise die bekannten Me- 
thoden der Quantentheorie anwenden zu können, schlägt Debye fol- 
genden Weg ein: 

Er denkt sich eine konstante äußere Kraft X angebracht, die den 
ruhenden ÖOszillator um die Strecke £ aus seiner natürlichen Gleich- 
gewichtslage entfernt; zwischen X und 2 muß dann die Gleichung 

=) 


72),_.— mot + 398° 
bestehen. Um diese neue Gleichgewichtslage werden nun wegen der 
Wärmebewegung Schwankungen auftreten, gemessen durch die Ko- 


ordinate ER TER 


Die gesamte Energie im Felde der konstanten Kraft X wird dann 
u-5®+9@+H)— Kt 
2 a Z r & 1 nr 
— (- 2 +92°) a ; + 5 (mo? + 698) + gE®. 
Debye läßt nun einfach das Glied mit $° weg; dann kann man 
(wart) +, + 


als Energie eines gewöhnlichen, harmonischen Oszillators ansehen und 
die bekannten statistischen Methoden darauf anwenden. Die Frequenz 


o=_® (1 + _ ; 2) wird von der Mittellage X abhängig, und man 


erhält für die freie Energie einen Ausdruck der Form (288): 
: £ 

F=-"ZR4+go+kIf(i,), Ferli+,e): 
Debye streicht nachträglich noch das Glied mit £°, das eine Abweichung 
vom Hookeschen Gesetz bei einer Veränderung der Mittellage & be- 
deuten würde. Hiergegen muß man ein Bedenken vorbringen; denn 
nachdem vorher schon das Glied mit £° fortgelassen worden ist, hat 
es den Anschein, als ob in dem Ausdruck (2 + &)? näherungsweise die 


Glieder mit 2° und &° zugleich vernachlässigt würden. Das Verfahren 
von Debye erfordert also eine besondere Rechtfertigung. 
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In der Tat beruht die Möglichkeit, das Glied mit &° fortzulassen, 
_ nicht darauf, daß die Schwingungsamplitude & klein ist gegen die Ver- 
schiebung der Mittellage # (bei den wirklichen Körpern ist stets das 
Umgekehrte der Fall), sondern auf einem Satze der statistischen Me- 
chanik, der sowohl in ihrer klassischen Gestalt als auch bei Einführung 
der Quanten gilt. Dieser Satz bezieht sich auf ein System von asym- 
metrischen Oszillatoren mit der Energie 


(296) Ww—4(p+ og) + ag 2 
und besagt, daß die freie Energie, nach Potenzen der kleinen Größe a 


entwickelt, keine Glieder 1. Ordnung in a enthält. (Hier ist die Masse 
gleich 1 gesetzt; durch die Substitution 


= 


q=xYm, p=iYm, m ?g 
gelangt man zum allgemeinen Fall zurück.) 
Für die klassische statistische Mechanik ergibt sich der Beweis so- 
fort aus der Definition der freien Energie durch das Zustandsintegral Z: 


W 
(297) F=—kTlogZ, z=f fe Frapag. 


Entwickelt man Z nach a, so wird 


1 R 
— 7 (9:-+.0%9°) a 1/a\?2 
zjjen (nr + 3ler) 9) And, 
und man sieht ohne weiteres, daß das in a lineare Glied Null ist. 


In der Quantentheorie tritt an die Stelle des Zustandsintegrals 
die Quantensumme "8! 


En) Wu 
(297) Z=De *, 
n=0 


wo W, die Energien der quantenmäßig ausgezeichneten Zustände 
(stationäre Bewegungen) sind. Für ein System von einem Freiheits- 
grade, wie das vorliegende, werden diese Quantenzustände durch die 
Bedingung 

(298) IT /pdg— nh 


festgelegt, wo die Integration über eine Periode zu erstrecken ist. 
Wenn man p aus der Energiegleichung entnimmt, erhält man ein 
elliptisches Integral 


JI-/[V2W — og? — 2ag’dg, 





181) S. etwa M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung, 4. Aufl. (Leipzig 


1921), $127, p. 126. Ferner C. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 21, Pt. 3 (1922), p. 262. 
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die Integration erstreckt hin und zurück zwischen den beiden Wurzeln 
des Integranden, die die positiven Werte des Integranden begrenzen. 

Die erste Behandlung des asymmetrischen Oszillators nach dieser 
Methode findet sich in einer Arbeit von Boguslawski"?) über Pyro- 
elektrizität. Diese Erscheinung ist mit der thermischen Ausdehnung 
eng verwandt und muß wie diese auf der Verschiebung des Schwingungs- 
mittelpunktes bei wachsenden Amplituden beruhen. .Boguslawski be- 
handelt sie nach dem Vorbild der monochromatischen Theorie der 
spezifischen Wärme, indem er voneinander unabhängige, elektrisch ge- 
ladene Oszillatoren annimmt, deren Energie ein kubisches Glied enthält 
(s. Nr. 32). 

Die Auswertung des Integrals J ergibt nach Boguslawski folgende 
Reihe nach Potenzen von W: 


15 a? W @ 
J-- (1 ET RE )—nh, m — 97 
und hieraus erhält man für die ausgezeichneten Energiewerte 
(299) W=-W,—nhw(1—% ae nv +:..): 


Da hier kein lineares Glied in a auftritt, gilt dasselbe für Z und da- 
mit für F. 

Hieraus erhellt die Berechtigung des Debyeschen Verfahrens: So- 
lange man alle höheren Potenzen von a (sowie die Glieder von höherer 
als 3. Ordnung der potentiellen Energie) vernachlässigt, ist es erlaubt, 
die Schwingungen um die verschobene Gleichgewichtslage mit den 
gewöhnlichen Formeln für Systeme harmonischer Öszillatoren zu be- 
handeln. 

Eine strenge Begründung der Theorie der Zustandsgleichung er- 
fordert die Übertragung jenes Satzes auf ein System von vielen Frei- 
heitsgraden. 

Das Problem der Schwingungen eines mechanischen Systems um 
eine Gleichgewichtslage bei Berücksichtigung der Glieder von höherer 
als 2. Ordnung in der potentiellen Energie ist von Lord Rayleigh'??) 
mit Hilfe eines auf die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen an- 


182) S. Boguslawski, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 283, 569, 805. Eine Be- 
handlung des anharmonischen Öszillators findet sich auch in einer Arbeit über 
Bandenspektren der Halogenwasserstoffe von A. Kratzer (Ztschr. f. Phys. 3 (1920), 
p. 289). S. ferner A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl. (Braun- 
schweig 1922), Anhang 17. 

183) Lord Rayleigh, Theory of Sound (London 1894). Der Fall eines Frei- 
heitsgrades in Bd. I, Chap. IV, $ 67, 68, der beliebig vieler Freiheitsgrade in 
Bd. II, Appendix to Chap. V. 
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gewandten Verfahrens sukzessiver Approximation behandelt worden. 
Der Ansatz ist etwas allgemeiner, als in der Gittertheorie notwendig 
ist, da die Koeffizienten der Geschwindigkeits- (bzw. Impuls-)Kompo- 
nenten in der kinetischen Energie als Funktionen der Koordinaten 
angesehen werden. Doch führt Rayleigh die Rechnung allgemein nur 
bis zur zweiten Annäherung; die dritte Annäherung, die für die An- 
wendung der Quantentheorie maßgebend ist, gibt er nur für den Fall 
zweier Freiheitsgrade und konstanter Koeffizienten der kinetischen 
Energie. J. Horn‘) gibt die Lösung der Bewegungsgleichungen durch 
trigonometrische Reihen an und untersucht einen speziellen Fall genau, 
in dem sich die Variabeln separieren lassen. Born und Brody'®) 
haben das Problem mit Hilfe einer Methode gelöst, die aus der 
Störungstheorie der Himmelsmechanik stammt und direkt die Quanten- 
bedingungen liefert. Sie nehmen an, daß die Koeffizienten der Im- 
pulse in der kinetischen Energie konstant sind (die Methode läßt sich 
ohne Schwierigkeit auch ohne diese Annahme durchführen); sie führen 
die Normalkoordinaten q,,... q, und zugehörigen kanonischen Impulse 
Pi,» P, des ungestörten Systems (potentielle Energie quadratisch 
in den g,) ein und denken sich die Störungsfunktion (höhere Glieder 
der potentiellen Energie) nach Potenzen eines Parameters A entwickelt: 


f 
(300) H= Ip + 2%) + Ark: :- q,) + 2, 4) sr 


Dabei bedeuten f,, fi, -.. Polynome 3., 4, ... Grades in g,,...9,- 
Sodann kann man nach Schwarzschild'°®) für das ungestörte System 


Wirkungsvariable 2xx, und Winkelvariable Ba einführen mit Hilfe 


einer von Poincare'?”) angegebenen kanonischen Substitution: 
4—- V cos Y, m — — V20,0, siny,. 


184) J. Horn, Crelles J. f. d. reine u. angew. Math. 126 (1903), p. 194. 

185) M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140. H. Poincare 
behandelt in seinem Werke Les Methodes nouvelles de la me&canique celeste, 
Bd. II, Chap. XV, $ 159 p. 160, (Paris 1893) das Problem des gestörten Oszilla- 
torensystems für eine beliebige Störungsfunktion nach einer etwas anderen Me- 
thode, die für Anwendung der Quantenbedingungen ungeeignet ist. Auch findet 
sich in diesem Werke die von Born u. Brody benutzte Methode (Bd. II, Chap. XI, 
$ 125, p. 17) ganz allgemein für beliebige mechanische Systeme entwickelt; die 
Verbindung dieses Verfahrens mit den Quantenregeln haben M. Born u. W. Pauli 
[Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 137] hergestellt. 

186) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548. 

187) H. Poincare, Legons de Mecanique Celeste (Paris 1905), Tome I, 
Chap. I, 86, p. 5. 

Enceyklop. d. math. Wissensch. V 3. 44 
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Damit wird der Ausdruck der Energie: 


H= BARZ +af, (Ver oos v.) Fa (Viioos „) 7 


und die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung für die 
TEEN S Eee 


Pr +4 ars nn 2.28 cosy,)+ ar (VE 608 9,) + = W. 


ee man eine Lösung dieser Gleichung finden kann, die Konstante 
&yy... &, enthält und die Form 


N — 20,9, + Pu, &) 


hat, wo die Funktion ® periodisch in den y, ist, so sind nach Schwarz- 
schild die Größen J, = 2x«, die Wirkungsvariabeln des gestörten 
Problems, und die zugehörigen Winkelvariabeln erhält man durch 
08 
3% 

Die Lösung der Differentialgleichung wird als Potenzreihe nach 
A angesetzt: FRE TR ER EIER an 12 RE RER 
und zugleich die Energiekonstante: 

V= W+.W,+2W,+:-:- 

Dann ergeben sich die folgenden Näherungsgleichungen: 


28. 
Zen Wo 


Differentiation: w, = 


08, 
Ze dy, ER m, 84 2 28, [277 = eco NORT: fi [07% = coBYı 
Be 9, 


77 


Diese lassen sich der Reihe nach lösen; denn die linke Seite ist immer 
derselbe lineare Differentialausdruck, und die rechte Seite ist bekannt, 
wenn die vorhergehenden Gleichungen gelöst sind. Die erste Nähe- 
rungsgleichung hat die Lösung 


(301) 9, = PIRT wenn W, = 20,0, = II, (0,=2av,). 


Daher müssen die Funktionen $,, S,, ... sämtlich periodisch in den 
y, sein, und durch Mittelbildung über die zweite Gleichung folgt: 


(302) w=h (Vi cos y,)— 0: 
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Dann läßt sich S, als trigonometrische Summe ohne konstantes Glied 
aus der zweiten Gleichung berechnen, und dieser Wert ist in die dritte 
Gleichung einzusetzen. __. über diese liefert 


ET BEE 2a, 
(380) Mm- > a DO eos, — r.(V*& eos».). 


Nun läßt sich 5, baraskan und das Verfahren in gleicher Weise be- 
liebig fortsetzen. 

Das Wesentliche desselben besteht darin, daß man, um die Energie 
in einer bestimmten Ordnung 4? zu berechnen, nur die Näherungs- 
Differentialgleichungen bis zur Ordnung p — 1 zu integrieren braucht. 
So genügt zur Berechnung von W, die Bestimmung von 5, aus der 
entsprechenden Differentialgleichung. 

Das Resultat der Ausrechnung von W, ist von der Form 











(304) Wr 129% =} which (@;, = 4a°v,,) 
Dabei zerfallen die Koeffizienten v,, in zwei Summanden 
(305) Yya=Yı Fran 


von denen der erste nur von den Koeffizienten von f;, der zweite von 
denen von f, abhängt. Schreibt man 


ug a9 + 4nd Im + Sa nndı9m%, , 
(306) hı = Sb, + m mt > 9, Im 





\ + PER Im In ar —— d,mnr hr ImAn g, 


Imnr 
mit der Bestimmung, daß verschieden bezeichnete Indizes auch immer 
verschiedene Werte der Reihe 1,2,... f annehmen sollen, und daß 
die Indizes eines Koeffizienten a oder b vertauschbar sein sollen, wenn 
das zugehörige Produkt der q bei der Vertauschung ungeändert bleibt, 
so erhält man'!®#®) 











DR ra Der er = Zah (a En a) 
(305) | 7 a 6 a ua = 4 (i = Er“ v} + Mi 4) 
+ >12 elle Zueen, —) ]}; 


188) Wegen eines in der zit. Arbeit von M. Born u. E. Brody (Anm. 185) 
untergelaufenen Rechenfehlers vgl. die Bemerkung dieser Autoren in der Ztschr. f. 
Phys. 8 (1922), p. 205. E. Schrödinger [Ztschr. f. Phys. 11 (1922). p. 170] hat ein 
anderes Rechenverfahren angegeben; Berichtigung eines Irrtums hierzu ebenda 
p- 396. 

44* 
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2 „ . 35, „ 2b, 
(3056) Tagen MT ae 





Man sieht, daß die v;, nur von den Quadraten und Produkten der 
Koeffizienten des Polynoms f, abhängen. 
Die Quantenbedingungen lauten 


J; 5 n,h A 


wo die n, ganze Zahlen sind. Daher wird die gesamte Energie (mit 
A=1) nach (301), (302), (304): 


(307) W=hD>vn +:MR Ivy +: 
k ki 


Das ist die Verallgemeinerung der für einen Freiheitsgrad gültigen 
Formel (299) und enthält diese als Spezialfall. Aus dem oben über 
die v,, Gesagten geht hervor, daß die ausgezeichneten Energiewerte 
und damit auch die freie Energie nach (297”) von den Koeffizienten 
der kubischen Terme nur quadratisch abhängen. Vernachlässigt man 
also die Quadrate und Produkte der kubischen Terme sowie alle 
höheren Glieder der potentiellen Energie, so gilt in dieser Annähe- 
rung die einfache Formel für ungekoppelte, harmonische Oszillatoren: 


(308) W=hDvn. 
k 


Damit ist das Debyesche Verfahren soweit gerechtfertigt, als es sich 
auf die erlaubten Glieder beschränkt; man sieht jetzt, daß die Mit- 
führung der Terme von höherer als erster Ordnung in der Entwick- 
lung der Frequenzen nach den Deformationskomponenten nicht zu- 
lässig ist (insbesondere das Glied mit b in der Debyeschen Entwicklung 
(292°) für ©). Die freie Energie wird bei Benutzung der Formel (308) 
durch Addition der zu den einzelnen Eigenfrequenzen gehörigen An- 
teile gewonnen; sie ist also mit Benutzung der durch (288) definierten 
Funktion 


2 Frl) 
k 


Man kann das durch direktes Ausrechnen der Zustandssumme leicht 
bestätigen. 


31. Die freie Energie des Gitters. Um nach dem Debyeschen 
Prinzip die freie Energie eines Gitters zu berechnen'®®), muß man 
zur potentiellen Energie die Glieder dritten Grades in den Verrückungen 


189) M. Born, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 217, 327. Ein in der ersten 
Mitteilung begangener Fehler wird in der zweiten berichtigt. 
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hinzunehmen; mit Beachtung von (18), (18°), (18”) hat man: 

(310) o=-9+9%,+9, 

ID + 38 (1 2),, Ur ® Upry + (pr )ey. Mhz Merry wi.) z 
= 


zy2 


Hier sind die Koeffizienten 2. Ordnung durch (14), (15), (16) definiert, 


und es gilt in analoger Weise: 
ı Ogyprp ı 1 1 ı 
(311) (Parey: = (Ge (iv ö,, + Yır d,, + Zr 0,,) kr 
i 
+ pr Yı v 24x Raw, 


(312) Bir — = r dr 3 re G le. 


Nun denke man zunächst eine homogene Verzerrung u, hergestellt 
durch Anbringung eines Systems äußerer Kräfte 8; damit Gleich- 
Aka herrscht, muß 


ee EPs [2 pır ) zy Uey 5 12 (er Vayalkiilii. | 


sein. 

Um die neue Gleichgewichtslage sollen die Partikel des Gitters 
beliebige Schwingungen v,’ ausführen, stets unter der zusätzlichen 
Wirkung der konstanten Kräfte 8; diese leisten dabei die Arbeit 


DI» 8, v, Erg 323 (Ip xy Upry Verz + Ip): Upry Uhr: NR } . 
: zy 


zy3 





Diese ist von der potentiellen Energie des Gitters abzuziehen, nachdem 
darin die Verrückungen u,’ durch u,’ v,’ ersetzt sind; dann heben 
sich die linearen Glieder genau auf, und man erhält 


v—0—- 5 
=6+ 338 142(9:') Day [Mira Ukry + Ohr Der] 


ar t > (pr 2 [ur k'x Upry Up 2 “ Iurz Dry Uhr, 


xyz 
+ NY N Ohr ER 
Hier denke man sich die Ausdrücke für die homogene Verzerrung 
(28) eingesetzt. Da alle Deformationen, die man durch mecha- 
nische oder thermische Einwirkung auf einen Kristall erzielen kann, 
äußerst klein sind, so wird es erlaubt sein, mit Debye die Glieder 
3. Grades in u,’ zu streichen. Der Ausdruck # ist als Funktion der 
v,' betrachtet ein Polynom 3. Grades. Man kann daher auf ihn den 
in Nr. 30 bewiesenen Satz von Born und Brody anwenden. Dieser 
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besagt, daß bei Vernachlässigung der in (PER Yey: quadratischen Terme 
(sowie aller höheren, hier nicht angeschriebenen Entwicklungsglieder 


mit (ir eva; ...) für die Anwendung der Quantentheorie auf das 
Öszillatorensystem, dessen potentielle Energie # ist, die Terme dritten 
Grades in vd,’ fortgelassen werden können. Mit Benutzung der Aus- 
drücke (11) und (31) kann man daher schreiben: 


813) = NAU+UB)+ 1332197) ey Dana Di, 


wo 


(314) (par), — (Panda, + I (Prr)ey: Mar: 
Ex (Gir)ay + par )2y. Ur; ET U,, +2u,; Zur] . 


Auf die thermischen Schwingungen v,' kann man nun die Quanten- 
theorie eines Systems harmonischer ÖOszillatoren anwenden. Dazu muß 
man sämtliche Frequenzen bestimmen. Nun hat die quadratische Form 


Y— NA(U,+ 0, 


der dv, genau dieselbe Gestalt, wie die Glieder 2. Ordnung ©, (18’) 
der potentiellen Energie selbst, nur daß die Koeffizienten eine etwas 
andere Bedeutung haben. Daher gelten alle in Nr. 14—19 durch- 
geführten Überlegungen auch für den deformierten Kristall; ins- 
besondere werden die Frequenzen durch die 3s Zweige ®,* der Fre- 
quenzfunktion im Phasenraum dargestellt, und es gilt der Verteilungs- 
satz (Nr. 18). Daher wird nach (309) die freie Energie (pro Volumen- 
einheit des undeformierten Zustandes): 


(kai 
(315) Fü ++ as Dreh )ap, 


wo das Integral über den Würfel — a <gp<r des Phasenraums zu 
erstrecken ist. Hier hängen die »,;* wegen (314) von den Kompo- 
nenten u, %,, der homogenen Deformation ab. 

Die weitere Behandlung des Ausdrucks (315) ist in voller Strenge 
nicht möglich. Es kann sein, daß in Zukunft ein Gedanke von O.Stern!”) 
weiterführt, der darauf beruht, daß wenigstens bei hohen Temperaturen 


die freie Energie nur das Produkt aller Eigenfrequenzen enthält, das 


190) O. Stern, Ann. d. Phys. (4) 51 (1916), p. 237. stern betrachtet die 
Schwingungsgleichungen des endlichen Gitters und führt die freie Energie auf 
die Determinante derselben zurück. Eine Ausrechnung gelingt aber nur in dem 
einfachsten Falle der Punktreihe (eindimensionales Gitter). 


EATTRENERT 
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sich rational durch die Determinante der Schwingungsgleichungen aus- 
drücken läßt; wendet man diese Idee auf den Ausdruck (315) an, so 
erhält man 


kT,_ hv* 
(815) F=-U+U +’ InTr: 
wo 
(315”) Inve = fine vor... v3) dp 


= aa fin DALE) er io, 


wo die er aus den (p4r)z, nach der Regel (101) gebildet sind. 


Doch scheint es vorläufig nieht möglich, selbst in einfachen 
Fällen auf diesem Wege zu übersichtlichen Ergebnissen zu gelangen. 
Daher bleibt nur derselbe Weg, der in der Theorie der spezifi- 
schen Wärme (Nr. 27) zu brauchbaren Näherungsformeln führt und 
der darin besteht, daß man die Frequenzen v,* durch die ersten Glie- 


der ihrer Reihenentwicklung nach r ersetzt; ganz analog zu Nr. 14, 
(103), (104) ist in erster Näherung 


ec > 
(316) rt G-123), 
ve ne, G=45,...39). 


Dieses Verfahren wird bei tiefen Temperaturen wohl genügen, weil 
dort die Abhängigkeit der Frequenzen von Wellenlänge und. Wellen- 
richtung nicht stark in Betracht kommt; aber bei höheren Tempe- 
raturen muß man auf Abweichungen gefaßt sein. Man sieht das am 
besten an dem Grenzfall eines zweiatomigen Gitters mit nahezu gleichen 
Massen der beiden Atome; dieses wird sich fast wie ein einatomiger 
Körper verhalten; d.h. sämtliche Frequenzen werden sich in Spektren 
vom Charakter der „akustischen“ Zweige anordnen, und es würde ganz 
verfehlt sein, die „optischen“ Zweige durch konstante Schwingungs- 
zahlen zu approximieren (vgl. auch Nr. 33,38). In Wirklichkeit werden 
alle Übergänge zwischen diesem Grenzfall und praktisch monochro- 
matischer Schwingung ‘vorkommen; aber man ist heute noch nicht in 
der Lage, diese Verhältnisse theoretisch zu beherrschen. 


Wenn nun im folgenden gleichwohl das Verfahren angewandt 
wird, das in der Anwendung der Gleichungen (316) besteht, so muß 
betont werden, daß dabei die optischen Frequenzen in einer Weise 
bevorzugt sind, die sich als ungerechtfertigt herausstellen kann. Spätere 
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numerische Rechnungen (s. Nr. 33, 38) werden in der Tat zeigen, daß die 
auf diesem Wege gefundenen Ausdehnungskoeffizienten von regulären 
Kristallen zu groß ausfallen. 

Man erhält nun mit Rücksicht auf die an (290) anschließende 
Umformung: 


am FEN - HALF) 


j=1 





Dabei bedeutet der Strich Mittelbildung über die Einheitskugel, und 


es ist ae 
hv;* N P/3 >= 
Ki eV, 6-12) 
hy0* 
0 —= ——, j=45,...3p) 





gesetzt; die c,* und »}* sind lineare Funktionen der Deformations- 
komponenten uU,, %,,. 


Um die letzteren zu ermitteln, hat man in den Formeln für die 
Schallgeschwindigkeiten und die Grenzfrequenzen überall die (Pir)ey 


durch (g4,)*, nach (314) zu ersetzen. Dazu hat man zunächst die 
(32) entsprechenden Größen zu bilden; dabei treten aber nicht nur 
die Deformationskomponenten 2,—u,,,..-4.=4,,+ U,,, -. auf, son- 


dern auch die Drehungskomponenten u, ,—u,,,... Von letzteren kann 


man offenbar absehen, also w,, = u,, voraussetzen; dann erhält man 
an Stelle der Größen (32) die folgenden: 


Ko A De 
+2 - ve 7) ’ 
I en M 
+2 "rleyanıe) 
) aylzyr —levanl+ DI Da. zyjo51,l 
+ Xwrlevianlen 


(319) 4 





L 


Dabei haben die als Koeffizienten auftretenden Klammersymbole fol- 
gende Bedeutung: 
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| - FE 3 Senden > z (dr. Ss Ohr Car > 0,8 Ok Yıx 
I ı 
+0,,S Qirzur + S Rivaue Ya 
L ı 
[aus 27 28 Binden a] + 92] 
ee Mn Pr EEE (dy.625+ Ö.; dyz+ FR Ö;:) 2 SPır 
ı 
+ 3 Sfirair Yar Err ir, 
Bi las | 3 # “. | = 
5 Be” S2 Par eye Far Hr du + a = 


+ Ö,, Ba Fr 8 > Ran hr Yan Bir Ihr Uhr» 
Er 


(320) 


u . 14 - r Eu all 

eyızsie=# llevsia)+ laselen)) 

[ey | 292] = r 3 (Yrr) ey Bar Tan Eher 
I kK 


— d,,‚[2392] + 0,.[y&%92] + 0,,12292] 
+ 2 Ss DV Rarane Yar £rr Uhr Jar Zar 
E A 
[ey|&%|22] = 4 ([ey2|292] + [292 | xy2] + [ey2 |&%2] 
| + [277 |zy2]}. 





Diese Formeln setzen in Evidenz, wie weit die Indizes x, y,... ver- 
tauschbar sind; in den Symbolen sind diese Verhältnisse durch Striche 
und Doppelstriche angedeutet. Ferner kehrt des bei Vertauschung 
von k, X sein Vorzeichen um, verschwindet also für k=K. 

Te; 2 bleibt bei Vertauschung von k, % ungeändert; für k = X 


ist es zunächst nicht definiert, man definiere es durch die Forderung 


(321) Diss 
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Außerdem gelten die Identitäten 

‚ kk k 
821.) lau.) Dlev: zo =. 
Man bilde nun nach den Vorschriften von Nr. 8 durch Auflösen der 
. ; ENT N 2 . IKK 
linearen Gleichungen CR) wobei die Be durch die 1 ersetzt 
sind, die Symbole & und aus diesen nach (49b) die Elastizitäts- 


konstanten [|xy|x%Y]]* des deformierten Gitters; auch diese werden 
lineare Funktionen von u, und u,,. Die Schallgeschwindigkeiten c,* 
sind aus den zu (128°) analogen Gleichungen 


(322) ec, — ZU, DT|22|yHl]* 8:8; — 0 
Y xy 


zu berechnen; auch sie werden bis auf Glieder von höherer als 1. Ord- 
nung nach ıt,, &,, entwickelt. Die Grenzfrequenzen »,’* bestimmen 
sich aus den zu (100a) analogen Schwingungsgleichungen: 


(323) Arr)m U, +4N > Two. 
k' Y 


Auf diese Weise erhält man schließlich Ausdrücke der Form 
(324) 0-9, (1 EB SB, 2. Bayttey), 
zy 


wo die Komponenten der Vektoren ®,’ und der Tensoren Bi, für 
j=1,2,3 Funktionen der Wellenrichtung 3, für j=4,5,...3p 
Konstante sind. 


Die Tensoren sind symmetrisch: 
(324°) Biy = Bia, 


und von den p Vektoren ®B’(k—=1,2,...p) sind nur p—1 un- 
abhängig, da die Identität 
(324”) DB = 0 


k 
gelten muß. 


Entwickelt man nun die von der Temperatur abhängigen Terme 
des Ausdrucks (317) für F ebenfalls nach u,, «,, bis auf Glieder von 
höherer als 1. Ordnung, so erhält man nach leichter Rechnung 


(325) F=-R— 2 u, — 2ER, u, +09, 
k xy 
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wo folgende Abkürzungen gebraucht sind: 


SFÖ-"Ol+2r@) 


kT 
R-U+% 














(320) | > 8.07) +2 er (| 
#4- - SEAL 2) + Inr( | 





ee ist für U, der früher ermittelte Ausdruck (31) einzusetzen; 
die Temperaturabhängigkeit der darin vorkommenden Konstanten, welche 
die Elastizität und Piezoelektrizität bestimmen, wird in der hier an- 
gestrebten Annäherung nicht festgelegt. 
Aus der freien Energie F erhält man durch Differentiations- und 
Eliminationsprozesse sämtliche mechanischen und thermischen Größen. 
Die gran ni ist 


gm) s-—? =a1+2 7 1) HI ar Hr = 


Die spezifische Energie ist durch 


E=F-+Ts 
gegeben; setzt man 














rar aK! 
(828) u = F, — u, =m—T ar’ K,=-M,- Top 
dann wird 
(328) E= B— Pi; u, — = Ki, + U. 
Die inneren Kräfte, die sich den Verrückungen u, widersetzen, sind 
oF OU, 

sl en, Pne 9 die 
und die Spannungen | 

‚ oF OU, 
rd En Pre kennt mn ei 


Mit Hilfe von (329) kann man, wie in Nr. 8, die Verrückungen eli- 
minieren; die freie Energie des Gitters unter der Wirkung konstanter 
äußerer Kräfte 3%, = — 8, ist 


(330) PIE = &:1) = F +3 (KR ,), 
und man erhält mit Benutzung der in Nr. 8 entwickelten Formeln 


(330) PF<-P +3) -IR,w,+ 08 
zy 
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oF* ou; 
| a) u, OR, . =, 8, 
EN ars —, Dr 
b) EN Iu,, =K), Tan 
wo UF durch (52’) gegeben ist und folgende Abkürzungen gebraucht 
sind: 
5 Ik’ aa kk' 
= 22| zy Ki, oder i.— = a uby, 
k' k' Yy 
k k 
Rı,—K: „+3 la MR levels 
(332) ı Ir 


F=R+}' Dur — 32h) RR, 
k kh' 


3 [jew 


ER. 09 





Das Zusatzglied in F* ist offenbar 2. Ordnung in (Pkr)zy; und müßte 
bei konsequenter Durchführung der Näherung weggelassen werden. 


Aus F* gewinnt man die spezifische Entropie und Energie durch 
die Formeln: 


ER du a ae, 
s--57 --a7-2lar)+ ta) 
k 


E*= F* T8 — E* +2 K,) _IRs. u,,+ 0%; 


(333) 


mit den Abkürzungen: 


[Er — F# ge 





ar j 
(333) un 1 
Kt, =K:,— wa, 
Für die zugeführte Wärme erhält man 
(333°) 49 — TdS— [eE: + 2er 8)— ar u„)dT 


Shan) He 


32. Thermische Ausdehnung, Pyroelektrizität und ihre Um- 
kehreffekte. Es soll nun die Wechselwirkung zwischen den elastischen, 
elektrischen und thermischen Eigenschaften des Gitters behandelt 
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werden. In einem homogenen elektrischen Felde & gilt nach (39) 


RK — m &. Setzt man ferner 


(334)  pedean, 
k 

so erhält man aus (331) ausführlich (s. Nr. 11, (66)): 
) Br tSlen) ,+Stelveil u. 

yz 
)K,=R,+21eleyl]&,— ZI I[ey| #9] u;;, 

3 u 

oder mit der gewöhnlichen Bezeichnungsweise: 


| „= +a,E&,+ FE, +8; Hair, + &2Y, + 6132: 
Di ee bene r on ” a 


x.. _ 7 ee Er I &, &, — 1%, CaY, — 613?; 
— 649, 6522 7 rshyn 


(335) | 


(335) 4 





“ 


Dabei ist statt X®,, K®,,... hier K%, K®,... geschrieben. 


Die zugeführte Wärme wird nach el 
dE, dp* dk, 
er) lat Handle 


+ 7(7 ac) + 1 az, Ri hr) 


wo 
(837) "Deu — 
k 

gesetzt ist. 

Man kann nun (335’b) nach den x,,... auflösen und die ge- 
fundenen Werte in (335’a), (336) einsetzen; dann erhält man: 

a) |” Tag Er Re ru, Tuß, a Wi a a ar 

AR ES: ae 
en b) (ne—914 +26, +46, +46, -duX, en DT 
und 


(339) ER HSIE er Y,+..))a7 
+ Tr, + + Hart.) 


Hier sind (außer den in Nr. 11 bereits definierten) folgende Be- 
zeichnungen eingeführt: 
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( BEN 6 
a) W —-3s,K K; = 0,0, 
I=4 3-1 
‚du 
)u=wu— Im: 


= 
co) p=pl et 





(340) 4 
d) PF=7 m ze, 
)K=-43uRN— 3235, K Ber) 
_ j d(F 
= m (Br) mr 


Die Größe K ist offenbar 2. Ordnung in (p%r)zy; und müßte eigent- 
lich fortgelassen werden. 

Die Formeln lehren uns über die Bedeutung der neu eingeführ- 
ten Größen folgendes: 


I. Die K® sind die thermischen Spannungen"”). 

II. Die u sind die Komponenten der thermischen Deformation bei 
fehlenden äußeren Spannungen (und € = 0)"). 

III. p° ist das sogenannte „wahre“ pyroelektrische Moment, näm- 
lich das, welches bei fehlender Deformation (und E=0) auftritt. 
p° ist das direkt der Messung zugängliche pyroelektrische Moment bei 
fehlenden Spannungen (und E= 0), das durch Zusammenwirken der 
wahren Pyroelektrizität mit der durch die thermische Ausdehnung 
erzeugten Piezoelektiizität entsteht.!??) 

IV. Die Koeffizienten von dT7 in (336) und (339) sind die Wärme- 
kapazitäten der Volumeneinheit bei konstanter Deformation bzw. bei 
konstanter Spannung. Nennt man diese in Analogie zu der bei iso- 
tropen Körpern gebräuchlichen Bezeichnungsweise C, bzw. C,, so wird 


 dEs dy* aK* dk: 

| a: er (17 ©) ea art tent) 
dE; dß* du* du 

|») in -H)r+G 7% t.'+77 Y+..) 

Die Wärmekapazitäten hängen also von der absoluten Größe der De- 

formation bzw. der Spannung ab, außerdem von dem elektrischen 


Felde, in dem der Kristall sich befindet; bestimmend hierfür sind die 
BORERuNOE wos leiten der aus den Blenmibehen Spannungen bzw. 


(341) 


191) S. Voigt, Kristallphysik, V. Kap., $ 149 ff. Man findet dort Angaben 
über die Meßmethoden und ihre Ergebnisse. 

192) Über die phänomenologische Theorie der Pyroelektrizität s. diese Encykl. 
V 16 (F. Pockels), Nr. 11. Ferner Voigt, Kristallphysik, IV. Kap., $ 125 ff, 
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Deformationen und den pyroelektrischen Momenten abgeleiteten 
Größen K*, p* bzw. u,*, $B*. 

Ist Hein Feld vorhanden, und ist der Kristall undeformiert, so 
hatman E=(0,2,=(,..., also X, = K°,.... und man erhält die 


Formeln 
dEz 


| 2) 0-5 ar 
6 
} Ei au 
| ) 0-5 EIER 
i=1 
Hieraus folgt unter Benutzung von (340b, e, f): 


843). GC, Ti IR ar) 


(342) 





i=1 
6 


K° du! du? dus? 
Bu EDIT 
iz ij= 
Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der für reguläre Kristalle 
und isotrope Körper gültigen (229) (s. Nr. 25); denn bei regulärer 
Symmetrie gilt für den linearen Ausdehnungskoeffizienten 

dw _ dus _ dw 
MER aT? 


während = u! = uw. —= 0 sind, und nach Nr. 13 sind 


3 
Hallig, Bull Cut 2a = a 


9@®T 
also C, — (= 


’ 





in Übereinstimmung mit (229), wenn man diese Formel auf die Vo- 
lumeneinheit (V = 1) bezieht. 

Hierzu ist aber zu bemerken, daß der Unterschied ©, — O, von 
2. Ordnung in (Pir)z,; ist, also be konsequenter Durchführung der 
Annäherung Termnchlläsigk werden müßte. Jedenfalls muß man be- 
. achten, daß die Zusatzglieder, die bei der Berücksichtigung der näch- 
sten Näherung zu C, und O, einzeln hinzutreten, von derselben Größen- 
ordnung sein werden wie die Differenz ©, — C, (s. hierzu Nr. 34). 

V. Aus (336) und (339) erhält man für d7’=0, d& = 0 die 
isotherme Deformationswärme als Funktion der Änderungen der De- 
formations- bzw. Spannungskomponenten: 


(Da, Tat + at), 


(344) |») ee, (Max,+.: en e; 
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VL Die Formeln (336) und (339) enthalten auch den sogenannten 
elektrokalorischen Effekt‘), d h. eine Erwärmung bei Erregung eines 
elektrischen Feldes; sie beträgt bei konstanter Deformation bzw. 
Spannung 


2) dA = TE ak), 


(345) n 
b) de — 77a). 

Dieser Effekt wurde auf Grund thermodynamischer Betrachtungen von 

W. Thomson’) (Lord Kelvin) vorhergesagt und von R. Straubel!®) 

experimentell nachgewiesen. 

VI. Die Temperaturabhängigkeit aller Parameter ist durch die 
voranstehenden Formeln auf die der Größen (326) F,, 8}, K2, zurück- 
geführt. Man hat zu beachten, daß hier alle Parameter auf die Vo- 
lumeneinheit des unverzerrten Kristalls bezogen sind; will man sie 
auf die Volumeneinheit des tatsächlichen, deformierten Zustandes be- 
ziehen, so hat man entsprechend umzurechnen. Dann werden z. B. 
die Elastizitätskonstanten, die hier von der Temperatur nicht ab- 
hängen, infolge der thermischen Dilatation Funktionen der Tempe- 
ratur. Doch ist diese Veränderlichkeit so gering, daß man meist von 
der Umrechnung absehen kann. Wir geben hier die Formeln für den 
Energieinhalt E,*, die thermischen Spannungen X,’ und das wahre 
pyroelektrische Moment p° an; dabei wollen wir den Unterschied zwi- 
schen F, und F,*, der zweiter Ordnung in (p£r)zy; ist und überdies 
bei zentrischer Symmetrie exakt EEE vernachlässigen und 


demgemäß E,* mit E,= F, — gt #% identifizieren. Dann erhält man 


a) Er— U,+ +31 206 ') +2 (7) 
(346) I) Ri, — ea 0,D (9) Soor Erik 





DET EST] 


193) S. Voigt, Kristallphysik, IV. Kap., $ 140, 141. 

194) W. Thomson, Math. Phys. Pap. Bd. I, p. 316. 

195) R. Straubel, Gött. Nachr. 1902, p. 161; s. auch Fr. Lange, Diss. 
Jena 1905. 
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wo ») &, = Bir +32 2 gi ] kn, 
(347) 

bh) di - — DPA „|8 
gesetzt ist. 2 


Die Formel (3462) stimmt mit (253) überein, wenn man dort 
die Dichte der potentiellen Energie U, hinzufügt und N1=1 setzt. 


Für den Faktor 2 kann man auch ur schreiben, wo ’-- das 


Atomvolumen bedeutet (M — mittleres Atomgewicht einer Zelle). 
Bezüglich der Formeln (346) ist an das oben (Nr. 31, p. 677) Ge- 
sagte zu erinnern; die Ersetzung der „optischen“ Zweige des elasti- 
schen Spektrums durch eine konstante Frequenz kann besonders bei 
K°, und p° zu beträchtlichen Fehlern führen. 
VII. Bei hohen Temperaturen ist D=P=1; man erhält für 
die Energie den Dulong-Petitschen Wert E,* — a 27 


VE = en = 3RT) und außerdem 


(Atomwärme 


3) R-EE+R), P-Le+n, 


wo 


3 3p 
CH, = 30}, 7 = ICh, 
(349) og As 


3 


3p 
ee NE 
j=4 


j=1 
gesetzt ist. Führt man hier die Ausdrücke (347) ein, so sieht man, 
daß es auf die Berechnung der Summen 


8 3p 8 8p 
7:3 al, 0, SB, 
j=1 j=4 j=1 j=4 


ankommt. Diese lassen sich nach dem oben erwähnten Gedanken von 
Stern'”®) rational durch die Koeffizienten der Sehwingungsgleichungen 
ausdrücken. Denn nach (324) ist 





ER he EL ie 
er Te us = 
Definiert man nun die Mittelwerte @* — = 0 — Nr durch 


| ®- (= Bror8r = (M'utntnr, 
(351) | Bee @%* @* -() * pi 
. ie 


k vi» 32 ’ 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 45 
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so wird 3 
ES ER : dln 6* iR un 
Zu af, Sm--10-0% 
(352) 3°, “ Bi ip 
nn, _ __g ne S wesen a n@ 


Setzt man nun Ey 
11* — Det. (I x& | 49 3:85), 
Er 





"ik 
er | =D ( [1 f 
ER Nyagr ps 
so wird (vFvfvf)® proportional /I*, 
wir .- v5, i ” 2°, 
also % 31n ©* — 1]n IT* + konst., 


3(p — 1)1n@° — 11n IT® + konst. 
Nun sind 7I* und II’ Funktionen der u,, u 
nach diesen und setzt 


II*® = ir (1 — IBru, — I’ B#,u.,) ’ 
k xy 


It um 112(1 — 3 u, — DI BP üzy), 
a k Zug 


2,; entwickelt man sie 


(353) 





so erhält man 


SB,- 4B8,; I», SE sB8,; 


a 


2% - RR, 28 - Bd". 


Hier hängen die BE, und 2 noch von $ ab, während B!,, ®% kon- 
stant sind. 
IX. Bei tiefen Temperaturen, im Bereich Debyeschen T°-Ge- 


P durch O zu er- 


(354) 


setzes der spezifischen Wärme, wo D durch 
setzen ist (s. Nr. 26, Formel (241’)), gilt 


a 


3 
na‘ k 1 
K-ut+y;22u7> 
J 


j=1 


(355) IR- % 32 Y TH, 


pe — n* ıg® np 
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In diesem Bereiche gilt also das Grüneisensche Gesetz von der 
Proportionalität zwischen thermischer Ausdehnung und Energie in 
Strenge für alle Kristalle!?®); und ein entsprechendes Gesetz gilt für 
die Pyroelektrizität. Näherungsweise kann man schreiben: 





3nt k Tt 
a 
— se KB E17. 
(ii) a 
j=1 
3 
4 un 4 
\ pP= - DE 1 
re i=1 
wo ® der durch ; Er 
3 ı 
356’ 1 = a er 
(856) 25 


jal 
definierte Mittelwert ist. Die hier auftretenden Summen lassen sich 
wiederum auf die Entwicklungskoeffizienten der Determinante /1* (353) 
zurückführen. | 

Bei höheren Temperaturen verliert das Gesetz seine allgemeine 
Gültigkeit, wie ein Vergleich der Formeln (346) und (346b) zeigt. 
Es gilt dann noch für einatomige Körper, für die es Grüneisen selbst 
zuerst ausgesprochen hat, mit guter Annäherung, da es meist erlaubt, 
ist, die drei elastischen Schwingungen durch eine mittlere. Schallge- 
schwindigkeit darzustellen. 

Eine Prüfung der hier angegebenen Verallgemeinerung des Grün- 
eisenschen Gesetzes ist noch nicht vorgenommen worden. 

X. Die Temperaturabhängigkeit der Pwyroelektrizität ist in der 
ersten Zeit der Entwicklung der Quantentheorie auf Anregung von 
W. Voigt experimentell von Ackermann'?) untersucht worden, und 
zwar herab bis zum Siedepunkt des flüssigen Wasserstoffs. Dabei hat 
sich ergeben, duß das pyroelektrische Moment in ganz ähnlicher Weise 
mit sinkender Temperatur abfällt, wie die thermische Energie. 

Zur Deutung dieser Versuche hat Boguslawski'”?) eine „mono- 
chromatische“ Theorie entwickelt; er stellt sich vor, daß die in den 
Gitterpunkten sitzenden Ionen unabhängig voneinander Schwingungen 
um ibre Gleichgewichtslagen ausführen, die bei azentrischen Kri- 
stallen infolge unsymmetrischer Bindung zu einem elektrischen Mo- 





196). 8. hierzu M. Planck, Vorlesungen über Thermodynamik, 6. Aufl. (Berlin- 
Leipzig 1921), $ 285, p. 276. 
.., 197) W. Ackermann, Diss. Ren 1914; Ann.d. Phys. (4) 46 (1915), P- 197. 
198) Zit. in Anm. 182). S 
45* 
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mente führen. So gelangt er zu einer Formel der Gestalt 
kT 10) 
v-er(e 
entsprechend einem einzelnen der Eigenschwingungsterme in (346). 
In einer weiteren Arbeit!?”) stellt Boguslawski fest, daß dieses Gesetz 
bei tieferen Temperaturen versagt, und zwar in derselben Weise, wie 


die Einsteinsche Formel der spezifischen Wärme. Er versucht sodann 
die Theorie zu verbessern, indem er die Plancksche Funktion durch 


eine Debyesche ersetzt: Ha Een ( e ) 
Eu T 


Doch fällt auch diese Kurve noch immer mit sinkender Temperatur 
wesentlich steiler gegen Null ab, als die Beobachtungen; Boguslawski 
schließt aus diesen, daß in der Nähe des absoluten Nullpunktes p* 
proportional 7’? (nicht 7%) sein wird. Er ersetzt daher die Debyesche 
Funktion D(x) durch die ähnlich or 


: froa-: fs, 


die für Br x sich verhält wie — * (während die Debyesche Funk- 


tion mit =; ! proportional ist). De wird in der Tat bei tiefen Tem- 


peraturen fr mit 7? proportional. 

M. Born?®) hat geglaubt, diese Formel von Boguslawski mit Hilfe 
der Gittertheorie begründen zu können; doch beruhte diese Ableitung 
auf einem (schon oben erwähnten) Fehler. Nach der hier entwickelten 
Theorie muß auch für die pyroelektrischen Momente das 7-Gesetz 
gelten. Der Widerspruch dieser theoretischen Forderung gegen die 
Ackermannschen Messungen harrt noch der Aufklärung. 

XI. Das Auftreten der gewöhnlichen, polaren Pyroelektrizität ist 
nur bei gewissen Gruppen azentrischer Kristalle möglich. Verschwin- 
den die Momente 1. Ordnung, so können Momente 2. Ordnung be- 
merkbar werden; man erhält für diese aus (79), Nr. 12: 


(857) M:, ma, Halda (—1,2,...6). 


Das sind die Komponenten der kan „wahren“ tensoriellen (oder 
zentrischen) Pyroelektrizität?"‘), nämlich derjenigen elektrischen Erre- 


199) $. Boguslawski, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 805. 

200) 8. die in Anm. 189) zit. Abhandlung; ferner M. Born, Phys. Ztschr. 
23 (1922), p. 125. 

201) S. hierzu diese Encykl. V 16 (F. Pockels), Nr. 18; ferner W. Voigt, 
Kristallphysik, V. Kap., III. Abschn., 88 160—163. 
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gung, die bei Verhinderung der thermischen Deformation bei Tempe- 
raturänderung eintritt. -Diese sind nicht der direkten Beobachtung 
zugänglich, sondern die Größen 
6 
(357) M?—= M?! + De,,uP; 
ji 


34,18 


wo die «,, die durch (77°) definierten Konstanten der tensoriellen 
Piezoelektrizität sind. 

Die Existenz dieser zentrischen Pyroelektrizität ist von W. Voigt 
wahrscheinlich gemacht worden.?%2) 

Als Umkehreffekt muß man die Erscheinung erwarten, daß zen- 
trische Kristalle in starken elektrischen, inhomogenen Feldern eine 
Erwärmung zeigen. Die Formeln hierfür sind leicht aus dem allge- 
meinen Ausdruck (333”) für die zugeführte Wärme unter Berücksich- 
tigung der in Nr. 12 dargelegten Verhältnisse zu gewinnen. Diese 
Erscheinung ist noch nicht beobachtet worden. 


33. Beispiel. Zentrische D-Gitter. Als Beispiel sollen die holo- 
edrischen D-Gitter behandelt werden. Für diese ist aus Symmetrie- 
gründen = kn de 
K.—-K,n-K 


22) B-KR—R,-0, 
und aus (340a) folgt für den Koeffizienten der linearen thermischen . 
Ausdehnung 


du? dk! A dks 
(358) a = ir (8; — 25,5) ar m 3 ar : 


wo %# die kubische Kompressibilität bedeutet. Mit Mie und Grüneisen 


bilde man nun aus «, der Atomwärme (©, und dem Atomvolumen V 
die Größe (274) 


3V« 
(359) yo xO, : 


Wegen der zentrischen Symmetrie sind die CO}, mit den Bj, identisch. 
Daher folgt für tiefe Temperaturen aus (356) und (354) 


dE,* 12n* k T® 
= /7r = /m3g 








also N 

(359) n=%Bi; 

und für hohe Temperaturen aus (348) und (354) 
=-VHe—3R, 


= ee 
202) W. Voigt, Gött. Nachr. 1905, p. 394. 
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also AS 
7 \ SUITE ; ; 
(359 ) Fe EM 6 Pi Tr Ba): 


Man kann auch den Übergang der Größe y von y, zu y„ durch 
eine einfache Näherungsformel darstellen, indem man in den allge- 
meinen Formeln (346) statt der akustischen @, den Mittelwert © nach 
einführt; dann erhält man 








3p 
Intl, (T) 
(3598) Me 
u 3+N%,(n) 
ch 
wo f 
(3590) ei EN (2) 


=) 


gesetzt ist. Da . %,(0) = —=0, #,(oo)—=1 ist, kommt man mit Rück- 
sicht auf (354) leicht zu den Grenzfällen (359° ), (359”) zurück. Doch 
ist diese Verallgemeinerung ohne Bedeutung; denn, wie schon oben 
hervorgehoben, haben bei dieser Art der Annäherung die ultraroten 
Eigenfrequenzen (Reststrahlen) ein zu großes Gewicht. 

Wir beschränken uns von jetzt an auf zweiatomige Gitter (P —=2). 


Aus Symmetriegründen gilt für rein thermische Deformation: 
u=(, U 2 TE Uyy 7 Us Un: U = u,mu,=d. 


x yı 


Daher reduzieren sich unter Benutzung der in Nr. 13, II eingeführten 
Bezeichnungen die Größen (319) auf 


Ar—= Atuf4, B=B+tuB, 
—0, D—=D+uD; 


A,B,D sind durch (84) definiert, und außerdem ist gesetzt 


(360) 


(A = [x2|an|ax] + 2[ee| oe yY) 
=54A+2B+ IPA ve, 


RE 
= [x#|yy\za] + [ez|yyiyyl + Ir |uy\22] 
1 
—4+4B + 78 DR) u)”, 


I kR 


Le | ee; 5£ a u) 2 Da r ah" 


scı) IF 
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Statt B’ kann man bequemer die Größe 
g & % r 1 ! („I \6 
861)  4A’+2B=5(4+2B)+,, SD Run) 


METZ 

benützen. Ferner erkennt man leicht die Gültigkeit der Relation?) 
‘ 7 N 1 d4dD 

(361”) Den: 


Nach (88) sind die Elastizitätskonstanten ed, =umBß, ©: 
M—=A—=-Aruf, h=ch=PB*=B-+uB. 

Für die weitere Rechnung soll die vereinfachende Annahme ge- 
macht werden, daß der Kristall elastisch nahezu isotrop ist; das ist 
bei Steinsalz (NaCl) einigermaßen erfüllt. Es soll demgemäß die in 
Nr. 27 (258) definierte Größe K = 1 gesetzt werden, also c,, —=36,3- 

Nun wird die Determinante der elastischen Schwingungen (353): 


rt #2) 28,3, 28,8, | 
It — Be! au.u. TE pre 28,8, E 
| 29,8, 23,8, 1+p*3} 
A* 
wo pi! == Bi —;] 
gesetzt ist. Entwickelt man nach u, so hat man wegen der Annahme 
A=3B: wein BRE : 
a a 

also 


m=3B[14u4 +25 +45 — 5) +88 + 823)]) 


203) Man kann diese Formel auch direkt begründen. Es sei s irgendeine: 
Gittersumme und s®*—=s-+- us’ der Wert, den sie. annimmt, wenn man (ply)ey 
durch (pl)zy ersetzt; da bei regulären Gittern s nur von Ö abhängt, so ist 
andererseits 





+ (4) 0-0: u 


I) 
$ ds 
also s — (° ze); 
Nun entsteht 4D* aus 4D durch die angegebene Ersetzung; man kann: also 
diesen Schluß darauf anwenden und erhält 


d4D 
4D = 5, 


was mit (361”) übereinstimmt. 

Ähnliche Überlegungen lassen sich auf A und B nicht anwenden, weil bei 
den Ausdrücken (84) dieser Größen die Gleichgewichtsbedingungen (81b) benützt 
sind; es fehlen daher Glieder, die vor dem Differenzieren Rs ö hinzugefügt 
irden müssen. 
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Nach (354) Disk nun: 


Butt 5) WR + a2 + 828) 
Der Mittelwert hiervon ist: 
m Er HM] ira) 


Die Determinante der eu wird: 
= D**—=(D-+uD, 


also nach (354) ee Lt 
xx D 
Nun folgt aus (359), (359”) mit p = 2: 


ae sehn). 
I». -— li +23+55 2) 


Zur weiteren Verdeutlichung sollen die Konstanten A, B, (, 


A', 5, C’ für das NaCl-Gitter unter der Annahme berechnet werden, 
daß sich das elementare Potential in einer Reihe der Form 


(263) ROSS (k = 1,2) 
p=1 

entwickeln läßt; dieser Ansatz enthält das Kraftgesetz (267) von Mie 
und Grüneisen (s. Nr. 28) als Spezialfall. Die kleinste Zelle ist das 
Rhomboeder mit den Kanten (s. die Aufzählung der D-Gitter in Nr. 13) 
84) ven ti), Ben ti) Benl ti); 
dabei sind i,, i,, 1, die Einheitsvektoren parallel zu den Würfelkanten 
und r, der Abstand eines Paares benachbarter Na- und Öl-Atome, für 
den die Beziehung 
(365) =:0=43J4 
gilt. Diese Zelle enthält je ein Na- Br ein Cl-Atom, deren Lage 
man so wählen kann: 
(366) v0, zen th4+ 3). 
Es wird demnach 
(367) b; =, Ent th) to tu) tik tt )), 

Fi ne 7 En 23 070 Bu ud Ad ud 79 I ua FIG Su ul Ab nd 70 Be ma PRO Su ul Yin al IBE 
Aus dem Potentialgesetz (363) folgt 


vB), 


(362) 


pbiR 





Par m CL I ” (her? 
(368) | . 
ı _ Sr 2% BER SICH I ET 
Qi = R 
kk’ et kr (te 
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Man setze nun: 
(369) bie) = b 
ferner 





HP) =- SAH + HAHN +++) ®, 


I 


S (p)= S(& +,’ ++? ++ BZ 
S(pP)=3 Su +, +1) + = ) cd +, +%)%, 


8°(8) =5 S ((l; hr: Tr + b)*, 


| DD 0) En ß, % (2); 
SP) = SP) + BSP); 
dann wird nach (10), Nr. 3, und (84), Nr. 13: 


f 1 
A 2) ,50,80(0) ’ 
p=1 





(370) 





und 


870) . 


AD re + DD), 
p=1 
gu) 1A+2B=- Dr +DD), 
p=1 


Bus D mtıpto +2){8,(P) — S(P)}, 





1 S 1 ‚ 
D= et b,»(p N (p +2). 
p=1 


Zwischen den Konstanten b,, ß, muß die Bedingung (83°), Nr. 13, 
bestehen, die hier lautet: 


r dgy, 2 x 1 
(372) an ade E 78 02P (pP) =. 
p=1 
Sodann erhält man weiter nach (361) mit Rücksicht auf (371): 
’ 1 01 
= Dr + DIR +20) — S)), 
p=1 


(373) A B= — Dr +2){pS(p) -P+2)8,()}, 





D-— Fr, 2» PP +2 -YS(P + 2) 
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Das zweigliedrige, von Mie und Grüneisen benutzte Kraftgesetz 
(267) erhält man durch folgende Spezialisierung: 


In=—0, a>0, B,. =, 
(374) bb, b>0, P—B, 
b,—=0 für p+mn; ß,—=0 für pm, n. 


Dann kann man noch 5 mit Hilfe von (372) eliminieren: 


Mm<Nn 


(372%) EA) =, 
und erhält damit: 
2) 9-— 2 m Ss (m) e 2 .): 
) A, no m)fılnm), 
(375) 10) A+2B=;, Sm an — m), 


YET 


e) D= 2 Sr S,(m) f;(n, m). 


Dabei ist gesetzt: 





SETRERR 


876) Kfm m) = (n — m) — fıln, m), 


8, 
LACK ET CE Es Een 


5, Yn 




















Da der Abstoßungsexponent » sicher größer ist als der Anziehungs- 
exponent m, so sieht man sofort, daB 9, <0, A>0, A+2B>0, 
D>0 ist, während das Yoneidhhi von B nicht De weiteres an- 
zugeben ist, i 

Diese Formeln präzisieren die von Grüneisen angegebenen Gesetz- 
mäßigkeiten. Insbesondere hat man für die Kompressibilität x»: 


8 1 
seele 7m So (m) (n — m), 


ein Ausdruck, der mit dem Grüneisenschen (282), Nr. 28, überein- 
stimmt, wenn man r,’ durch Y, ersetzt und die Gittersumme mit a zu 
der ER meulen A vereinigt. Ferner sich aus et und (375e) 


nun ist nach (11) U, = ee die na im Gleichgewicht, also 


— U, die zur Zerlegung des Gitters in seine Atome pro Volumen- 


% 
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einheit aufzuwendende Arbeit, die Sublimationswärme beim absoluten 
Nullpunkt, für die aus der Grüneisenschen Theorie die Formel (287°) 
herauskam. Man hat also übereinstimmend: 


(378) — U, = ERW WETTE YO PERR: 


% 2 77 mn % 


Die hier dargelegte Theorie aber führt weiter als die Grüneisensche, 
indem sie einmal die vorkommenden Gittersummen aus der Struktur 
zu berechnen erlaubt, sobald die Konstanten r,, a, m, n gegeben sind, 
sodann auch die Elastizitätskonstanten 


„mA =u—B 
die für die ultrarote Eigenschwingung maßgebende Konstante D und 
schließlich auch die Konstanten A’, B’, C’ der thermischen ‚Ausdeh- 


nung liefert. ‚Fü ür die letzteren erhält man: 


F E 
(A=--5 m) m), 
(379) \ B=— 4 mSm)R (nm), 
| | 
Dune, 





wo age ist: 
Kam) + [Rn +1] — mn 1], 
(380) If, ,m)—= (n — m)(n + m +1) — fm, m), 


kom) +2)n+ DyEh — (m+ 2m — . 








Nun wird 
— Lt/(sfh en 
nal; +2). 
(ga ah 15 
7.084 +27 + 5%). 
Diese Formeln sind in ihrer Struktur ganz analog den von Mie und 
Grüneisen für einatomige Körper aufgestellten Gesetzen (Nr. 28). 


(881) 


Nimmt man an, daß n sehr groß gegen m, also auch gegen 1 
ist, so folgt aus beiden Formeln (381) 


’ 5 2 
(381') nern -'t, 
in Übereinstimmung mit dem ersten Ansatze von Mie (Nr. 28). 


Im allgemeinen Falle hängt » von den beiden Exponenten m, n 
des Kraftgesetzes ab (wie auch bei Grüneisen), außerdem aber von 
den Konstanten « und ß, die das Verhältnis der Kräfte, zwischen 
gleichartigen und ungleichartigen Ionen bestimmen. 
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Über die numerische Berechnung der elastischen und thermischen 
Konstanten auf Grund der Annahme elektrostatischer Kohäsionskräfte 
s. Nr. 38. 


34. Spezifische Wärme bei hohen Temperaturen. Die Quanten- 
formeln von Born und Brody (s. Nr. 30, (305), (306), (307)) erlauben 
im Prinzip, die Annäherung einen Schritt weiter zu treiben und die 
Glieder vierter Ordnung sowie die Quadrate und Produkte der Glieder 
dritter Ordnung der potentiellen Energie zu berücksichtigen. Hierzu 
wäre es notwendig, diese Störungsglieder durch die Normalkoordinaten 
des. ungestörten Systems (quadratische Energie) auszudrücken. Doch 
sind diese verwickelten Rechnungen noch nicht ausgeführt worden. 
Nur der Energieinhalt des undeformierten Gitters ist unter Berück- 
sichtigung der höheren Glieder von Born und Brody?®*) berechnet 
worden. Der Einfluß des anharmonischen Charakters der Schwin- 
gungen macht sich natürlich erst bei höheren Temperaturen stärker 
geltend; dann führt aber bereits die klassische statistische Mechanik 
zum Ziele.?03®) Die Aufstellung der exakten Quantenformeln hat immer- 
hin den Wert, daß sie den: Verlauf der Energie von den tiefsten bis 
zu den höchsten Temperaturen einheitlich darstellen. 

Die Zustandssumme (297’) wird in diesem Falle nach (307) mit 
genügender WERTEN 


F 
Ne >. on vn h? 
a € Z “ -> e >: (1 "RkT Yn 9) ’ 











=0 n,=0 n,=0 ,m=1 
wo f=3N die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Eine einfache Rechnung 
führt zu - 4 .n u 
n® v0 k7(1-+e #7) 
ZT: Il Taer 2 hvyg 
TREE! . i=1 (4.0: r) 
f _kon+ vm) 
"ml ei 
AYm i 
bmei(g._e"3? in) (1 er) 


Hieraus folgt für die freie Energie: 





hy 
(382) ee 1— er) 
HI u +e #2) +9 — "im j 
0 (eir_ 1)” Im (ir ı)(err — ı ; 


2038) M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 132. 

203b) Die klassische Rechnung ist von E. Schrödinger [Ztschr. f. Phys. 11 
(1922), p. 170, 393] mitgeteilt worden; in derselben Abhandlung findet sich eine 
andere Ableitung der Born-Brodyschen Quantenformeln. 
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Das erste Glied stimmt mit dem für harmonische Öszillatoren gül- 
tigen Ausdruck (309) überein; das zweite wird nur dann beträchtlich, 


wenn für hinreichend viele Frequenzen =. <1 ist. Für den Grenz- 
fall hoher Temperaturen BE man: 


(383) F-kT Siyt ‚122 vl, >) 2 une 


Man führe nun die Mittelwerte ein: 


| ı) Ne— Zinn, 


(384) A A 
9 neI34 En) 

dann wird 

(383) F= 3kNT In, mt 3 9 sk? N?TE. 


Sodann erhält man die eh und Energie: 


Wi oF Ei u. Sa A 
es) | S- — 57 = 3 Nk(1 — nz) — 9okN°T, 
E=F+TS=3NKkT — !oN?RT! 


und die spezifische Wärme bei fehlender Deformation: 
(385) 0,— 45 = 3Nk(l — 3oNkT). 

Genau dieselben Formeln kann man aber auch mit Hilfe der 
klassischen statistischen Mechanik gewinnen. Dabei scheint sich zu- 
nächst eine Schwierigkeit zu ergeben; denn die Größen v,,, v,„ wer- 
den nach (305a) für „—=2v, undv,=v, + v, unendlich, während 
bei der klassischen Rechnung natürlich keine Brüche auftreten können, 
deren Nenner die angegebenen Nullstellen haben. Die genaue Rech- 
nung zeigt aber, daß in dem Ausdruck (384b) für o die Nenner sich 
gerade aufheben; man erhält 


(386) o-d+d, 
wo 
Re 1 a + 2a,a 
ee 
k k+1 
im OT = rm ım 7 6@ım 
(7) ı a at 
” db, b 
ee anrazt E> H te et 





6 ist negativ, also auch 6, wenn |0’|<|6’|; man kann annehmen, 


700 V 25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


daß das immer der Fall ist. Denn die Tatsache der thermischen Aus- 
dehnung zeigt, daß die Glieder 3. Ordnung der potentiellen Energie 
(Koeffizienten a) merkliche Beträge haben. 


Nach (385) muß dann C, bei hohen Temperaturen einen linearen 
Anstieg zeigen, der, auf den Nullpunkt extrapoliert, gerade auf den 
Dulong-Petitschen Wert (3R pro Atom) führt. Diese Folgerung wird 
qualitativ bei vielen Substanzen (Metallen) bestätigt ?%); quantitative 
Vergleiche sind wegen der Unsicherheit der Umrechnung von C, auf 
C, nur in wenigen Fällen möglich. Schon lange vor der Entwicklung 
der Theorie haben Magnus und Lindemann?) darauf hingewiesen, daß 
die bei höheren Temperaturen bestimmten geradlinigen Temperatur- 
kurven für die Atomwärmen der Metalle gegen einen gemeinsamen 
Wert beim absoluten Nullpunkt konvergieren; dieser wurde zu 5,5 cal 
angegeben. Daß er so tief liegt, rührt nach Magnus?'®) erstens da- 
von her, daß C, statt C, extrapoliert wurde, und zweitens von syste- 
matischen Meßfehlern bei den älteren Beobachtern. 


Born und Brody haben in der zitierten Arbeit?®*) Messungen von 
A. Magnus?) an Platin herangezogen, die tatsächlich jenen linearen 
Anstieg von C, mit dem richtigen Grenzwert bei 7=0 zeigen; 
Magnus?"®) selbst hat mit neueren Daten betr. der Umrechnung von 
0, auf CO, das Resultat bestätigt: er findet durch Extrapolation auf 
T- —= () den Wert (C,), — 5,957 cal in ausgezeichneter Übereinstim- 
mung mit dem theoretischen Werte 3R = 5,956 cal. Bei Kupfer 
findet Magnus (C,), = 5,93 cal, ein Wert, der in Anbetracht der Un- 
sicherheit der Beobachtungswerte hinreichend gut stimmt.?07®) 

In der Nähe des Schmelzpunktes wird ein rasches Ansteigen der 
spezifischen Wärme beobachtet.2%) A. Wigand?”) deutet dieses als 


204) Eine Übersicht über die neueren Messungen findet sich in der zit. Ar- 
beit von Born u. Brody (Anm. 203). 

205) A. Magnus u. F. A. Lindemann, Ztschr. f. Elektrochem. 16 (1910), p. 269. 

206) A. Magnus, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 141. 

207) A. Magnus, Ann. d. Phys. (4) 48 (1915). p. 983. 

207a) Betreffs Kalium und Natrium s. @. v. Hevesy, Ztschr. f. phys. Chem. 
101 (1922), p. 337. 

208) E. Schrödinger teilt in seinem Bericht über den Energiegehalt der 
Festkörper [Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 420, 450, 474, 523] Formeln mit, durch 
die dem anomalen Anstieg der spezifischen Wärme vor dem Schmelzpunkt Rech- 
nung getragen werden soll. Für Natrium kann man die Anomalie einer Zu- 
sammenstellung von R. Ladenburg und R. Minkowski [Ztschr. f. Phys. 8 (1922), 
p- 137) entnehmen. 

209) A. Wigand, Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 99 (insbes. p- en Jahrb. 
d. Rad. u. Elektr. 10 (1913), p. 54 (insbes. p. 75). 
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„Unschärfe“ des Umwandlungspunktes. E. Brody?') sucht die ge- 
nannten Anomalien mit den Energieschwankungen in Zusammenhang 
zu bringen. 


35. Verdampfen, Schmelzen. Irreversible Vorgänge. Durch 
die quantentheoretische Formel (309) für die freie Energie ist nicht 
nur die Abhängigkeit von Temperatur und Deformation dargestellt, 
sondern auch ein bestimmter Nullpunkt für die Entropie festgelegt, 
auf den man jeden Zustand der Substanz einschließlich des flüssigen 
und gasförmigen beziehen kann. Insbesondere gelangt man, wie Stern") 
zuerst gezeigt hat, durch eine einfache kinetische Betrachtung zur 
Bestimmung der Entropiekonstante eines Dampfes (Gases), bezogen 
auf die Entropie des festen Kondensats beim absoluten Nullpunkt. 
Diese Größe spielt in der Theorie der chemischen Gleichgewichte von 
Gasgemischen eine Rolle und wird daher nach Nernst „chemische 
Konstante“ des Gases genannt.?!!®) Nach dem Nernstschen Theorem 
gehen nämlich Zustandsänderungen von festen Körpern beim abso- 
luten Nullpunkt ohne Änderung der Entropie vor sich; bezieht man 
nun die Entropien der reagierenden Gase sämtlich auf die Kondensate 
beim absoluten Nullpunkt, so ist dadurch ihre Entropieänderung in 
jedem Zustande und damit das Gleichgewicht eindeutig festgelegt. 
Schon vor Stern haben Sackur?!?) und Tetrode?'?) die chemische Kon- 
stante durch eine direkte Anwendung der Quantentheorie auf das Gas 
selbst berechnet.?!) Den Ausgangspunkt bildet die Boltzmannsche Be- 
ziehung, wonach die Entropiedifferenz S, — 5, zweier Zustände dem 


Logarithmus des Verhältnisses ihrer Wahrscheinlichkeiten 1 propor- 
2 


tional sein soll; diese Formel wird nun auf einen einzelnen Zustand 
angewandt, in der Form 


S= klnW. 


210) E. Brody, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 197. 

211) O. Stern, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 629; auch wiedergegeben bei 
W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wärme- 
satzes (Halle 1918), p. 139; Ztschr. f. Elektrochem. 25 (1919), p. 66. Eine andere 
Ableitung gibt Stern in der schon zitierten Abhandlung Ann. d. Phys. 51 (1916), 
p. 237. x 

211a) Über die Beziehungen zur Chemie s. diese Encykl. V 11 (K. F. Herz- 
feld), insbes. Nr. 4. 5, 8. I 

212) O. Sackur, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 958; Nernst- Festschrift 1912, 
p. 405; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 67; Jahresb. d. Schles. Ges. f. vaterl. Kultur 1913. 

213) H.Tetrode, Ann. d. Phys. 38 (1912),-p. 434; 39 (1912), p. 255. 

214) L. Schames [Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 38, 39] hat später eine Ablei- 
tung nach derselben Methode versucht, doch ist 'sie nicht korrekt. 
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Dabei ist nach Planck?!) die „thermodynamische Wahrscheinlichkeit“ 
kein echter Bruch, sondern eine ganze Zahl, die angibt, auf wieviele 
Weisen ein makroskopischer Zustand durch Verteilung der Elementar- 
gebilde (Atome) auf die Elemente des Zustandsraumes (Koordinaten 
q, Impulse p) realisiert werden kann. Dabei ist wesentlich, daß diese 
Elemente S dqdp des Phasenraumes endlich sind; nach Sackur und 
Tetrode haben sie in jeder Koordinatenrichtung die Ausdehnung h 
(Plancksches Wirkungsquantum). Bei dieser Ableitung bleibt vieles 
willkürlich, vor allem die Einführung der Atomzahl N. 

Ein anderer Weg wurde von Teetrode*'®), Keesom?!), Sommerfeld und 
Lenz?"), Planck?'?), Scherrer ?°), Brody*?!) eingeschlagen. Diese Arbeiten 
laufen darauf heraus, die Bewegungsvorgänge in einem Gase irgend- 
wie als periodisch oder quasi-periodisch aufzufassen und dann direkt 
die Quantenregeln auf sie anzuwenden. Die nächstliegende Annahme, 
diese Periode zur freien Weglänge in Beziehung zu setzen, führt zu 
absolut falschen Resultaten und gibt nicht einmal die richtige Ab- 
hängigkeit der Entropie vom Volumen. Daher behandeln diese Theorien 
zum Teil ohne Berücksichtigung der wirklichen Atombewegungen das 
Gas als isotropen, elastischen Körper mit Eigenschwingungen, zum 
Teil wählen sie bestimmte Gefäßformen, die bei regulärer Reflexion 
der Atome und hinreichender Verdünnung periodische, bzw. mehrfach 
periodische Bewegungen der Atome bedingen. Auch hier ist viel Will- 
kür unvermeidlich, doch hat der Erfolg gezeigt, daß ein richtiger Kern 
darin steckt. Die Schwierigkeiten, die in der Definition des absoluten 
Wertes der Entropie liegen, -sind von Ehrenfest und Trkal???) betont 
worden; sie haben Wert daraufgelegt, die Ableitung so einzurichten, 
daß nicht die Einzelwerte der chemischen Konstanten, sondern ihre 
Differenzen, die allein für das chemische Gleichgewicht maßgebend 





215) M. Planck, Vorles. über die Theorie der Wärmestrahlung, 4. Aufl. 
(Leipzig 1921), 3. Abschn., p. 111ff. 

216) H. Tetrode, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 212. 

217) W.H. Keesom, Leiden Comm, Suppl. 33 (Dez. 1913); Phys. Ztschr. 15 
(1914), p. 217, 698. 

218) A. Sommerfeld, Wolfskehl-Vorträge zu Göttingen (Leipzig 1914), p. 125, 
134, 137. 

219) M. Planck, Berl. Ber. 1916, p. 653. 

220) P. Scherrer, Gött. Nachr. 1916, p. 159. 

221) E. Brody, Ztschr. f. Physik 6 (1921), p. 79. 

222) P. Ehrenfest u. V. Trkal, Versl. Ak. Amsterdam 28 II (1920) [= Proc. 
Amsterdam 23 (1920), p. 162]; Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609. M. Planck [Ann. 
d. Phys. 66 (1922), p. 365] hat den älteren Standpunkt gegen diese Autoren ver- 
teidigt. 8. auch W. Schottky, Ann. d. Phys. (4) 68 (1922), p. 481; K. F\. Herzfeld, 
Ann. d. Phys. (4) 69 (1922), p. 54. 
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sind, durch statistische Betrachtungen auf Grund der Quantentheorie 
bestimmt werden. 

Bei der sicherlich einwandfreien Ableitung von Stern kommt auch 
dem Einzelwerte der chemischen Konstanten auf Grund des Nernst- 
schen Theorems ein Sinn zu, nämlich als die Entropiekonstante des 
Gases, bezogen auf das Kondensat beim absoluten Nullpunkt. Stern 
hat seine Theorie zunächst für einatomige Substanzen unter der ver- 
einfachenden Annahme entwickelt, daß den Atomen des festen Kör- 
pers eine bestimmte Eigenfrequenz zukommt (wie in der Einsteinschen 
Theorie der Atomwärme, s. Nr. 26). Später hat Tetrode”?®) die Exi- 
stenz des elastischen Spektrums berücksichtigt; wir schließen uns 
dieser Fassung an. 

‚Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik führt für den Ver- 

dampfungsprozeß zu der Olausius-Clapeyronschen Gleichung ?**) 

ae Gi | 

at ru RT" 
wo A die Verdampfungswärme pro Mol beim Sättigungsdruck ist. 
Für diese hat man 

i=4,+ oT — E; 

dabei bedeutet c, die Atomwärme des Gases bei konstantem Druck 
und E die Energie des festen Körpers, vom absoluten Nullpunkt an 
gezählt. Ist E als Funktion von 7 bekannt, so erhält man durch 
Integration die Dampfdruckformel 


“ 
% Es Ei'ym 
(388) np=— 2°5;+ 7 in PEnITEE. 


0 
Die Integrationskonstante C ist die von Nernst als „chemische Kon- 
stante“ bezeichnete Größe. Das hier auftretende Integral läßt sich auf 
die freie Energie F', ebenfalls vom absoluten Nullpunkt gezählt, 
zurückführen; denn es ist 


öF 
E=F— 1%, 
E d /F 
er P=-aln): 
’ ko Cp \ Eh 
(388) my-—g7t+tguT+tg,+6, 
da %, nach (309) für 7— 0 verschwindet. Für 2 <1 ist 
F(x) —- Ihr — un; 


223) H. Tetrode, Amsterdam Proc. 17 (1915), p. 1167. 
224) S. etwa M. Planck, Vorles. über Thermodynamik, 6. Aufl. (Berlin- 
Leipzig 1921), $ 174, 178, Formeln (111), (112). 
Enoyklop. d. math. Wissensch. V 3. 46 
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also erhält man für hinreichend hohe Temperaturen aus (309) 


h® 1 hv 
F=3RT (nn 377): 
wo v, v das arithmetische und geometrische Mittel aller Frequenzen 
sind: 


3N’ — RS 
(389) | ie een 
V = V,Vdy..- 
Für große 7 wird also 
30) mp =—4,—8—2)m7+C+3m; 
dabei bedeutet E 
(390) yontan 


die Verdampfungswärme beim absoluten Nullpunkt; daß diese sich 
von der Energiekonstanten A, unterscheidet, spricht für die Existenz 
einer „Nullpunktsenergie“, die für den Freiheitsgrad von der Frequenz v - 


den Betrag er hat.?25) 


Die Dampfdruckformel (390) läßt sich nun direkt kinetisch ge- 
winnen; diese Ableitung nebst ausführlicher Diskussion findet sich 
schon in einer älteren Arbeit von Mie??°®) und wurde von Stern (bzw. 
Tetrode) unabhängig auf das vorliegende Problem angewandt. Dabei 
soll hier nur der Fall betrachtet werden, daß der Dampf einatomig 
ist (,— 3 R). Die Koordinaten x,, %,, 21, --- 2x, Yn,2w der N Atome 
seien durchlaufend mit g,,...gsw, die zugehörigen Impulse mit 
Pı>-- Psw bezeichnet. Die Atome 1,2,...n seien im gasförmigen, 
die Atome »n+1,...N im festen Zustand, und ssiW"=N —n. 
Es werde angenommen, daß die Arbeit, die zur Überführung eines 
Atoms aus dem festen Zustand in den gasförmigen beim absoluten 
Nullpunkt nötig ist, unabhängig von der Anfangs- und Endlage gleich 
y, sei (Vernachlässigung der Oberflächenenergie); dann ist die Energie 
der Gasatome insgesamt 


1 
E,— am Pr +: +9) +NM- 


Für den festen Körper seien die Normalkoordinaten q,',... 93” ein- 
geführt; dann ist seine Energie (s. Nr. 19): 
Eat) + tet 


225) M. Planck, Vorles. über die Theorie der Wärmestrahlung, 2. Aufl. 
(Leipzig 1913), $ 140, p. 140. 


225a) @. Mie, Ann. d. Phys. (4) 11 (1903), p. 657; dort ist auch ältere Lite- 
ratur zitiert. 
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Sodann wird die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Zustandes (die 
Atome 1,2,...n bilden das Gas, die Atome n+ 1,...N den festen 
Körper) nach dem Boltzmannschen Theorem 


1 
Bi Je a ... dp... dpl, 
— de Hr pn (Oumkr)t En, 


Dabei ist Y das Volumen des Gasraums (neben dem das des festen 
Körpers vernachlässigt werden kann); die Integrationen nach den gq, 
sind von — oo bis -—+ oo erstreckt, was wegen des scharfen Maximums 
der Exponentialfunktion nur eine geringe Vernachlässigung bedeutet 
(abgeschätzt bei Stern). v ist das durch (389) definierte geometrische 


Mittel aller v, = ze . 


Um die gesuchte Wahrscheinlichkeit W, zu erhalten, daß irgend- 
welche n Atome im Gasraum und irgendwelche n’ Atome im festen 
Zustande sind, hat man erstens (wegen der verschiedenen Anordnungs- 
möglichkeiten der letzteren im Gitter) mit %’!, zweitens (wegen der 
verschiedenen Möglichkeiten der Teilung von N Dingen in zwei Grup- 


. . N: eineis 
pen von n und n’ Dingen) mit ——, zu multiplizieren. Dann er- 
n!n! 
hält man 
3n 


WA Vre #7 (!xmkP)? I). " 


Das Gleichgewicht ist durch das Maximum der Wahrscheinlichkeit 


gekennzeichnet; man hat also en, — (0), oder bequemer a =(0 


zu setzen. Benutzt man dabei die Sterlingsche Formel nn!=nlnn —n, 
so erhält man für die Anzahl n der Gasatome die Bestimmungs- 
gleichung 





Inn = — 2. Kir InV — Sn7+ ee, 


Aus der a, pV =nkT gewinnt man endlich die Dampf- 
druckformel 


er p 1 3, 2mvm 
(391) pe —- -; - DT Fo u 
Diese ist mit (390) zu vergleichen. Man hat für 4), =Ng, und 
,„=3R Übereinstimmung der von T abhängigen Glieder; also folgt 
(392) Cmtrmi 


Diese Formel kann als eines der gesichertsten Resultate der Quanten- 
46* 
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theorie angesehen werden. Führt man statt der Atommasse das Atom- 
gewicht M ein, so wird 


(393) C=-(G,+3hM, 
wo 
35 
(393) Ins — 10,17 (in 0.6.8.-Einheiten) 


eine universelle Konstante ist.??°) : 

Auch für zweiatomige Gase hat Stern?) auf diesem Wege die 
chemische Konstante berechnet; dabei ist die Schwierigkeit zu über- 
winden, daß zur Beziehung der Entropie des Gases auf den festen 
Zustand im absoluten Nullpunkt bekannt sein muß, wie die Rotations- 
energie der Molekeln sich als Funktion der Temperatur verhält. Da 
die Aussagen der Quantentheorie hierüber noch nicht vollständig mit 
der Erfahrung stimmen ®*®), schlägt Stern einen Umweg ein; er denkt 
sich alle Molekeln mit magnetischen Momenten versehen, so daß sie 
wechselseitig Magnetfelder aufeinander ausüben und sich parallel zu 
stellen suchen. Dann schwingen sie jedenfalls bei tiefen Temperaturen 


226) Die Größe C, besitzt keine „Dimension“ im gewöhnlichen Sinne, da 
sie sich bei einer Änderung der Einheiten nicht um Faktoren, sondern um ad- 
ditive Konstanten ändert. So benutzt Nernst als Druckeinheit nicht dyn cm”®, 
sondern Atmosphären und statt der natürlichen Logarithmen Briggsche. Da 
eine Atm. — 1,0132 - 10° dynem”? ist, so ist die Nernstsche chemische Konstante 
C=(0,+3logM, wo 


G= — log 1,0132 - 10° = — 1,587 


BER 
2,8026 
ist. Über die Prüfung dieser Zahl durch die Erfahrung s. das in Anm. 211) zit. 
Buch von Nernst; folgende aus diesem stammende Tabelle diene zur Illustration: 




















| 6° beob. Mi. C; beob. 

A | 0,75 +0,06 39,88 — 1,65 + 0,06 
| + 

Hg |  1,83+0,08 200,6 — 1,62 + 0,03 


Ferner: @. Heidhausen, Ztschr. f. Elektrochem. 1921, p. 69; R. Ladenburg u. 
R. Minkowski, Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 137. 

227) O. Stern, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 497. 

228) S. A. Einstein u. O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 551; O. Sackur, 
Jahresber. d. Schles. Ges. f. vaterl. Kultur 1913; P. Ehrenfest, Verh. d. Deutsch. 
Phys. Ges. 15 (1913), p. 451; E. Holm, Ann. d. Phys. 42 (1913), p. 1311; 
J. v. Weyssenhoff, Ann. d. Phys. 51 (1916); p. 285; M. Planck, Verh. d. Deutsch. 
Phys. Ges. 17 (1915), p. 407; $. Rotszajn, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 81; P. $. Ep- 
stein, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 398; Phys. Ztschr. 20 (1919), 
p. 289; F. Reiche, Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 657; s. auch A. Eucken, Jahrb. d. 
Rad. 16 (1920), p. 361; F. Reiche, Die Quantentheorie (Berlin 1921), Kap. V; 
N. Bohr, Abhandl. über Atombau (übers. von H. Stinzing), Braunschweig 1921, 
X. Abh., $ 3, p. 140. ’ 
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um Gleiehgewichtslagen, man kann also ihre Entropie nach den Re- 
sonatorformeln der Quantentheorie berechnen; außerdem kennt man 
aber auch nach der Theorie des Ferromagnetismus von Weiß?”°) das 
Verhalten eines solchen Systems bei allen Temperaturen, kann also 
den Verlauf der Rotationsenergie vom Nullpunkt bis zu hohen Tem- 
peraturen angeben. Auf diese Weise findet Stern, daß infolge der 
Atomschwingungen und der Rotation zu der chemischen Konstanten 
(392) noch der Betrag 
8n?’Jk 


hv 


hinzutritt, wo J das Trägheitsmoment der Molekel und v die Schwin- 
gungszahl der beiden Atome gegeneinander ist. Auch diese Formel 
ist von Siern am Beispiel der Dissoziation des Joddampfes bestätigt 
worden. 

Eine zu der rationellen Dampfdruckformel (388) analoge Theorie 
des Schmelzens ist nicht entwickelt worden; nur einzelne Ansätze sind 
vorhanden, zu denen die Lindemannsche Beziehung zwischen Schmelz- 
temperatur und Eigenschwingung zu rechnen ist (s. Nr. 24, Formel 
(228)). Die Molekulartheorie der irreversiblen Prozesse in festen Kör- 
pern steckt ebenfalls erst in den Anfängen oder ist, wie die Lehre 
von der elektrischen Leitfähigkeit der Metalle und der damit zusam- 
menhängenden Erscheinungen, noch voller Widersprüche in sich und 
mit der Erfahrung. Von großem Interesse ist ein Versuch Debyes””"), 
die Wärmeleitfähigkeit von elektrischen Isolatoren kinetisch zu er- 
klären. Nach experimentellen Untersuchungen von Eucken?®') wächst 
nämlich die Wärmeleitfäbigkeit von Kristallen bei abnehmender ab- 
soluter Temperatur ungefähr umgekehrt proportional zu dieser; sie 
sollte also bei 7= 0 unendlich groß werden. Hiermit stimmt die 
Vorstellung der Gittertheorie, daß bei sehr tiefen Temperaturen, also 
sehr kleinen Schwingungsamplituden, die quasielastischen Bindungs- 
kräfte zwischen den Atomen den Ausschlägen derselben exakt pro- 
portional sind, so daß der Transport von Schwingungsenergie mit Schall- 
geschwindigkeit, also praktisch unendlich schnell vor sich geht. Bei 
höheren Temperaturen treten Abweichungen von diesem idealen Ver- 
halten ein, die sich u. a. in der tlrermischen Ausdehnung äußern. 
Es liegt nahe, anzunehmen, daß diese Abweichungen eine ungestörte 
Fertpflanzung der elastischen Wellen verhindern und dadurch eine 


229) P. Weiß, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 718. 

230) P. Debye, Wolfskehl-Vorträge zu Göttingen (Leipzig 1914), Anhang p.46. 

231) A. Eucken, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 1005; Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), 
p. 185. 
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Energiezerstreuung bewirken, die schließlich das als Wärmeleitung 
aufgefaßte langsame Vorrücken der mittleren Energie verursacht. Die 
Arbeit von Debye zerfällt in zwei Teile, von denen der erste die for- 
malen Gesetze der Fortpflanzung von elastischen Wellen in dem als 
(isotropes) Kontinuum gedachten Körper bei Vorhandensein einer Zer- 
streuung behandelt, der zweite diese Zerstreuung mit der Nichtlinea- 
rität der Bewegungsgleichungen in Verbindung bringt. Der Gedanke 
ist der: Durch die sich kreuzenden Wellenzüge der Molekularbewe- 
gung entstehen Dichteschwankungen, deren statistische Gesetze schon 
durch die Arbeiten von Smoluchowski?°'*) über die Opaleszenz be- 
kannt sind; da sich nun die Wellen nicht exakt superponieren, er- 
fährt jeder Wellenzug an diesen Verdichtungsstellen eine Zerstreu- 
ung, die ihm Energie entzieht. Man kann dann für jeden Wellenzug 
eine Art „mittlere Weglänge“ definieren und man findet diese umge- 
kehrt proportional der Temperatur; daraus folgt dasselbe für den mitt- 
leren Wärmestrom, entsprechend dem Versuchsergebnis Euckens. Debye 
schätzt auch die absolute Größe der Wärmeleitungskonstante ab, in- 
dem er die Abweichungen von der Linearität des Kraftgesetzes aus 
der thermischen Ausdehnung (bei Steinsalz) entnimmt, und gelangt zu 
einem in Anbetraeht der stark vereinfachten Rechnung nicht schlech- 
ten Ergebnis. Diese Theorie soll hier nicht ausführlich wiedergegeben 
werden, nicht nur, weil sie von der Gitterstruktur der Kristalle keinen 
Gebrauch macht, sondern hauptsächlich, weil ihr Grundgedanke ange- 
fochten wird. Zuerst hat Schrödinger???) auf Grund einer ausführlichen 
Betrachtung des eindimensionalen Kristalles (Punktreihe) die Behaup- 
tung aufgestellt, daß auch bei streng linearen Schwingungsgleichungen 
keine unendlich große Wärmeleitfähigkeit zu erwarten ist; bei einer 
diskreten Punktfolge erfolgt nämlich die Ausbreitung einer lokalen 
Störung ganz anders als bei einem Kontinuum und hängt wesent- 
lich davon ab, ob die anfängliche Störung benachbarter Punkte ge- 
setzmäßig oder regellos verteilt ist. Schrödinger glaubt schließen zu 
dürfen, daß im letzteren Falle, der einer lokalen Erwärmung entspricht, 
keine Ausbreitung der Störung mit Schallgeschwindigkeit zu erwarten 
ist. Diesen Schluß haben wiederum Ornstein und Zernike??°) ange- 
griffen; sie zeigen, daß in einem eindimensionalen, elastischen Konti- 


231a) M. v. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift 1904, p. 626; Ann. d. Phys. 
(4) 25 (1908), p. 205. Ferner A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1275. Wei- 
tere Literatur s. II. Conseil Solvay 1911, deutsch von A. Eucken (Halle 1914), 
Bericht Perrin, Nr. 39, 40, p. 177ff. 

232) E. Schrödinger, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 916. 

233) L. S. Ornstein u. F. Zernike, Amsterdam Proc. 19 (1916), p. 1295. 
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nuum, durch das ein Energiestrom hindurchläuft, keine örtlichen Dif- 
ferenzen der mittleren Energiedichte auftreten, sobald die Schwin- 
gungsgleichungen linear sind. Überdies behaupten diese Autoren, 
daß das Ergebnis von Debye auf einem Fehler beruht, wonach in 
einem Kontinuum bei nichtlinearen Bewegungsgleichungen eine end- 
liche Wärmeleitungskonstante herauskommt; sie zeigen nämlich, daß 
in einem solchen eindimensionalen Kontinuum Wellen entgegenge- 
setzter Richtung sich ungestört durchkreuzen. 

Die Ursache der langsamen Ausbreitungsgeschwindigkeit der 
Energie in Kristallen ist also noch nicht endgültig aufgeklärt. Wahr- 
scheinlich erscheint nur, daß sie als Zerstreuung der elastischen Wellen 
gedeutet werden muß.?®*) Die Lösung des Problems der Wärmeleitung 
der Kristalle und damit zusammenhängender Aufgaben (Absorption 
der ultraroten Eigenschwingungen ?***) usw.) erscheint als das nächste 
und wichtigste Ziel der kinetischen Theorie fester Körper. 


V, Elektromagnetische Gitterpotentiale. 


36. Entwicklung der Lehre von der elektrostatischen Kohäsion. 
Die ältere Physik hat die Kohäsionskräfte, welche die Festigkeit und 
Elastizität der festen Körper erzeugen, als eigentümliche Wirkungen 
der Elementarmassen aufeinander angesehen, die ganz anderen Gesetzen 
genügen, als Gravitation, Elektrizität und Magnetismus, und daher 
von diesen wesensverschieden sind. 

Das wichtigste Merkmal dieser Kohäsionskräfte ist ihre geringe 
„Reichweite“, die sich beim Zerbrechen eines Körpers in dem plötz- 
lichen Übergang vom festen Zusammenhang zu völliger Unabhängig- 
keit der Stücke, ferner bei den Erscheinungen der Elastizität?®), Ka- 
pillarität?%°) usw. in charakteristischer Weise äußert; es muß sich 
also um Kräfte handeln, die viel schneller mit der Entfernung ab- 
nehmen, als dem Newtonschen bzw. Coulombschen Gesetz entspricht 
Obwohl bereits früh zahlreiche Erscheinungen bekannt waren, die auf 
das Vorhandensein elektrischer Ladungen in den Atomen deuteten, 
wurden diese doch nicht mit der Existenz der Kohäsion in Zusammen- 
hang gebracht. Erst als die Elektronentheorie in den Händen von 


234) Auf anderen Annahmen beruht ein Erklärungsversuch von K. T. Comp- 
ton [Phys. Rev. 7 (1916), p. 341], der von Yositosö Endo [Science Reports of the 
Töhoku Imperial University 1.Ser. 11 (1922), p. 181] weiter entwickelt worden ist. 

234) S. hierzu H. Rubens u. @. Hertz, Berl. Ber. 1912, p. 256; P. P. Ewald, 
Die Naturwissenschaften 10 (1922). p. 1057. 

235) S. diese Encykl. IV 23 (©. H. Müller u. A. Timpe). 

236) S. diese Encykl. V 9 (H. Minkowski). 
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Lorentz, Wiechert, Larmor, Abraham u. a. ernstlich den Versuch machte, 
die Materie als elektrisches Phänomen zu deuten, mußte die Erklärung 
des Zusammenhalts der Festkörper jedenfalls in das Programm des 
„elektromagnetischen Weltbildes“ aufgenommen werden. Aber lange 
ehe die moderne Atomphysik damit Ernst machte, hatte die Chemie 
mehrere Anläufe gemacht, ihre Verwandtschaftskräfte auf elektrische 
Anziehungen zurückzuführen. Der erste Versuch dieser Art wurde 
von Berzelius unternommen ?°”); seine dualistische Theorie der Affinität 
mußte scheitern, als die organische Chemie Beispiele für die Ersetz- 
barkeit eines elektropositiven durch ein elektronegatives Atom bei- 
brachte. Gleichwohl schlief die elektrische Affinitätstheorie niemals 
ganz ein; so wurde sie in neuerer Zeit durch J. Stark?®®) vertreten, 
der über die Verteilung der wirksamen Ladungen (Valenzelektronen) 
auf den Atomoberflächen und die von ihnen ausgehenden Kraftlinien 
ausführliche Bilder entwarf. Ein Fortschritt in der Richtung einer 
quantitativen Theorie war aber erst möglich, als man es aufgab, die 
chemische Bindung überall durch ein und denselben Mechanismus er- 
klären zu wollen, und man.eine rationelle Einteilung der Verbindungen 
nach ihrem elektrochemischen Verhalten vornahm. Abegg?”°) unter- 
schied homöopolare und heteropolare (oder ionogene) Verbindungen. 
Nur die letzteren haben die Tendenz, in Ionen zu spalten; nur bei 
ihnen wird man die chemische Affinität auf die unmittelbare Cou- 
lombsche Anziehung freier Ladungen zurückführen dürfen. W. Kossel**°) 
hat diese Vorstellungen mit der Bohrschen Atomtheorie in Verbindung 
gebracht und konsequent zur Erklärung der anorganischen Verbin- 
dungen, insbesondere der Komplexverbindungen, herangezogen. Nach 
ihm bestehen die homöopolaren Verbindungen in wesentlichen Um- 
lagerungen und Verschmelzungen der die Atomkerne umgebenden 
Elektronensysteme; ihre theoretische Erfassung ist also von der ge- 
nauen Kenntnis dieser Systeme und ihrer Gesetze abhängig. Die 
heteropolaren Verbindungen aber beruhen darauf, daß einige Atome 
an andere Elektronen abgeben. Der Mechanismus dieses Vorgangs 


237) Über die Entwicklung der älteren Theorien der Affinität s. diese 
Encykl. V 6 (F. W. Hinrichsen u. L. Mamlock), insbes Nr. 7 u. 9. 

238) J. Stark, Die Prinzipien der Atomdynamik (Leipzig 1915). 

239) R. Abegg, Ztschr. f. anorg. Chem. 39 (1904), p. 330; s. a. FW. Hinrichsen, 
Ann. d. Chem. 336 (1904), p. 168. 

240) W. Kossel, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 229. Ähnliche Vorstellungen 
sind unabhängig von @. N. Lewis [Proc. of the nat. acad. of sc. 2 (1916), p. 586; 
J. am. chem. soc. 38 (1916), p. 762; Science, N. S. 46 (1917), p. 297] und J. Lang- 
muir [J. am. chem. soc. 41 (1919), p. 868, 1543; J. of the Franklin Inst., March 
1919, p. 359] entwickelt worden. 
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ist wiederum nicht ohne eingehende Kenntnis der Atomstruktur 
zu verstehen; nimmt man aber die entstehenden Ionen als gegeben 
hin, so erhält man allein durch die zwischen ihnen wirksamen Cou- 
lombschen Kräfte ein für viele Zwecke ausreichendes Bild der chemi- 
schen Anziehungen. 

Während die Kosselsche Theorie in der Hauptsache qualitativer 
Art war), konnte durch Anwendung ihrer Gedanken auf die inzwischen 
erforschte Gitterstruktur der Kristalle nicht nur eine quantitative Theorie 
der polaren chemischen Verwandtschaft begründet, sondern auch die 
elektrostatische Natur der Kohäsion der polar gebauten festen Körper 
bewiesen werden. 

Schon vor der Laueschen Entdeckung, durch welche die Analyse 
der Kristallstruktur mit Röntgenstrahlen ermöglicht wurde, hat Made- 
lung”) in seiner grundlegenden Arbeit von 1910 über das Wesen der 
Reststrahlen aus der Existenz dieser ultraroten Resonanzgebiete den 
Schluß gezogen, daß die Kristalle vom Typus des Steinsalzes nicht 
aus Molekeln, sondern aus geladenen Atomen aufgebaut sein müssen, 
und hat das bekannte Würfelgitter angegeben, das später durch die 
Röntgenanalyse bestätigt worden ist (s. Nr. 24). Hierdurch verlor der 
Begriff der chemischen Molekel für diese festen Ionenverbindungen 
seine ursprüngliche Bedeutung; ein ganzer Kristall aus heteropolarer 
Substanz war danach als einzige, riesige Molekel aufzufassen.”'!) Der 
Gedanke, daß dann die Eigenschaften des Kristalls wesentlich von den 
Coulombschen Kräften zwischen den Ionen bestimmt sein müßten, 
wurde von Haber*?) 1911 gefaßt; er und durch ihn angeregt Linde- 


2403) W.L. Bragg u. H. Bell [Nature 107 (1921), p. 107] haben auf Grund 
der allgemeinen Vorstellungen von Lewis, Langmuir und Kossel die Durchmesser 
der Ionen aus den Gitterstrukturen bestimmt, 

241) Zu einem ganz ähnlichen Ergebnis für homöopolare Verbindungen ge- 
langten W. Nernst u. F. A. Lindemann (Berl. Ber. 1912, p. 1160, 1172; s. auch 
Göttinger Wolfskehl-Vorträge, Leipzig 1914, W. Nernst, Kinetische Theorie fester 
Körper, $ 2, p. 64). Sie schlossen aus der spezifischen Wärme des Diamanten, 
daß dieser einatomig sein müßte, uud konstruierten unter Mitarbeit von Nernsts 
Assistenten v. Siemens ein Modell des Diamantgitters, das die Tetraedersymmetrie 
des Kohlenstoffatoms als Grundelement enthielt. A. Schönflies machte darauf 
aufmerksam, daß es ein einfacheres Gitter aus Tetraeder-Atomen gebe, welches 
in seinem Buche Kristallsysteme und Kristallstruktur (Leipzig 1890) innerhalb 
der Gesamtheit aller möglichen Strukturen bereits diskutiert sei (p. 539); es ist 
in diesem Art. Nr. 13 als Beispiel eines D-Gitters aufgeführt worden. Nernst 
erkannte die Vorzüge dieses Modells an, das bald darauf von W. H. und W.L. 
Bragg [Proc. Roy. Soc. 89 (1913), p. 284] mit Hilfe der ee tt 
abgeleitet wurde. 

242) F. Haber Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 1117. 


712 V25. M.Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter) 


mann?“?) haben versucht, zwischen dem Abstand benachbarter Atome 
im Gitter, der Sublimationswärme, dem Schmelzpunkt, der ultraroten 
Eigenfrequenz usw. auf diese Weise Beziehungen herzustellen. Die 
Resultate dieser Betrachtungen sind jedoch mangels einer hinreichen- 
den mathematischen Theorie nur als Dimensionsformeln zu betrachten, 
die aus den im folgenden mitgeteilten strengeren Formeln abgelesen 
werden können. 

Die 1913 von N. Bohr”) begründete Atomtheorie gab den Aus- 
gangspunkt für einen von Born und Lande?) unternommenen Ver- 
such, die Kristalle vom Steinsalztypus aus Atommodellen aufzubauen. 
Bei seinen ersten Modellen hatte Bohr angenommen, daß die Elek- 
tronen ebene „Ringe“ (Polygone) um den Kern als Zentrum bilden 
und mit konstanter Winkelgeschwindigkeit so um diesen rotieren, daß 


das Impulsmoment jedes Elektrons gleich = ist. Die Konfigurationen 


wurden von Sommerfeld, Debye, Kroo u. a.?) zur Erklärung der 
Röntgenspektren herangezogen, und es schien eine Zeit lang, als 
ob sie hierdurch eine empirische Bestätigung fänden. Daher gingen 
Born und Lande von solchen Ringmodellen aus. Zunächst betrach- 
teten sie die Molekelbildung aus einem elektronegativen und einem 
elektropositiven Atom, und zwar die Verbindungen der Alkali- 
metalle Li und Na mit den Halogenen K, F, Cl. Das Metallatom 
gibt ein Elektron an das Halogenatom ab; die entstehenden Ionen 
haben einen inneren Ring von zwei Elektronen und darauf folgende 
Ringe von je 8 Elektronen. Ihre Wechselwirkung wird in der Weise 


243) F. A. Lindemann, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13 (1911), p. 1107. 

244) Die ersten Arbeiten Bohrs erschienen im Phil. Mag. 26 (1913), p. 1, 476, 
857, Diese und einige folgende sind ins Deutsche übersetzt von H. Stinzing, als 
Buch erschienen unter dem Titel N. Bohr, Abhandlungen über Atombau (Braun- 
schweig 1921). 8. ferner diese Encykl. V 26 (A. Smekal). 

245) M. Born un. A. Lande, Berl. Ber. 1918, p..1048. Schon vorher hat 
‚A. ©. Crehore [Phil. Mag. (6) 29 (1915), p. 750] eine Untersuchung veröffent- 
licht, die ein ähnliches Ziel hat. Doch geht er nicht von Bohrschen Elektronen- 
"ringen aus, sondern von seinen eigenen Atommodellen, die sich an das Thomson-: 
sche Atommodell anlehnen, betrachtet die Atome als elektrisch neutral (auch bei 
‚Kristallen wie NaCl!) und muß daher mit elektrodynamischen Anziehungen ope- 
rieren. Seine äußerst undurchsichtigen Rechnungen scheinen überdies fehler- 
haft zu sein. 

246) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 125, Teil III; Phys. Ztschr. 
19 (1918), p. 297; P. Debye, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 276; J. Kroo, Phys. Ztschr. 
19 (1918), p. 307; s. ferner L. Vegard, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), 
p. 328, 344; Phil. Mag. 35 (1918), p. 294; 37 (1919), p. 237; Phys. Ztschr. 20 
(1919), p. 97, 121; A. Smekal, Wiener Ber. IIa 128 (1920), p. 689; 129 (1920), 
p. 635; Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 505; 22 (1921), p. 400. 
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berechnet, daß die potentielle Energie in eine Potenzreihe nach dem 
reziproken Kernabstand r entwickelt wird; dann ist das erste Glied 
die Coulombsche Anziehung der überschüssigen Ladungen, das nächste 
Glied ist bei geeigneter Stellung der Ringe eine Abstoßung, propor- 
tional r=?. An dieser Stelle wird die Reihe abgebrochen, und das 
Gleichgewicht für verschiedene ausgezeichnete Stellungen der Ring- 
ebenen gegen die Kernachse (parallel und senkrecht) berechnet. Da 
die so erhaltenen Molekeldurchmesser sich nicht an der Erfahrung 
prüfen lassen, wird sodann die analoge Rechnung für die regulären 
Kristalle ausgeführt. Wegen der axialen Symmetrie der einzelnen 
Ionen müssen dabei ihre Achsen geeignet angeordnet werden; bei der 
einfachsten Konfiguration besteht die Basis des Gitters aus acht Ring- 
atomen, deren Achsen den Raumdiagonalen parallel sind. Sodann wird 
die Gitterenergie p, als Funktion der Gitterkonstanten ö berechnet. 
Wiederum rührt das erste Glied von der Coulombschen Anziehung der 
Ionen her (welche die Abstoßung überwiegt, weil Nachbarionen ent- 
gegengesetzt geladen sind); die Berechnung dieser mit ö=! proportio- 
nalen Energie war dadurch möglich, daß gleichzeitig Madelung seine 
nachher zu besprechende Methode fand und sie den Autoren münd- 
lich mitteilte. Das zweite Glied ergab sich als proportional =>. 
Unter den oben angegebenen Annahmen über die Ringstruktur der 
. Atome konnten sodann der Gleichgewichtsabstand d, für die Halogen- 
- Alkali-Salze*”) (nach Formel (83°), Nr. 13) berechnet werden. Es er- 
gab sich eine überraschend gute Übereinstimmung mit dem aus der 
gemessenen Dichte bestimmten Werte von Öd,, wenn man annahm, 
daß der innerste Ring einquantig (1 Quant pro Elektron), alle fol- 
genden aber zweiquantig seien. Dieses Resultat, wonach die äußersten 
Elektronen jedes Atoms in Bahnen laufen, die zweiquantigen Kepler- 
bahnen sehr ähnlich sein müssen, hat in der neuesten Entwicklung 
der Bohrschen Atomtheorie eine Bestätigung gefunden; Bohr?) konnte 
zeigen, daß die für die Dimensionen der äußeren Elektronenbahnen 
maßgebende „effektive Quantenzahl“ ungefähr ‚gleich 2 ist. 

Einen vollständigen Widerspruch mit der Erfahrung aber ergab 
die Berechnung der Kompressibilität x (aus dem 2. Differentialquo- 
tienten von , nach d, Formel (90'), Nr. 13); die berechneten Werte 
fielen nämlich rund doppelt so groß aus wie die beobachteten. 


247) Die Resultate der numerischen Rechnung für alle Alkali-Halogensalze 
finden sich bei M. Born u. A. Lande, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), 
p- 202. 

248) N. Bohr, Vorträge über Atomtheorie, rgseig Juni’ 1922 (unge- 
druckt); Ann. d. Phys. (4) 71 (1923), p. 228. 
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Diese Tatsache gab den Ausgangspunkt für die weitere Entwick- 
lung der Theorie. Sie erwies die Unzulänglichkeit der ebenen Ring- 
modelle, die dann auch aus anderen theoretischen und experimentellen 
Tatsachen (vor allem aus den Röntgenspektren) gefolgert werden konnte. 
Da bessere Atommodelle nicht vorlagen, mußte man auf eine ein- 
gehende Berücksichtigung der Atomstruktur verzichten und sich mit 
einem halbphänomenologischen Ansatze begnügen. Das ist deswegen 
möglich, weil der weitaus größte Anteil der Energie und der Kräfte 
in einem lonengitter elektrostatischer Natur ist; man würde keinen 
allzu großen Fehler begehen, wenn man die Energie so berechnete, 
als wenn die Ionen starre Kugeln wären. Für die Abstoßung genügt 
daher ein relativ roher Ansatz, der auf die feinere Struktur der Ionen 
keine Rücksicht nimmt. Die Hauptsache ist die Berechnung der elektro- 
statischen Kräfte, die jetzt im Zusammenhange dargestellt werden soll. 


37. Elektrostatische Gitterpotentiale. Das elektrostatische Poten- 
tial eines Gitters im Punkte r ist 


(395) 0-8 np Bmluomel. 


Die dreifach unendliche Reihe (395) ist nur bedingt konvergent; man 
darf die Summationen nach / und % nicht ohne weiteres vertauschen. 

Unter dem „erregenden Potential“ verstehen wir mit Ewald das 
Potential aller Gitterpunkte außer einem; diesen kann man als Basis- 
punkt r,, annehmen. Wir schreiben: 


(396) I a 


wo der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß die Indexkombination 
I=0, k=k' wegzulassen ist. 

Als „Selbstpotential“ des Gitters für einen Gitterpunkt r,. bezeichnen 
wir den Wert des erregenden Potentials in dem Punkte r,.: 


3%) p,= 9, (1%) ag SB Ri’ R,=y—- 7,1 iürl- 


Das elektrostatische Potential y, aller Gitterpunkte auf eine Zelle ist 
gleich der doppelten elektrostatischen Energie des Gitters pro Zelle: 


247 "ere ‚ 
a0 neun SIE 
k' er 7% 


Die Berechnung dieser Größen erfordert die Umwandlung der schlecht 
(bedingt) konvergenten Reihen in rasch konvergente. 
Das Problem der Bestimmung der Funktion p(r) ist in etwas 
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anderer Formulierung wohl zuerst von Riemann*?) behandelt worden, 
als Greensche Funktion eines rechtwinkligen Parallelepipedons. Sucht 
man nämlich eine Lösung = a Differentialgleichung 


0° 
(338) Vy= = +3 + An =(0 


innerhalb eines Raumteils, welche ee der Oberfläche vorgegebene 
Werte annimmt, so läßt sich diese Aufgabe auf die andere zurück- 
führen, eine Lösung der Gleichung zu finden, die an der Oberfläche 


verschwindet und im Innern eine Singularität (Pol) vom Charakter —- 


hat; das ist die Greensche Funktion.®®) Für das rechtwinklige Par- 
allelepiped läßt sich diese nun leicht durch ein Spiegelungsverfahren 
bestimmen; man spiegelt das Innere an den Begrenzungsebenen wieder- 
holt, bis der ganze Raum erfüllt ist. Dabei soll ein Pol vom Cha- 


rakter + - durch die Spiegelung in einen Pol vom Charakter — — 


übergehen. Faßt man nun zwei benachbarte Parallelepipede als Zelle 
eines Gitters und die beiden darin liegenden Pole von entgegenge- 
setztem Residuum als elektrische Ladungen von entgegengesetztem 
Vorzeichen auf, so erfüllt offenbar die zugehörige Funktion (rt) alle 
Bedingungen, ist also die Greensche Funktion. Riemann hat die Fou- 
riersche Entwicklung dieser Funktion angegeben. Dasselbe Problem 
in der Ebene hat er in einer Abhandlung „Zur Theorie der Nobili- 
schen Farbenringe“*°!) behandelt. 

Anknüpfend an diese Arbeiten hat Appell?) eine vollkommen 
strenge und sehr elegante Methode zur Behandlung elektrostatischer 
Gitterpotentiale entwickelt, in engster Anlehnung an die Theorie der 
elliptischen Funktionen. Er betrachtet die Funktionen, die 

1. im Gitter periodisch, 

2. harmonisch sind, d. h. der Differentialgleichung (398) genügen, 

3. keine anderen Singularitäten im Endlichen haben als Pole. 
Diese Funktionen sind offenbar gerade die Gitterpotentiale (395). So- 
dann ir er, daß alle solche Funktionen durch eine bestimmte Funk- 


249) B. Riemann, Schwere, Elektrizität und Magnetismus, bearbeitet von 
K. Hattendorff, 2. Ausg. (iakadrer 1880), $ 23. 

250) 8. diese Encykl. II A 7b (Heinrich Burkhardt u. W. Franz Meyer), 
Nr. 18; IC 3 (L. Lichtenstein), Nr. 20. 

251) B. Riemann, Pogg. Ann. Phys. Chem. 95 (1855), p. 130. 

252) P. Appell, Acta Math. 4 (1884), p. 313; 8 (1886), p. 265; J. de math. 
(4) 3 (1887), p. 5; Palermo Rend. 22 (1906), p. 361. — Neuere rein mathe- 
matische Literatur über diesen Gegenstand ist zitiert in dieser Encykl. II C 3 
(L. Lichtenstein), Nr. 31, Anm. 400), p. 290. 
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tion Z ausdrückbar sind, in der Form 
(399) | p(t) me Zt — 1). 


Diese Funktion 2) ist durch die außerhalb der Punkte des einfachen 
Gitters 
!’-lya +, +0, V=r 


absolut und gleichmäßig konvergente Reihe 
5 | ‚(1 1 Be 1 
wo) +) 
ı 
definiert, wo 
(400’) R=|Y—ır| 


gesetzt ist und der Strich am Summationszeichen bedeutet, daß die 
Indexkombinatin ,—=L4,—=1,=(0 wegzulassen ist. Die Bildung 
dieser Z-Funktion entspricht genau der Konstruktion der Weierstraß- 
Hermiteschen &-Funktion in der Theorie der elliptischen Transzen- 
denten mit Hilfe des Mittag-Lefflerschen Satzes; man bildet die for- 


male Reihe Ss die die Gitterpunkte r’ zu Polen hat, und macht 
ı 


sie konvergent, indem man von jedem Gliede ein Polynom 2. Grades 
abzieht. (Physikalisch bedeutet das, daß man zu den gleichnamigen 
Ladungen + 1 in den Gitterpunkten eine kompensierende, entgegen- 
gesetzte Ladung im Unendlichen hinzufügt.) Appell diskutiert die 
Eigenschaften seiner Z-Funktion und gibt insbesondere ihre Fourier- 
sche Entwicklung an, aus der man die eines beliebigen Gitterpoten- 
tials nach der Formel (399) erhält. Das Resultat stimmt mit dem 
von Ewald auf etwas anderem Wege gefundenen (s. u.) überein. 
Appell gab auch die trigonometrischen Reihen für das Potential 
einer Punktreihe, eines ebenen rechtwinkligen Netzes und eines räum- 
lichen rechtwinkligen Gitters an; hierbei wendet er die später von 
Ewald benutzte (s. u.) ®-Transformationsformel an, die schon in 
der einfachsten Gestalt bei Riemann (l. ce. Anm. 249, 251) vorkommt. 
Diese Arbeiten, die hinsichtlich mathematischer Strenge und Klarheit 
nichts zu wünschen übrig lassen, wurden aber von der Physik nicht 
beachtet. Die physikalische Anwendung der Gitterpotentiale auf die 
Theorie der Kristalle datiert von dem Tage, als Madelung?®®) die 


253) E. Madelung, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 524. — Madelung behandelt 
Punktreihen, Netze und Gitter mit gleichnamigen Ladungen, deren Potential 
offenbar divergiert. Er muß daher seinen Reihen eine „unendlich große Kon- 
stante‘ hinzufügen. Zur strengeren Begründung der Theorie schlägt er bei Be- 
trachtung der Punktreihe vor, die in den Punkten x —= na angebrachten gleichen 
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schon von Appell angegebenen Reihen wiederfand.”?*) Bald darauf 
hat Ewald?) seine schon vorher für die elektromagnetischen (opti- 
schen) Gitterpotentiale entwickelte, sehr elegante Methode zur Be- 
rechnung elektrostatischer Potentiale hergerichtet. Beide Verfahren 
sollen hier im Zusammenhang dargestellt werden; die Madelungsche 
Methode erfordert dabei ein Aufsteigen vom eindimensionalen Gebilde 
(Punktreihe) über das zweidimensionale (ebenes Netz) zum dreidimen- 
sionalen (Raumgitter). 

I. Potential der Punktreihe. Auf der x-Achse sei eine periodische, 
neutrale (zunächst als kontinuierlich vorgestellte) Ladungsverteilung von 
der linearen Dichte og (x) gegeben; die Periode sei a, also g(&+a)—=o(x) 
und man hat die Fouriersche Reihe ohne konstantes Glied 


Eu 2rinz 
Y 
ed) Drg,e * 


Das Potential wird dieselbe Periodizität haben, also eine Entwicklung 
der Form +» 2rinz 


g") (X, r) =>: f,(r) er ’ (r =] y ar e*) 


zulassen. Die Laplacesche Differentialgleichung (398) in Zylinder- 
koordinaten lautet bei Achsensymmetrie 


9:9 1 pr 9:9 
Or! r Or dx? 


und fordert für die f,(r) die Bedingungen 


d? f„r) 1 u e: 4n?n? Cs 
dr: #5 a? f.(r) =. 


Die f,(r) sind also RER da sie im Unendlichen ver- 








== (0 





Ladungen durch die exponentiell nach beiden Seiten abnehmende Ladungsver- 
teilung FR H na 
n 

zu ersetzen, deren Potential konvergiert, und dann zur Grenze ß = 0 überzugehen. 
Einen ähnlichen Ausweg hat auch Ewald (s. u.) eingeschlagen. Doch ist dann 
noch der Beweis erforderlich, daß die Reihenfolge der vorgenommenen Opera- 
tionen und des Limes ß— 0 vertauscht werden darf. Hier soll die Betrachtung 
auf neutrale Gebilde beschränkt werden. 

253a) Bei einer Untersuchung über magnetische Eigenschaften kubischer 
Gitter benutzen L. 8. Ornstein und F. Zernike [Amsterdam Proe. 21 (1918), p. 911] 
eine Methode zur Berechnung von Gitterpotentialen, die mit der Madelungschen 
im wesentlichen identisch ist. 

254) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 253. Über die Entwicklung 
der Ewaldschen Methode und ihre RE auf die Optik der Gitter wird 
später berichtet (s. Nr. 41—44). 
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schwinden müssen, sind es die Hankelschen Funktionen ®®) 





2 “ 
=) 
Nun ist die lineare Dichte mit der Ableitung des Potentials durch 

die Relation ı[,„dp® 

earth; 
verbunden; daraus folgt 

TEA EEET 2 ae 
TEL ae den rn har I, Na Ri 


Daher ist die Fouriersche Kntisklng des Potentials 


en >> ok: (re nr 


Ist die Ladung punktförmig verteilt, nämlich die Ladung e, an der 
Stelle z,, De, —= 0, so kann man die Darstellung des Potentials 
k 





durch einen Grenzübergang gewinnen; man denke sich o(x) für alle 
x gegen Null konvergieren außer für e—=x,, wo o(x) so unendlich 
werden soll, daß “ar 
lim [oda = e& 
2,—d 


endlich bleibt. Dann wird 


1 y _2rin® 1 ring, 
=! le@:e ri de = De Er 
0 


k 
also 


On) — 1DI« Kr). 


Diese Reihe konvergiert überall, außer in den Ladungen, und zwar 
außerhalb der x-Achse sehr arnsll. 

II. Selbstpotential und Energie der Punktreihe. Das Selbstpotential 
der Punktreihe läßt sich auf verschiedene Weise berechnen. Madelung 
führt es auf die Gaußsche I-Funktion zurück. Es ist bekanntlich ®°®) 





ray 


256) e E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln (Leipzig 1909). Dort ist 


K,(&) mit * = HiV (ia) bezeichnet; eine Tabelle der Funktion findet sich auf 


p. 135, Tafel XIV. Für kleine x ist K, (x) =In ge wo Iny = 0,5772.... die 


Eulersche Konstante ist. 

256) S. etwa E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln (Leipzig 1909), p. 27. 
Tafel von P(x +1) auf p. 30. — E. T. Whittaker, Modern Analysis (Cambridge 
1902), Kap. IX, $ 99, p. 180. 
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AD er Fr: 
wm) Terre) Ioeremn 





1 M: 
arte) 
wo y die Eulersche Konstante ist. Es werde vorausgesetzt, daß der 
Punkt &,, für den das Selbstpotential dargestellt werden soll, lınks 
von allen übrigen Basispunkten liegt (d.h. x, > x,); ist diese Voraus- 
setzung für ein x, nicht erfüllt, so muß es vor dem Einsetzen in die 
folgende Formel um a vergrößert werden. Dann wird 


n 
’ 
8 fa SELBER. | I 7 nr 
Pk 22% aa a— (%, — 2) + la)’ 


wobei der Strich am Summenzeichen bedeutet, daß für den ersten 
Summanden die Kombination k=%, = (0 auszuschließen ist. Da- 
her wird mit Rücksicht auf Ie, — 0: 

& k 


1 , — Ep u, — y ua, 
(43) gi — > a [w(*) = v1 —— + ee 
k+R 
Die Funktion % wird hier im Intervall (0, 1) gebraucht; tabuliert ist 
sie gewöhnlich im Intervall (1, 2); zur Umrechnung dient die Beziehung 


(402') P)—= Pe +1) — z 











Man kann auch die Ewaldsche Methode, die unten für das räumliche 
Gitter dargestellt wird, auf das eindimensionale anwenden. 
Ausgezeichnet ist der Fall äquidistanter Punktladungen; jede 
willkürliche periodische Ladungsverteilung läßt sich offenbar durch 
diesen mit beliebiger Annäherung approximieren. Das Selbstpotential 
lautet in diesem Falle für n Ladungen &,&%,... € 


N 


+9 n x n ; 
1 fi ii, 1 Q 1 
0) ZI anni tar 
-o k=1 ISO KT 


wo Öd - der Abstand der Punkte ist und der Strich am Summen- 


zeichen bedeytet, daß das Wertepaar >=0, k—=0 wegzulassen ist. 
Nun ist 1 


Be In+k—1 
PERS, SE dx. 
0 


Setzt man das ein, so erhält man leicht 


1 n 
1 dx ER 
4 k—1 « 
ge +/> (Erın F nn) % Er Sr \ u R,; 


Encoyklop. d. math, Wissensch. V 3. 47 
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wo 
| en 


Rı -[$ Kerr Far) zn de. 
er 


Nun ist ee also hat das Polynom a 
k=1 Kl 
die Nullstelle <= 1 und ist durch 1— x teilbar. Mithin hat R, 


die Form 1 
Er (241%) 
R, = JS Eh = dx, 


wo g9(x) im Intervall O<x<1 nicht verschwindet; also gibt es eine 


obere Schranke M für na in diesem Intervall und es wird 


1 


n BERR M 
R; = M a2 +1) dx == ittcFtin 
0 


Das Selbstpotential ist also als Integral einer rationalen Funktion 
darstellbar: 


Ai Re 0. 
L=o 


dx. 





n 
k 
EN er +n—ı) C i 
p ee 3] k=1 


(404) er 


ö 

Die Nullstellen des Nenners sind die »*® Einheitswurzeln. Durch 
Zerlegung in Partialbrüche kann man leicht die Integration ausführen 
und erhält 


. (405) a 93 &, log (2 sin "F), 


wo 
2rikg 


r 1 2 2rk 
(405°) &,, = DO ee 3 Er +g © 08 2 


gesetzt ist. 

Man kann zu dieser Formel auch auf folgendem Wege gelangen: 
Jede beliebige periodische, äquidistante Ladungsverteilung läßt sich 
in der Form 





F v2rnikg 


(406) -2 Er > 
darstellen; die Koeffizienten 4 halıd die Werte 








= 2rigk 
(406) eldge". 
k=1 
Für obigen Ausdruck &,, erhält man 
smi. 2 


nmbe"+Eb,e 
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Das Selbstpotential wird 


9,0 = DI ’+k + Er 4n- Ser 





i=0 k= 
BE pp er 
Er ee 2 — nl!+k 
FIRE L 


42 & DI 


Die hier auftretende Sara ist der Wert, den die Funktion 





(407) II(2) = 2% m” > — — 2 log (2 sin #2) 
i=1 


in dem rationalen Punkte z = n annimmt; diese ist ein Spezialfall 


des von Born in anderem Zusammenhange untersuchten „Grundpoten- 
tials“ (s. u... Man bekommt 


(408) 9,0 — 2 &,,17(4) = — 2 &., 10g (2 sin ”2) ? 


in Übereinstimmung mit (405). 
Für die äquidistante Punktreihe wird die Berechnung der Energie 
besonders einfach; nach (397) und (405), (405) läuft sie nämlich 


darauf heraus, daß man e,,, durch 


(409) = 5 EN 
ersetzt; dann ist 
410 = (A) == — I 6 lo > sin ”g y 
2 9 Ö . q g N 
q4= 
wo 


(410) 





n 
ER, > te 1 > 2rnkq 
Gr - Ey kg See 5% cos N > 


III. Potential des ebenen Netzes. In der xy-Ebene sei ein ebenes 
Netz mit den Grundvektoren a,, a, ausgespannt. Die elektrische 
Flächendichte o(xy) sei periodisch (zunächst kontinuierlich) im Netze 
verteilt und habe die Fowrierentwicklung 


= Iane md); 
l,m 


dabei ist r der Vektor (x, y, 0) und 


(411) f. = 2n(lb, + mb,), 
47* 
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wo b,, b, die Grundvektoren”des „reziproken Netzes“ sind, die sich 
aus den Gleichungen 


(412) (a,b, =, Gk=1, 2) 
bestimmen: 
B,. Ay 7 u ee 
; ABER SAaE Tja!’ 
(412’) i Er u 1,0 = 0,0, — ll ,: 
2 a0,’ 9 ja} 


Mit Madelung setze man das Potential an in der Form 
ga — 5.78 elimd-Iiml-iel, 
Im 


diese Funktion erfüllt die Laplacesche Differentialgleichung und ver- 
schwindet für 2—= + oo. Zwischen Flächendichte und Potential be- 
steht die Beziehung 


dy®) 
re 
daraus folgt 
2 Om 
em Te 


Sind insbesondere iii Ladungen e, an den Stellen r, (z,,Y,, 0), 
so erhält man durch einen ähnlichen Grenzübergang wie oben unter I: 


1 . > re r 
= — e- (tim?) dxdyu —= va. BE ein x) 
Pım 0 |. fe y p 19 ! 


und das Potential wird 


Iml-lel 
(413) ga, Y; 2) nn ee a, BE e = — elımıte=i), 


hm 





Die Reihe konvergiert außerhalb der Ebene z= 0 sehr gut. 

IV. Selbstpotential des ebenen Netzes. Das Madelungsche Ver- 
fahren ist auf den Fall beschränkt, wo sich das Netz als Folge paral- 
leler (nicht notwendig äquidistanter) Punktreihen auffassen läßt. Man 
kann das Selbstpotential 9,” zusammensetzen aus dem der neutralen 
Punktreihe, die durch den betrachteten Punkt r, geht (Formel (403)), 
und den Werten der Potentiale der übrigen, parallelen Punktreihen in r,.. 
Wählt man die x-Achse und den Vektor a, parallel zu der neutralen 
Punktreihe (a,,—= a, a,,— 0), so erhält man: 


(414) 9, 9®—=g,®+ Du Dar A me ee las), e tag) 
— 0 k 


Man kann diese Größe auch mit Hilfe des nachher für räumliche 
Gitter dargestellten Ewaldschen Verfahrens berechnen. Die Energie 
der Netzebene spielt keine praktische Rolle. 
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V. Potential des Raumgitters. Man kann auch hier von einer 
kontinuierlichen, periodischen Dichteverteilung 
0 Ze Sour) 
l 


ausgehen; dabei ist r der Vektor (x, y, 2) und 
(415) Y—=2z(b, +56, +15,), 


wo b,, b,, b, die Grundvektoren des reziproken Gitters?°®) sind, die 
sich aus den Gleichungen 


(416) (a,b,) = Ö,, 

bestimmen; 

98 1 1 1 

(416) = Z [;%],b,—= [aa], , = 7 [49]. 


Setzt man das Potential 9%, oder einfach p, als Fouriersche Reihe an: 


= S der), 


so gibt die Poissonsche Differentialgleichung V’g = — 4nze: 
4 & 
PR Toms" 


Sind insbesondere punktförmige Ladungen e, ( De = 0) an den 
k 


Stellen r,, so gibt derselbe Grenzübergang wie oben: 


k 
also wird das Potential 


4 ! 2 


Das kann man so schreiben: 


(417°) . 22 ac Zar 1) 
wo 

4 » ‚i(alr) 
(418) v— — S Tarp 


ı 


Diese Reihe konvergiert überall außer in den durch die Gitterpunkte 
tr’ gehenden, zu den Zellenkanten parallelen Geraden ®’”); doch ist die 
Konvergenz langsam und die Reihe läßt sich nicht gliedweise diffe- 
renzieren. Man muß daher nach andern Darstellungen von % suchen. 


2562) Siehe P. P. Ewald, Ztschr. f. Kristallogr. 56 (1921), p. 129. 

257) Eine Untersuchung der Konvergenz von Fourierschen Reihen im Raume 
findet sich bei M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Anhang, p. 114. Die dabei 
benützte Methode hat D. Hilbert in einer Vorlesung 1914 mitgeteilt. 
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Die analytischen Eigenschaften dieser Funktion, durch welche sie ein- 
deutig festgelegt ist, sind die folgenden: 
» ist periodisch im Gitter (ohne konstantes Glied), wird im Null- 


punkt unendlich wie u und genügt der Differentialgleichung 
P 4 
(418’) Vy=-: 


In der Tat folgt hieraus die Darstellung (418). Dazu wende man 
. die Greensche Formel 


SSSe ro - ovnazav ar [fr — 02%) 


in der do ein Öberflächenelement des Integrationsraumes und » die 
äußere Normale bedeutet, auf die Zelle an und setze 


fe), g=v. 
Wegen der Periodizität verschwinden die Oberflächenintegrale an den 
Zellengrenzen; man muß aber wegen der Singularität von % eine 
kleine Kugel um den Nullpunkt ausschneiden, und diese liefert zum 
Oberflächenintegral den Beitrag 4x. 
Da ferner V?f = — |q’|?f ist, so folgt 


iq’ 2 (weri@ Üdedydz—=An. 


Also ist der Koeffizient der Fourierschen Reihe von % gleich 


und man erhält in der Tat die Darstellung (418). 
Um diese in eine schnell konvergente Reihe zu verwandeln, geht 
man nach Ewald so vor. Mit Hilfe der Identität 


© 


e-aöde 


Pin 


oe 


schreibt man 


vr (Se-iurstiam ge 
0 ı 


und zerlegt das Integral in zwei Teile: 


yarmtm ml Se itisrmgs, 
n ı 


” 
4” " joilr&rsle 
tr (Seritririum as. 
R I 


Das erste Teilintegral läßt sich elementar ausführen: 


ER en? +3laln) 
(420) 78° En 


10). , 





\ 
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Das zweite läßt sich nach Ewald mit Hilfe der Transformations- 
formel der dreifachen Theta-Reihen?°®) umformen. Es seien W, 4, 
Y,, A, vier beliebige Vektoren und 


(421) G-AHU HUMAN; 
ferner sei 
(421’) ga nal [, 4] +5, AU H5A 4}: 
Dann gilt identisch in dem Vektor ® die Transformationsformel: 
ee 
: GP +iCB) — + OM 
> De He un 
Diese wenden wir in der Weise an, daß wir setzen 
t a : 7 

(423) Pan: rap 4, ayE’ 4, ayE’ 
also 
(423) G,- re W—), — Vid; 
dann wird: 

Se 2 u - rt)? nd Se- late&+ifale), 


I v 


Mithin erhält man mit B = (0: 


org - 5/8 A 34 Zn 


Setzt man 
(424) 


so wird 


En u 72: _[S- ed — 7 


iioct Yawios 
ve’ an’ 


28) Über die Transformationsformel der einfachen $-Reihen, s. diese Encykl. 
IIB3 (R. Fricke), Nr. 72, p. 323; IITA12 (H. Burkhardt), Nr. 107, p. 1339. Über 
allgemeine $-Funktionen s. IIB7 (A. Krazer u. W.Wirtinger), Nr. 15—45, p. 636 
bis 686. S. ferner A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig 1903). 
Ewald teilt in der Anm. 254) zit. Arbeit einen einfachen Beweis der hier be- 
nutzten Transformationstormel sowohl für den eindimensionalen, als auch für 
den dreidimensionalen Fall mit; er beruht darauf, daß die Differentialgleichung 
der Wärmeleitung, welche im Grundbereich (Periode der Punktreihe, Zelle des 
Gitters) periodisch ist, auf zwei Weisen gelöst wird: einmal durch die Methode 
der Wärmepole (d’Alembertsche Lösung), sodann durch die Methode der Eigen- 
schwingungen (Fouriersche Reihen). Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert 
die Transformationsformel. Diese Ableitung für einfache $-Reihen findet sich 
schon bei $. D. Poisson, Theorie mathematique de la chaleur (Paris 1835), 
suppl. p. 51. 
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Hier kann man die Gaußsche Fehlerfunktion 


x 


2 
426 F(x) = — Je "da 
(426) 75, 
einführen; wir setzen 
3 = — == an -a@ d 
(426°) Ga) —1— F(a) vus° de. 


Ersetzen wir auch in %, das n durch z, so erhalten wir schließlich: 


1 
| la? |? + ital) 


; ng 
LT TIERE 2 
4 ; I 


Beide) vw: 
e—ı] 4: 


(427) 
= 








Die Summe v—=»%, + %, ist natürlich von der willkürlichen Tren- 
nungsstelle & unabhängig. Für e= oo wird ,=0 und Y, ver- 
wandelt sich in die ursprüngliche Fouriersche Reihe (418). Für 
e=(0 wird d, =0 und %, wird eine divergente Reihe; das Poten- 
tial p selbst geht bei geeigneter Anordnung der Summationsfolge in 
seine ursprüngliche quellenmäßige Form 
= Zt) 

über. SS 

%, konvergiert um so besser, je kleiner & ist, d, um so besser, 
je größer & ist; durch geeignete Wahl von & kann man erreichen, 
daß beide Reihen sehr schnell konvergieren. Man findet leicht 
Zwischenwerte, für die beide Reihen praktisch berechenbar sind. 

Die Einführung der Trennungsstelle & ist Ewalds Verdienst, da 
in der älteren Literatur etwas Analoges nicht zu finden ist. 

VI. Selbstpotential und Energie des Raumgitters. Nach Madelung 
lassen sich solche Gitter behandeln, die sich als Folge neutraler Netz- 
ebenen auffassen lassen, von denen jede selbst wieder eine Folge 
neutraler Punktreihen ist. Legt man die z-Achse in eine dieser 
Punktreihen und die y-Achse in die hindurchgehende neutrale Netz- 
ebene, ferner den Grundvektor a, parallel zur x-Achse (a, „, 0, 0), a, par- 
allel zur xy-Ebene (a,,, Q,,, 0), so kann man das Selbstpotential 
des Raumgitters p,®), oder einfach @,, aus dem einer Netzebene (414) 
und den Potentialen der parallelen Netzebenen zusammensetzen: 
(428) 9, — py® 

27 = ’ 


ern e As em ie aktra: Hilimtrit pa), 

I 

0,0 kp | 
'ump'%k ı 


m 


=— x 
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Die Summation über p führt übrigens auf eine geometrische Reihe 
und läßt sich ausführen. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich auch die elektrostatischen 
Anteile der Gittersummen (20), Nr. 3, (26), Nr.5 und (32), Nr. 6, 
die bei der Bestimmung des Gleichgewichts und der elastischen und 
piezoelektrischen Größen auftreten, berechnen, soweit sie sich aus 
Beiträgen neutraler Netzebenen zusammensetzen lassen. Das ist aber 
bei den Größen (32) nicht durchweg möglich, nämlich nur bei (32b) 
und (32c) [xy&Y], bei denen Summationen über k vorkommen; 
ein Beispiel hierfür s. unten (Nr. 39, (450)). Dagegen lassen sich 
die Größen (32a) 52 auf diesem Wege nicht finden, da es Summen 
über einzelne einfache Gitter sind. 

Die Ewaldsche Methode ist in jedem Falle anwendbar. Um das 
erregende Potential zu bilden, hat man von @ (417) abzuziehen 


e 
” _; man kann daher setzen: 


er, 

(429) MU —)+ DIRT = 
wo 

(430) Ie)= ul) —.- 


Diese Funktion teile man durch eine Trennungsstelle & wie in (427); 
ferner setze man entsprechend 


i Pi © 
1 2 2 a? 2 2 vr? 
—— — Je”rtde+ — Jettde. 
' n Ya 
ö 


Das erste Integral, das von %, abzuziehen ist, hat den Wert — Fler); 


das zweite ist nach (425) genau gleich dem Gliede Z=0 von %,. 
Daher wird: 








v-btl 
NS, \at |? +i(glr) Fien) 
ai € 
(430') ' 9 re S Sl 
ee ’G(e!—r)) Rd 
Br Se ze 
Das Selbstpotential in r, wird nun 
(431) Pr = Put) = &Ul0) + < ZUR 
wo au ee 
RS Bela en, 
(432) Pen Miu, 





N £ l 7 
0) Sn - 


rl de? 
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während Y(t, — t,) ohne weiteres aus (427) gebildet werden kann. 
Die Reihen (427), (430°) lassen sich gliedweise differenzieren; daher 
kann man ohne weiteres die elektrostatischen Anteile der Größen 8,0 


nach (20), Nr. 3, und Be für k-## nach (32a), Nr. 6, bilden. 


Man findet > 
0). (I — = | L =) 0 r 2 * (2) 237 
(433) b) B Er = 1 Oo’ k k 
a (ein... Er) 


Letztere Größe bestimmt die elektrostatische Kraft, die zwei einfache 
Gitter bei einer relativen Verrückung aufeinander ausüben; es ist 
bemerkenswert, daß diese sich nicht aus dem Potential des einen 
Gitters auf das andere ableitet (denn dieses ist ja für das unendliche 
Gitter eine divergente Reihe), sondern aus der Funktion %, die die- 
selben Pole hat, aber nicht der Laplaceschen Differentialgleichung 
V?p = 0, sondern der Poissonschen .(418”) genügt. Mit Hilfe dieser 
Gleichung kann man die Größe (433b) sehr einfach für alle solchen 
Punktepaare regulärer Gitter berechnen, die folgende Eigenschaft 
haben: Wenn man einen Punkt r, festhält und die Operationen der 
Tetraedergruppe anwendet, so sollen die zu r, und rt, gehörigen ein- 
fachen Gitter in sich transformiert werden. Insbesondere gilt das bei 
D-Gittern (s. Nr. 13) für jedes Punktepaar. Dann gilt 


[FT - F ‚= [FT- D% > ‘T- b ‚= = 0. 
CE yY 22 Dir» 2% xy 








Also wird 
kk 9. 1 Amex Ohr 
3D - [1 9% (v? Pay © 2 
x 
An CC 
(434) Dar. 


Diese Größen sind nur für k #4’ definiert; ergänzt man sie vermöge 
SD@= 0 für k—=K, so sieht man sogleich, daß die Formel (434) 
k' 


auch für k—=K’ gilt. Die von dem einen Gitter auf das andere aus- 
geübte Kraft bei einer Verrückung des zweiten beträgt 


(434) Sa Dim = z Pr 


wop, = ey das Moment pro a ist, das dabei ent- 


steht. Die MDR der Verrückung ist also dieselbe, als wenn ein 


4 


elektrisches Feld ® = Pr herrschte; das ist die bekannte, sogenannte 


Lorentzsche Kraft, die sich hier als strenge Folge aus der Gitter- 
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theorie für die oben gekennzeichneten Punktepaare regulärer Kristalle, 
insbesondere für alle Punktepaare der D-Gitter ergibt [s. diese Eneykl. 
V 14 (H. A. Lorentz), Nr. 36, Formel (113)]. Zugleich gibt die all- 
gemeine Formel (433b) die richtige Verallgemeinerung für beliebige 
Kristalle. 

Die Berechnung der elektrostatischen Anteile an den elastischen 
und piezoelektrischen Konstanten nach der Ewaldschen Methode findet 
sich in der Literatur nicht. Ein einfacher Weg sei hier angedeutet. 

Man gehe aus von der elektrostatischen Energiedichte 


1 _- 14 
(435) u),= 3 9%= 57 (# (2 & = 96 vlt) 


und denke sich eine homogene Deformation nach Nr. 5, (28) ausge- 
führt; diese kann man in der Weise zerlegen, daß 


x, ersetzt wird durch , + ı1,,+ U,,Y 


2’ ersetzt wird durch « + I u,,Y: 
Y 


Letzteres läßt sich wieder zerlegen in die Aussagen, daß 


a,, ersetzt wird durch a, + ii 0, @=1,2,3). 
Y 


Hieraus folgt für die reziproken Vektoren b bis auf Glieder von 


höherer als 1. Ordnung in den u,,, daß 


b,, ersetzt wird durch b,, — Du, .b;,, 


also 
q,' ersetzt wird durch q,' — = Uyz Ay- 


Nun ersetze man in »(t,,) nach (427) und »(0) nach (430, die r,, 
cv’, q’ durch die hier angegebenen Ausdrücke; dann erhält man die 
Energiedichte U im verzerrten Zustande als Funktion der ı,, «,,, und 
indem man sie nach diesen entwickelt, bekommt man nach Nr. 5, 6 
die gesuchten Größen als Koeffizienten der Reihe. 


VII. Potential des Halbgitterss und Energie zweier Gitterhälften. 
Die elektrostatische Energie der beiden, durch eine Netzebene ge- 
trennten Gitterhälften aufeinander spielt in der Theorie der Ober- 
flächenenergie (s. Nr. 4) eine Rolle. 

Wenn alle zur Grenzebene parallelen Netzebenen neutral sind, 
läßt sich das Potential des Halbgitters auf einen äußeren Punkt leicht 
nach dem Madelungschen Verfahren konstruieren. Man kann die 
Grundvektoren a,, a, parallel zur Grenzebene annehmen; der Vektor 
1, sei in den freien Raum 2>0 gerichtet. Für die wechselseitige 
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Energie der beiden Gitterhälften pro Flächeneinheit bekommt man: 


+% © 
2 > ] Si ? A R : 
(436) & = ja = 6,6% l,m Dan e” Hm! -|2y —2£ +20: ;! eiltım» te —tE + Da), 
192) kk' an ?2=V0 


Im ı 


Ewald hat eine Methode zur Behandlung von Halbgittern?”®) an- 
gegeben und auf das optische Reflexionsproblem angewandt; die Über- 
tragung auf den elektrostatischen Fall führt, wie man leicht sieht, 


zu derselben Formel, wenn man darin die Summation über p (geo- 
metrische Reihe) ausführt (s. Nr. 44). 


VIII. Das Gitter kleinster elektrostatischer Energie und das Grund- 
potential. Die Tatsache, daß in der Natur die Ionengitter vom Typus 
des Steinsalzes (NaCl) besonders häufig auftreten, hat Born?) zu der 
Frage geführt, ob dieses Gitter durch eine Extremaleigenschaft der 
elektrostatischen Energie (die den Hauptanteil der Gesamtenergie aus- 
macht) ausgezeichnet ist. In der Tat ist das der Fall. 

Um das zu sehen, betrachte man ein einfaches Gitter mit der 
Zelle a,,a,,a, vom Volumen 1, 4= 1, dessen Gitterpunkte also durch 


zw = ka, +10, + ka, ki, =0,1,..n—) 


gegeben sind. Sodann fasse man n? Zellen dieses Gitters zu einer 
Zelle A, = na,, U, = na,, W, = na, zusammen; innerhalb dieser setze 
man die beliebigen Ladungen e, = e,,,, in die Punkte r, und wieder- 
hole diese dann periodisch in dem mit W,, W,, A, aufgebauten Gitter 
(zyklisches Gitter, s. Nr. 18): 


re rn te en, 00er Kur. 2,0, — 4: 
Ferner ist 
Up == T._yp* 


Daher erhält man für die doppelte elektrostatische Energie pro 
Zelle nach (435) 


n—1i 
(437) % = 240, 01-3, 
wo 
(437°) = u), 0, = vet) 


gesetzt ist. 
Y, ist also eine quadratische Form der e, vom Charakter einer 
dreidimensionalen Zyklante. Fragt man nach dem Minimum von 9, 


259) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 1, 117; s. insbes. Teil 1], 
82, p. 119. 

260) M. Born, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 124. — In dieser Arbeit wird 
die Betrachtung nur für reguläre Gitter durchgeführt. 
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mit den Nebenbedingungen 
n—i1 n—-i 

(438) SI, Zn, 
k=0 k=0 

so erhält man die linearen Gleichungen 


n—1i 
29-r tie, +u=d. 


Durch Summation nach %k folgt u = 0; die Lösung kann man in der 
Form 


(439) Gp CO u (pk), (pk)=pk, + Palız + Polis 


ansetzen, und man erhält für A die n— 1 Werte 
n—1 
©, 2 s 
(440) ,- =2 0, cos” (ph), (kit +24 Ayt+0). 


Aus den linearen Gleichungen und der zweiten Nebenbedingung (438) 
folgt andererseits, daß 
1 


(440') A n5 Pop 


p 


ist, wo @,, der Wert von 9, für die Lösung e,, (439) ist. Der ge- 
suchte Minimalwert der Energie wird also von einer der n?— 1 
periodischen Ladungsverteilungen (439) erreicht; sie heißen „Normal- 
verteilungen“, die zugehörigen Größen @,, „Normalpotentiale“. Diese 
lassen sich nämlich als Potentialwerte im Nullpunkt der Normalver- 
3 

teilungen ansehen, wenn c = % gesetzt wird; denn es ist, wie leicht 
zu zeigen, 

cos et (pl) 

in 7° 77) ep» Be R n 

(441) Pop 7 S a Se " am 


a 
I KR ı 


Die hier auftretenden Summen sind die Werte, die die Funktion von 
3 Variabeln 2,, 2,, 2; 


(442) n9)=8 nn 
ı ı 
in den rationalen Gitterpunkten z = £ annimmt; es gilt 
n pP 
(441”) Pop — ® II(R.). 


Diese Funktion I/ hat Born „Grundpotential“ genannt; sie ist perio- 
disch mit der Periode 1 für jede der 3 Variabeln z,, 2,, 2, und wird 
in den Ecken des Würfelgitters unendlich. Aus (437) und (441’) 
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folgt für II leicht die Darstellung 
II(e) = DC, cos 2x (kg) = %(0) + DI y(t,) cos 2x (ke). 
k k 


Zerlegt man hier % nach (427), so läßt sich in %, die Summation 
über % ausführen und man bekommt die einheitlichen Ausdrücke 


(442) Tri, 
| -Foi- 9 
ee in, 
(442”) } IH Mm 
” lErkymı) 
us 9x (ke) Cerrsm. 
Le B2 cos2x(kz) Se 





Man kann nun zeigen, daß diese Funktion II(z) im Punkte 
4=2%3=%3—=}7 ein Minimum hat und es ist sehr wahrscheinlich, 
daß es das absolute Minimum ist. Im Falle des eindimensionalen 
Gitters (Punktreihe) ist nämlich IZ(z) mit der in II, (407) eingeführten 
Funktion identisch, deren absolut kleinster Wert I1(4) = — 21n2 ist. 
Ein strenger Beweis des Satzes für 3 Dimensionen steht noch aus.?*?) 


Der Punkt 2, = = entspricht dem Indextripel », = —, zu dem 


die Normalverteilung (439) 
en = cc08 ak, + hy, + k) = c(— NWatrktl 
? 

gehört, die von n unabhängig ist. Im Falle einer kubischen Zelle 
ist das aber gerade die Ladungsverteilung des Steinsalzgitters; dieser 
kommt also die kleinste elektrostatische Energie zu unter allen La- 
dungsverteilungen, die den Nebenbedingungen (438) genügen, also 
insbesondere solchen, die durch bloße Umstellungen der Ladungen 
+ e im Steinsalzgitter innerhalb eines beliebig großen Würfels ent- 
stehen. 

Wichtiger als dieser Minimalsatz ist die Tatsache, daß durch die 
Funktion II alle Selbstpotentiale und Gitterenergien mit beliebiger 
Genauigkeit ausgedrückt werden können. 

Jede beliebige periodische Ladungsverteilung e,, r, in der Zelle 
(AU,A,A,) läßt sich nämlich durch eine solche approximieren, wo die 
Ladungen in den rationalen Punkten 


k k k 
= UrZU +7 ah + + Ka, 

261) Für 2 Dimensionen ist der Beweis von O. Emersleben (Diss. Göttingen) 
geführt worden. Dieser hat auch eine Tafel des Grundpotentials berechnet und 
sie zur Bestimmung der elektrostatischen Gittertheorien einiger Kristalle ver- 
wendet. S. auch O. Emersleben, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 73, 97. 
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sitzen. Eine solche aber läßt sich (analog wie in dem unter I be- 
handelten eindimensionalen F alle) als Summe sinusförmiger Ladungs- 
verteilungen auffassen: 
2ri 
(k9) 1 


2ni 
(443) = D>e tr", beidger ", 
q k 


wo die Summenzeichen, wie immer, dreifache Summen bedeuten. Dann 
wird das Selbstpotential 


N Der 








2ri 


FR, 








T,+ın 
(444) 9% - Di. n(*) 7 =, Pop: 
p p 
wo 
| en en 
(444) Erbe +E,er 


Für die elektrostatische Energie bekommt man: 


(445) nr _ > ,2(%) ze 92 0, Pop» 
D 


wo 
(445’) ,= Es cos = (rk), = IR, 320° 
D 17 

Wenn also die Funktion II für eine Zelle a,, a,, a, tabuliert ist, so 
hat man damit die Selbstpotentiale und Energien aller, zu dieser Zelle 
gehörigen Gitter mit rationalen Gitterpunkten und damit approximativ 
auch für beliebige Lage der Gitterpunkte in der Zelle. Für reguläre 
Gitter ist IT von Emersleben?®") tabuliert; der Minimalwert von Il ist?‘®) 


h+tbıtb 
46 54 SE ETTEN, 
(446) nz)  VorEH: 1,1471 5578.. 


Einige andere numerische Werte sollen bei den Anwendungen mit- 
geteilt werden. 





38. Physikalische Folgerungen aus der Annahme elektrostati- 
scher Kohäsion. - Das Verfahren, das Born und Lande bei der Be- 
rechnung der Dimensionen und der Kompressibilität von Ionengittern 
aus den Ringmodellen der Ionen benutzt haben, bestand darin, daß 
außer der Coulombschen Anziehung noch das erste Glied der nach 
fallenden Potenzen von r fortschreitenden Reihe mitgenommen wurde, 


262) Dieser Wert ist mit geringerer Genauigkeit schon von Madelung in 
seiner ersten Arbeit (Anm. 253) berechnet, ferner von Born u. Lande (Anm. 245) 
und Ewald (Anm. 254). 
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die die Abstoßung der Elektronenringe darstellt. Mit dieser Annähe- 
rung handelt es sich also um ein Kraftgesetz der alten, von Mie und 
Grüneisen benutzten zweigliedrigen Form (267), deren Konsequenzen 
für zweiatomige, reguläre Kristalle vom Steinsalztypus hier systema- 
tisch in Nr. 33 entwickelt worden sind. Die Anziehungskraft ist aber 
jetzt völlig bekannt; man hat für die Coulombschen Kräfte in (374) 
offenbar 

(447) n=l, o=d .=-—l1 

zu setzen, wo e die Ionenladung ist. Die Abstoßungskraft (die drei 
Konstanten n, b, 8) aber hängen von dem Bau der äußeren Elektronen- 
schalen der Ionen ab; für die Ringmodelle hatte sich n = 5 ergeben. 
Born und Lande®®) erkannten nun, daß die Kompressibilität ein 


scharfes Kriterium für die Größe des Abstoßungsexponenten n liefert. 
Man hat nämlich nach (90) und (375) mit Rücksicht auf (447) 


S, 25, 
(448) = u 34 +2B = ln — )= ee = (e.—.1), 


Für «= — 1 folgt aus (370) 
81)—=S(1) 8), 
und diese Gittersumme geht nach (370) durch die ganzzahligen Sub- 


stitutionen = 1 + L, > 1, IL” Fe E: J- l, 
(449) im A erben Ver 
„=1+4,+% y=ıh+tL 


gerade in die Größe — II(4) nach (442) über: 


ET Br  urgT 
er HN 

Indem man r, durch die Atomgewichte M,, M, der beiden Ionen und 
die Dichte g des Kristalls ausdrückt (e = 4,774.10-" E. S. E): 





(450) &l)— — 





a 
„ M+ e? 3 
(451) nV, ur # r — 2,947. Dr 5) 
erhält man die Formel 
> 1 /M,+M,\® 
(452) n—=1+ 3,496.10-1°. Z (5) ; 


durch welche der Abstoßungsexponent auf die Messung von go und x 
zurückgeführt wird. 


263) M. Born u. A. Lande, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 210; 
8. ferner M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 7 (1922), p. 217. — Für die nu- 
merischen Angaben des Textes wird diese neuere Abhandlung zugrunde gelegt 
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Die folgende Tabelle zeigt, daß » wesentlich größer als 5 heraus- 


kommt, nämlich ungefähr bei 9 liegt. 














Tabelle X. 
| oe beob. | x beob. n 

| nen 
NaCl 2,17 r 418:10°% | 7,84 
NaBr 3,01 | 51 | 8,61 
NaJ 3,55 | 6,9 8,45 
KCl 198: | .5,82 8,86 
KBr 2,70 1... 6,2 | 9,78 
KJ | 7307 17-88 | 9,31 


Damit ist bewiesen, daß die ebenen Ringmodelle nicht ausreichen, 
um die Elastizität der Salzkristalle zu erklären. Born und Lande 
zogen hieraus den Schluß, daß die Ionen räumliche Elektronengebilde 
sein müßten, weil der Exponent der gegenseitigen Abstoßung um so 
größer ist, je symmetrischer die den Kern umgebenden Ladungen im 
Raume verteilt sind. 

Born?°*) hat dieses Ergebnis mit der Grundannahme der Kossel- 

' schen Theorie der Elektrovalenz*°) in Verbindung gebracht; nach 
dieser sollen die Atome der Edelgase und die Ionen der den Edel- 
gasen benachbarten Atome eine Außenschale von acht Elektronen 
haben. Es liegt nahe, diese acht Elektronen in den Ecken eines 
Würfels?®°) anzunehmen oder wenigstens dem System ihrer Bahnen 
im Zeitmittel Würfelsymmetrie zuzuschreiben. Damit versteht man 
sogleich, warum sich diese Ionen gerade in kubischen Kristallen an- 
einanderlegen, was bei den Ringmodellen nicht recht begreiflich ist; 
ferner aber kann man auch den Exponenten n = 9 der Abstoßungs- 
kraft ableiten. Hierzu berechnet: Born die elektrostatische Energie 
zweier einfacher Ionenmodelle, bestehend aus je einem positiven Kern, 
der eine mit sieben, der andere mit neun Ladungen, und je acht 
Elektronen in den Ecken eines den Kern als Mittelpunkt umgeben- 
den Würfels. Sind a, «a die Radien der den Würfeln umschriebenen 
Kugeln, r der Kernabstand, so erhält man für parallele Orientierung 
der Kanten ze lange 


Pr ht ht: 


264) M. Born, Verh. d. Deutsch. phys. Ges. 20 (1918), p. 230. Die Wechsel- 
wirkung von „Polsystemen“ hat schon E. Riecke [Ann. d. Phys. (4) 3 (1900), 
p. 545; Phys. Ztschr. 1 (1900), p. 277] zur Erklärung der Kristallstruktur, ins- 
besondere der piezo- und pyroelektrischen Erscheinungen herangezogen (s. Nr. 10). 
265) Zu der Annahme statischer Würfelmodelle sind kurz vorher und un- 
abhängig auf Grund rein chemischer Überlegungen @. N. Lewis u. J. Langmwir 
gelangt (zit. Anm. 240). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3, 48 
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wo fs, fa, -.. Funktionen der Richtung der Zentrallinie gegen die 
Würfelkanten (Kugelfunktionen 5.,9.,.... Grades) sind. Man sieht, daß 
für genau gleich große Würfel (a= a’) das erste nicht verschwin- 
dende Glied der Reihe, welches auf die Coulombsche Anziehung folgt, 
den Exponenten 2 —= 9 hat. Damit ist die Größenordnung des Ab- 
stoßungsexponenten (Tabelle X) plausibel gemacht. 

Lande?) hat den Versuch gemacht, Atommodelle mit Würfel-, 
allgemeiner Polyeder-Symmetrie auf Grund der Quantentheorie zu 
konstruieren; dabei bewegen sich die Elektronen so, daß sie in jedem 
Augenblick eine symmetrische Konfiguration bilden. So interessant 
die Feststellung ist, daß es solche ausgezeichneten Lösungen des n- 
Körperproblems gibt, so mißt man Modellen dieser Art wegen ihrer 
mechanischen Labilität heute keine Bedeutung mehr bei. 

Haber?°') hat versucht, die Deformierbarkeit der Ionen zu berück- 
sichtigen; da er mit ruhenden Elektronen und elektrostatischen Kräften 
operiert, ist auch hier der Einwand zu machen, daß es sich um labile 
Systeme handelt. 

Fajans und Herzfeld?®®) haben neben dem Glied mit »n = 9 auch 
das mit a=5 berücksichtigt; durch geeignete Wahl der Ionenradien 
a, a von vier Halogenionen und drei Alkaliionen konnten sie Gitter- 
konstanten von 11 Salzen befriedigend darstellen. (Die Anwendung 
auf die chemischen Eigenschaften der Salze s. Nr. 39.) 

Die von Born nur für parallele Orientierung der Würfel aus- 
geführte Berechnung der elektrostatischen Energie wurde von Sme- 
kal?%®) für beliebige Stellung der Würfel verallgemeinert. Rella?%°) 
hat die entsprechenden Formeln angegeben für Atome von Würfel- 
bzw. Tetraedersymmetrie, sonst aber beliebigem Bau; diese Formeln 
lassen sich auch auf den Fall kreisender Elektronen anwenden; 
H. Schwendenwein®“®*) hat mit ihrer Hilfe die lonengröße und die 
Gitterenergie der Alkalihalogenide für Ionenmodelle vom Landeschen 
Würfeltypus berechnet. 

Da sich nach bekannten Sätzen der Potentialtheorie elektrische 


266) A. Lande, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 2, 644, 653; Berl.Ber. 
1919, p. 101; Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 191; 2 (1920), p. 83, 87, 380. E. Made- 
lung u. A. Lande, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 230. 

267) I, Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 750. 

268) K. Fajans u. K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 809. 

268a) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 309. 

269) T. Rella, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 157. 

269a) H. Schwendenwein, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 73; s. hierzu auch 
A. Lande, ebenda, p. 450. 
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Punktladungen niemals zu stabilen Konfigurationen anordnen, so muß 
die Stabilität sowohl der Atome und Ionen, als auch der aus ihnen 
aufgebauten Gitter auf den Bewegungen der Elektronen beruhen. Da 
die Bohrsche Atomtheorie noch keine handlichen Modelle bereit- 
stellt, hat Born?”®) unter Verzicht auf die absolute Berechnung der 
Kristalleigenschaften die Abstoßungskraft als Zentralkraft angesetzt?"0®), 
(also ohne Berücksichtigung der Kugelfunktionen, welche die Abhän- 
gigkeit der Kraft von der Orientierung der Atome gegeneinander 
ausdrücken); dabei entnahm er den Abstoßungsexponenten aus der 
Formel (452) und eliminierte die Konstante b mit Hilfe der Gleichge- 
wichtsbedingungen (372). Es handelt sich also um die Anwendung 
der hier in Nr. 33 zusammengestellten Formeln (375) auf den Fall 
m = 1. Während Born ursprünglich mit dem mittleren Exponenten 
n=9 für alle Alkalihalogenide rechnete, sollen hier die einzelnen 
Werte von n für die verschiedenen Salze (Tabelle X) nach einer 
neueren Arbeit von Born und Brody?'') berücksichtigt werden. 


Um die Größen (375) für m = 1 zu berechnen, hat man außer 
der schon angegebenen Gittersumme $,(1) (450) noch die Summe 
S aense S, (1) — 8,(1) zu berechnen; diese nimmt durch die Sub- 


270) M. Born, Ann. d. Phys. 61 (1919), p. 87; Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 
21, p. 199, 538. 

2702) W. Schottky (Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 232) hat gegen diesen Ansatz 
folgendes Bedenken vorgebracht: Nach einem bekannten Satze der statistischen 
Mechanik (Literatur bei Schottky 1. c.) verteilt sich bei einem, durch elektro- 
magnetische Kräfte zusammengehaltenen System eine Energiezufuhr AU in der 
Weise auf die potentielle und kinetische Energie, daß erstere um 2A U zunimmt, 
letztere um AU abnimmt. Wenn ein Kristall aus Bohrschen Atomen aufgebaut 
ist, müßte dieser Satz anwendbar sein; danach dürfte man nicht die Gitterenergie 
als potentielle Energie zwischen ungeänderten Atomen auffassen, sondern müßte 
berücksichtigen, daß beim Aufbau des Gitters aus seinen Atomen (Ionen) diese 
selbst sich wesentlich ändern, weil die kinetische Energie der umlaufenden Elek- 
tronen um den vollen Betrag der gesamten Energieänderung abnimmt. — Tatsäch- 
lich ist aber diese Änderung (im folgenden kurz als Gitterenergie bezeichnet) 
klein gegen den gesamten Energieinhalt der Atome; also wird auch die Änderung 
der Atome beim Aufbau des Gitters aus den freien Atomen relativ klein sein. 
Denkt man sich nun diesen Aufbau unendlich langsam (adiabatisch im Sinne 
der Qantentheorie) vollzogen, so ist die Gesamtenergie aller Atome in jedem 
Augenblick nur Funktion der Lage der Kerne; diese Funktion ist es, die in der 
Gittertheorie als „potentielle Energie‘ der ganzen Atome aufeinander eingeführt 
wird. Bedenken können sich nur dagegen erheben, ob es erlaubt ist, den nach 
Abspaltung der elektrostatischen Anziehung übrig bleibenden Teil dieser Energie 
durch ein Potenzgesetz (proportional r=*) anzunähern; doch kann darüber nur 
der Erfolg entscheiden. 

271) M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 7 (1922), p. 217. 

48* 
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stitution (449) die Form an 


we = 3 ya 


und läßt sich leicht umformen in 


(459) NN) —2 22 Ye). 


y= 
= 


(1ptatrhz‘ 





2 
wo 9@ das durch (413) gegebene Potential der Netzebene x —= 0 des 
Steinsalzgitters ist: 


e aVm’+n2:|z| 
ao) — 8 > > —— u ———— 603 MIT COS NY. 
m n 





Vm®’+n® 
ungerade 
Daher wird 
(4537) ,D-46)+ 162. I PP IN Yn? Enter nn 
p=1 mn 
ungerade 
— 3,226. u 


Das in f, fs vorkommende Glied (m — 1) S,' (m + 2), dessen 
erster Faktor für m — 1 verschwindet, ist der Anteil der elektrosta- 
tischen Kräfte an den Größen D bzw. D’. In Nr. 37, VI wurde ge- 
zeigt, daß diese Größe nicht aus dem gewöhnlichen elektrostatischen 
Potential abgeleitet werden darf, sondern aus der dort definierten 
Funktion % nach der Formel (434); hier wird wegen , =&, = — e: 


4n e? 


(454) DD—=- DV -—- 757 
Der Vergleich mit (375e) zeigt, daß 

(455) (m — 1)8, (m + 2) durch 2x 
zu ersetzen ist. 


Die Gittersummen (370) gehen durch die Substitution (445) 


über in??); 


272) Die Bezeichnung in der ersten Arbeit von Born (Anm. 270) war etwas 
anders: 
Jetzt: Sm), Sn), Sn), Sn); 
früher: Sm),  &8,(n), 30, n +4, 36,n+ 4). 


Diese Funktionen sind von Born durch direkte Summierung berechnet worden 
(Tabelle XD). O. Emersleben (zit. Anm. 261) hat gezeigt, daß man sie nach dem- 
selben Verfahren, das Ewald auf die elektrostatischen Gittersummen angewandt 
hat (s. Nr. 87, V), in schnell konvergierende Reihen verwandeln kann. Diese 
Reihen hat P. Epstein als „allgemeine Z-Funktionen“ [Math. Ann. 56 (1903), 
p: 615; 63 (1906), p. 205] eingeführt und ausführlich studiert. 
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n 
f = 7 
S, (n) = S ++) ?, 
Drurb 
ungerade 
‚ N 
EM -S+L +), 
E4ht+L 
(456) gerade er 
NZ 2 2 IE a 
AMOS E TS Tue a Ace a Aue A 
+l+b, 
ungerade 
‚ _n+4 
S(n)=3 S ru tu) 
L h+brtl 
gerade 
Folgende Tabelle gibt einen Überblick über ihre Werte: 
Tabelle XI. 
n So(n) | S,(n) So(n + 2) S,(n) S(n) 
7 a a 6° 6,065 6,084 0,5739 
8 6,144 | 0,785 6,036 6,045 0,3942 
9 6,065 | 0,544 6,020 6,021 0,2730 
10:4: 2808 6,011 6,012 0,1908 











Die aus der Kompressibilität der Alkalihalogenide bestimmten 
Werte von » (Tab. X) fallen zwischen 7 und 10; man kann also die 
zugehörigen Werte der Gittersummen durch (graphische) Interpolation 
bestimmen und dann die Funktionen f, fu; fs» fir fa, fs nach (376) 
und (380) für verschiedene Werte von 8 berechnen.??) 

Für zwei Kristalle des hier behandelten Typus ist die Elastizi- 
tätskonstante c,, = A von Voigt?) gemessen worden; und zwar ist 
in C. 6. S.-Einheiten 

für NaCl 6. .4,68-- 10%; 

für KÜl C, = 3,68 - 10%. 
Born hatte ursprünglich in (374) = 1 gesetzt und den damit er- 
haltenen theoretischen Wert in recht guter Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen gefunden. Man kann aber die Übereinstimmung nach 
Born und Brody durch geeignete Wahl von ß noch verbessern. Nach 
(375b) ist 
(457) Re Kape erehle 1); 





De 6r7,* 
273) Tabellen von fi, fe» fs» fi» fa» fs finden sich in der zit. (Anm. 271) 
Arbeit von Born und Brody. 
274) W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik, $ 373, p. 774. Eine Berech- 


nung der ebenfalls gemessenen Konstanten c,, liefert keine unabhängige Prüfung 


der Theorie, da sich c,, durch x und c,, ausdrücken läßt (-- Gıt+ 20,). 
4“ 
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mit Benutzung von (450), (451) folgt daraus | 

4 
(457) fi = 1,168. 10-%0, (=), 


und man erhält 
für Na0l fi = 442, 


für Kl o9o 5-58. 


Folgende Tabelle gibt die Werte von f, für diese beiden Salze als 
Funktionen von ß: 


Tabelle XI. 



































Be Te | A 0 0,5 1,0 | 1,5 
NaCl 5,28 4,83 4, 15 4,10 3,81 3,54 | 3,30 
KCl 6,08 5,76 5,47 5,22 4,99 4,75 | 4,56 

Man sieht, daß man für = — 0,5 sehr gute Übereinstimmung be- 


kommt. Der negative Wert von ß bedeutet nach (369), daß bezüg- 
lich der mit r=” proportionalen Kraft gleichartige und ungleichartige 
Ionen sich verschieden verhalten: Ungleichartige Ionen müssen als 
nächste Nachbarn im Gitter sich natürlich abstoßen, weil sonst das 
Gitter zusammenbräche; gleichartige Ionen aber ziehen sich an. Die 
mit 77“ proportionalen Strukturkräfte verhalten sich also hinsichtlich 
der Richtung gerade entgegengesetzt wie die mit r=! proportionalen 
Coulombschen Kräfte.?”) Dieses Ergebnis scheint für das Verständnis 
der Natur dieser Kräfte von Bedeutung zu sein. 

Mit diesem Werte ß = — 0,5 soll nun die Wellenlänge der Rest- 
strahlen berechnet werden. Nach (223’) ist die Eigenfrequenz 


1 1 
ENTE, 
dabei ist nach (375e) für m=1: 
PRICE 





Führt man die Dichte o = m, En ‚ die Faradaysche Konstante F = 
Ne = 2,90 - 10% E.S.E., die ne M=Nm,,M,= Nm, und 











die Wellenlänge A, = Buc ein, so erhält man 
An’c? 2S,(1)F 
(458) eh 
458 RR '6n°c? M,M, ge MM i 
r EROTLETTAE 508 U eh 





275) Dasselbe Ergebnis haben M. Born und E. Bormann [Ann. d Phys. 62 
(1920), p. 218] auch bei Zinkblende ZunS erhalten. 
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Daraus folgt nach (225°) frp—=1, 2 =1: 


(459) a u eng 


AUT, 
Aus A, kann man mit der Försterlingschen Korrektion (227) die 
Wellenlänge A, der maximalen Reflexion berechnen 


(460) zus... 





Die Tabelle enthält die berechneten Werte von f,, daraus A, nach 
(358’), sodann die gemessenen Dielektrizitätskonstanten & und daraus 
}„ nach (360). Zum Vergleich sind die von Rubens gemessenen Wellen- 
längen Ar der Reststrahlen daneben gesetzt. 


Tabelle XII. 























| 
fs ho | € hm An 
NaCl 3,60 61,6 5,82 50 52,0 
KCl 4,59 74,5 4,75 61 63,4 
KBr 5,44 88,0 4,66 75 82,6 
KJ 5,01 108,3 | 5,10 93 94,1 


Die Übereinstimmung ist befriedigend. 

Endlich soll die thermische Ausdehnung berechnet werden. Setzt 
man für die Atomwärme den Dulong- Petitschen Wert ©,—=3R, so 
erhält man für 

















315870... MM 0 
Seid dena: “#U..,.. E88 Lt 
die Werte?’®) der Tabelle XIV, die von den theoretischen Werten von 
y, und y„ nach (381) mit $ = — 0,5 umrahmt sind. 
Tabelle XIV. 
%° 1012 &° 1015 | Yo ER Pe “ih Yo | 
NaCl 4,13 4,04 | 1,47 Eu 1,59 2,12 
KCl 5,62 ER. 1,53 2,15 
KBr 6,2 420 |..1,49 1,80 2.21 
KJ 8,6 4,27 | 1,46 1,61 2,17 














Wie die Theorie es verlangt, fällt zwischen y, und y,, und zwar 


276) Dieselbe Größe y findet sich bei Grüneisen (2. Conseil de Physique 
Solvay 1913; E. Grüneisen, Molekulartheorie der festen Körper) tabuliert, unter 


der Bezeichnung (2) ‚Tab. 8, p. 44. Die Abweichungen von unseren Zahlen 
0 


rühren davon her, daß Grüneisen mit individuellen C,-Werten rechnet, während 
hier 0,=3R gesetzt ist. 
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etwas näher an y,; das bedeutet, daß die ultraroten Schwingungen 
durchaus nicht als monochromatisch behandelt werden dürfen (s. 
Nr. 33). 

In ganz ähnlicher Weise wie die Alkalihalogenide haben Born und 
Bormann?"”) den Kristall Zinkblende ZnS behandelt. Dieser ist piezo- 
elektrisch, und man konnte daran denken, auch die piezoelektrische 
Konstante zu berechnen; doch wurde bereits in Nr. 13, II gezeigt, 
daß ohne alle Annahmen über die Natur der Molekularkräfte, nur aus 
der zweiatomigen Struktur eine Beziehung (96) zwischen den Kon- 
stanten der Elastizität, Dielektrizität, Piezoelektrizität resultiert, die 
bei Zinkblende nicht erfüllt ist. Der Grund ist in der Deformierbar- 
keit der Ionen zu suchen. Da in der zitierten Arbeit bei der Berech- 
nung des elektrostatischen Anteils der Konstante c,, ein Fehler unter- 
gelaufen ist, soll das Resultat nicht vollständig wiedergegeben wer- 
den. Nur soviel sei gesagt, daß sich hier der Abstoßungsexponent zu 
n —= 4,92 (rund n—=5) ergibt; das läßt auf einen weniger symmetri- 
schen Bau der zweiwertigen Ionen Zn+*, S=- schließen, als bei den 
Alkalien und Halogenen. Wichtig ist auch, daß die Größenordnung 
der Elastizitätskonstanten und der Eigenfrequenz nur dann heraus- 
kommt, wenn man die Ionen als zweiwertig annimmt. Diese Tatsache 
ist eine sehr starke Stütze der elektrostatischen Kohäsionstheorie. 

Eine weitere Anwendung derselben haben Born und Stern?"®) auf 
die Oberflächenenergie von Kristallflächen gemacht (s. Nr. 4). Nach 
(22), (23) ist allgemein die spezifische Oberflächenenergie (Oberflächen- 
spannung) beim absoluten Nullpunkt 


® 1 
377 7 Dhfie- 
ee 
Wenn man hier für das Elementarpotential das Gesetz (267) bzw. 
84. mtm=l,a=d, «= —1, ß—=1 nimmt, also 


a b 
part - + TR) 
so kann man den ersten, elektrostatischen Anteil von 6 nach der 
Madelungschen Methode (Nr. 37, VII), den zweiten durch direkte Sum- 
mation finden. So wird z. B. für die Würfelfläche (100) des Stein- 
salzgitters 
1.140 b 
(462) 6400 = Hg s4)+ 7,7 0 (n)}, 





277) M. Born u. E. Bormann, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 218; Verh. d. 
Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 733. 
278) M. Born u. O. Stern, Berl. Ber. 1919, p. 901. 
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wo 
a — 1)a+ tl; 
(462°) s(1) Sy: DE el 


s,(R 
Dyurr rw o(R) = > 
Die erste dieser Summen ?"®®) Jäßt sich nun so darstellen (s. Nr. 37 (428')): 


(= 32 LrppP, 


wo -aVoRFm 
g® — oe Vm: En: 
ungerade 

das Potential einer Netzebene (100) auf die im Absande p senkrecht 
über einem gleichnamigen Punkte der Netzebene gelegene Einheits- 
ladung ist. Man erhält 

s(1) = — 0,0650. 
Durch direkte Summierung folgt für n = 9: 

s,(9) = 1,226. 

Die Konstante b kann man mit Hilfe von (372°) eliminieren und erhält 


(463) Re e? 8, (1) 1 s,n)8,() 


we ( ax n S(1)8, ie 
dabei findet man nach (450) und Tabelle XI (fürß=1,n= 9): 
S(1) = 1,147, 8,(9) = 8, (9) + 8, (9) = 6,609. 

Mit Rücksicht auf (451) nn 

(463°) 60 —= 0,145 - ut 4050 — MM, IM, 
Die folgende Tabelle enthält die nach dieser Formel berechneten 

Werte von 6 für einige Salze. Zum Vergleich sind die Werte der 

Öberflächenspannung für die geschmolzenen Salze daneben gesetzt, die 

entsprechend der hohen Temperatur des Schmelzpunktes viel kleiner 

sind. 














ergem-? 


Tabelle XV. 














6 ber. 6 beob. 6 ber. 6 beob. 

Kristall Schmelze Kristall Schmelze 
NaCl 150,2 66,5 KBr 91,6 48,4 
NaBr 118,7 49,0 KJ 74,9 59,3 
KCl 107,5 69,3 














In ganz derselben Weise kann man o für andere Flächen der. 
selben Kristalle berechnen. Born und Stern finden für die durch eine 





278a) Die Bezeichnung bei Born und Stern ist etwas abweichend: 


5o (1) Sn 


HN) = Ss. 
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Würfelkante und eine Diagonale der Würfelfläche gehende Ebene (011) 


(464) 9 = 10900 -——- WM, RL ergem?. 
Also wird 

61 ..10900  , 
(465) Es = m 11. 


Diese Zahl gibt nach dem in Nr. 4 erwähnten Satz von Wulff an, 
um wievielmal im thermodynamischen Gleichgewicht die Fläche (011) 
vom Würfelzentrum weiter entfernt sein müßte, als die Würfelfläche 
(100); da 2,71>Y2 ist, folgt also, daß die Fläche (011) nicht auf- 
treten kann. 

Es ist wohl kaum ein Zweifel, daß das Verhältnis der Kapillar- 
konstanten irgendeiner Fläche zu der der Würfelfläche um so größer 
sein wird, je schiefer die Fläche gegen die Würfelfläche geneigt ist. 
Doch steht ein Beweis hierfür noch aus. Selbst für die Oktaeder- 
fläche (111) ist die Rechnung noch nicht durchgeführt worden, 
weil parallel zu dieser Netzebenen mit lauter positiven und lauter 
negativen Ionen aufeinanderfolgen, wobei die Mudelungsche Methode 
versagt. Man könnte das Halbgitter aus neutralen Halbstrahlen auf- 
gebaut denken, deren Potential sich einfach (etwa mit der Gaußschen 
%-Funktion) darstellen läßt, oder die Ewaldschen Methoden anwen- 
den; doch sind diese Rechnungen noch nicht ‚versucht worden. Auch 
eine Theorie der Temperaturabhängigkeit der Oberflächenspannung 
von Kristallflächen ist noch nicht vorhanden. Endlich soll hier 
nochmals betont werden, daß für die Flächenausbildung größerer Kri- 
stallstücke wahrscheinlich die Kapillarkräfte eine weit geringere Rolle 
spielen als die Wachstumsgeschwindigkeit, da es sich nicht um Gleich- 
gewichtszustände handelt. 

Born und Stern haben auch die Kantenenergie für die Würfelkante 
des Steinsalzgitters berechnet und finden (s. Nr. 4 (24), (25)): 


(466) == 0,01191 5 — 0,00001945 ( Sergem-! 


e 
m) 
x verhält sich also zu 6,9 der Größenordnung nach wie »,: 1, wie es 
die allgemeinen Überlegungen von Nr. 4 schon ergaben. 

W. Eitel?"®) hat in ähnlicher Weise die Oberflächenenergie einiger 
Flächen von Zinkblende untersucht. 

Das Zerreißen von Stäben aus binären Kristallen ist nach Mes- 
sungen von Voigt und Sella?"?®) ein gesetzmäßiger Vorgang. 

Wenn man aber versucht, die Zerreißfestigkeit einfach statisch zu 


279) W. Eitel, Senckenbergiana 2 (1920), p. 81. 
279a) W. Voigt und Sella, Wied. Ann. d. Phys. 48 (1893), p. 636. 
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berechnen (als der Wert der Kraft, bei der der Differentialquotient der 
Kraft nach der Verlängerung verschwindet), erhält man viel hundert- 
mal größere Werte als die beobachteten.?””’) Ansätze zur Erklärung 
dieser Tatsache haben Griffith, Polanyi und Smekal?®) gegeben. Po- 
lanyi weist auch auf Schwierigkeiten hin, die dadurch entstehen, daß 
die beim Zerreißen geleistete Deformationsarbeit gar nicht ausreicht, 
die Oberflächenenergie der beiden neu entstehenden Kristallflächen zu 
liefern; er will den Zerreißvorgang als „Quantensprung“ aufgefaßt 
wissen.?802) 

39. Chemische Folgerungen aus der Annahme elektrostatischer 
Kohäsion. Auf den engen Zusammenhang zwischen der Kohäsion der 
festen (heteropolaren) Verbindungen und der chemischen Energie wurde 
schon in Nr. 36 hingewiesen. Während für einatomige Körper die 
Energie ®, als Sublimationswärme (beim absoluten Nullpunkt) direkt 
der Beobachtung zugänglich ist, gilt dasselbe bei den binären Salzen 
nicht. Vielmehr ist hier — ®, die Arbeit, die aufgewendet werden 
muß, um das Gitter in die voneinander unendlich entfernten Ionen 
(Ionengas) aufzulösen; diese Größe, bezogen auf 1 Mol, soll kurzweg 
„Gitterenergie“ genannt und mit U bezeichnet werden.2®!) Bei Annahme 
einer mit r=” proportionalen Abstoßungskraft wird für einen belie- 
bigen regulären heteropolaren Kristall 

1 1 ’ 
(467) U--9,-—-,N9-IN( 5), 
wobei 2 die Anzahl der Molekeln in der Zelle ist. Die Konstante « 
bedeutet den Absolutwert der elektrostatischen Energie pro Zelle, re- 
duziet fe=1,d=1. 

Die Größen 8 und n bestimmen sich aus den Gleichungen (83'), (90): 





(468) mu EM, 
aus denen folgt?*1°): 
(468") ee a a RTL 
n 3 ae % 
Dann wird 
1 Bi. 
a) uU-(1--)N35: 


280) Zitiert in Anm. 22). 

280a) Weitere Literatur zur dynamischen Strukturtheorie 3. A. Johnsen, 
Fortschritte im Bereich der Kristallstruktur (Ergebnisse der exakten Natur- 
wissenschaften, Bd. 1, Berlin 1922), Nr. XII, p. 270. 

281) S. M. Born, Verh. d Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 13. 

281a) Hier wird die Kompressibilität # als Konstante behandelt; sie hängt 
tatsächlich pur wenig von Druck und Temperatur ab. Neuere Untersuchungen 
hierüber hat P. W. Bridgman [Proc. Nat. Acad. of Sc. 8 (1922), p. 361] angestellt. 
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Drückt man ö durch die Dichte o und das Molekulargewicht M aus, 
ö®Noe=Mzs, 


so erhält man zur Bestimmung von n mit N = 6,06 : 10° und 
e = 4,174 .10-1° E.8. E.: 


aD a ee 


ac?“ ax E 


und für die Gitterenergie 


(471) V= (1) ent(— 1,169 . 108% (1 — -.) (£)° erg 


oder in thermischem Maße: 
f r \ : & 1 o\, 
(471) u— 279,1°(1 — (gr) kcal. 


Die Konstante « ist für fünf Gittertypen berechnet worden, die durch 
die Kristalle Steinsalz NaCl, Flußspat CaF,, Zinkblende ZnS, Cae- 
siumchlorid CsCl und Cuprit Cu,O repräsentiert werden. 


Für das NaCl-Gitter ist « aus (469) und (375a) zu berechnen. 


Das elektrostatische Potential des CaF,-Gitters wurde zuerst von 
A. Lande???) berechnet. Das Potential des ZnS-Gitters findet sich in 
der schon zitierten Arbeit von Born und Bormann.”) Alle drei 
9 Werte wurden später mit größerer Genauig- 
“| keit von Emersleben®®') bestimmt, der auch 
die Konstanten für Caesiumchlorid CsCl und 
Cuprit Cu,O angegeben hat. Die Gitter von 
NaCl, CaF,, ZnS und CsCl sind schon in 
‚Nr. 13 beschrieben worden (vgl. Fig. 5, 6, 

* 7,8). Das von Cu,O besteht aus einem 

ee en X -->>0 raumzentrierten O-Gitter und einem flächen- 

zentrierten Cu-Gitter, welches gegen das 

erstere um 4 der Würfeldiagonale ver- 

schoben ist. Die Zelle ist ein Würfel, der zwei Molekeln enthält (vgl. 
Fig. 9). ; 

Bezeichnen wir in Verallgemeinerung der gebrauchten Definition 
mit r, je die kleinste Koordinatendifferenz zweier Gitterpartikel und 
wie stets mit 6? 4 das Zellvolum, so ergibt sich als elektrostati- 
scher Energieanteil pro Molekel für 




















Fig. 9. 


1} 


282) A. Lande, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 217. Bezüglich 
eines Rechenfehlers vgl. #. Bormann, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 55. 
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(Nacke=1): 39 -— 53.495115 — 5 Y2:1,147558, 





Car, @—-1): 3 — — & .5,81828 — — 5 V2.5,81828, 
(472) 1208 1): 39 = — ae .1,56584 — — 5 V2-7,56584, 

Cscl (1): 9 —— Er -2,035356 — — 5: 2,035356, 

0,0 @=2: 49 -— een .4,15219 — © -9,50438. 


Also wird für 

NaCl: «= V2: 1,147558 — 2,2017, 
CaF,: «= 2: 5,81828 — 7,3305, 
(472°) ZuS: «= y2: 7,6584 '— 9,5324, 
CsCl: «= 2,035356, 

| 01,0: «= 19,00876. 


Der Exponent » ist für die Alkali-Halogenide schon in Nr. 38 
bestimmt worden (Tab. X); hier soll mit dem mittleren Werte n = 9 
gerechnet werden. Für Cal‘, erhält man mit «x = 1,16 - 10-"? aus (470) 
n—= 1,4; für ZnS mit « = 1,44 - 10"? ist n = 4,92, also rund n —=Ö5 
(s. o. Nr. 38). Damit wird für den 





su 
[ Typus NaCl: U= 545 V 5 keal, 


Mi 
(473) | Typus Cafy: U— 1770 V& kcal, 








ER 
\ Typus ZuS: U= 2120 N keal. 


Einige hiernach berechnete Werte finden sich in der Tabelle XVII unter 
Un), 

Die Prüfung dieser theoretischen Werte an der Erfahrung ist 
mit Hilfe eines von Born???) angegebenen Kreisprozesses möglich, den 


284) In dieser Tabelle fehlen die Li- und Üs-Salze. Bei den ersteren ist 
es wahrscheinlich, daß der Exponent n—=9 nicht zutrifft, weil das Li-Ion, das 
nur zwei Elektronen hat, keine kubische Symmetrie aufweisen kann. Bei den 
letzteren ist vermutlich das Gitter von dem des NaCl verschieden; jedenfalls ist 
das für CsCl bei Zimmertemperatur von Davey und Wick [Phys. Rev. 17 (1921), 
p. 402] röntgenometrisch nachgewiesen worden. 

285) M. Born, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 679. Der Inhalt 
dieser Arbeit wurde schon im April 1919 im Berliner Kolloquium mitgeteilt. 
Gleichzeitig mit der zit. Arbeit erschien eine Abhandlung von K. Fajans (ebenda 
p- 714), der unabhängig zu denselben Ergebnissen gelangt ist. 
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man nach Haber?®°) durch folgendes Schema darstellen kann: 





ee ee 
(474) Su | Dr — Usx 
| 
a I 
M,X + —NMt,X- 
— Ex 


Dabei bedeutet 
M ein einwertiges Metallatom, 
X ein Halogenatom. 
Der gasförmige Zustand ist durch das chemische Symbol des Körpers 
ohne besondere Kennzeichen, der feste Zustand durch das Symbol in 
eckigen Klammern angedeutet. Ferner bedeuten: 
Qırx die Bildungswärme des Salzes aus festem Metall und gas- 
förmigem Halogen, j 

Sy die Sublimationswärme des Metalls, 

Jy die Ionisierungsenergie des Metalls, 

Dx die Dissoziationswärme des Halogens, 

Ex die Elektronenaffinität des Halogens, d. h. die Arbeit, die 
nötig ist, dem Halogenion X- das überschüssige Elektron 
zu entreißen. 

Alle Energiewerte beziehen sich auf 1 Grammatom des Halogens oder 
Metalls und gelten für den absoluten Nullpunkt; als Einheit soll die 
kcal benutzt werden. 

Der Kreisprozeß liefert dje Gleichung 


(475) Us = Qux+ Zu+ Zx, 


wo 
a Zu = Su-t In, 
(475') | Z = Dr— Ex. 


Ein analoger Kreisprozeß gilt für zweiwertige Metalle und führt zu 
der Relation: 
(476) Un, = Qux, + Zur + 22x. 
Die erste Prüfung bestand in der Berechnung der Wärmetönung von 
Umsetzungen des Typus : 

MX, + MX, = M;X, + MıX,, 
die sich offenbar aus den Bildungswärmen so zusammensetzt: 


(417) | = Qus + Yun — In, — Qu: 


286) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 750. 
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Bildet man den analogen Ausdruck 


(477) U-U,n + Un — Uns — Uux,, 
so ergibt die Formel (475) 
(477) Qu. 


In der Tat haben die beiden Größen Q und U deutlich einen par- 
allelen Gang; doch sind die absoluten Werte wegen der doppelten 
Differenzbildung so klein (<10 keal), daß der relative Fehler den 
Wert selbst erreicht. Eine Verbesserung brachte Fajans”®”) an, in- 
dem er erkannte, daß man statt der Bildungswärmen die direkt und 
sicher meßbaren Lösungswärmen nehmen kann, da sich der Einfluß 
des Wassers auf die Wärmetönung heraushebt. 

Eine bessere Prüfung gestattet die Betrachtung von Umsetzungen 


des Typus >MX+M, =MX+M, 
deren Wärmetönung nach (475) 
(478) Qux— Az = Un Un Zu, t Zu 


beträgt. Die Größen Zy sind nach (475”) als bekannt anzusehen; denn 
die Sublimationswärme Sy ist direkt meßbar und die Ionisierungs- 
energie läßt sich nach der Quantengleichung Jy„ = Nhv aus der Grenz- 
frequenz derjenigen Serie berechnen, die der Metalldampf im normalen 
(nicht elektrisch erregten) Zustande absorbiert.?®?) Auch die Prüfung 
der Formel (478) gab eine befriedigende Übereinstimmung. 

Hierdurch ermutigt, berechneten Born und Fajans®®) aus den 
theoretischen Uyx-Werten nach (475), (475’) die Elektronenaffinitäten 
der Halogenatome. Diese waren zwar damals noch nicht auf anderem 
Wege bestimmbar, doch konnte man aus ihnen eine direkt meßbare 
Größe ableiten, die Ionisierungsenergie Uyx der (gasförmigen) Halogen- 
wasserstoffe. Für die Bildung dieser gilt nämlich ein ganz analoger 
Kreisprozeß, der zu der Formel führt 


(479) Uax = Qux + Zu-+ Zi; 


287) K. Fajans, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 539. Anschließend 
an diese Überlegungen (ebenda p. 549, 709) hat Fajans den Begriff der Hydra- 
tationswärme der Ionen eingeführt und interessante Beziehungen zwischen dieser 
Größe und den IJonenradien gefunden. S. auch M. Born, Ztschr. f. Phys. 1 
(1920), p 45. 

288) S. hierüber folgende zusammenfassende Berichte: J. Franck u. @. Hertz, 
Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 409, 430; 20 (1919), p. 132; J. Franck, Phys. Ztschr. 
22 (1921), p. 388, 409, 441, 466; R. Ladenburg, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 17 (1921), 
p- 93; W. Gerlach, Die experimentellen Grundlagen der Quantentheorie (Samm- 
lung Vieweg Nr. 58, Braunschweig 1921). 

289) P. D. Foote u. F. L. Mohler, J. Amer. Soc. 42 (1920), p. 1832. 
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dabei ist 

(479') Zu= Dat Ja, 

wo Dy die Dissoziationswärme des Wasserstoffs pro Grammatom und 
Jz die Jonisierungswärme des H-Atoms bedeuten. D; ist durch di- 
rekte Messungen, wenn auch nicht sehr genau, bekannt; J7 läßt sich 
mit großer Genauigkeit aus dem Bohrschen Modell des H-Atoms ent- 
nehmen. Wenn nun Zx mit Hilfe der festen Salze nach (475) be- 
stimmt ist, so kann man aus (479) die Ionisierungsenergie U,,x be- 
rechnen. Man findet Werte in der Nähe von 300 kcal, fallend mit 
wachsendem Atomgewicht des Halogens. 

Diese Größen Uzsx konnten nun durch die Methode des Elektronen- 
stoßes direkt bestimmt werden; Foote und Mohler ®®?) fanden Urcı = 323, 
Knipping?®) mit etwas größerer Genauigkeit Una =.331, Uapr = 317, 
Urs; = 308 (+7) keal. Letzterer stützte sich dabei auf Helium als 
Eichgas, dessen Ionisierungsspannung er zu 25,3 Volt annahm; nun 
hat aber Lyman?®') die Hauptserie des He gefunden und die Größe 
der Terme mit optischer Genauigkeit bestimmt, woraus hervorgeht, 
daß die Ionisierungsspannung um 0,8 Volt oder 18,4 kcal zu ver- 
kleinern ist. Bringt man diese Korrektion an den Knippingschen 
Zahlen an, so erhält man 
(480) Usa = 313, UHsr = 299, Uns — 290 (E 7) keal. 

Mit Hilfe dieser recht sicheren Zahlen kann man nun die Gitter- 


energien der Salze prüfen. 
‚- Durch Subtraktion von (475) und (479) hat man nämlich 


(481) Uux 7 Qux + Urx FT Qux - Zu — Zu: 


Wir geben hier die zur Berechnung nötigen Daten *®”?): 


Tabelle XVI. 



































Qux Na K Rb |  Qax 
cl 99 104 105 22 

Br 90 97 99 12 

J 77 85 87 1 
Du 26 21 20 Dy= 40 
Ju 117 99 95 Ju = 310 

ji 
Zu | 143 | 120 115 I Zu = 350 


290) P. Knipping, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 328. 

291) Th. Lyman, Nature 110 (1922), p. 278. 

292) Die Bildungswärmen nach Landolt-Börnstein. Dnxa und De aus 
R. Ladenburg u. R. Minkowski, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 137; Dr» aus dem 
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In der folgenden Tabelle sind die hieraus nach (481) berechneten 
Werte als U,eon. neben die aus den Formeln (473) der Gittertheorie 


folgenden User. gestellt. 
Tabelle XVII. 





























Ubeob. Über. Ubeob. | Über. | | Ubeob. | Uber. 
NaCl | 183 182 KCl 165 | 162 | RbOl 161 155 
NaBr 170 171 KBr 154 | 155 RbBr | 151 148 
NaJ 159 158 KJ 144 | 144 RbJ | 141 138 


| j 

Die Übereinstimmung ist vorzüglich. Doch hängt sie wesentlich da- 
von ab, ob der Wert 2Dzs = 80 keal für die Dissoziationswärme des 
Wasserstofis richtig ist; ist dieser in Wirklichkeit etwa um 20 kcal 
größer, wie manche annehmen, so würden die Werte von Uyeon. sämt- 
lich um 10 kcal zu verkleinern sein. Da aber die Unsicherheit der 
Sublimationswärmen 1 bis 5 kcal, die der Knippingschen Ugx-Werte 
etwa 7 kcal beträgt, so bliebe auch dann noch die Übereinstimmung 
innerhalb der Fehlergrenzen. 

Jedenfalls scheint es sicher zu sein, daß die elektrostatische Ko- 
häsionstheorie den weitaus überwiegenden Teil der chemischen Energie 
heteropolarer Kristalle richtig erfaßt. 

Hier sollen noch die theoretischen Gitterenergien der Calcium- 
salze und der Zinkblende angegeben werden: 

Ucar, = 609, Uoanr, = 452, 
(482) Ucacı, = 480, Uoas, = 422, 
Uzns = 738. 

Aus den theoretischen Gitterenergien kann man nach (475) bzw. 
(476) und (475) die Elektronenaffinitäten berechnen.?”?) Dazu braucht 
man die Dissoziationswärmen der Halogene; diese sind für Br, und 
J, von Bodenstein?”®), für Cl, neuerdings von v. Wartenberg und 
Henglein?”°”) gemessen worden, und zwar mit dem Ergebnis: 

Da=27, Dar=23, D;i=11Tkeal. 
Siedepunkt geschätzt. Die Ionisierungsenergien sind aus den optischen Daten 
praktisch fehlerfrei zu entnehmen (s. die in Anm. 288 zitierten Zusammenstel- 
lungen). Jı folgt aus der Bohrschen Theorie des H-Atoms. Am unsichersten ist 
Da; wir benutzen den Wert von J. Langmuir [Ztschr. f. Elektrochem. 23 (1917), 
p. 217], der 2Da zu etwa 80 kcal. angibt, 

293) Außer den schon zit. Abhandlungen s. M. Born u. E. Bormann, Ztschr. 
f. Phys. 1 (1920), p. 250; M. Born u. W. Gerlach, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 433. 

2932) M. Bodenstein, Ztschr. f. Elektrochem. 16 (1910), p. 966; 22 (1916), 

927. 
: 293b) H. v. Wartenberg u. F. A. Henglein, Ber. d. Deutsch. chem. Ges. 1922, 


p. 1003; F'. A. Henglein, Ztschr. f. anorg. Chem. 123 (1922), p. 137, 
Enceyklop d. math. Wissensch. V 3. 49 
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Daraus erhält man 
(483) Ea=8, Eur=8, Eı— 79 keal. 


J. Franck?®*) hat einen Weg angegeben, um diese Größen direkt 
spektroskopisch zu bestimmen; dieser führt, angewandt auf Beobach- 
tungen von Steubing?”) (J) und von Eder und Valenta?®) (Br) und 
v. Angerer?”°*) (Cl), auf die Werte 


(483) Eu 89,8, Ep = 67,5, E; = 59,2 (Spektroskopisch). 


Von diesen fällt der erste nahe an den theoretischen Wert; bei den 
anderen aber ist der Unterschied wohl beträchtlich größer als die Un- 
sicherheit der Einzeldaten. Der Grund dieser Diskrepanzen ist noch 
nicht aufgeklärt. In ähnlicher Weise haben Born und Gerlach?) die 
Elektronenaffinität des Schwefelatoms bestimmt, d. h. die Arbeit, die 
nötig ist, einem doppelt geladenen Schwefelion beide Elektronen fort- 
zunehmen. Sie finden mit Hilfe der beiden Kristalle Bleiglanz PbS 
(NaCl-Gittertypus) und Zinkblende ZnS übereinstimmend den Wert 
Es = 45 keal. Für Sauerstoff haben analoge Rechnungen noch zu 
keinem befriedigenden Ergebnis geführt. 

Unabhängig von der Frage der Absolutwerte der theoretischen 
Gitterenergien hat die Zerlegung der Wärmetönung in einfachere Be- 
standteile einen großen Wert zur Auffindung einfacher Zusammen- 
hänge bei den Energieumsetzungen zwischen den Elementen in Ab- 
hängigkeit von ihrer Stellung im periodischen System. Das Material 
ist von Grimm?®‘) systematisch bearbeitet worden; es hat sich er- 
geben, daß die Differenzen der Gitterenergien, die man aus empirischen 
Daten bestimmen kann, viel einfachere Gesetzmäßigkeiten zeigen als 
die Wärmetönungen. Auch zeigen sich Beziehungen zu den Radien, 
Ladungen und Struktureigenschaften der Ionen.?”*®) 


40. Elektrische Theorien der homöopolaren Bindung. Eine 
Theorie der homöopolaren Kristallgitter ist nur in den ersten An- 





294) J. Franck, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 428. 

295) W Steubing, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 673. 

296) Eder u. Valenta, Beiträge zur Photochemie u. Spektralanalyse, p. 358. 

296a) v. Ange er, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 167. 

297) H.@G. Grimm, Ztschr. f. phys. Chem. 102 (1922), p. 113, 141, 504. 

2972) Von den zahlreichen mehr qualitativen Betrachtungen, welche an 
die referierten Arbeiten anknüpfen, seien folgende aus der physikalischen Lite- 
ratur erwähnt: A. Reis, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 204, 294; 2 (1920), p. 57; 
Ztschr. f. Elektrochem. 26 (1920), p. 412; A. Reis und L. Zimmermann, Zitschr. f. 
phys. Chem. 102 (1922), p. 298; W. Kossel, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 395; 
K. Fajans u. H. Grimm, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 299; A. v. Weinberg, Ztschr. 
f. Phys. 3 (1920), p. 337. 


40. Elektrische Theorien der homöopolaren Bindung. 153 


fängen vorhanden. Die Kohäsion der Metalle hat F. Haber?®®) dadurch 
zu erklären versucht, daß er annahm, jedes (einwertige) Metallatom 
spalte ein Elektron ab, und diese Elektronen bilden zwischen den 
übrig bleibenden positiven Metallionen ein negatives Elektronengitter; 
es handelt sich also um eine „pseudopolare“ Bindung. Huber wendet 
die Formeln (470), (471) an; er findet entsprechend der großen Kom- 
pressibilität der Alkalimetalle sehr kleine Werte von n (bis herab zu 
n= 3). Die so gewonnenen Werte von U bedeuten die Arbeit, die 
zum Zerlegen des Metalls in unendlich verdünnte positive Ionen und 
Elektronen nötig ist; es gilt also 
U=-S+J, 

wo 5 die Sublimationswärme, J die Ionisierungsarbeit ist. Haber findet 
diese Relation recht gut bestätigt. Die Annahme, daß die Elektronen 
in Gleichgewichtslagen zwischen den Atomresten ruhen, will er nur 
als provisorisch betrachtet wissen; in Wirklichkeit werden die Elek- 
tronen sich auf Quantenbahnen bewegen. Er knüpft hieran Betrach- 
tungen über den selektiven lichtelektrischen Effekt, den Mechanismus 
der elektrischen Leitfähigkeit, des Diamagnetismus usw. 

Einige andere Autoren versuchen an dem geometrisch gut be- 
kannten Diamantgitter das Wesen der Kohäsion zwischen gleichen 
(bzw. sehr ähnlichen) Atomen zu verstehen.?®*®) 

Thirring?®”) hat die Meinung ausgesprochen, daß nur zwei Hypo- 
thesen möglich seien: 

A) Von den C-Atomen spalten sich einzelne Elektronen ab, die 
auf Ringen zwischen den übrig bleibenden positiven C-lonen 
kreisen und diese dadurch zusammenhalten (pseudopolare Bin- 
dung, wie nach Habers Hypothese bei den Metallen). 

B) Alle zu einem C-Kern gehörigen Elektronen umgeben diesen 
innerhalb einer Sphäre, deren Radius klein ist gegen die 
Gitterkonstante; das Gleichgewicht beruht allein auf den 
elektrostatischen Kräften, die diese neutralen Ü Atome bei ge- 

| eigneter Lage aufeinander ausüben. 
Thirring zeigt zuerst?"), daß die Annahme B) zu verwerfen ist, da 


298) F. Haber, Berl. Ber. 30 (1919), p. 506, 990. 

298a) A. C. Crehore [Phil. Mag. (6) 30 (1915), p. 257] hat das Diamantgitter 
aus dem von ihm angegebenen Modell des Kohlenstoffatoms aufgebaut. S. die 
Bemerkungen in Anm. 245). Über Konstruktionen von Molekelmodellen siehe 
A. ©. Crehore, Phil. Mag. (6) 30 (1915), p. 613. 

299) H. Thirring, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 1. 

300) Als mathematısches Hilfsmittel benutzt Thirring die von Rella (zit. 
Anm. 269) angege!.enen Formeln für die Potentiale symmetrischer Elektronen- 


anordnungen. 
49* 
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selbst dann, wenn man von allen Stabilitätsschwierigkeiten absieht, 
sich unmögliche Größenverhältnisse für die Elektronensysteme der 
C-Atome ergeben. Der Annahme A) aber steht die Schwierigkeit ent- 
gegen, daß die Röntgenanalyse von Debye und Scherrer?!) keine zwi- 
schen den Atomen gelegenen Elektronenringe ergeben hat; eine Dis- 
kussion hierüber wurde zwischen ÜÖoster®®?) und Kolkmeijer ?®) geführt. 
Coster hält die Annahme der Zwischenringe für verträglich mit den 
Ergebnissen der Röntgenaufnahmen; hierauf stützt sich Thirring und 
führt unter dieser Voraussetzung eine angenäherte Berechnung des 
Diamantgitters durch, deren Ergebnisse innerhalb der möglichen 
Grenzen liegen. Kolkmeijer aber verwirft auf Grund einer Neuberech- 
nung der Röntgenaufnahmen des Diamanten die Zwischenringe; damit 
fällt auch die 7Thirringsche Theorie. 


Lande?) hat einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit gefunden, . 
indem er auf die Möglichkeit einer dritten Hypothese hinwies: 


C) Die Elektronen umgeben (wie bei B) den Kern in engen 
Bahnen; die Bewegung entsprechender Elektronen verschie- 
dener, gleichorientierter Atome ist gleichphasig. 


Die Annahme des vollständigen Synchronismus, die zunächst recht 
willkürlich erscheint, läßt sich nach Born?®) auf die Prinzipien der 
Quantentheorie stützen. Man sieht leicht, daß zwei solche synchrone 
Atome in größerer Entfernung sich anziehen. Lande nimmt an, daß 
die vier äußeren Elektronen des Ü-Atoms zweiquantige Ellipsenbahnen 
beschreiben; er berücksichtigt die Deformation dieser durch die Nach- 
baratome und gelangt so zu einer Gitterkonstanten, die von dem em- 
pirischen Werte nur um weniger als 10%, abweicht. Sodann zieht er 
neue Messungen der Kompressibilität des Diamanten von Adams ?®) 
und Schätzungen der Sublimationswärme von Cohn®”) heran, um 
mittels der Grüneisenschen Formel (287) bzw. (378) das Produkt 
der Exponenten des Kraftgesetzes zu bestimmen; er findet mit 
x = 0,16 - 107% em?dyn-!, U = 168 kcal/mol den Wert n-m = 27, 
der mit der Berechnung aus dem Atommodell durchaus verträglich ist.?0®) 


301) P. Debye u. P. Scherrer, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 474. 

302) D. COoster, Proc. Amsterdam 22 (1920), No. 6. 

308) N. H. Kolkmeijer, Proc. Amsterdam 23 (1920), No. 1. 

304) A. Lande, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 410; 6 (1921), p. 10. 

305) M. Born, Die Naturwissenschaften 10 (1922), p. 677; Anm. auf p. 678; 
M. Born u. W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 44. 

306) L. H. Adams, J. of Washington Acad. of Sciences 11 (1921), p. 45. 

807) Hedwig Cohn, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 143. 

308) Die Benutzung der älteren Kompressibilitätsbestimmung von Th. W. 
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Wir geben diese Theorie hier nicht ausführlich wieder, weil das 
zugrunde gelegte Modell des C-Atoms nach den neueren Unter- 
suchungen von Bohr nicht richtig ist. Manche Züge der Landeschen 
Überlegung werden aber vermutlich bestehen bleiben; so vor allem 
die Dimensionierung der äußeren Elektronenbahnen der Atome als 
zweiquantige Ellipsen (entsprechend der „effektiven“ Quautenzahl .Bohrs, 
s. Nr. 36) und die Gleichphasigkeit entsprechender Elektronen ver- 
schiedener Atome. Es scheint danach, daß dieser Versuch zur Deu- 
tung der homöopolaren Bindung die richtigen Grundgedanken erfaßt 
hat.%°) 

Außer dieser eigentlichen homöopolaren Anziehung scheint es 
aber eine andere Art von Kohäsionskräften zwischen gleichartigen 
Molekeln zu geben, nämlich dann, wenn diese zwar neutral sind, 
aber als Dipole, Quadrupole usw. aufeinander wirken.?®®) Born und 
Kornfeld?”®») haben versucht, auf diese Weise die Sublimationswärme 
der Halogenwasserstoffe mit den Dipolmomenten dieser Molekeln in 
Beziehung zu setzen und sind dabei zu der richtigen Größenanordnung 
gelangt. Die Rechnung gründet sich auf die Annahme eines ein- 


Richards [Ztschr. f. Phys. Chem. 61 (1907), p. 183] «x = 0,5 - 10-'? würde den viel 
zu kleinen Wert n- m = 8,75 ergeben. 

309) W. H. Bragg [Proc. Phys. Soc. London 34 (1921), p. 33] hat ausführ- 
liche Untersuchungen über die Struktur organischer Kristalle angestellt, aus 
denen wichtige Schlüsse über die a zwischen den Atomen gezogen 
werden können. 

J. J. Thomson [Phil. Mag. 43 (1922), bi: 721; 44 (1922), p. 658] hat auf Grund 
der von ihm entwickelten Atommodelle eine Ayuasdeie Gittertheorie skizziert, 
offenbar ohne die Literatur zu kennen. So berechnet er z. B. die elektro- 
statischen Gitterpotentiale durch direkte Summierung und erhält natürlich wegen 
der schlechten Konvergenz sehr ungenaue Zahlen. B. M. Sen |Phil. Mag. (6) 
43 (1922), p. 672, 683] versucht die thermischen Eigenschaften der festen Körper 
durch Anwendung der Begriffe der kinetischen Gastheorie (Atomradius, Zusam- 
menstoß usw.) abzuleiten. Es seien hier noch die Arbeiten erwähnt, die darauf 
ausgehen, die Wärmetönung homöopolarer Kohlenstoffverbindungen aus einfachen 
Summanden zusammenzusetzen (analog zu der Bornschen Zerlegung bei hetero- 
polaren Verbindungen). Diese Bestrebungen gehen auf Julius Thomsen [Ztschr. 
f. phys. Chem. 1 (1887), p. 369] zurück. Neuerdings sind diese Gedanken von 
A. v. Weinberg [Ber. d. Deutsch. Chem. Ges. 52 (1919), p. 928, 1501; 53 (1920), 
p. 1347, 1519] aufgenommen worden; s. hierzu die kritischen Bemerkungen von 
W. Hückel, Chem. Ber. 55 (1922), p. 2839; ferner K. Fajans [Ztschr. f. Phys. 1 
(1920), p. 101; Ztschr. f. phys. Chem. 99 (1921), p. 395] u. a. 

3094) 8. hierzu die Theorien über die van der Waalssche Anziehung von 
W. H. Keesom |Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 129, 643; 23 (1922), p. 225; dort ist 
weitere Literatur zitiert] und P. Debye [Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 178; 22 (1921), 
p. 302]; H. Fakenhagen [Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 87]. 

309b) M. Born u. H. Kornfeld, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 121. 
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fachen regulären Dipolgitters, dessen elektrostatische Energie Korn- 
feld?”°) bestimmt hat. 


41. Entwicklung der Lehre von den elektromagnetischen Gitter- 
potentialen. Die Formeln der elektrostatischen Gittertheorie sind streng 
nur für Gleichgewichtszustände und näherungsweise für langsam ver- 
änderliche Vorgänge anwendbar. Denn bei schnellen Schwingungen 
kommt die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagne- 
tischen Störungen ins Spiel; diese bewirkt eine Verzögerung der 
Kräfte zwischen zwei aufeinander wirkenden Partikeln mit wachsender 
Entfernung. 

Bisher wurden alle Gitterkräfte als Fernkräfte angenommen, die 
zeitlos wirken. Dabei konnte auch die Optik behandelt werden mit 
Hilfe des Kunstgriffes, daß die für ein Kontinuum gültigen Maxwell- 
schen Gleichungen auf das diskontinuierliche Gitter angewandt wurden 
(s. Nr. 20—24). Eine strenge Theorie der elektromagnetischen Wellen 
im Gitter erfordert eine tiefere Begründung der Rechtmäßigkeit dieses 
Verfahrens; hierzu ist es notwendig, die Lehre von den Gitterpoten- 
tialen auf zeitlich variable, elektromagnetische Vorgänge zu erweitern. 
Zuvor soll ein Überblick über die Entwicklung der Wellenoptik bis 
zu der hier aufgeworfenen Fragestellung gegeben werden.?!®) 

Zwei Betrachtungsweisen stehen sich bei der theoretischen Be- 
handlung des Durchgangs elektromagnetischer Wellen durch disper- 
gierende Körper gegenüber: 

Die eine Methode hält sich eng an die von Maxwell formulierte 
‚Vorstellung eines kontinuierlichen polarisierbaren Mediums; die zur 
Erklärung der Dispersion notwendige Ergänzung durch molekulare 
Resonatoren wird an das Schema der Kontinuumsphysik nur locker 
angeklebt. Das elektrische Moment der Volumeneinheit ® wird als 
Summe der zahllosen Einzelmomente p der Molekeln aufgefaßt, und 
nur diese p werden zur Darstellung der Resonanzeigenschaften be- 
sonderen mechanischen Schwingungsgleichungen unterworfen. Mit 
diesem Verfahren stimmt auch das hier (in Nr. 20, 24) angewandte 
überein. 

Die zweite Methode macht mit der atomistischen Auffassung Ernst. 
Das elektromagnetische Feld genügt dann außerhalb und innerhalb der 
Materie stets denselben Marwellschen Gleichungen für den freien 
Äther; der Unterschied besteht nur darin, daß innerhalb der Materie 


309c) H. Kornfeld, Diss. Göttingen 1923. 

310) Eine ausführliche historische Darstellung findet man bei R. Lundblad, 
Untersuchungen über die Optik der dispergierenden Medien vom molekular- 
theoretischen Standpunkt (Upsala 1920). 
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die in- den Atomen sitzenden Resonatoren gleichzeitig mitschwingen; 
sie senden Kugelwellen aus, und durch Interferenz aller dieser Kugel- 
wellen entsteht ein Vorgang im Äther, der im Mittel der Fortpflan- 
zung einer (etwa ebenen) Lichtwelle von makroskopischen Dimensionen 
entspricht. 

Die letztere Auffassung geht auf eine Arbeit von Lorentz®!!) aus 
dem Jahre 1879 zurück, die noch auf dem Boden der Helmholtzschen 
Fernwirkungstheorie steht; später hat Lorentz dieselben Gedanken auch 
mit der Maxwellschen Feldtheorie dargestellt.?!?) Er hat aber meist 
die zuerst genannte Darstellungsweise vorgezogen, die wegen ihrer 
Einfachheit in die Lehrbücher der Optik übergegangen ist. Mit der 
ersten Lorentzschen Dispersionstheorie nahe verwandt ist die von 
Planck.?'”) Das betrachtete Medium wird als isotrop vorausgesetzt; 
die Wechselwirkung der Partikel kann daher nur durch Mittelbildung 
über die relativen Lagen erfaßt werden. Insofern haben diese Arbeiten 
eine Mittelstellung zwischen der eigentlichen Kontinuumsphysik und 
der streng atomistischen Gittertheorie. Das wichtigste Resultat dieser 
Untersuchungen ist der Satz, daß die von allen Partikeln auf eine 
ausgeübte elektrische Kraft pro Ladungseinheit nicht gleich der mitt- 


leren (optischen) Feldstärke €, sondern gleich € + 8 ist, wo ® 


das elektrische Moment der Volumeneinheit bedeutet. Man denkt sich 
den Aufpunkt von einer Kugel umgeben und nimmt an, daß die inner- 
halb derselben befindlichen Partikel im Mittel keine Wirkung auf das 
Zentrum ausüben; die außerhalb befindlichen Partikel aber ersetzt man 
durch ein Kontinuum vom Moment ®, und es ist leicht zu zeigen, 
daß dieses auf die im Kugelmittelpunkt befindliche Einheitsladung die 


Kraft =, ausübt. Die Ableitung dieser Zusatzkraft mit strengeren 


Methoden bildet den Hauptinhalt der im folgenden aufgezählten Ab- 
handlungen. Die Gittertheorie liefert für D-Gitter dasselbe Resultat 
und für beliebige Gitter die richtige Verallgemeinerung. 

Auf die Wichtigkeit der zweiten, streng atomistischen Auffassung 
haben gelegentlich v. Laue?“) und Voigt?") hingewiesen. Die erste 
Arbeit, die den alten Zorentzschen Gedanken in moderner Form neu 


311) H. A. Lorentz, Verh. d. K. Akad. v. Wet. Amsterdam 18 (1879). 

312) H. A. Lorentz, Arch. neerland. 25 (1892), p. 363; Wied. Ann. 9 (1880), 
p. 657; Versuch einer Theorie der elektr. u. opt. Erscheinungen (Leiden 1895); 
The Theory of Electrons (Leipzig 1916), Chap. IV. 

313) M. Planck, Berl. Ber. 24 (1902), p. 470. 

314) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 550. 

315) W. Voigt, Phys. Ztschr. 8 (1907), p. 841, 
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aufnahm, ist die Dissertation von Ewald?) vom Jahre 1912, die eine 
strenge Lösung für rhombische Gitter gibt und auf die wir unten 
zurückkommen. Von da an setzte ein größeres Interesse für die ato- 
mistische Auffassung der Wellenfortpflanzung ein. 


Esmarch?"), Natanson®"?), Bothe®!?), Oseen??®), Lundblad 1. e.3'9), 
Faxen?!) behandeln isotrope Körper, wobei sie besonders den Über- 
gang einer Welle aus dem Vakuum in das dispergierende Medium 
(Reflexion und Brechung) verfolgen. Oseen zeigte, daß die von den 
Elektronenschwingungen herrührenden Wellen sich so in zwei Teile 
zerlegen lassen, daß der eine Teil im Innern des Körpers die ein- 
fallende Welle gerade aufhebt, während der zweite Teil die reflek- 
tierte und die gebrochene Welle erzeugt; zu demselben Resultat kam 
Ewald vom Standpunkt der Gittertheorie aus. (Dieser sog. Aus- 
löschungssatz von Ewald und Oseen wurde übrigens schon vor Oseen 
von Bothe 1. e.?!?) ausgesprochen.) 


Einen Übergang von diesen Untersuchungen der isotropen Medien 
zur Gittertheorie der Kristalle bildet eine Arbeit von Havelock???); 
dieser nimmt an, daß der kugelförmige Hohlraum der Lorentzschen 
Theorie in einem Kristall durch einen anders geformten, in erster 
Näherung ein Ellipsoid, zu ersetzen ist, derart, daß die Wirkung der 
im Innern befindlichen Partikel auf den Aufpunkt sich im Mittel auf- 
hebt. Auf diesem Wege kann er die Doppelbrechung ableiten und 
durch die Exzentrizität des Ellipsoids ausdrücken, ohne daß es ihm 
gelingt, diese mit andern physikalischen Eigenschaften des Gitters in 
Verbindung zu bringen. Letzteres gilt auch von der Theorie der 
Doppelbrechung von Langevin®?), der diese einfach dadurch gewinnt, 
daß er jede (isolierte) Molekel als anisotrop annimmt. Das Haupt- 
resultat dieser beiden Arbeiten ist der Nachweis, daB eine gewisse 
einfache Kombination der Hauptbrechungsindizes eine von der Wellen- 
länge unabhängige Konstante ist. Die eigentlichen gittertheoretischen 
Arbeiten verfolgen in erster Linie zwei Ziele: die strenge Begründung 





316) P. P. Ewald, Diss. München 1912; Intern. Congress of Mathematics, 
Cambridge 1912. 

317) W. Esmarch, Ann. d. Phys. 42 (1913), p. 1257. 

318) L. Natanson, Krak. Anz. (Bull. intern.) A. (1914), p. 1, 335; 
(1916), p. 221. 

319) W. Bothe, Diss., Berlin 1914; Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 693. 

320) 0. W. Oseen, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 1; Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 404. 

321) H. Faxen, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 218. 

322) T. H. Havelock, Proc. Roy. Soc. London 77 (1906), p. 170. 

323) P. Langevin, Le Radium 7 (1910). 
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der Lorentzschen Zusatzkraft RB bzw. ihrer Verallgemeinerung und 


die Ableitung der Doppelbrechung als Wirkung der Gitterstruktur. 

Die älteste dieser Arbeiten ist wohl die von Lord Rayleigh?*), 
die hauptsächlich das erstgenannte Ziel verfolgt. 

Er betrachtet die Fortpflanzung von Wellen in einem Medium, 
in dem „Hindernisse“, d.h. Kugeln oder unendlich lange, parallele 
Zylinder von abweichenden Eigenschaften, gitterartig verteilt sind. 
Dabei beschränkt er sich auf unendlich lange Wellen, d.h. auf die 
Potentialgleichung V?p —= 0. An diese Arbeit knüpft eine Abhandlung 
von Havelock®?®®), der in formaler Weise eine Dispersionsformel er- 
hält, indem er die für das zusammengesetzte Medium gefundene Di- 
elektrizitätskonstante als Funktion der Wellenlänge gemäß der Cauchy- 
schen Formel ansetzt. Die eigentliche Lösung des Rayleighschen 
Problems für endliche Wellen gelang Kasterin®”®); er fand ein Inte- 
'gral der Wellengleichung V?p + kp —= 0, das die Grenzbedingungen 
an den Hindernissen erfüllt und eine ebene Welle darstellt. 

Im folgenden werden an Stelle der Hindernisse die Partikel des 
Gitters treten, die wegen ihrer Ladung als Dipole wirken. Der Über- 
gang von den Arbeiten Rayleighs und Kasterins zu der hier be- 
handelten Gittertheorie wird durch die Bemerkung hergestellt, daß die 
Beeinflussung einer ebenen Welle durch ein kleines kugelförmiges 
Hindernis in erster Näherung durch eine von dem Hindernis aus- 
gehende Dipolwelle beschrieben werden kann. 

Die schon genannte Arbeit von Ewald®'%) behandelt die Fortpflan- 
zung einer ebenen Welle in einem rhombischen Dipolgitter.”?°®) Dabei 
wird nicht, wie in der gewöhnlichen Dispersionstheorie, zwischen der 
einfallenden, erregenden Welle und den erzwungenen Schwingungen 
der Resonatoren unterschieden, sondern der Vorgang des Fortschreitens 
einer elektromagnetischen Störung, bei der die Dipole gleichphasig 
mit dem Felde im Vakuum schwingen, wird als Einheit aufgefaßt; 
es handelt sich nicht um erzwungene, sondern um freie Schwingungen 
des aus Feld und eingelagerten Dipolen bestehenden Systems. Die 
Anregung dieser Schwingungen durch eine von außen auf den Kristall 


324) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 23 (1892), p. 481; Scient. Pap. (Cambridge 
1903), Vol. IV, Nr. 200, p. 19. 

325) T.H. Havelock, Proc. Roy. Soc. London 77 (1906), p. 170; 80 (1907), p. 28, 

326) N. Kasterin, Lorentz-Jubelband u. Amsterdam Proc. 1897/98, p. 460. 

326a) L. Silberstein [Phil. Mag. (6) 33 (1917), p. 92, 521; 37 (1919), p. 396] 
hat eine Theorie der Dispersion in Dipolgittern entwickelt, ohne die Ewaldschen 
Methoden zu kennen, und hat sie auf das Diamantgitter angewandt. 
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auffallende Welle führt auf das Problem der Reflexion und Brechung; 
auch diese hat Ewald??") vom Standpunkte der Gittertheorie aus ent- 
wickelt. Seine Formeln gelten für beliebige Wellenlängen, also auch 
im Gebiet der Röntgenstrahlen; hierdurch wurde Ewald??) auf eine 
Vertiefung der Laueschen Theorie der Röntgeninterferenzen geführt. 
Die hieraus folgenden kleinen Abweichungen vom Braggschen Re- 
flexionsgesetz [s. diese Encykl. V 24 (M. v. Laue) V, Nr. 45—57] schei- 
nen durch die Erfahrung bestätigt zu werden.??®) 


Die Ewaldschen Resultate wurden von Born°”®) der allgemeinen 
Gittertheorie eingeordnet. Der Zusammenhang mit der gewöhnlichen 
Kristalloptik wird dadurch hergestellt, daß die Ewaldschen Gitter- 


potentiale nach z = m entwickelt werden; dann führen die ersten 


Glieder dieser Entwicklung zu denselben Formeln, welche die Maxwell- 
sche Kontinuumstheorie ergibt (s.Nr.20—%2). Im folgenden werden die 
wichtigsten Ergebnisse dieser Theorie im Zusammenhange dargestellt; 
dabei wird wesentlich von der Methode der Thetatransformationsformel 
Gebrauch gemacht, die Ewald°®') in vollster Allgemeinheit 1921 dar- 
gestellt hat. 


42. Der Hertzsche Vektor einer ebenen Welle. Die bei schnellen 
Schwingungen von den geladenen Gitterpartikeln ausgehenden elektro- 
magnetischen Wellen kann man so berechnen, als rührten sie von 
einem Dipol her. Wird nämlich die Ladung e verschoben, so kann 
man in der Ruhelage eine Ladung — e angebracht denken, die mit ihr 
zusammen einen Dipol bildet, und diese wieder kann man durch eine 
ruhende Ladung e kompensieren; das Gitter dieser ruhenden Ladungen 
trägt nichts zu den bei Schwingungen auftretenden, zeitlich veränder- 
lichen Feldern bei. Das Feld des Dipolgitters läßt sich aus dem 
Hertzschen Vektor 3 ableiten vermöge der Formeln ®”) 





327) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 1, 117. 

328) P. P. Ewald, Habilitationsschrift München 1917; abgedr. Ann. d, 
Phys. 54 (1917), p. 519, 557; Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 617; Ztschr. f. Phys. 2 
(1920), p. 332. 

329) M. Stenström, Exper. Unters. d. Röntgenspektra (Lund 1919); E. Hjal- 
mar, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 439; M. Siegbahn, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), 
p. 68 und Paris U. R. 174 (1922), p. 745; Bergen Davis u. H. M. Terril, Proc. 
Nat. Acad. of Sc. 8 (1922), p. 357. 

330) M. Born, Dynamik d. Kristallgitter (Leipzig 1915), Teil II. 

331) P. P. Ewald, Ann. d.’ Phys. 64 (1921), p. 253. 

332) S. etwa M. Abraham, Theorie der Elektrizität II, 3. Aufl. (Leipzig 
1914), Formeln (48c), (48d), p. 55. 
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[€ — grad div 8 — 5% 


(484) : 38 ce? 04’ 
|5— = Pr rot 7 ri . 
3 genügt der Wellengleichung 
1 9 
(485) v0. 


Bei Ewald und den andern zitierten Autoren wird das Feld einer 
ebenen elektromagnetischen Welle durch Summation der von den ein- 
zelnen Dipolen ausgehenden Kugelwellen gewonnen; dabei treten Kon- 
vergenzschwierigkeiten auf, ganz ähnlich denen, die in der Theorie 
der elektrostatischen Gitterpotentiale (s. Nr. 37) zu überwinden waren. 
Ewald umgeht diese, indem er jede einzelne Kugelwelle mit einem 
Faktor der Form e”*” versieht, der eine (räumliche) Dämpfung be- 
deutet, und am Schluß zum Limes k— 0 übergeht. Man vermeidet 
diese Schwierigkeiten, indem man nicht von der quellenmäßigen Dar- 
stellung des Feldes ausgeht, sondern es durch seine Eigenschaften be- 
schreibt und dazu einen analytischen Ausdruck mit Hilfe der Fourier- 
schen Reihen bestimmt; der Übergang zur Darstellung als Summe 
von Kugelwellen folgt dann leicht mit Hilfe der Thetatransformations- 
formel. 

Eine ebene elektromagnetische Welle im Gitter besteht aus Ver- 
rückungen der Gitterpunkte nach Formel (99): 


(486) welter, 
begleitet von einem elektromagnetischen Felde 
(486”) = Setwiet@d, 


wo der Vektor S eine Ortsfunktion ist, die offenbar folgende Euel 
schaften haben muß: 
1. Sie ist überall regulär analytisch außer in den Aiktemmanikheh 
t/', wo sie Pole erster Ordnung mit den Residuen 
= el, 
hat, d.h. eine Entwicklung der Form ?®®) 





ER A.F 
Sog 
zuläßt; 
2. sie ist periodisch im Gitter, d.h. sie nimmt ın entsprechenden 
Punkten der Zellen gleiche Werte an; 


333) Das Zeichen A. F. bedentet hier und im folgenden eine in dem be- 
trachteten (für © singulären) Punkte und seiner EN regulär analytische 
Funktion. 
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3. sie genügt der aus (485) durch die Substitution (486°) hervor- 
gehenden Differentialgleichung 


(487) (5 -1)&8+276V)E+ 5-0, 
wo 
(488) nt 2 


der Brechungsindex ist. 

Durch diese Bedingung ist © cn. bestimmt, wie sich aus 
der im folgenden mitgeteilten Darstellung ergibt (oder ee mit Hilfe 
der Greenschen Sätze leicht beweisen läßt). 

Man genügt der Forderung 1 dadurch, daß man 


(489) S— ps (t —&) 


setzt, wo S(r) eine skalare Ortsfunktion ist, die 
1. periodisch ist im Gitter, 
2. überall in der Basis analytisch außer im Nullpunkt, wo ihr 
Verhalten durch die Gleichung 


S=-+AF. 


beschrieben wird, d.h. wo sie einen Pol erster Ordnung mit 
dem Residuum 1 hat, 
3. der Differentialgleichung 


(490) (4; —1)8 + 2ir(, grad 8) + V?8 — 0 
genügt. 
Man kann diese Funktion $ leicht durch eine Fouriersche Reihe . 


darstellen: 
= Dee, 


wo 4’ der durch (415) (Nr. 37) definierte Vektor ist. Nach allgemeinen 
Sätzen®?%#) konvergiert diese Reihe überall außer in den Punkten der 
durch die Gitterpunkte r! gehenden, zu den Zellenkanten parallelen 
Geraden, da der Pol der Funktion $ im Nullpunkt von niederer als 
zweiter, nämlich erster Ordnung ist. 

Die Koeffizienten 


(490a) s’ -:/f; SetWd dzdydz 


lassen sich mit Hilfe der G@reenschen Formel 


fer svenazayas rd — 95°) a 


aus der Differentialgleichung (490) berechnen. 
8334) S. etwa M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Anhang, p. 114. 
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Dabei soll das dreifache Integral hier und im folgenden stets 
über die Zelle erstreckt werden, ausgenommen unendlich kleine Kugeln, 
durch welche die etwa vorhandenen Singularitäten der Funktionen f 
und g ausgeschlossen werden. Das Flächenintegral soll über die Be- 
grenzung der Zelle und über die Oberfläche der kleinen Kugeln er- 
streckt werden; » bedeutet die äußere Normale. 

Man wähle nun 

ei, g)—= 8); 
dann ist / regulär in der Zelle und genügt der Differentialgleichung 
erzlgle, 

während g im Nullpunkt einen Pol hat und der Differentialgleichung 
(490), genügt. Schließt man nun diesen Pol durch eine kleine Kugel 
aus und beachtet, daß die Oberflächenintegrale über je zwei gegenüber- 
liegende Grenzflächen der Zelle sich wegen der Periodizität von f und 
g aufheben, so erhält man 


IS- fl (= ip 1) S + 2ir (8 grad 8)| + |’ PS} drayde— 4a. 
Das Integral des zweiten Gliedes kann man durch partielle Integration 
umformen; dabei liefert das Oberflächenintegral über die kleine Kugel 


keinen Beitrag und das über die Begrenzung der Zelle fällt wegen der 
Periodizität fort. Man hat also 


SSIre grad $) dadydz — —//[s« gradf) dxdydz 
0) [I 'sraxayas. 


Setzt man das ein, so erhält man schließlich 
la’ + 2r(89) a Zz—l ff, Sfaxdydz—= Ar, 


oder nach (490a) 
47 4 
As!= u 


FR wa N a 
AP +2r@d)+r SuE (ad 9)? —+ 








2 


Danach wird 


(491) | s-'7Q- ee es > 
HM’ —- 


Die weitere Behandlung gliedert sich in zwei verschiedene Fälle, je 
nachdem, ob die Gitterkonstante ö mit der Wellenlänge A vergleichbar 
(bzw. gar größer) oder ob sie sehr viel kleiner als A ist. Der erstere Fall 


entspricht den Röntgenstrahlen; da q’ von der Größenordnung 3 und 


RI: % i 
A=— ist, so kann es vorkommen, daß der Nenner eines der 
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Fourierglieder sehr klein wird. Dann überwiegt das betreffende Glied 
und man hat wesentlich eine oder eine endliche Zahl einfach perio- 
discher, ebener Wellen. Hierauf beruht die Zerstreuung der Röntgen- 
strahlen (nach v. Laue und Bragg); auf die Ewaldsche Theorie dieses 
Vorgangs, die an die Formel (491) anknüpft, kommen wir unten kurz 
zurück (Nr. 44). 
Der zweite Fall entspricht der Optik des sichtbaren Lichts. Wenn 
A> 6 ist, wird keiner der Nenner klein, außer dem des konstanten 


Gliedes (!= 0), das von der Größenordnung En = wird. Dieses 


Glied hat also eine überragende Bedeutung und soll daher abgetrennt 
werden; wir schreiben 





U RE | 4a’ ei (ar) . 
(492) Ss Fr e rt Bj - Sg 8* Er er 7? 
ı (+ 78)’ — Pr 


Diese Fouriersche Reihe konvergiert überall außer auf den, durch die 
Gitterpunkte r’ gehenden, zu den Zellenkanten parallelen Geraden; die 
Konvergenz ist aber schlecht und die Reihe läßt sich nicht gliedweise 
differenzieren. Daher soll sie jetzt in eine von Ewald angegebene, rasch 
konvergente Form gebracht werden, die außerdem einen einfachen 
Übergang zur quellenmäßigen Darstellung, als Summe von Dipol- 
kugelwellen, erlaubt. 


Mit Hilfe der Identität 


Ar 
0 
läßt sich $* so zerlegen: 
(493) 545, 


S = (late, 
ER 
(493) i 





Y 
2 - sfgel® E | ande ; 


Das erste Integral läßt sich elementar ausführen: 


- | v5] + i(glr) 





An re 
D= a Zu 
1 (g’+ 13)? — m 


Im zweiten läßt sich der Integrand mit Hilfe der Thetatransformations- 
formel (422) umformen. 
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Setzt man in dieser 


Bu £ Ba Ba. BL. 35 
B—2ryE, A = A, TE A, ST A, ae 


FD), Q,—= VE, 


also 


Ar ayi 


so wird 





ge -MHirne sm (at + 73? &+ilglr) 
Se * = Se 


A 
ı ı 


Somit hat man 
7 1 N 7 
ie Zah Ar -| (+ 78%? - — [8 + #(qtr) 
ft fl lg 
Ö Ds 
1 
- nRii—- —|r 
Arne 5 ( .) —1 
1) 
n? 
eb. are 
2 


Es werde nun wieder die durch (426) eingeführte Funktion 





(493”) . 


© 


G(e) = =  Serde =1— F(x) 


gebraucht, wo F(x) die Fehlerfunktion ist; dann gilt die von Ewald®®) 
bewiesene Identität: 


(494) fe Se ia gun [eung(s R+3 a )+te Rg(eR-2)) 


Man kann in dieser zur Grenze & = (0) übergehen, wenn man den reellen 
Integrationsweg der «-Ebene ins Komplexe verzerrt und so führt, daß 


er etwa unter dem Winkel —; vom Null- @ - £bene 


punkt in die untere Halbebeng einläuft (s. 
Fig. 10) und dann sich der reellen Achse 


annähert. Dann erhält man die bekannte 








Formel 7 
” use iKR 
r 2 BE Dee ae € 
(494) fe ul 1 Sende 5 
0 
von der nachher Gebrauch gemacht wird. -2 


335) P. P. Ewald, l. c. Anm. 254), Anhang. Fig. 10. 
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Setzt man in $, 
1 


1 
Tape Toy 
so läßt sich das Integral mittelst der Hilfsformel (494) ausrechnen; 
führt man auch in S, die Größe & statt n ein, so wird schließlich: 


? 47 S 
$, = 
ai I (q? T8) z 


en AL, +73)? — =| +ilgtr) 





"—1 7 
An n? 3 1 men 
(195) az m- ey 


eittel-r, 3) 


+ Sepr=77 leer 4,6) 





-i-j21-t] 
re "(ler 8). 


Man sieht aus diesen Formeln, daß $, und S, reguläre Funktionen 
von r sind. Die Reihen ERTR bei geeigneter Wahl von & 
beide gut, und zwar $, um so besser, je kleiner & ist, $, um so besser, 
je größer & ist. Letzteres folgt daraus, daß für große x die asympto- 
tische Näherungsformel 

Ga) —1-— Fü)— 7 — 

Die Einführung der Trennungsstelle & ist, wie bei den elektro- 
statischen Gitterpotentialen, Ewalds Verdienst. Für = oo ver- 
schwindet 5, und $, geht in die ursprüngliche Fouriersche Reihe 
(491) über. 

Für &=(0 muß man die Grenzformel (494) beachten; man er- 
hält dann $S, = 0 und 


gilt. 


it i 
er t| 





1 4 
(496) I 4a Me "—1 it % - IY—r]| 


ı 


Hieraus erkennt man die Zusammensetzung des Feldes aus Dipol- 
kugelwellen; denn nach (486) und (489) wird 


en 


(496’) — >27 SP et) ®_ Tr 


Die Glieder dieser Summe sind wegen — = — Kugelwellen von 


der Frequenz ® mit Vakuumlichtgeschwindigkeit c, die von den Di- 
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polen mit den Momenten 
p,eioteirti® = 6 u, 
erregt werden; diese bilden selbst eine ebene Welle, die mit der Ge- 


schwindigkeit — = —- fortschreitet. 
o c 


43. Elektromagnetische Wechselwirkungen. Damit eine Welle 
der beschriebenen Art dynamisch möglich ist, müssen die Kräfte, die 
das elektromagnetische Feld der Welle auf die einzelnen Partikel aus- 
übt, mit den übrigen Kräften, die die Partikel im Gitterverbande fest- 
halten, im Gleichgewicht stehen. Hierzu ist zu bemerken, daß die 
Trennung der Kräfte in elektromagnetische und andere nur als vor- 
läufig anzusehen ist; in Wirklichkeit werden alle Kräfte elektro- 
magnetischer Natur sein, durch Quantenbedingungen in ihrer Wirk- 
samkeit eingeschränkt. Solange die Lehre vom Atombau nicht alle 
Einzelheiten dieser Vorgänge liefert, wird man gut daran tun, für das 
Studium der optischen Eigenschaften des Gitters das Atom als fertiges 
Gebilde mit quasielastisch an den Kern gebundenen Elektronen an- 
zusehen und diese Bindungskräfte den elektromagnetischen Wechsel- 
wirkungen gegenüber zu stellen. 

Das elektromagnetische Feld, das an einer Partikel angreift, ist 
natürlich nur das der übrigen Partikel; Ewald nennt es das „erregende 
Feld“. Die Wirkung der Partikel auf sich selbst ist in die Trägheit 
seiner Masse einbegriffen. Der Hertzsche Vektor des erregenden Feldes 
für den Punkt r,’ ist nach (496’) 


, KIlCHEz TE: ar | 
(497) Br 6, a? # | 2%: , 


k' 





wo der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daß die Indexkombina- 
tion ”"=k, =! wegzulassen ist; durch © drückt er sich so aus: 


ln el 
3, — e-iwt EN SS — p, BETEN 


14 
Bas 


et 
= Y-:| 
ee) | et anne 
.— 


“| 





Zerlegt man nun © nach (489), so wird 


Ba 
& email FR el SE j 


Hier ist offenbar der Ausdruck in der Klammer N im Gitter; 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 8. 50 
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man kann ihn daher durch ss Wert für Z= 0 ersetzen. Führt 
man also die Funktion 


= typ =-r]- 
(498) Pr = ET) St — 1%.) — dyr Iw-r] 
r—ıt 
ein, so wird 
(497) iz tete) Ip. p.. 
k' 


Endlich trennen wir von S das konstante Glied der Fourierschen 
Reihe (491) ab und setzen entsprechend 


wo . ia 
19) Pu er 
ist. 


Um nun die auf die Partikel r,’ wirkende Kraft zu ermitteln, hat 
man aus $,' nach (484) E und 5 zu berechnen, dann den Vektor 


3=-.[lE+ mo 


zu bilden und darin r gegen r,' konvergieren zu lassen. Da 3,’ und 
damit auch &/ und 9,’ lineare Funktionen der Verrückungen u,’ sind, 
so wird der magnetische Anteil der Kraft quadratisch in den u. Nun 
haben wir uns überall mit Ausnahme des Kapitels über die Zustands- 
gleichung (Nr. 29—32) in den Kräften stets auf die ersten Potenzen 
der Verrückungen beschränkt; daher lassen wir jetzt konsequenter 
Weise den magnetischen Anteil der Kraft fort. 

Die auf die Partikel r,’ wirkende elektromagnetische Kraft ist also 


(50) Ta Eh: — eo, |grad div + 5: 3]; 
ihre Komponenten sind: 
0 Pıy 


r x I 8 
3. eg > Il rF Ö,, : w |, Pay 


Setzt man hier für ®,, den Ausdruck (498”) ein und ersetzt im 





zweiten Gliede — durch — so erhält man: 
e 4ne 
509) +7,65) + ml. 
k' 


ke -iwt ir(xs 
Bee u, Nee) 
+ 7 - „ul K'y ’ 
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wobei folgende Abkürzungen gebraucht sind: 
1 1 2 
PP = - > - I Dal: 
k k 
1 
(501) m Er Pre) 
pr _ OA 0’P, =; 
0x 0y 
Durch die ER (500) wird die Kraft, die auf eine Partikel wirkh 


in drei völlig verschiedene Teile zerlegt: 
Der erste Teil hat die Amplitude 


(502) %,-o6 E-.,7.(B+nsahp); 


er entsteht äus dem konstanten Gliede der Fourierschen Reihe (491) 
der Funktion $, also aus dem räumlichen Mittelwerte des Hertzschen 
Vektors, und stellt daher die Kraft dar, die von dem mittleren, 
der Beobachtung zugänglichen Felde € ausgeübt wird. In der Tat 
stimmt der Ausdruck von ®, genau mit dem überein, der nach (169), 
(171), (172) (Nr. 20) von der Maxwellschen Kontinuumstheorie ge- 
liefert wird. Hierin besteht die Rechtfertigung des früher angewandten 
Verfahrens. 

Der zweite Teil ist dem Quadrat der Frequenz ® proportional; 
seine Amplitude ist Re 








Er stellt also einen Beitrag zur Trägheit dar. Die Größen m,, sind 
Komponenten der (tensoriellen) elektromagnetischen Masse der Zelle.?®°) 

Der dritte Teil hat genau die Form der Glieder in der Schwin- 
gungsgleichung (133) (Nr. 17), welche die Wechselwirkung zwischen 
den Partikeln des Gitters darstellen. 

Um nun die Bedingungen dafür aufzufinden, daß eine Welle von 
der hier betrachteten Art im Gitter dynamisch möglich ist, hat man 
auf die Bewegungsgleichungen (130) (Nr. 17) zurückzugehen. Dort 
wurde früher für %,/' die von einer gegebenen äußeren Lichtwelle er- 
zeugte Kraft gesetzt. Jetzt nehmen wir für %,' den Ausdruck (500), 
der die von allen Partikeln des Gitters auf eine ausgeübte Kraft dar- 
stellt; dann erhält man: 


(503)  @* (m.U,. +2 Mi le) +3 2L,l U, — Br. 


Ei stimmt mit der früheren Sohn aeg (133) bis auf das 


taoba M. Born, Berl. Ber. 1918, p. 712. 
50* 


770 V 25. M. Born. Atomtheorie des festen Zustandes (Dynamik d. Kristallgitter). 


Hinzukommen der elektromagnetischen Massen genau überein. Die 
' Klammersymbole bedeuten jetzt die Summen der früher allein betrach- 
teten Atomkräfte (Index a) und der durch (501) definierten elektro- 
magnetischen Wechselwirkungen (Index e): 


kk kk’y®) kk’ye) 
(504) x [z,l = l.,l T l: ‚l 
Da die elektromagnetische Trägheit äußerst klein und wohl immer zu 
vernachlässigen ist, so ist damit bewiesen, daß die Ewaldsche Auf- 
fassung der Wellenfortpflanzung als „freie“ Schwingung genau zu 
demselben Resultat führt wie die formale Anwendung der Maxwell- 
schen Gleichungen, bei der es sich um erzwungene Schwingungen 
handelt. Die strenge Theorie führt nur insofern weiter, als sie die 
elektromagnetischen Wechselwirkungen tatsächlich zu berechnen erlaubt. 
Hierzu ist die genauere Untersuchung der Funktion P,, nötig; 
wir schreiben diese nach (499) 


| ER = eir@-1%,3) S®(t N 2; (k’ =E k) 


j 


(505) . P,=etu9S(t—t), 
wo 

“ir —ir(t,3) 
(506) 8 (0) = 8*() — — 


gesetzt ist. F 

In P,,. (X $ k) lassen sich die zur Bildung des Klammersymbols 
(501) nötigen Operationen ohne weiteres ausführen, da $*(r, — rt.) 
endlich ist. In P,, aber muß man zuerst das für r=r, unendlich 
werdende Glied nach (506) abziehen und kann dann erst das Klammer- 
symbol ausrechnen. 

Hierzu teilt man mit Ewald die Funktion S* nach (493) in die 
Teile S, und S, und gleichzeitig das abzuziehende Glied in derselben 
Weise: 


ir N : 
— |r| — öz(r3) 
N 


€ E ; 
2 —r?a? Fi: —i7(t8) 
nr ae Par = e n? 4a d & 
(0 


a4 irn) 
9 - 2 +_ .—-ir(t 
+7; J® vn de; 
: 


dabei ist der Integrationsweg in der «-Ebene, wie oben (p. 765) so 


zu führen, daß er vom Nullpunkt etwa unter dem Winkel — = in 
die untere Halbebene ausläuft. 
In dem zweiten Integral setze man « — — 2, und er- 


L 2yn 


kennt dann, daß es mit dem Gliede = 0 des entsprechenden Inte- 
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grals in dem Ausdruck (493”) für S, identisch wird. Also entsteht 
5, aus S# einfach durch Weglassen des Gliedes !—= 0. 

Das erste Integral aber läßt sich mit Hilfe der Fehlerfunktion 
ausführen; denn aus der Ewaldschen Identität (494) folgt mit Rück- 
sicht auf (494°): 


i e- 2 2 x 
(507) ip Pet ER 
(0) 
B 1 i iK ar iK‘ , 
+ zple"FleR + 5.) + 0" F(eR — sep 
man sieht sogleich, daß dieser Ausdruck für R— 0 einen endlichen 


Grenzwert hat. 
Somit erhält man: 





S= S, + 8, 
? 7 K +78)? — wre +73,t) sin bi r 
=; i 7 i N 
= er ER Ben eng I —— 
tet 


Erler + rer GeralE 
(508) { : n—1 7 
BZ ) 


er- —t,8) 


+8% | +) 


2077 N . 
EEE it 
te * Gler—r—; )} 

en 


Diese Funktionen sind bei r=( regulär analytisch; dasselbe gilt 
also für P,,; man kann daher die zur Bildung des Klammersymbols 


[2] Rötigen Operationen ausführen. Wenn das mittlere Feld € (502) 


Null ist, so handelt es sich um Vorgänge, die man als rein mecha- 
nisch bezeichnen wird, obwohl die elektromagnetischen Kräfte dabei 
keineswegs fortfallen; aber sie spielen dann ausschließlich die Rolle 
von Wechselwirkungen zwischen den Partikeln. Die Anregung sol- 
cher Schwingungen geschieht entweder grob mechanisch oder ther- 

misch; die Frequenz ist dabei immer relativ klein, die Wellenlänge A 
_ also klein gegen die zur selben Frequenz gehörige Vakuum-Wellen- 








länge — des Lichtes. Daher kann man in den Wechselwirkungsglie- 


dern © = (0), also n = - —= 00 setzen. Die für n = oo aus (495) und 


P2 
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(508) folgenden Ausdrücke für S, $ erlauben dann die elektrostati- 
schen Anteile der physikalischen Parameter bei solchen quasistatischen 
Vorgängen zu berechnen. Entwickelt man sie nach Potenzen von r 
bis zu den Gliedern mit r?, so muß man genau dieselben Ausdrücke 
bekommen, die auch die formale Anwendung der in Nr. 37, IV ange- 
gebenen Methode zur Berechnung der elektrostatischen Konstanten 
des Gitters geben würde. 

Die elektromagnetische Trägheit des Gitters wird besonders deut- 
lich, wenn man nach dem in Nr. 16 erläuterten Verfahren die gewöhn- 
lichen elastischen Wellengleichungen ableitet. An die Stelle von (125) 
tritt dann folgende Gleichung: 


27 1 
(+ Im)u+ Zu, [el SI u Ze] 
kk' y kr LUY koy x 17% 
Daher ist die gesamte elektromagnetische Masse der Zelle 
SR, 1 
> 6 7 Bass 3 D>4% Par), 
kr’ kk’ 
wo in Pır T=0 zu setzen ist. Aus (427), (430”) einerseits, (495), 
(508) andererseits folgt aber 
frr=0: H_-y,d=p, 
mithin nach (505) und (435) 


(50) Dim = 4180) Da+ Dyud)an)=%- 
kk’ r F7 


Die mit c? multiplizierte elektromagnetische Masse pro Zelle ist also 
gleich der elektrostatischen Energie ‘aller Partikel auf eine Zelle, 
oder doppelt?) so groß wie die elektrostatische Energie des Gitters 
pro Zelle 49@,. Dies ist ein instruktives Beispiel für die Trägheit der 
Energie. 

Wenn das mittlere Feld € (502) von Null verschieden ist, han- 
delt es sich um optische Wellen. Dann ist der Brechungsindex n als 
endlich zu betrachten. Die formalen Betrachtungen über Kristalloptik 
(Nr. 20— 22) bleiben (bei Weglassen der m;,) alle gültig. Es genügt 
hier, bis auf Glieder von höherer als erster Ordnung in r zu ent- 


336) Daß nicht die relativistische Formel Masse — 3 Energie gilt, hat den- 
selben Grund, der in der Theorie des starren Elektrons zu dem Faktor # führt 
(m == rn 3); nämlich die Annahme nicht elektromagnetischer Kräfte. Der hier 


auftretende Faktor 2 bedeutet, daß die Hälfte der Ruhenergie elektrostatisch, 
die andere fremder Art ist. 
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wickeln. Für = 0 bekommt man wieder nach (505) 


muB er Dein, 





und 

0 Te). Br 

[Bl -. 
(510) | 
‚ 0’ Y ‚ 
kk = TR rue es ” e 
b) | EREk ER (k => k) 

Die Größen (510b) stimmen bis auf den Faktor 4 mit den stati- 


schen (433b) überein, wie es nach der allgemeinen Formel (105), 
Nr. 14, sein muß; dagegen sind die dort durch 3% „ir 0 defi- 


nierten Größen LE | von (510a) verschieden. Das liegt natürlich 


daran, daß die Energie des Dipolgitters bei einer Translation der be- 
weglichen Ladungen (Elektronen) allein, ohne gleichzeitige Translation 
der ruhenden Ladungen (Kerne), nicht invariant ist. Nach den Er- 
gebnissen von Nr. 23 hat man bei ultraroten Schwingungen ein Gitter 
von Polen, bei ultravioletten ein Gitter von Dipolen anzunehmen. Für 
erstere hat man die Größen (510a) wegzulassen und sie durch die 


Definition [: e) ‚nr? 
| a [*] 
2 
zu ersetzen; für letztere sind die unabhängigen Größen (510a) zu be- 
nutzen. Für solche Punktepaare der Basis regulärer Gitter, welche die 
Eigenschaft haben, daß bei Anwendung der Tetraederdrehungen um 
einen Punkt die zugehörigen einfachen Gitter in sich transformiert 


werden (insbesondere für alle Punktepaare der Basis der D-Gitter), 
ist nach (434) 


‚0 Io (e) 435 3 
soef-T-]- 2-5: ET'-% ++» 
xy 


genau dasselbe gilt nun bei regulären Dipolgittern auch für k = %, da ı 
ebenso wie % der Differentialgleichung V?y — = genügt, und zwar für 


jeden Basispunkt. Ein einfaches reguläres Dipolgitter wirkt also bei 
einer homogenen Erregung aeg Punkte außer einem so auf diesen, als 


wenn das elektrische Feld =, vorhanden wäre. Ist ein regulärer 


Kristall hinsichtlich seiner optischen Eigenschaften als ein einfaches 
Dipolgitter aufzufassen, so wird die elektromagnetische Wechselwirkung 
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der Dipole exakt durch die „Lorentzsche Kraft“ beschrieben. Die For- 
meln (510) enthalten die Verallgemeinerung auf beliebige Gitter. 

Numerische Berechnungen der Größen (510a) hat Ewald®”) für 
ein einfaches rhombisches Dipolgitter ausgeführt. Er hat die gewon- 
nenen Zahlen in der Weise zur Berechnung der optischen Eigen- 
schaften verwandt, daß er jeden Dipol als zentralsymmetrischen, quasi- 
elastischen Oszillator annahm, als Wechselwirkung zwischen den Di- 
polen aber keine anderen als die elektromagnetischen (510a). Die 
Berechnung der Doppelbrechung für die Achsenverhältnisse des Kri- 
stalls Anhydrit gab Übereinstimmung der Größenordnung; mehr kann 
bei dem einfachen Modell nicht erwartet werden. 

Zur Berechnung der optischen Aktivität sind noch die Koeffi- 
zienten 1. Ordnung in r zu bestimmen; dabei genügt es, für 2 einen 
Mittelwert des von der Richtung abhängenden Brechungsindex 1. Ord- 
nung zu nehmen. Diese Rechnung ist von Hermann®®?) für die regu- 
lären Kristalle Natriumchlorat NaClO, und Natriumbromat NaBrO, 
durchgeführt worden (s. Nr. 22). Die wässrigen Lösungen dieser Sub- 
stanzen sind optisch inaktiv; daher muß das Drehungsvermögen eine 
Folge der Gitterstruktur sein. Die Strukturen sind von Kolkmeijer, Bijvoet 
und Karssen®”’), von Dickinson und Goodhue”P) und von Vegard®*'*) 
röntgenometrisch bestimmt worden und lassen sich in der Tat mit ihrem 
Spiegelbilde nicht zur Deckung bringen. Hermann hat nun das Pro- 
blem dadurch der Rechnung zugänglich gemacht, daß er an die Stelle 
der lonen quasielastisch gebundene, isotrope Oszillatoren setzte; ihre 
Anzahl und die Eigenfrequenzen bestimmte er aus dem Verlaufe des 
Brechungsindex als Funktion der Wellenlänge. Sodann konnte er den 
Verlauf des Drehungsvermögens aus den elektromagnetischen Wechsel- 
wirkungen berechnen und fand Übereinstimmung mit den Beobach- 
tungen innerhalb der bei der Roheit des Modells zu erwartenden 
Grenzen. 


44. Reflexion und Brechung. Röntgenstrahlen. Ein Halbgitter 
von Dipolen sei durch eine Netzebene begrenzt; wir machen diese 
zur Ebene z= 0 und nehmen an, daß für alle Gitterpunkte z/ > 0 
sei. Die Zelle kann dann immer so gewählt werden, daß a,, a, der 


337) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 1; s. $ 11, p. 86. 

338) K. Hermann, Diss. Göttingen 1923; Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 103. 

339) N. H. Kolkmeijer, J. M. Bijvoet, A. Karssen, Proc. Amsterdam 23 (1920), 
p. 644. 

340) R. @. Dickinson und Goodhue, J. of the Amer. Chem. Soc. 43 (1921) 
p. 2045. 

340a) L. Vegard, Ztschr. f. Phys. 12 (1922), p. 289. 


, 
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Grenzebene parallel sind und a, in das Innere des Gitters weist 
(.,=%,—=0,0,> 0). 

Wir stellen mit Ewald die Frage, ob es möglich ist, daß sich 
eine ebene Dipolwelle unter Begleitung der zugehörigen Feldwelle von 
der Grenze her in das Gitter fortpflanzt. Das Feld stellen wir durch 
den Hertzschen Vektor 3 in der quellenmäßigen Form (496) dar; da- 
bei ist aber die Summation über die Dipole auf den oberen Halbraum 
(l,>0) zu beschränken. Führt man dann # vermöge von (486’) und 
(489) auf die skalare Funktion S zurück, so hat man nach (496) 


En 
ren lrt-ı 


{ Ye 
(511) S- in u 
720 
Ist nun v ein variabler Vektor, v —=v, dv—= dv,dv,dv, und K eine 
komplexe Größe, so gilt die Identität 
(512) N f ee 


r Ir° ET 3. 

wo die Integration über den ganzen Raum zu erstrecken ist. Man 
kann, ohne den Wert des Integrales zu ändern, das Vorzeichen jeder 
Integrationsvariabeln v,, d,, dv, umkehren; ferner kann man den Inte- 
grationsweg für jede der drei Variabeln v,, v,, v, in der betreffenden 
komplexen Ebene von der reellen Achse weg verschieben, solange 
nicht K?— v?—= 0 wird. Ist insbesondere K=K, + iK, BR >0, 
so darf der Integrationsweg etwas über der reellen Achse, zwischen 
dieser und K, geführt werden. 


. . T 
Um diese Formel anzuwenden, ersetzen wir durch das kom- 


T 


plexe K und gehen am Schluß zum Grenzwet KR =, BR — 0 
über. Dann wird: 


1 dv jet 
TIER en — ie —r,0— 78) 
5 RN | 


Man setze nun ei 

(513) £, = (a,, D— r3), (j=1,2,3) 
also 

(513') BATEM 5,5, #8&5,+ &b, 


und führe die &,,&,&, als Integrationsvariable ein; wegen d&,d&,dE, 
— d& = Adv wird 


[5 (c6 b.)+& (cB;) N 
2 1 dge al V+&(th)+&(ch,)] Sertäntäntän, 
2n°?4,) [5;6, + 86, + 855, + 73]? — K®? 


2 





Die Summe ist das Produkt dreier geometrischer Reihen; damit diese 
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konvergieren, muß der imaginäre Teil des betreffenden 1,8, negativ 

sein. Daher muß man zur Erzeugung der Konvergenz X Integra- 

tionsweg jeder Varıa- 

8; = Ebene beln &, in der kom- 

plexen &,-Ebene von 

der reellen Achse fort 

de n => (2) verschieben, und zwar 

gr rt BI er nach oben oder unten, 

—/7) je nachdem ob 1,< 

oder > 0 ist. Wir be- 

zeichnen einen dicht 

u unterhalb der reellen 

Achse in positiver 

Richtung verlaufenden Weg mit —>, einen dicht oberhalb laufenden 

mit —>; kehren wir den letzteren um, so schreiben wir +2- (siehe 
Fig. 11). Setzt man 


| d&, dE, e Er (eb) +82(c6.)+ 8: (c6,)] a Si 
f(&) Be; ll +8&56,+&5b, +73] — eb (252 Bi), 


,=-% ,=0 


so wird nach dem über den Integrationsweg gesagten 

















+9 


5 Sta, De rich 


ERRen. 


— fras, Sean + fras Yesı —frat, 


wo das letzte Integral auf der reellen Achse genommen werden 
kann. Nun ist 
1 - 1 «sind, RE ER, : 1 isind 
7 Ger Wa ET ET ans 2 1—cosh 

Setzt man das ein, so kann man die beiden Anteile der ersten Inte- 
grale, die von dem Summanden 4 herrühren, auf die reelle Achse ver- 
legen und gegen das letzte Integral fortheben. Sodann kann man im 
zweiten Integral die Richtung des Weges umkehren und die beiden 
Wege _1, und +? - zu einer die reelle Achse umschließenden Schlinge O 


zusammenfassen: 
i sin & 
S=— & fras, er 


Setzt man nun voraus, daß es sich nicht um Röntgenstrahlen, son- 
dern um sichtbares oder ultraviolettes Licht handelt, so ist 7, und 
damit auch |X, klein gegen die |b,|, |b,|, |b,]; daher ist der Nenner 
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m Integral f(&,) nie Null und f(&,) regulär. Die Pole des Integranden 
von $ sind also die Nullstellen von 1 — cos$,, d. h. die Punkte der 
reellen Achse & = 2x1, („= — ©: 0). Zieht man jetzt die 
Schlinge auf die Pole zusammen, so liefert der Residuensatz 


+0 
S=2r > f(2zl)) 


h=—o 
+ +0 
EDAKOL PH 
=-o „=—o 


mit 





1 d&, geları (eb) + Erlebe) +&s(eha)] e ur; 
RE be: Re “ots; 
9, (Es) — 3584, forld, Fan, FE, Fre — u e 


L=0 
Die Wiederholung des Verfahrens liefert 


+% 
S— 4m) 9,(2zl,) 


Ile 
—o 


RE 5 eds (e;) dä, 
a [2=1,5, + 2rl,b, + 86, + 73]? — K? 1er! ; 
I 
> 


la 


oo 





Die Pole des Integranden sind jetzt zweierlei Art: 
1. Die Nullstellen von 1 — e”’*, d. h. die reellen Zahlen 


(514) & — 2ul;, Rt: ©); 
2. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(515) Pal, +22, +5, He —=0; 


diese seien &, — &, und & — &,. Im Grenzfall, daß K reell ist, sind &, 
und &, konjugiert komplex. Der Vektor b, = ie, a,] steht auf der 
Grenzebene senkrecht und zeigt ins Innere des Gitter. Man sieht 
leicht, daß in dem 
Falle, wo die Wel- € Ebene 
3 
lenebenen zur Grenze 
parallel sind (3 par- 
allel b,), &,nicht reell u g 
. [ 
sein kann, wenn tr 
klein gegendieb,,b,, -27 lo 2X z 
® 24 
b,ist. Man kann also RR — 
den Integrationsweg 2) 
(1) immer zwischen 
&, und der reellen 277 
Achseführen(Fig.12). Fig. 12. 5 
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Nun ist (26,)>0 im Innern, <0 im Äußern des Halbgitters. 
Will man den Integrationsweg (1) auf Umläufe um die Pole redu- 
zieren, so muß man, damit der Integrand im Unendlichen verschwindet, 
ihn im ersten Falle nach oben, im zweiten nach unten ziehen. Da- 
her liefert der Residuensatz zwei verschiedene Darstellungen ’''): 

Für innere Punkte: 


$,—= SO + $W 

LE ER ED 
(516) 
Ani 2 ilntebı) + Ehe] + it (chh) 


DIR DE an 
b5 (& w &,) (1 FE e'®) j 








fü aa Bere P:ı ( MH I;te : 
Ro) _ (2) == ; > e ( ä ı) 2( I b2)] } ü E, (£ b,) 
a = — 


Dres 


Aus diesen skalaren Funktionen gewinnt man nun die entsprechenden 
Hertzschen Vektoren nach (486) und (489): 


(517) BD = ie) Ip Sett—r), (=0,12). 
k 


(516) 


x 
usle 


5 


Die Formeln (516), (517) zeigen, daß das Feld im Innern des Gitters 
sich aus zwei Teilen zusammensetzt, von denen der erste mit dem 
Felde des unendlichen Gitters identisch ist; der zweite ist ganz ähn- 
lich gebaut wie das äußere Feld. 

Setzt man nun in den Formeln © =0, r=(, so bekommt man 
das elektrostatische Feld eines Halbgitters; dieses spielt in der Theorie 
der Oberflächenspannung eine Rolle (s. Nr. 37, VII). Die Formel für 
den Außenraum ist für den Fall, daß die zur Grenze parallelen Netz- 
ebenen neutral sind, identisch mit der in Nr. 37, VII angegebenen 
(436), die mit der Madelungschen Methode gewonnen wurde. 

Mit der Aufstellung des Feldes ist der erste Teil der optischen 
Untersuchung erledigt; der zweite besteht darin, das erregende Feld 
und die an den Dipolen angreifenden Kräfte zu berechnen, die dann 
in die Schwingungsgleichungen einzusetzen sind. Nun kann man den 





341) Übrigens gibt es ein schmales Zwischengebiet im Außenraum (rb,) > —1, 


1 ö 
=] <2<_0, wo der Nenner 1 — e'® stärker unendlich wird als der Zähler 
ım8| 


eis (tb), daher gelten dort beide Darstellungen und lassen sich auch direkt in- 
einander umrechnen. 7 


* 
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Inhalt der Optik des unendlichen Gitters (s. Nr. 20, 21, 44) so aus- 
sprechen, daß bei geeigneter Wahl des Brechungsindex » und des 
Polarisationszustandes (der U,, U,,...) für jede Frequenz » dynami- 
sches Gleichgewicht zwischen den vom erregenden Felde 3% des un- 
endlichen Gitters ausgeübten Kräften und den quasielastischen Bin- 
dungen der Dipole möglich ist. Man gelangt daher zu einer Lösung 
des dynamischen Problems, indem man dem in (516), (516) darge- 
stellten Felde ein anderes im ganzen Raume superponiert, das den 
Anteil 3% im Innern gerade aufhebt, sofern man nur voraussetzt, 
daß die quasielastischen Bindungen am Rande dieselben sind wie im 
Innern. Diese Lösung hat also folgende Form: 


Im Innern: .. 30 = 830, 

im Äußern: ya — 39 — 30. 
Das Bild der drei Wellenzüge und ihrer Superposition zeigt die Fig: 13; 
— 3% ist die im Außenraum ein- zZ (d) en 


fallende, 3% die reflektierte, 39 
im Innenraum die gebrochene 
Welle. Die einfallende Welle — 3% 
wird im Innern gerade durch den 
zweiten Anteil 3® der von den 
Dipolen erregten Welle ausge- 
löscht. 








Das ist der Inhalt des „Aus- 
löschungssatzes“, der von Oseen und 
‚Bothe für isotrope Körper, von 
Ewald für Kristalle abgeleitet (1) (2) 
worden ist.’*2) . 

Jede der drei Wellen besteht aus einer makroskopischen Dü- 
nung mit überlagerten Zacken von atomaren Dimensionen. Läßt man 
letztere unberücksichtigt, so hat man in (516), (516) alle Fourier- 
glieder außer Z= 0 zu streichen. Dann wird 





/ Ani mn: 
(0) m — nei 
5 ArTn?’—1 
; t&,(c6,) 
41 e 
a su) Ju Zumal as Zrsir & 
Sir | a A 
ER ETF FE FETT TAI, 
be b,°(8, pr &) (1 Bir e'%) 





342) 1. c. Anm. 316, 319, 320. 
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wo &,, & die Wurzeln der aus (515) entstehenden Gleichung 
1 2:7. 4 
(519) +) —0 
sind. Die Hertzschen Vektoren 3% haben nun nach (517) die Form 


5,0 — A e-iot ein, 
i-(c8)) 
(520) ! 30 — AN e-inte n " 
x ig 
za) — AM BE ee 





wo A komplexe Amplituden sind und 


z 1 1 1 ei 1; 
(521) m Pi dr 7505, PL + —50b;. 


Da nun &,, &, die Lösungen der quadratischen Gleichung (519) sind, 
so folgt, daß 3,, 3, Einheitsvektoren sind. 

Die Formeln (520) zeigen, daß die Wellenlänge der beiden Wellen 

2 


im Außenraume 3% und 3% den Wert 4,—nA hat, won = 


die Wellenlänge der Welle 3% im Gitter ist. Die beiden Außen- 
wellen laufen also mit Vakuum-Lichtgeschwindigkeit, wie es sein muß. 
Es seien «, «,, «, die Winkel der Wellennormalen gegen die 
Normale der Grenzfläche (Einfallslot), also 
1 1 1 
5 (b, 8) = C0SG, 5 (b, 3,) = c084,, 5 (b, %,) = C080,; 
dann folgt aus der quadratischen Gleichung (519): 
1 z I..g 
-&+ 6)= — 2cose, Z=l— 


während die Gleichungen (521) durch skalare Multiplikation mit . 
3 
in folgende übergehen: 


1 
n? 


1: ne COS «& 1: — 1 c08« COS «& 


Eliminiert man &,, &,, so erhält man 

COS &, = — 008%, Sina, = Sina, = Nnsind, 
d.h. das gewöhnliche Reflexions- und Brechungsgesetz für die Wellen- _ 
normalen. 

Für kubische Gitter hat Ewald ferner gezeigt, daß aus den 
Formeln (518) die Fresnelschen Gesetze für die Amplituden und 
Phasen des reflektierten und gebrochenen Strahles folgen. Für be- 
liebige Gitter müssen sich auf dieselbe Weise die entsprechenden Ge- 


setze der Kristalloptik ergeben; doch ist das noch nicht im einzelnen 
untersucht worden. 
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Ewald hat diese Überlegungen auch auf Röntgenwellen ausge- 
dehnt. Bei diesen ist nicht mehr A> ö, also r</b,|, sondern um- 
gekehrt; ferner ist der Brechungsindex mit großer Annäherung gleich 1. 


Dann kann es vorkommen, daß für gewisse Wellenrichtungen der 
Nenner eines Gliedes von $() verschwindet, 


(522) +0, 


oder wenigstens sehr klein wird; die betreffende ebene Welle tritt 
dann sehr stark hervor. Die durch (522) dargestellten Richtungen 
sind genau dieselben, welche durch die Laueschen Bedingungen für 
das Auftreten der Interferenzmaxima geliefert werden.’*°) 

Die Gleichung (522) bedeutet, daß es reelle Lösungen &, = 2zl, 
von (519) gibt; für diese verschwinden aber die Faktoren (1 — e”'*%) 
bzw. (1 — e-'%) im Nenner von $® und S®; auch im Außenraume 
treten also diese Wellen mit beträchtlicher Amplitude auf. Läßt man 
eine solche Welle von außen auf die Grenzfläche auffallen, so erzeugt 
sie im Inneren ein Bündel diskreter Wellen, die auch nach hinten als 
reflektierte Wellen gemäß der Draggschen Konstruktion austreten. 

Diese geometrische Betrachtung ist von Darwin®**) und Ewald?®) 
wesentlich vertieft worden, indem sie das dynamische Problem in 
ganz analoger Weise ansetzten wie in der Optik, also die Dispersions- 
theorie der Röntgenstrahlen entwarfen. Ewald hat überdies das Pro- 
blem des Halbkristalles genau untersucht und das Analogon des op- 
tischen Auslöschungssatzes aufgestellt. Er fand dabei, daß kleine 
Abweichungen von der Braggschen Reflexionsformel zu erwarten sind; 
denn wenn man die Wechselwirkung der Oszillatoren mit dem Felde 
genau berücksichtigt, so treten Wellen von merklicher Stärke nicht 
nur bei monochromatischer Anregung und exakt der Braggschen 
Formel entsprechendem Einfallswinkel auf, sondern in gewissen kleinen 
Bereichen. Die durch die Theorie geforderten „Anregungsfehler“ 
sind durch die neuesten Messungen bestätigt worden (s. Nr. 41). 


343) S. diese Enzykl. V 24 (M.v. Laue), Nr. 46, 47, 48. 
344) ©. @. Darwin, Phil. Mag. 27 (1914), p. 315, 675. 
345) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 519.) 


(Abgeschlossen den 7. September 1922.) 
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F. Paschen und R. Götze, Seriengesetze der Linienspektra, Berlin 1922, 
Siehe auch dort die Literaturangaben. 


1. Historisches. Als Kirchhoff und Bunsen entdeckten, daß die 
Elemente, wenn sie in geeigneter Weise zum Leuchten gebracht wer- 
den, bestimmte Farben aussenden, durch die sie charakterisiert sind, 
tauchte auch sogleich die Vorstellung auf, daß diese Farben durch 
Schwingungen in den Atomen oder Molekülen hervorgerufen sein 


müßten, und daß zwischen den Schwingungszahlen der Farben eines 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 51 
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Elementes sich Relationen ergeben würden ähnlich denen, die zwischen 
dem Grundton und den Öbertönen einer schwingenden Saite oder 
Membran, einer Platte oder Glocke bestehen. Zunächst wurde nach 
ganzzahligen Relationen gesucht, und dabei fand @. Johmstone Stoney') 
die merkwürdige Tatsache, daß die Schwingungszahlen der drei im 
Geißlerschen Rohr und in den Protuberanzen der Sonne beobachteten 
Wasserstofflinien H,, H,, H, sich wie 20:27:32 verhalten. Es 
kommt bei dieser Aussage wesentlich darauf an, wie groß die ganzen 
Zahlen im Verhältnis zu der Genauigkeit jo mit der die gemessenen 


ER ch die Quotienten 
erte B, A, ur 1 uotlenten 97° = 


die Theorie der Kettenbrüche lehrt, daß man zu jedem beliebigen 
Wert zwei ganze Zahlen finden deren Quotient ihn genauer 
darstellt als 1 dividiert durch das Quadrat des Nenners. Wenn da- 
her z. B. das Verhältnis der Schwingungszahlen H,: H, nicht wesent- 
lich genauer bestimmt wäre als etwa (})? = ;L, so “würde die Be- 
merkung H,: H,—= 20:27 nichts Bemerkenswertes besagen. Zu der 
damaligen Zeit CM aber die Wellenlängen schon mit einer erheb- 
lich höheren Genauigkeit bekannt, so daß allerdings Stoneys Ent- 
deckung eine sehr merkwürdige Tatsache ans Licht zog. Dazu kommt, 
daß die drei in Anbetracht der Genauigkeit der Darstellung kleinen 
Zahlen 20:27:32 gleichzeitig die Verhältnisse der drei Schwingungs- 
zahlen richtig wiedergeben, was die Übereinstimmung noch merk- 
würdiger, die Wahrscheinlichkeit eines zufälligen Zusammentreffens 
sehr klein macht. Stoney schloß daraus, daß die drei Schwingungen 
der zwanzigste, siebenundzwanzigste und zweiunddreißigste harmo- 
nische Oberton einer Grundschwingung seien. Diesen Schluß aufrecht 
zu erhalten, hätte er Bedenken tragen müssen, als W. Huggins?) im 
Jahre 1880 in einer Reihe von Sternen z. B. « Lyrae die ganze regel- 
mäßige Reihe der Wasserstofflinien, die sich bis ins Ultraviolett er- 
streckt, entdeckte, und H. W. Vogel?) sie im Geißlerschen Rohr als 
Wasserstofflinien bestätigte. Waren H,, H,, H, harmonische Ober- 
schwingungen einer Grundschwingung, so sollte man erwarten, daß 
auch die andern Linien der Reihe harmonische Oberschwingungen der- 
selben Grundschwingung sein müßten, was keineswegs der Fall war 
Vielmehr zeigte die Reihe der Schwingungszahlen eine Häufung nach 
der Seite der höheren Werte, was gegen jede akustische Analogie 
verstieß. 


" dargestellt werden. Denn 


1) J. Stoney, Phil. Mag. 41 (1871), p. 291. 
2) W. Huggins, Phil. Trans. (2) 171 (1880), p. 669. 
3) H. W. Vogel, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1879, p. 586; 1880, p. 192. 
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In diese Sache wurde erst durch die Entdeckung von J. J. Balmer 
(1885)*) mehr Licht gebracht, der die ganze Reihe der von Huggins 
und Vogel beobachteten Wasserstoffwellenlängen proportional dem 
Ausdruck as 


für m—=3,45... fand. Für m = 3, 4, 6 gibt die Formel $, #, 2 
oder 38, ®%, ®, so daß die reziproken Werte die Verhältnisse 20:27:32 
ergeben, wie Stoney schon gefunden hatte. Zugleich fanden sich in 
einer Reihe von Spektren andrer Elemente ähnliche Reihen von Linien.) 

Das Charakteristische dieser Reihen oder „Serien“, wie sie ge- 
nannt wurden, geht aus der Formel am besten hervor, wenn man 


nicht die Wellenlängen sondern die Schwingungszahlen v» — I dar- 
stellt‘) Beim Wasserstoff ist 


v=A—--; (B=4A). 


m 


Mit wachsendem m wächst v und nähert sich der Grenze A in immer 
kleineren Schritten. Auf Huggins’ Aufnahme von « Lyrae von 1880 
sind schon die den Werten bis m = 15 entsprechenden Glieder zu 
sehen.) Die Intensität nimmt mit wachsendem m ab und zugleich 
auch die Schärfe der Linien, so daß sie, wenn überhaupt noch sicht- 
bar, schließlich ineinander fließen und dadurch als Linien unwahr- 
nehmbar werden. 

Denselben Anblick gewähren nun ähnliche „Serien“ in den 
Spektren anderer Elemente, und die Schwingungszahlen können in 
ähnlicher Weise durch eine etwas erweiterte Formel mit hoher Ge- 
nauigkeit dargestellt werden z. B. durch die Form 

B C B C 


Iran ee AT 


4) J. J. Balmer, Wied. Ann. 25 (1885), p. 80. 
5) Liveing und Dewar, Proceedings of the Royal Society 29, 30, 32 (1879, 
80, 81); Phil. Trans. 174 (1883), 


6) Ist A die Wellenlänge im Vakuum, so ist v— - die Zahl der Wellen- 


längen auf der Länge 1 d.h. die Zahl der Schwingungen während der Zeit, in 
der das Licht im Vakuum die Längeneinheit durchläuft. Diese Größe » hat die 
Dimension einer reziproken Länge. Für die Längeneinheit cm ist » im sicht- 
baren Spektrum von der Größenordnung 10* und entspricht, wenn man noch 
einige wenige Dezimalen hinzufügt, der in der Spektroskopie erreichbaren Ge- 
nauigkeit. Daher wird diese Schwingungszahl in der Spektroskopie vor der 
Zahl der Schwingungen in der Sekunde bevorzugt, die aus ihr durch Multipli- 
kation mit der Lichtgeschwindigkeit 3 >< 10!° cm/sec entsteht. 
7) Nature 21, p. 269. 
51* 
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wo A, B, C geeignet gewählte Konstante bedeuten.) Dabei zeigte 
sich, daß die Konstante B für alle damals bekannten Serien nahezu 
den gleichen Wert hatte und damit, auf eine Naturkonstante hinwies, 
die eine allen diesen Elementen gemeinsame Eigenschaft andeutet. 


Für große Werte von m wird u: klein gegen = Hier unterscheiden 


sich die Serien also nur durch die Werte von A, d. h. der Grenze, der 
sich die Schwingungszahlen mit wachsendem m nähern, und werden 
also, in der Skala der Schwingungszahlen gezeichnet, alle einander kon- 
gruent. 

Bei mehreren Elementen zeigten sich Serien von Linienpaaren 
oder Linientripletts mit konstanten Schwingungsdifferenzen, so daß 
die Schwingungszahlen der verschiedenen Serien dadurch erhalten 
wurden, daß man nur der Konstanten A verschiedene Werte gab, 
während der von A abzuziehende Teil der Formel, der eine Funktion 
der Laufzahl m ist, für die verschiedenen Serien der gleiche war. 

Dieser Umstand führte Ryaberg dazu, die von A abzuziehende 
Funktion von m als eine selbständige physikalische Größe aufzufassen, 
worin er noch durch die Bemerkung bestärkt wurde, daß in den 
Spektren der Alkalien der Wert dieser Funktion für das niedrigste 
m bei der einen dort auftretenden Serie von Linienpaaren gleicher 
Schwingungsdifferenz mit dem Werte von A für eine andere im 
Spektrum auftretende Serie übereinstimmt. Diese Auffassung ist viel 
später durch die von Niels Bohr aufgestellte Theorie der Spektral- 
linien glänzend bestätigt worden, wonach das konstante Glied A und 
der von der Laufzahl m abhängige Teil, wenn man sie mit dem 
Planckschen Wirkungsquantum h —= 6,545 - 10?" grem?sec =" multipli- 
ziert, die Energievorräte zweier Konfigurationen des von seinen Elek- 
tronen umkreisten Atoms darstellen.°) Beim Übergang von der Kon- 
figuration höherer Energie zu der Konfiguration niederer Energie 
wird die Energiedifferenz ausgestrahlt mit der Schwingungszahl, die 
sich aus ihr durch Division mit h ergibt. 

Für den Ausdruck der Energie kommt es auf eine additive Kon- 


8) C. Runge, On the harmonic series of lines in the spectra of the ele- 
ments, Report of the Brit. Assoc. 1888, p. 576. 
9) Hier ist angenommen, daß » nicht die in der Spektroskopie übliche 


reziproke Wellenlänge 4 sondern die Zahl der in der Zeiteinheit vollzogenen 


Schwingungen darstellt, die sich aus + durch Multiplikation mit der Licht- 


geschwindigkeit ce ergibt. Soll » die in der Spektroskopie übliche Bedeutung 
beibehalten, so hat man mit hc zu multiplizieren, um die Energie zu erhalten. 
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stante nicht an, die sich in der Differenz der Energien weghebt. Es 
ist üblich, die Konstante so zu bestimn:en, daß der Konfiguration, bei 
der ein Elektron ganz aus dem Verbande herausgeführt ist, die Ener- 
gie Null zukommt, so daß die andern Konfigurationen eine negative 
Energie erhalten. In der Serienformel liefert daher der Wert, den sie 
für einen unendlich großen Wert der Laufzahl annimmt, mit entgegen- 
gesetztem Zeichen genommen die Energie der Endkonfiguration, während 
der übrige schon mit dem negativen Zeichen versehene Teil der 
Formel die‘ Energie der Anfangskonfiguration darstellt. Dieser Teil 
ist im Spektrum durch den Abstand der betreffenden Linie von dem 
asymptotischen Ende der Serie dargestellt. Es leuchtet ein, daß diese 
Energiebeträge zusammen mit dem Energiebetrag der Endkonfiguration 
von wesentlichstem Interesse sind, d. h. daß es weniger auf die 
Schwingungszahl der einzelnen Serienlinie als auf ihren Abstand von 
dem Serienende und auf das Serienende selbst ankommt. Die Ab- 
hängigkeit dieses Abstandes von der Laufzahl hat beim Wasserstoff 
die Form 
R 


A) —_— (R= 109678.3 em-'). 


Bei den andern Serien ist die Form etwas anders. Für ein neutrales 
; R i A 
Atom bildet — —; bei sehr großen Werten von m zwar immer noch 


eine brauchbare Annäherung, für die kleineren Werte von m aber 
werden die Abweichungen beträchtlich. Man muß weitere Parameter 
einführen, wenn man den Beobachtungen Rechnung tragen will. 
Rydberg'’) glaubte ursprünglich mit einem Parameter auszukommen, 
so daß es möglich sein würde, eine Funktion von m + « 


— fm + «) 
zu finden, die für alle Serien den Abstand der Linie der Laufzahl m 
vom Serienende darstellt. So kam er als zweite Annäherung auf 


R 
2) En een. 
während Kayser und Runge an eine Reihenentwicklung nach fallen- 
den Potenzen von m dachten und die Form — (= u =) oder 


BIER (3 + =) bildeten. Mit einem weiteren Parameter reicht man 


indessen nicht aus. Man braucht mindestens zwei, um mit der Ge- 
nauigkeit spektroskopischer Messungen Schritt zu halten. Die erfolg- 


10) J. R. Rydberg, Recherches sur la constitution des spectres d’&mission 
des elements chimiques, Kgl. Svenska Vet.-Akad. Handl. 32, Nr. 11 (1890); Ost- 
walds Klassiker Nr. 196, deutsch von A. v. Öttingen. 
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reichste Form ist die von W. Ritz!!). Er macht in der Rydbergschen 
Form « mit m veränderlich, derart daß es mit wachsendem m sich 
einem konstanten Wert nähert, und ersetzt es durch eine nach fallen- 
den Potenzen von m? fortschreitende Reihe. Es würde keinen wesent- 
lichen Unterschied machen, die Reihe nach fallenden Potenzen von m 
selbst fortschreiten zu lassen. In nächster Annäherung schreibt er 








(33) - — 
(m+ «+ 5) 
oder auch 
(3b) — u 
tet) 
oder endlich, indem er die Schwingungszahl » selbst in die Formel 


einführt, für die ja in erster Annäherung A—v = ie ist: 


3 ar NER 
(m+.+°—) 








Diese Formeln enthalten nur zwei Parameter, da R eine allen For- 
meln gemeinsame Konstante") und daher nicht zu zählen ist. Da m 
nur in der Verbindung m + « vorkommt, so kann man den ganz- 
zahligen Wert von m für eine beliebige Serienlinie willkürlich an- 
nehmen und danach « bestimmen, oder man kann eine Festsetzung 
dieser Art machen, daß « zwischen — % und + 3 oder zwischen O 
und 1 liegen soll. Theoretische Überlegungen haben gewisse physi- 
kalische Anhaltspunkte gegeben, wie m zu rechnen ist. Der Wert der 
Ritzschen Formel besteht darin, daß sie im Allgemeinen alle andern 
Formeln mit nicht mehr als zwei Parametern in der Genauigkeit, mit 
der sie sich den Beobachtungen anschließt, übertrifft. Schon wenn 
man ß = ( setzt, kann man aus zwei bekannten aufeinander folgen- 
den Linien einer Serie weitere Linien mit einiger Genauigkeit extra- 


11) W. Ritz, Ann. d. Phys. 12 (1903), p. 264; Gesammelte Werke p. 85. 

12) Es wird hier von der kleinen Modifikation abgesehen, die nach der 
Theorie von Bohr R dadurch erfahren muß, daß die Masse des Atoms gegen 
die Masse des Elektrons nicht unendlich groß ist. Es kreisen im einfachsten 
Falle des Wasserstoffs Atomrest und Elektron um den gemeinsamen Schwer- 
punkt. Ist m die Masse des Elektrons und M die Masse des Atoms ohne dieses 
Elektron und R,„ der Wert, den man für R einsetzen müßte, wenn m gegen M 
vernachlässigt werden kann, so ist zu setzen: 





(vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., 2. Kap., $ 5). 
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polieren. Kennt man aber drei aufeinander folgende Linien, so ist 
auch 8 bestimmt, und die Genauigkeit der Extrapolation wird groß 
genug, um die übrigen Linien mit großer Sicherheit aus dichten 
Gruppen anderer Linien herauszulesen. 

Einen solehen Ausdruck mit einem laufenden canzzahligen Index 
m, der in geeignetem Maßstab und mit entgegengesetztem Zeichen ge- 
nommen die Energien einer Reihe von Konfigurationen darstellt ent- 
sprechend den mit wachsender Laufzahl weiter und weiter vom Atom 
abliegenden nach der Quantentheorie möglichen Bahnen eines Elek- 
trons, und der spektroskopisch im Maßstab der Schwingungszahlen 
den Abstand der Serienlinie vom Serienende angibt, nennt man für 
jeden ganzzahligen Wert von m einen „Term“. Rydberg hat von vorn- 
herein mit wunderbarer Intuition erraten, daß auch die Schwingungs- 
zahl des Serienendes einen „Term“ ergibt, so daß die Schwingungs- 
zahl jeder Serienlinie gleich der Differenz zweier Terme ist. Während 
die Laufzahl des Terms des Endzustandes festgehalten wird, nimmt 
die Laufzahl des andern Terms die Reihe ganzzahliger Werte an. 
Aber es kann auch die Laufzahl des ersten Terms die Reihe der 
ganzen Zahlen durchlaufen und damit die Energien einer Reihe von 
Anfangszuständen darstellen, die in einen Endzustand übergehen, deren 
Term in der ersten Serie einem Anfangszustand entsprach. Die Diffe- 
renz der Schwingungszahlen der beiden Serienenden ergibt dann die 
Schwingungszahl einer Serienlinie. 


2. Das Wasserstoffspektrum. Das einfachste Serienspektrum ist 
das des Wasserstoffs. Hier haben wir es nur mit einer Reihe von 
Termen Gl. (1) zu tun. Als Energien von Endkonfigurationen bei der 
Emission kommen, soweit man bisher hat beobachten können, die 
Werte für m = 1,2,3,4 vor. Dem entsprechen die Serienformeln 


ee (m — 2, 3, 4) 
R R \ 
‚-_a—7 (m = 3 bis 37) 
a LER. (m — 4 bis 99) 

MORE. (m = 5,6). 





RS 
157 

nn 

— 


D 


Die erste Serie, von der bis jetzt nur drei Linien beobachtet sind, ver- 
läuft im äußersten Ultraviolett. Die Dritte, von der fünf Linien sicher- 
gestellt sind, liegt im Ultrarot, die vierte!?) hat noch kleinere 


13) Brakett, Astroph. J. 56 (1922), p. 154. 
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Schwingungszahlen. Die zweite, die sogenannte Balmer-Serie, die lange 
Zeit die einzige bekannte Wasserstoffserie war, hat, wie oben erwähnt, 
den Ausgangspunkt für die Serienuntersuchungen gebildet. Die große 
Reihe ihrer Linien ist zuerst in den Spektren der Sterne und bei 
Sonnenfinsternissen in dem Spektrum der äußersten Sonnenhülle be- 
obachtet worden. Erst in neuerer Zeit ist es Wood") gelungen, sich 
von dem Spektrum des Wasserstoffmoleküls zu befreien, das im Labo- 
ratorium sich den Serienlinien überlagert und nach dem Ende der 
=-r --r--7--- Serie hin ihre Beobachtung erschwert. 

| x In der Fig. 1 sind die Serien, wie sie 
beobachtet werden, gezeichnet, aber nicht in 
einem Spektrum vereinigt, sondern getrennt 
2| x voneinander in vertikalen Streifen. Links steht 
die Balmerserie, daneben die ultraviolette und 
rechts davon die beiden ultraroten Serien. Das 
Kreuz bezeichnet in jedem Streifen den Null- 
punkt, von dem aus man nach oben die 
Schwingungszahlen in dem nebenliegenden 
Maßstab für die Einheit em”! abzulesen hat. 
Die vier Nullpunkte sind so angenommen, daß 
die vier Enden der Serien in derselben hori- 
zontalen gestrichelten Linie zusammenfallen. 
Würde man die einzelnen Streifen so ver- 
\ schieben, daß die Kreuze in einer Horizon- 
Las talen liegen, so würde man das gesamte Bild 
der beobachteten Spektrallinien erhalten. Von 
der gestrichelten Linie aus nach unten ge- 
messen erhalten wir dagegen in demselben 
Maßstab die Werte der Terme. Es ist üblich, diese Terme außer in 
cm”! auch in einer andern Einheit anzugeben. Ist » ihr Wert in rezi- 
proken Längeneinheiten gemessen, so ist vc (c die Lichtgeschwindig- 
keit) die Zahl der Schwingungen in der Zeiteinheit und hve die ent- 
sprechende Energie. Man gibt nun an Stelle der Energie die Span- 
nung V an, die einem Elektron e die kinetische Energie verleiht, die 
mit der zu messenden übereinstimmt, so daß also eV=hvc. In 
elektromagnetischen emgsec-Einheiten würde V = 10®mal der Volt- 
zahl zu setzen sein. Es entspricht somit ein Volt der Schwingungszahl 


8 
v_— — em! — 8000 em”! rund. 














w no, 








70°cm”’ 
70Volt 























Fig. 1. 


Der zweite Maßstab erlaubt, die Energie der Terme in Volt abzulesen. 





14) Wood, Phil. Mag. 72 (1921), p. 729. 
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In der Kolonne der Balmerserie ist der Term mit der Laufzahl 
m = 1 durch eine gestrichelte Linie mit eingetragen; gestrichelt, weil 
ihm keine Spektrallinie entspricht, wie den übrigen Linien der Kolonne. 
Dieser Term stellt die Energie der stabilsten Konfiguration des Wasser- 
stoffatoms dar oder, wie man auch sagt, die Energie des unangeregten 
Wasserstoffatoms. 

Die Spektren sind vertikal angeordnet, um durch die Lage der 
Linien an den Energiebetrag der betreffenden Konfiguration zu er- 
innern, der der potentiellen Energie eines auf diese Höhe gehobenen 
schweren Körpers verglichen wird. So wie bei dem Fall eines Körpers 
von einem höheren auf ein tieferes Niveau die Differenz der poten- 
tiellen Energien frei wird und sich z. B. in die Energie eines Knalles 
umsetzen könnte, wenn der Körper auf den Boden aufschlägt, so ent- 
steht hier die Strahlungsenergie bei dem Übergang von dem höher 
gezeichneten Term auf den tieferen. 

Es ist anzunehmen, daß außer diesen vier Serien des Wasser- 
stoffs noch weitere vorkommen, bei denen die Endterme die Werte 


RR “ . Ä ; N 
58, g5 usw. haben. Ihnen würden in der Figur weiter rechts sich an- 


schließende Streifen entsprechen, deren Nullpunkte für die Skala der 
Schwingtingszahlen jedes Mal um eine Stelle weiter hinaufrücken. 
Diese Serien liegen weiter und weiter im Ultrarot. Eine Andeu- 
tung der ersten Linie der nächstfolgenden Serie v» — en — a findet 
4A. H. Pfund?) bei A = 7,40 u. 

Während beim Wasserstoff nur eine Reihe von Termen vorkommt *°), 
so ist es bei den anderen Elementen anders. Die Terme, die beim 
Wasserstoff in den verschiedenen vertikalen Streifen der Figur auf 
gleicher Höhe liegen, rücken bei andern Elementen auseinander, zum 
Teil so, daß sie sich in demselben Streifen in zwei oder mehr Terme 
spalten, zum Teil nur so, daß sie in den verschiedenen Streifen nicht 
mehr in derselben Horizontalen liegen. Chemisch verwandte Elemente 
zeigen dabei ganz analoge Seriensysteme, die von Element zu Ele- 
ment mit wachsender Atomnummer systematische Änderungen erfahren. 
Als Beispiel mögen die Spektren der Alkalien ausführlicher besprochen 
werden, deren Gesetzmäßigkeiten zuerst entdeckt wurden. Im An- 
schluß daran lassen sich dann die übrigen Serien-Spektra wesentlich 
kürzer beschreiben. 


15) J. of the Optical Soc. of Am. 9 (1924), p. 196. 

16) In dieser Aussage ist von der „Feinstruktur“ der Wasserstofflinien ab- 
gesehen, d. h. von der Tatsache, daß die Linien streng genommen aus mehreren 
nahe bei einander liegenden Komponenten bestehen. 
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3. Die Spektren der Alkalien. In den Spektren der Alkalien 
treten die meisten Spektrallinien paarweise auf. In den Formeln zeigt 
sich das in der Art, daß entweder der konstante Term zwei ver- 
schiedene, nahe beieinander liegende Werte hat; dann sind die bei- 
den Serien, in der Skala der Schwingungszahlen gezeichnet, kongruent, 
und alle Paare haben den gleichen Abstand; oder der mit der Lauf- 
zahl veränderliche Term hat zwei Formen, die sich durch die Werte 
der Parameter «, 8 in den Gl. (3) unterscheiden; dann werden die Paare 
mit wachsender Ordnungszahl enger, bis sie nicht mehr als zwei Linien 
erkannt werden können und die beiden Serien denselben Auslauf haben; 
oder endlich es sind sowohl der konstante Term wie der laufende 
Term doppelt, wovon weiter unten die Rede sein wird. 

In allen diesen Spektren tritt ein Linienpaar hervor, das an 
Intensität alle andern überstrahlt. Es ist das erste Glied der soge- 
nannten Hauptserie. Im Natriumspektrum z. B. ist es das wohl- 
bekannte Paar der gelben Linien, von Fraunhofer im Sonnenspektrum 
mit dem Buchstaben D bezeichnet. Der Term der Endkonfiguration 
der Hauptserie ist der Term niedrigster Energie also höchsten Be- 
trages, tiefsten Niveaus. Der Laufterm ist doppelt. Wir wollen ihn 
mit mp, und mp, bezeichnen, wo p an das Wort „Prinzipalserie“ er- 
innern soll. mp, soll dem tieferen Niveau, also dem größeren Termwert 
entsprechen.!’) Der Unterschied zwischen mp, und mp, verschwindet 
mit wachsendem m; denn für große Werte von m unterscheiden sich 


beide Werte weniger und weniger von ee Das bedeutet, die 


Linienpaare rücken mit wachsender Ordnungszahl zusammen und er- 
scheinen für große Werte von m als einfache Linien. Der konstante 
Term, der die Energie der Endkonfiguration darstellt, ist durch den 
Wert einer Formel gegeben, die wir mit ms bezeichnen wollen, wenn 
darin für m sein niedrigster Wert m, eingesetzt wird. Die Schwingungs- 
zahlen » der Hauptserie werden somit aus der Energie — mph der 
Anfangskonfiguration vermindert um die Energie — m,sh der End- 
konfiguration durch Division mit h berechnet: 
v=ms—mp, und v=m,S — MPps 

Der Hauptserie entspricht eine zweite Serie von Linienpaaren, deren 
Endkonfigurationen den niedrigsten unter den Termen mp, und mp, 
entsprechen und deren laufender Term ms ist. Wir nennen sie die 
s-Serie. Der Wert, mit dem die Laufzahl m bei der Darstellung einer 








17) Bisher ist das Umgekehrte üblich gewesen. Aber neuere Gründe (vgl. p. 805 
u. 804) lassen die obige Bezeichnung richtiger erscheinen. Übrigens ist die neue 
Bezeichnung im Einklang mit der alten Bezeichnung D,, D, für die Natriumlinien. 
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Serie anfängt, ist, wenn es sich nur um die Berechnung der Schwingungs- 
zahlen handelt, wie wir oben schon sahen, gleichgültig, weil man immer 
von m eine ganze Zahl abtrennen und dem oben in der Ritzschen 
Formel mit « bezeiehneten Parameter hinzusetzen kann. Bei den 
Wasserstofftermen lag es nahe, den Parameter Null zu setzen, so daß 
für den Term der stabilsten Konfiguration m=1 ist. Dem ent- 
sprechend hat man auch bei den Alkalien den stabilsten Term mit 
1s bezeichnet, so daß die Schwingungszahlen der Hauptserie durch 


v—=1s— mp, und v=1s— mp, 


dargestellt sind. m läßt man dann nach der Analogie des Wasserstoff- 
spektrums von m = 2 anfangen, so daß die Hauptserie in den Alkalien 


der Wasserstoffserie 


mn (m 2,3...) 
entspricht, die in Figur 1 durch den zweiten Streifen von links dar- 
gestellt wird. Die s-Serie ist durch 

v=2p —ms und v=29,—ms (m=2,3,...) 
dargestellt. 

Bohr ist durch seine Vorstellung von dem Aufbau der Atome 
zu einer andern Bestimmung der Laufzahl gelangt. Bei ihm erhalten 
die homologen Terme bei den verschiedenen Alkalien nicht notwendig 
die gleichen Laufzahlen, sondern sie kann für die größeren Atom- 
nummern größer sein. Die physikalische Bedeutung der Laufzahl ist 
bei ihm die Quantenzahl, die sich aus der kinetischen Energie des 
äußersten Elektrons ergibt. In Polarkoordinaten geschrieben ist die 
doppelte kinetische Energie multipliziert mit dem Zeitdifferential 


Mr?dt + Mr? o?dt. 


Der erste Teil wird über eine Periode von r, der zweite über eine 
Periode von 9 integriert. Nach der Quantentheorie müssen beide 
Integrale ganzzahlige Vielfache des Wirkungsquantums ergeben. 
Die Summe der beiden ganzen Zahlen heißt nach Dohr die Haupt- 
quantenzahl. Homologe Bahnen können bei Elementen mit größeren 
Kernladungen weit höhere Hauptquantenzahlen liefern, wenn die Bahnen 
ins Innere des Atomrumpfes eindringen. Dennoch wollen wir hier, um 
das Homologe in den Spektren der verschiedenen Alkalien hervor- 
zuheben, wie bisher üblich die einander homologen Terme mit der- 
selben Laufzahl bezeichnen. 

Zu diesen beiden mit p und s bezeichneten Serien treten noch 
weitere, die als d-Serie, f-Serie, g-Serie usw. bezeichnet werden. Bei 
der d-Serie ist der Endterm 2p, und 2»,, so daß die Schwingungs- 


‚30000 cm”’ 
3Volt 
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zahlen durch die Formeln 
' v—=2p md und v=29,»— md") (m—=3,4,...) 
dargestellt werden. 

Die d-Serie besteht also wie die s-Serie aus einer Reihe von 
Linienpaaren mit der Schwingungsdifferenz 2p, — 2p,. Die Linien- 
paare haben also alle dieselbe Weite und laufen in beiden Serien an 
derselben Stelle aus.) Bei der f-Serie ist 3d der Anfangsterm, die 
Schwingungszahlen werden durch die Formel 


v—=3d— mf (m—=4,5,...) 
dargestellt. Analog sind die Formeln der weiteren Serien 

v—=4f — my (m=5,6,...), 

v—=5dg — mh (m=6,17 ...). 


In Fig. 2 sind die Serien im Spektrum des Caesium gezeichnet. 

Das Kreuz bezeichnet wieder wie in 
N wa ER ABER AA Fig. 1 für jede Serie den Nullpunkt 
der nach oben zu messenden Schwin- 
gungszahlen, und die obere gestri- 
chelte Linie bezeichnet das Ende der 
Serien. Von der gestrichelten Linie 
aus nach unten gemessen bezeichnen 
die Abstände der Linien die Werte 
der laufenden Terme, während der 
Abstand des Kreuzes den Wert des 
konstanten Terms ergibt. Bei der 
Hauptserie von Paaren haben wir 
daher in der Figur Doppelstriche 
und nur ein Kreuz, bei der s-Serie 
umgekehrt zwei Kreuze und einfache Striche, von denen jeder aber 
zwei Spektrallinien repräsentiert, deren Schwingungszahlen von den 
verschiedenen beiden Nullpunkten aus zu messen sind. Die beiden 
Kreuze fallen in die Niveaus des ersten Paares der Hauptserie. Um 
den Abstand der beiden Kreuze sind die Komponenten der Linien- 
paare voneinander getrennt. Die Schwingungsdifferenz ist für alle 











Fig. 2. 


18) Bei den Alkalien mit höherer Atomnummer sind auch die Terme md 
als doppelt erkannt, wovon weiter unten die Rede sein wird. 

19) Kayser und Runge haben die d- und s-Serie die erste und zweite 
Nebenserie genannt. Rydberg wandte die Bezeichnungen diffus und scharf an, 
die sich in den Buchstaben d und s erhalten haben. Zu damaliger Zeit waren 
die weiteren Serien noch unbekannt, für die neuerdings die Buchstaben f, 9, .- - 
benutzt werden (vorher b, x, %..). 
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Paare die gleiche und gleich der Schwingungsdifferenz des ersten 
Paares der Hauptserie. Die Ausgangsterme dieses Paares der Haupt- 
serie bilden die Endterme der s-Serie von Paaren, und zwar entspricht 
in der Figur die höhere Linie dem höheren Kreuz, d. h. dem höheren 
Nullpunkt, also der kleineren Schwingungszahl bei jedem Paar der 
s-Serie. Dies spiegelt sich in einer schon von Rydberg bemerkten 
Erscheinung in dem Intensitätsverhältnis der beiden Linien der Paare 
wider. Während nämlich in der Hauptserie die Linie der größeren 
Schwingungszahl 15 — 2p, die intensivere ist, hat in der s-Serie von 
Paaren die kleinere Schwingungszahl 2p, — ms die größere Intensität. 
D. h. die größere Intensität hängt an dem Term mp, im Gegensatz 
zu mp,. Noch schlagender tritt etwas Ähnliches bei der magnetischen 
Aufspaltung der Linien hervor. Im magnetischen Felde wird die 
Linie größerer Schwingungszahl bei der Hauptserie genau so zerlegt 
wie die Linie kleinerer Schwingungszahl in der s-Serie und umgekehrt. 

Rechts von diesen beiden Serien von Paaren ist die d-Serie und 
rechts davon die f-Serie und zwei Linien der g- und eine der h-Serie 
eingetragen. Die d-Serie hat dieselben zwei konstanten Terme wie 
die s-Serie. 

Im Spektrum des Caesiums wird bei der d-Serie neben der Linie 
kleinerer Schwingungszahl bei den intensiveren Paaren noch eine Linie 
beobachtet. Die Reihe dieser Linien bildet eine Serie mit dem festen 
Term 29, und einem Laufterm, den wir von dem Laufterm md der 
andern beiden Linien dadurch unterscheiden wollen, daß wir ihn mit 
md,, den der andern beiden mit md, bezeichnen. Wir haben es also 
streng genommen in der Serie mit je drei Linien zu tun 


v—=2p — md, v—=2p— md,, v = 2» — md, 


statt mit einem Linienpaar. Aber der Unterschied zwischen md, und 
md, ist klein und wird für größere Werte von m unmerklich. Der 
Maßstab der Figur ist zu klein, um den Unterschied erkennen zu lassen. 

Die Linie 29, — md, ist stärker als die Linie 29, — md,, die 
von 29, — md, den allen Paaren gemeinsamen Abstand 2p, — 2p, hat. 
Bei Rubidium ist auch bei dem ersten der Paare der d-Serie neben 
der Linie kleinerer Schwingungszahl 2p, — md, eine etwas stärkere 
Linie 2p, — md, beobachtet. Es ist wohl anzunehmen, daß die 
Dinge sich in den Spektren von K, Na, Li ähnlich verhalten, nur 
daß hier der Unterschied zwischen md, und md, so klein ist, daß er 
nicht beobachtet werden konnte. Die f-Serie hat den Endterm 3d 
des ersten Laufterms der d-Serie, und beim Caesium erhalten wir dem- 
entsprechend zwei Endterme 3d, und 3d,. Die Schwingungszahlen 
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sind somit 

v—=3d,—mf und v=3d,— mf 
und bilden also eine Serie von Linienpaaren mit dem Abstand 
3d, — 3d,. 

Die Fig. 2 läßt sich in eine gewisse Analogie zu der Fig. 1 setzen, 
wenn wir uns denken, daß in Fig. 2 die Doppellinien in eine zu- 
sammenrücken und in jedem der verschiedenen vertikalen Streifen 
jeder Term mit entsprechenden Termen der andern Streifen den 
gleichen Wert erhält, d. h. daß die betreffende Linie in dieselbe 
Horizontale rückt. Die Terme der s-Serie reichen am tiefsten, und in 
der Reihenfolge s-p—d—f—g—h reichen sie weniger und weniger tief. 


Beim Caesium sind auch bei den Paaren der f-Serie Begleiter ?°) 
beobachtet, so daß auch hier zwei Termfolgen mf, und mf, wie in 
der p- und d-Serie zu unterscheiden sind, und man wird zu der Ver- 
mutung geführt, daß alle Termfolgen außer den Termen ms bei allen 
Alkalien doppelt sind. 


Die Terme ms, mp, md, mf, mg, mh nähern sich in dieser 
Reihenfolge für denselben Wert von m dem Werte = der Wasser- 


stoffterme. 
Die Messungen ergeben z. B. für Caesium: 


65 = 22767, 69, = 2656, 6d,— 3584, 6f—= 3077, 69 —= 3059, 


R 


6% — 3049. 5 — 3046,6. 


Nach Bohr ist dies so aufzufassen, daß die den letzten dieser Terme 
entsprechenden Bahnen in ihrem ganzen Verlauf von der Hülle der 
übrigen das Atom umgebenden Elektronen erheblich entfernt bleiben 
und daß dadurch Atom und Hülle zusammen auf das entfernte Elek- 
tron nahezu ebenso wirken wie ein von seinem Elektron befreites 
Wasserstoffatom. 

Bei dem Vergleich dieser Terme für die Laufzahl m = 6 ist diese 
so gerechnet, daß die s-Serie mit m = 1, die p-Serie mit m = 2 usw. 
anfängt. Eine tiefere physikalische Einsicht gewinnt man, wenn man 
mit Bohr die Hauptquantenzahl (s. o. p. 793) als Laufzahl einführt 
und die Terme mit gleicher Hauptquantenzahl z. B. » = 6 vergleicht. 
Bohr schließt aus dem Aufbau der Atome, daß beim Üaesium die 
s-Serie und die p-Serie mit n—= 6, die folgenden mit n=3,4,... 





20) Vgl. die interferometrischen Messungen von K. W. Meißner, Ann. d. 
Phys. 65 (1920), p. 378. 
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anfangen. Die Terme für » = 6 lauten dann 
65 = 31407, 6p,—= 19674, 6d,— 3584, 6f = 3077, 
69 = 3059, 6h = 3049. 


Von der d-Serie an haben wir dieselben Terme wie oben, während 
die Termwerte für die s- und p-Serie weit größer sind. Von der 
d-Serie an verläuft die Bahn des äußersten Elektrons ganz außerhalb 
des übrigen Gebildes und wird dadurch mit der entsprechenden Elek- 
tronenbahn um ein Wasserstoffatom vergleichbar, während sie bei der 
s- und p-Serie in das Innere des übrigen Gebildes eintaucht.?®) 

Wie Sommerfeld gefunden hat, haben die den verschiedenen Term- 
reihen entsprechenden Bahnen in bezug auf den Kern verschiedene 


Drehimpulse, die durch ganze Vielfache von u bestimmt werden. 


Diese ganze Zahl, die „azimutale Quantenzahl“, wie Sommerfeld, die 
„Nebenquantenzahl“, wie Bohr sie nennt, charakterisiert somit die 
Termreihe. Die s-Terme entsprechen der Quantenzahl 1, die p-Terme 2, 
die d-Terme 3, die f-Terme 4, die g-Terme 5. Statt der Bezeich- 
nungen s, ?, d, f, 9, h ergibt sich somit die einfachere und physi- 
kalisch bedeutungsvollere, daß man eine Termreihe durch die azimu- 
tale Quantenzahl bezeichnet und die Terme eines Paares durch ihre 
Laufzahl, an die man als Index die azimutale Quantenzahl k = 1,2,... 
anhängt, sei es daß man wie hier die Laufzahl m oder die von Bohr 
eingeführte Hauptquantenzahl %» anwendet. Ein zweiter Index unter- 
scheidet dann die beiden Terme des Paares. 

Die Konfigurationen, denen die Terme ms, mp, ... entsprechen, 
treten nun außer in diesen Serien von Linienpaaren auch noch in 
andrer Weise in Kombinationen von Anfangs- und Endkonfigurationen 
zusammen. Ritz hat zuerst auf diese von ihm „Kombinationslinien“ 
genannten Spektrallinien aufmerksam gemacht, deren Schwingungszahl 
gleich der Differenz der beiden Terme ist. Aber erst durch die Theorie 
von Bohr wurde ein Prinzip erkannt, das Bohrsche „Korrespondenz- 
prinzip“, nach dem unter normalen Verhältnissen nur gewisse Kom- 
binationen vorkommen können, andere nicht. Die azimutale Quanten- 
zahl % erlaubt uns die Regel auszusprechen, die für alle unter nor- 
malen Verhältnissen entstehenden Spektrallinien gilt. Sie gehören nur 
zu solchen Termdifferenzen, deren azimutale Quantenzahlen um eine 
Einheit von einander verschieden sind. Bei den Spektrallinien der 
Hauptserie z. B. ist der Übergang von k=2 u k= 1, bei der 
s-Serie vonk=1 zu k=2. Bei der d-Serie vnk=3zuk=2, 


21) N. Bohr, Linienspektren und Atombau, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228. 
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der f-Serie vonk—=4zuk=5 usw. Es ist anzunehmen, daß alle 
Kombinationen, bei denen k sich um eine Einheit vergrößert oder ver- 
kleinert, auch wirklich vorkommen und jedenfalls für die kleineren 
Laufzahlen mit erheblicher Intensität vertreten sind, nur liegen die 
Terme vielfach so nahe bei einander, daß die entsprechenden Linien 
ins Ultrarote fallen, wo sie nicht leicht zu beobachten sind. 
| In kräftigen elektrischen Feldern??) kommen auch solche Kombi- 
nationen vor, bei denen sich k nicht oder um mehr als eine Einheit 
ändert. So sind z. B. im Spektrum des Lithiums und des Natriums 
unter anderen die Kombinationen von 2p als Endterm mit den wei- 
teren p-Termen als Anfangsterm beobachtet worden”®), deren Reihe 
man natürlich auch eine Serie nennen kann, wie jede Reihe von 
Kombinationslinien, bei denen der eine Term sich nur durch ver- 
schiedene Werte der Laufzahl unterscheidet. Beim Lithium und 
Natrium werden ferner einige der Kombinationen 2» — mf beobachtet. 
Die Kombinationslinien machen es manchmal möglich, die Werte 
der Terme zu verbessern, die aus den Serien vielleicht nicht so genau 
hervorgehen. Denn wenn man die Schwingungszahl einer Kombina- 
tionslinie und den einen ihrer beiden Terme genau kennt, so kann 
man den andern genau berechnen. So findet z. B. Datta?*) im Spektrum 
des Kaliums die Kombinationslinie 1s — 3d doppelt v» = 21535 - 62 
und v—= 21538-.36. Da nun der s-Term gleich 35005 - 88 genau 
bekannt ist und nach allen Analogien einfach sein muß, so schließt 
er daraus auf zwei Werte von dd 


3d,— 13470.26 und 3d,= 13467 - 52 


und danach darauf, daß die Serienlinien 2p, — md doppelt sein 
müssen wie beim Rubidium und Caesium. 

Überblieckt man die fünf Serienspektren der Alkalien, so zeigt 
sich sehr deutlich die Ähnlichkeit ihrer Bildung. Von Element zu 
Element ändert sich mit wachsender Atomzahl das Spektrum in regel- 


22) In komplizierteren Spektren (schon bei den Erdalkalien vgl. Nr. 8 und 
dann besonders bei Cr, Mn, Fe usw.) treten Kombinationen mit Ak=0 und 
Ak=2 auch ohne die Mitwirkung elektrischer Felder auf. In diesen Fällen 
hat man auf das Vorhandensein zweier verschiedener Formen des Atomrumpfes 
zu schließen, welche den beiden kombinierenden Termen entsprechen („hetero- 
morphe Terme“). Nur bei den Alkalien, wo der Atomrumpf die einfache und 
eindeutige Form der Edelgasschale hat, sind heteromorphe Terme und feldfreie 
Kombinationen Ak= 0, Ak=2 ausgeschlossen. 

23) Lenard, Ann. d. Phys. 11 (1903), p. 647. 

24) Datia, Proc. Roy. Soc. A. 99 (1921), p. 69; vgl. auch ©. Runge, Bemer- 
kung über die Spektra der Alkalien, Die Naturwissenschaften, Jahrg. XI, p. 433. 
Dazu die Bemerkung von F\. Paschen, p. 434. 
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mäßiger Weise. In Fig. 3 sind die Spektren in der gleichen Art wie 
in Fig. 2 die Serien des Caesiums gezeichnet. Nur sind die Linien 
weggelassen und allein das Kreuz jeder Serie so- 
wie das gemeinsame Ende eingezeichnet, und zwar 
für jedes Element in je einer Kolonne. Mit an- 
dern Worten es sind die tiefsten s-, 9-, d-, f-Terme 4/ As 
von der gestrichelten Linie nach unten gemessen 
eingetragen. Auf der linken Seite sind die Terme 


K_L_WeK,Rb 65 


ga 
= hinzugefügt, nur daß für m = 1 der betref- eH 
fende Punkt a unterhalb der Zeichnung liegt. Für 


m = 2,3,4... schließt er sich an die Reihen der 20% | 
tiefsten »-, d-, f-Terme an, wodurch es plausibel Y75 
erscheint, daß man die Laufzahlen dieser Terme EFF 
für p mit 2, für d mit 3, für f mit 4 bezeichnet, 
obgleich sie nicht mit den Hauptquantenzahlen in e 
Einklang sind, die Bohr aus dem Elektronenauf- 
bau der Atome gewinnt. Die Linienpaare sind in 7s 

der Zeichnung wegen der Kleinheit des Maßstabes ' 

nicht angedeutet. 

In der Trennung der beiden Komponenten eines Linienpaares 
zeigt sich ebenfalls eine gesetzmäßige Abhängigkeit von der Atom- 
zahl. Die Quadratwurzel aus der Schwingungsdifferenz 2p, — 27, der 
Paare in den s- und d-Serien und des ersten Paares der Hauptserie 
ist, wie die folgende Tabelle zeigt, sehr nahe linear von der Atom- 
zahl abhängig. 




















Fig. 3. 

















x = Atomzahl | 29, — 27, | V2rmı — 2P, | — 0,757 + 0,4404x | Differenz 
Li 8 0,38 cm"!| 0,57cm”? | 0,56 + 0,01 
Na 11 19.47 ,,; 414. 4,09 + 0,05 
K 19 BRTO „ar; 7,00 | 7,61 — 0,01 
Rb 37 RR 15,41 „ | 15,54 — 0,13 
Cs 55 554,0 „ 23,54 „ 23,47 + 0,07 








Wenn auch die gerechneten Werte nicht ganz innerhalb der Grenzen 
der Beobachtungsgenauigkeit bleiben, so deutet die Übereinstimmung 
doch an, daß die Schwingungsdifferenz in erster Linie von der Atom- 
zahl, d. h. von der Kernladung, abhängt. 

Der Umstand, daß die Schwingungsdifferenz bei einer Reihe von 
Linienpaaren eines Spektrums den gleichen Wert besitzt, hat in zahl- 
reichen Fällen zur Entdeckung von Serien geführt. Denn bei der 


hohen Genauigkeit, mit der Spektrallinien gemessen werden können, 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 52 


ad 
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wird die Übereinstimmung zweier Schwingungsdifferenzen innerhalb 
der engen Grenzen der Beobachtungsgenauigkeit nicht leicht ein Werk 
des Zufalls sein. 

4. Die Spektren von Kupfer, Silber und Gold. Diese Spektren 
zeigen, wie ihre Stellung im periodischen System und noch mehr die 
Bohrsche Vorstellung von dem Aufbau der Atome erwarten läßt, 
Ähnlichkeit mit den Spektren der Alkalien. Nur sind sie weniger 
vollständig beobachtet, am unvollständigsten das des Goldes, wo die 
Zugehörigkeit der beobachteten Paare zu den verschiedenen Serien 
nicht durchweg mit Sicherheit angegeben werden kann. Gut fest- 
gestellt sind die s- und d-Serien von Linienpaaren beim Kupfer und 
beim Silber. Aus dem Ende der s- und d-Serien ergeben sich dann 
die Werte 2p, und 2p, und aus dem laufenden Term der s-Serie der 
Term 1s, mit dem dann 15 — 2p, und 1s — 2», berechnet werden, 
die das tatsächlich beobachtete erste Glied der p-Serie darstellen. 

Bei den Paaren der d-Serie hat wie beim Caesium die Linie 
kleinerer Schwingungszahl einen Begleiter, so daß zwei Termreihen 
md, und md, sich ergeben 3d, und dd, liefern die Endterme der 
f-Serie, von der allerdings nur ein Glied aufgefunden ist. Gestützt 
wird der betreffende f-Term indessen durch ein Kombinationslinien- 
paar, das mit diesem Term und mit 2p, und 2», gebildet ist. Auch 
verschiedene andere Kombinationslinien stärken die Zuversicht, daß 
die Linien richtig gedeutet sind, obgleich viele Linien übrig bleiben, 
die sich nicht in Serien ordnen lassen. 

Die Schwingungsdifferenzen 2p, — 2p, der Paare wachsen auch 
hier von Element zu Element mit der Atomzahl und wie bei den 
Alkalien ist die Quadratwurzel aus der Schwingungsdifferenz nahezu 
eine lineare Funktion der Atomzahl, wie die folgende Tabelle zeigt. 

















x = Atomzahl | 29, — 2P, | V?2r, — 2Ps | — 11,915 + 0,9202 & 
Cu 29 | 248,4 15,76 14,77 
Ag 47 920,6 30,34 31,33 
Au 79 3815,6 61,77 60,78 











Als Funktion der Atomgewichte ist die Übereinstimmung noch etwas 
besser: 














|2— Atomgewicht | Yap —2p, | — 5,787 + 0,8443. 
Cu | 63,57 15,76 15,42 
Ag | 107,88 30,34 30,68 
Au | 197,2 61,77 61,43 








Immerhin liegen aber auch hier die Abweichungen außerhalb der 
Beobachtungsgenauigkeit. 
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Am überzeugendsten für die Analogie der Linien mit denen der 
Alkalien ist die Tatsache, daß sie im magnetischen Felde genau in 
derselben charakteristischen Weise aufgespalten werden, wie die ent- 
sprechenden Linien der Alkalien. 


5. Die Spektren der zweiten Kolonne des periodischen Systems. 
Auch in der zweiten Kolonne des periodischen Systems sind Serienspek- 
tren beobachtet worden und spiegeln die chemischen Verwandtschaften 
wider, wenn auch hier die Gesetzmäßigkeiten viel schwieriger auf- 
zufinden sind wegen der zahlreichen Linien, die mit den Serien bis 
jetzt nicht in Zusammenhang gebracht werden können und daher 
noch zu manchen Lücken und Unsicherheiten Anlaß geben. Wir 
haben es mit dreierlei Arten von Serien zu tun, Serien von Einzel- 
linien, Serien von Tripletts und Serien von Linienpaaren wie bei den 
Alkalien. In den drei Gruppen treten wie bei den Alkalien p-, s-, d-, 
f-Serien auf. Die Serien von Linienpaaren gehören dem ionisierten 
Atom an und werden vorzugsweise im Funkenspektrum beobachtet. 
Sie haben denselben Aufbau wie das Spektrum der Alkalien. Dies Ver- 
halten entspricht dem von A. Sommerfeld und W. Kossel aufgestellten 
„Verschiebungssatz“, wonach das Spektrum eines ionisierten Atoms 
seiner Struktur nach gleich ist dem Spektrum des nach der Atom- 
nummer vorhergehenden neutralen Atoms.?°) In den Formeln für die 
Serien dieser Linienpaare ist dann aber entsprechend der doppelten 
Kernladung die Konstante R durch 2?R zu ersetzen. 

Das Serienspektrum des neutralen Atoms dieser Gruppe möge an 
dem Beispiel des Quecksilbers an der Hand der Fig. 4 erläutert werden. 
Die Triplettserien sind ähnlich wie oben bei der Beschreibung der 
Alkalien in fünf Kolonnen dargestellt, die den s-, p-, d-, f-, g-Serien 
entsprechen. Ebenso sind die Serien von Einzellinien gezeichnet. Die 
Schwingungszahlen sind von unten nach oben zu zählen, wobei die 
Kreuze ihre Nullpunkte angeben. Die Energien der Terme sind von 
der gestrichelten Linie ausgehend nach unten zu zählen. Das Serien- 
spektrum der Einzellinien ist dem der Alkalien ähnlich gebaut, 
nur daß die F-Serie?®) nicht mehr beobachtet ist und daß die Einzel- 
linien an Stelle der Paare treten. 

Der niedrigste Term ist 1 S, der den Endterm der P-Serie und 
daher für sie den Nullpunkt der Schwingungszahlen bildet. Seiner 
tiefen Lage entsprechend hat die P-Serie sehr hohe Schwingungs- 
zahlen. Das erste Glied der P-Serie liegt bei A —= 1849 10-° cm 

25) Verhandl. d. Deutsch. Phys. Ges., Jahrg. 21 (1919), p. 240. 


26) Die Serien der Einzellinien werden gewöhnlich mit großen Buchstaben 
bezeichnet. 
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v — 54069 em-! und ist vermutlich die stärkste Linie des ganzen 
Spektrums, nur daß sie durch ihre Lage im Ultraviolett, wo schon 
| die Luft anfängt, un- 
ei Nr durchsichtig zu werden, 
nicht so stark auffällt. 
Auch bei Mg, Zn, Cd 
ae er f Min, liegt die entsprechende 
| Linie im Ultraviolett, 
während sie in den 
Spektren von Ca, Sr, 
ö Ba, Ra in den sicht- 
baren Teil fällt und 
x x | hier schon seit langer 
x Zeit als die Linie be- 
kannt ist, die bei nie- 
driger Temperatur der 
Lichtquelle am intensiv- 
sten ausgestrahlt wird. 
Die Wellenlängen sind 
Ca 4226, Sr 4607, Ba 
Ns | 5535, Ra 4826 Ä. 
Die Triplettserien- 
Systeme der zweiten Ko- 
lonne des periodischen 
| Systems haben alle die 
Fig. 4. Ä Eigentümlichkeit, daß 
die drei Endkonfigu- 
rationen der s- und d- 
E44 x! | Serie niedrigere Ener- 
gie haben als die End- 
konfiguration der p-Serie. In der Figur zeigt sich das in der Lage 
der drei Nullpunkte der Schwingungszahlen der s- und d-Serie zu 

_ dem Nullpunkt in der p-Serie. Sie liegen umgekehrt zueinander wie in 
den einfachen Serien und wie in den Dublettserien bei den Alkalien. 
Infolgedessen ist zu erwarten, daß bei den Triplettserien nicht das 
erste Glied der Hauptserie überwiegend stark ist, wie bei den Alkalien, 
sondern die ersten Glieder der s- und d-Serie. In der Tat sind diese 
auffallend stark. Es läßt sich aber über ihre Stärke im Verhältnis 
zum ersten Glied der Hauptserie nichts Sicheres aussagen, weil dieses 
im Ultrarot liegt und daher seine Intensität mit den sichtbaren Linien 
nicht verglichen ist. 
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Ebenso wie in der ersten Kolonne des periodischen Systems die 
Linienpaare der d-Serie noch einen Begleiter in der Nähe der Kom- 
ponente kleinerer Schwingungszahl zeigen oder vermuten lassen, wo 
er nicht beobachtet ist, so tritt etwas Analoges bei den Tripletts der 
d-Serien ein. Statt eines Terms md haben wir drei Terme md,, md,, 
md,, die nur wenig voneinander verschieden sind und deren Differenzen 
zwischen dem ersten und zweiten und zweiten und dritten im All- 
gemeinen schrittweise zunehmen, ebenso wie dies bei den mp-Termen 
der Fall ist, die wir auch für den Augenblick vom kleineren zum 
größeren Intervall mit mp,, mp;, mp, numerieren. Bei jedem Triplett 
der d-Serie haben wir also drei Endterme 2p,, 2p,, 2p, und drei 
Anfangsterme md,, md,, md,. Diese Reihenfolge ordnet die Terme 
zugleich von unten nach oben, es ist in allen diesen Spektren 
2p, > 29, > 2p, und md, >md,>md,.') Von den Übergängen md zu 
2p kommen aber nicht alle neun vor, sondern nur sechs. Von md, 
sind alle drei nach 2p,, 2P,, 2P, zu beobachten, von md, nur die 
nach ”p, und ”p, und von md, nur der nach 2p,. Wegen des 
kleinen Unterschiedes zwischen md,, md,, md, haben wir daher das 
folgende Bild. Drei Linien 


v—=2p — md, 29% — md,, 29, — md, 
mit denselben Schwingungsdifferenzen wie die Tripletts der s-Serie 
—=2p, —ms, 29%, — ms, 29 — ms. 


Von diesen drei Linien ist 2p, — md, einfach; 2p, — md, hat einen 
Begleiter 2p, — md, und 2p, — md, hat zwei Begleiter 29, — md, 
und 29; — md,. Der Begleiter 2p, — md, der mittleren Linie 
2p, — md, hat von dem ersten Begleiter 29, — md, der dritten 
Linie denselben Abstand 29, — 2p, wie die zweite und dritte Linie. 

Um die nicht eintretenden Kombinationen einfach angeben zu 
können, hat Sommerfeld??) die p-Terme mit mp,, mp,, mp, anstatt mit 
MP; , MP, mp, bezeichnet und die Indizes j=0, 1,2 bei den p-Termen, 
j=1, 2, 3 bei den d-Termen innere Quantenzahlen genannt. Man 
kann dann die auftretenden Kombinationen durch die einfache Aus- 
sage charakterisieren, daß nur diejenigen eintreten, bei denen die 
„innere Quantenzahl“ j sich nicht oder nur um eine Einheit vermehrt 


27) Die bisher übliche Bezeichnungsweise ist umgekehrt. Durch neuere 
Untersuchungen rechtfertigt sich aber die hier gewählte Bezeichnung mit der 
unten auf der Seite angegebenen Modifikation. 

28) Vgl. die drei zusammengehörenden Arbeiten: Ann. d. Phys. 63 (1920), 
p. 121; 70 (1923), p. 32; 73 (1924), p. 209. 
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oder vermindert. Zugleich erhält man damit eine einfache Regel, durch 
welche die Intensitäten ausgedrückt werden. Diejenigen Übergänge 
sind die stärksten, bei denen die innere Quantenzahl j sich in dem- 
selben Sinne verändert wie die azimutale Quantenzahl %, und die- 
jenigen Übergänge sind die schwächsten, bei denen sich j entgegen- 
gesetzt ändert wie k. Von den drei Linien 2», — md,, 2p, — ımd,, 
2p; — md, z. B. (2p, bedeutet hier also dasselbe, was oben 2», ge- 
nannt wurde), ist 29, — md, die stärkste, 2p, — md, die schwächste. 
Die Begleiter der Linien 29, — md, sind also stärker als diese Linien 
selbst, und der entferntere Begleiter von 2p, — md, ist stärker als 
der nähere, so daß bei den höheren Gliedern der Serie die Begleiter 
noch sichtbar sein können, wenn die Linien 2p, — md, und 29, — md, 
nicht mehr sichtbar sind. Dadurch kann der Anschein entstehen, als 
ob die Tripletts nicht die konstanten Schwingungsdifferenzen 2p, — 2p, 
und 2p, — 2p, zeigten. Der Index O bei den p-Termen hat noch eine 
besondere Bedeutung, von der unten die Rede sein wird. 

Die Terme 3d,, 3d,, 3d, sind nun wieder die Endterme der 
f-Serie, deren Schwingungszahlen die Formen haben 


2d,— mf, 2d,—mf, 2d, — mf. 


Beim Quecksilber sind indessen von dieser Serie nur zwei Glieder 
und auch diese nur unvollkommen gemessen, ähnlich bei Mg, Zn, Cd. 
Beim Ca, Sr, Ba hingegen ist sie sehr gut beobachtet, und bei Ba 
sind die mf-Terme auch als dreifach erkannt. Mit der Bezeichnung 
mfs, mf;, mf, lassen sich wieder die auftretenden Kombinationen 
durch die Sommerfeldsche Regel ausdrücken, daß die innere Quanten- 
zahl 5j—=1, 2,3, 4 beim Übergang von mf zu 2d sich nicht oder 
nur um eine Einheit verändert. Das Verhältnis der Abstände mf, — mf, 
und mf, — mf, ist unregelmäßig, mf, — mf, ist kleiner als mf, — mf,, 
in einigen Fällen fast gleich, in einem Fall kleiner als 4 (mf, — mf,). 

Die Figur kann nun auch dazu dienen, die Schwingungszahlen 
der Kombinationslinien darzustellen, von denen eine große Anzahl be- 
obachtet ist. Es kommen Übergänge zwischen den Termen der Serien 
von Einzellinien für sich und denen der Triplettserien für sich vor, 
wie auch Übergänge zwischen den Einzeltermen und den Triplett- 
termen. Von den Termen 2p, zu dem niedrigsten Term der S-Serie 
kommt nur der Übergang von 2p,*°) vor, dem eine intensive Linie 
entspricht. 

Die Schwingungsdifferenzen der Tripletts der s- und d-Serien und 


29) Über die Eigenschaft dieser sog. Resonanzlinie vgl. A. Sommerfeld, 
Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., p. 527. 
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der Dubletts in den Spektren der ionisierten Atome wachsen mit 
wachsenden Atomzahlen ähnlich wie in der ersten Kolonne des perio- 
dischen Systems. Im Spektrum des ionisierten Atoms hat man: 
































A= Atomzahl | D—= Schwingungsdifferenz | vD | 0,7696 A 
Be: 4 6,61 2,57 3,08 
Mg: 12 91,55 9,57 9,24 
Ca : 20 222,9 14,93 15,39 
Sr : 38 800,0 28,29 29,24 
Ba : 56 1691,0 41,12 43,10 
Ra : 88 4858,4 69,70 67,72 

£ i — 

A= Atomzahl | D = Schwingungsdifferenz | VD | 1,0177 4 
Zn : 30 | 872,5 | 295 | 30,53 
Cd : 48 2484,0 49,4 | 48,85 
Hg : 80 | 9829,3 | 99,14 | 81,42 


In der Reihe Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra sind die Quadratwurzeln aus 
den Schwingungsdifferenzen den Atomzahlen bis auf wenige Prozent 
proportional. In der Reihe Zn, Cd, Hg dagegen kann es nur für Zn 
und Cd behauptet werden, die Schwingungsdifferenz von Hg ist er- 
heblich größer. 

Bei den Tripletts findet man: 


























A = Atom- D.= D, = Er 
nummer |1. Differenz pe Differenz vD 1 VD; 0,5265 A 0,3503 A 
Be: 4 2,36 0,67 1,54 0,82 2,11 1,40 
Mg: 12 40,92 19,89 6,40 4,46 6,32 4,20 
Ca:20 | 105,9 52,3 10,29 7,23 10,53 7,01 
Sr : 38 394,4 187,0 19,86 13,68 20,01 13,31 
Ba : 56 878,0 370,5 29,63 19,25 29,48 19,62 








| | | 0,6915.A | 0,475 A 














| 
Zn :30 | 38891 | ıs9,78 | 10,72 | 13,78 20,75 | 14,25 
Ca:48 | 117105 | BaLs6 | 3422 | 23,28 33,19 22,80 
Hg: 80 | 4630,6 1767,3 68,05 | 42,04 558,32 | 38,01 


Wie bei den Dubletts sind auch hier in der ersten Gruppe die 
Quadratwurzeln aus den Schwingungsdifferenzen einigermaßen pro- 
portional den Atomnummern. Bei Zn, Cd, Hg aber zeigt Hg eine 
‚wesentlich größere Differenz. 

6. Die Spektren der dritten Kolonne des periodischen Systems. 
In der dritten Kolonne des periodischen Systems sind ausführliche 
Serien von Dubletts bei Al, Ga, In, TI beobachtet worden. Wie bei 
den Alkalien und den Funkenspektren der Elemente der zweiten 
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Kolonne unterscheiden wir wieder s-, p-, d-, f-Serien, die zu einander 
in der geschilderten Beziehung stehen.) Die beiden Endterme der 
s-Serie 2p, und 2p, entsprechen einer niedrigeren Energie als der 
Endterm 1s der p-Serie anders als bei den Alkalien.?’) Die f-Serien 
sind bis jetzt nur bei Al und Tl aufgefunden worden. Die Terme 
der d-Serie sind wieder wie bei den andern Dublett-Spektren zwei- 
fach, so daß dadurch auch die f-Serie aus äquidistanten Dubletts be- 
stehen muß. Das ist bei Tl auch beobachtet, während bei Al 3a, 
und 3d, so wenig von einander verschieden sind, daß sich daraus 
wohl erklärt, warum hier bei der schwerer zu beobachtenden f-Serie, 
die im Ultrarot liegt, die Paare nieht beobachtet worden sind. Kom- 
binationslinien, deren Schwingungszahlen Differenzen dieser Serien- 
terme sind, wurden bei In in geringer, bei Al in größerer Anzahl 
und zahlreich bei Tl beobachtet. Im Spektrum des Bors wird ein 
kräftiges Linienpaar beobachtet, daß nach seinem Verhalten im magne- 
tischen Felde wahrscheinlich das erste Glied der s-Serie darstellt. 

Die Schwingungsdifferenzen der Dubletts nehmen mit wachsen- 
der Atomnummer ähnlich wie in den ersten beiden Kolonnen des 
periodischen Systems zu. 




















A = Atom- | D = Schwingungs- var D 
nummer eng x vD er ORT TRNEA 
RB. 0 15,3 em-1 8 OT 0,78 
Al : 13 112,0 10,58 10,81 0,81 
Ga: 31 826,1 234 | 08 0,88 
In : 49 2212,6 | 47,04 | 0,96 | 0,96 
TI : 81 7792,7 ERROR 1,08 








Der Quotient 6 wächst, wie man sieht, langsam mit der Atom- 


nummer A und zwar ungefähr linear. 

Beim Aluminium sind auch die Spektra des einmal und des zwei- 
mal ionisierten Atoms von Paschen®?) beobachtet worden und be- 
stätigen auf das Schönste die Vorstellung :Bohrs von dem Aufbau 
der Atome. Nach Absprengung des äußersten Elektrons wird der 
Bau des Aluminiumatoms dem des Magnesiumatoms ähnlich. Eines 








30) Auch einige wenige Glieder der g- und h-Serien sind beobachtet. 

31) Beim Tl sind die beiden Linien 2», — 1s und 2», — 15 beide mehr- 
fach und bestehn aus je drei Komponenten vgl. E. Back, Ann. d. Phys. 70 (1923), 
p. 367. Dennoch spaltet im magnetischen Felde die zweite genau wie D,, die 
erste ähnlich wie D, auf. In diesen Komponenten steckt daher noch eine weitere 
Quantenzahl. 

32) Paschen, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 142 und p. 537. 
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der beiden am lockersten gebundenen Elektronen kann jetzt die ana- 
logen Bahnen wie beim Magnesium beschreiben, nur daß jetzt die 
Gesamtladung des Kerns mit der der übrigen Elektronen zusammen 
‘doppelt so groß ist. Paschen findet demgemäß das Spektrum dem 
des neutralen Magnesiums ganz ähnlich. Es werden Serien von Tri- 
plets beobachtet. Wegen der doppelten Zentralladung sind aber die 
Terme viermal so groß. 

Wird auch ein zweites Elektron abgesprengt, so gleicht der Aufbau 
des Atoms dem des Natriums, und demgemäß zeigt das Spektrum Serien 
von Linienpaaren; aber wegen der dreifachen Zentralladung sind die 
Terme neunmal so groß. Durch die größeren Terme rücken die Spektren 
der ionisierten Atome nach der Seite der höheren Schwingungszahlen 
und es werden dadurch Kombinationen sichtbar, deren Analoga beim 
neutralen Atom nicht beobachtet sind, weil sie zuweit im Ultraroten 
liegen würden. Sie lassen daher vermuten, daß im Ultrarot auch das 
Spektrum des neutralen Atoms Serien von namhafter Intensität ent- 
hält, die den höheren azimutalen Quantenzahlen entsprechen. 


7. Die Spektren von Helium, Neon, Argon, Krypton. Helium 
zeigt ein Spektrum, das sich aus zwei Gruppen von Serien, Spektrum 
des Orthohelium und Spektrum des Parhelium genannt, zusammen- 
setzt, die beide eine große Ähnlichkeit mit einem Spektrum eines 
Alkalis haben. Beide Gruppen bestehen aus s-, p-, d- und f-Serien. 
In der ersten Gruppe geht die Ähnlichkeit darin noch weiter, daß es 
sich um Linienpaare handelt; aber das Intensitätsverhältnis ist ein 
anderes als bei den Alkalien, da die schwächere Komponente sehr viel 
schwächer ist. Auch ist die Zerlegung im magnetischen Felde eine 
andere als bei den entsprechenden Linien der Alkalien.?”) Die Helium- 
linien werden durch das magnetische Feld alle in normale Triplets 
zerlegt. Die zweite Gruppe besteht aus einfachen Linien. Auch hier 
sind S-, P-, D-, F-Serien beobachtet. Im äußersten Ultraviolett ist 
die P-Serie von Th. Lyman®*) gefunden 15 — mP, deren Endterm 
der stabilsten Konfiguration entspricht, während im Sichtbaren die 
P-Serie 25— mP schon lange vorher von Runge und Paschen®®) 
beobachtet war. 

Auch Helium gibt noch ein zweites Spektrum, das dem ionisierten 
Atom zukommt. Das ionisierte Heliumatom He* besteht aus dem Kern 
und einem den Kern umkreisenden Elektron, ist also dem Wasserstoff- 


33) W. Lohmann, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 145. 
34) Th. Lyman, Nature 110 (1922), p. 278. 
35) Runge und Paschen, Astroph. J. 3, p. 4. 
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Atom ähnlich nur daß es die doppelte Kernladung hat. Wir haben 
daher ein Spektrum zu erwarten, das dem des Wasserstoffs ähnlich ist. 


Es treten die Terme 
4R 


m? 
miteinander in Kombination. R hat einen etwas größeren Wert wie 
bei Wasserstoff, weil der gemeinsame Schwerpunkt des Kerns und 
des Elektrons hier dem Kern etwas näher liegt. (Vgl. Anmerk. 12.) 
Es ist R= 109722,1 cmr!, 
Beobachtet sind die Serien 


un m?’ We m? KTe IE m? 


Hätte R denselben Wert wie beim Wasserstoff, so müßten bei der 
ersten und dritten Serie die den graden Werten m = 2m entsprechen- 
den Linien 

R R 


” % m? 2’ 





mit den Wasserstofflinien zusammenfallen. Durch den größeren Wert 
von R haben sie eine um etwa 4 auf 10° größere Schwingungszahl. 
Die Linien der dritten Serie für ungrade Werte von m und die Linie 


4 ; R h : R 
= _ er der zweiten Serie sind schon im Jahre 1897 zuerst in 


dem Sternspektrum von n Puppis®®) durch Pickering, dann aber auch 
in einer Reihe von andern Sternspektren beobachtet worden. Die 
Serie wurde dem Wasserstoff zugeschrieben bis N. Bohr sie als 
Heliumserie erkannte®”), nachdem Fowler sie zusammen mit der Serie 


ar —_ = in Helium, das nur wenig Wasserstoff enthielt, beobachtet 
hatte.) Aus den Fowlerschen Messungen der Serie z _ ae leitete 
Bohr den seiner Theorie entsprechenden Unterschied der Werte von 
R für Helium und Wasserstoff ab und F. Paschen®”) bestätigte den 
Unterschied durch die Messung des Abstandes der Heliumlinien 
a AR 
Ey 
den Wasserstofflinien der Balmerschen Serie. 

Die Spektren der andern Edelgase gleichen dem von Helium 


nicht. Mit der höheren Atomnummer verschwindet die Einfachheit. 


vv 


für gerade Werte von m von den dicht daneben liegen- 








36) Astroph. J. 5 (1897), p. 92. 

37) Nature, 92 (1914), p. 231. 

38) Month. Not. Roy. Astr. Soc. 73 (1912), p. 62. 
39) Ann, d. Phys. 50 (1916), p. 906. 
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Das Spektrum des Neon ist von F. Paschen*°) auf 10 Reiben von 
p-Termen, 4 Reihen von s-Termen und 12 Reihen von d-Termen 
zurückgeführt, die zu dem aus mehr als 800 Linien bestehenden 
Spektrum zusammentreten. Die Formeln für die Terme haben hier 
zum Teil die von Ritz angegebene Form, in den übrigen tritt zu der 
Ritzschen Form noch eine Konstante hinzu, deren physikalischen Sinn 
W. Grotrian*‘) deutet und in Zusammenhang mit dem Röntgen- 
spektrum (L-Serie) des Neon bringt. Die Terme der letzteren Gruppe 
bestehen nach Dack und Lande*?) aus Einfach und Triplett-Termen 
die der ersten Gruppe aus Triplett- und Quintett-Termen. 

In ähnlicher Weise scheint sich das Krypton- und Argon-Spektrum 
analysieren zu lassen, in denen schon Rydberg‘?) eine große Reihe von 
konstanten Schwingungsdifferenzen erkannt hat. 


? 


8. Die Regeln der zusammengesetzten Dubletts und Tripletts. 
Um die Gesetzmäßigkeiten zu beschreiben, die in den übrigen Spektren 
gefunden sind, soll zunächst über die Liniengruppen berichtet werden, 
die sich als eine Verallgemeinerung der bisher besprochenen Dubletts 
und Tripletts herausgestellt haben. Schon bei diesen fanden wir, daß 
sogenannte Dubletts zuweilen aus drei Linien, sogenannte Triplette 
aus sechs Linien bestanden. Diese Dubletts entstehen aus der Kom- 
bination von zwei p-Termen mit zwei d-Termen, wobei aber von den 
vier Kombinationen eine ausfällt. Die Tripletts entstehen aus der 
Kombination von drei p-Termen mit drei d-Termen, wobei von den 
neun Kombinationen drei ausfallen. Der Grund, weshalb 5 d p d 
diese Liniengruppen immer noch Dubletts und Tripletts 
genannt werden, liegt darin, daß die d-Terme nur 
wenig voneinander verschieden sind. Indem man nun 
die nahe beieinander liegenden Spektrallinien als eine 
Linie auffaßt, hat man den Eindruck eines Dubletts oder Re 
Tripletts. Wir können diese beiden Liniengruppen durch BR Va 
die nebenstehenden beiden Figuren (Fig. 5) darstellen, 
in denen die p-Terme durch Punkte auf der mit p be- 
zeichneten, die d-Terme durch Punkte auf der mit d be- Fig. 5. 
zeichneten vertikalen Linie und ihre Kombinationen durch die Ver- 
bindungslinien der p-Punkte und der d-Punkte wiedergegeben sind. 
Die von p nach d aufsteigenden Linien stellen die stärksten, die ab- 




















40) F. Paschen, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 405 und 63 (1920), p. 201. 

41) W. Grotrian, Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 116. 

42) Vgl. die Monographie von Back und Lande, Zeemaneffekt und Multi- 
plettstruktur der Spektrallinien, Berlin 1924, p. 54. 

43) J. R. Rydberg, Astroph. J. 6 (1897), p. 338. 
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steigenden die schwächsten Kombinationen dar. Die obersten der von 
links nach rechts aufsteigenden Strecken sollen unter diesen wieder 
die stärksten Kombinationen darstellen. Im allgemeinen stehen die p- 
und d-Terme, in dieser Reihenfolge gezeichnet, auch in der Reihen- 
folge ihrer Niveauhöhen. 

Dieselben p-Terme geben bei der Kombination mit den s-Termen 
eigentliche Dubletts und Tripletts ohne Nebenlinien. D. h. die s-Terme 
sind einfach. Hier können bei den Dubletts nur zwei, bei den Tripletts 
nur drei Linien auftreten entsprechend der Kombination des s-Terms 
mit den zwei oder drei p-Termen. Wir wollen in der Figur (Fig. 6) 
auch diese Linien dadurch ausdrücken, daß wir den s-Term hinzu- 
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zeichnen. Um auch hier die Intensitäten nach demselben Plan wie 
zwischen p und d richtig wiederzugeben, muß der s-Term bei den 
Dubletts auf die gleiche Höhe mit dem unteren p-Term, bei den 
Tripletts auf die gleiche Höhe mit dem mittleren »-Term gesetzt 
werden. Dann entspricht wieder der von s zu p aufsteigenden Ver- 
bindungslinie die stärkste Kombination unter den Kombinationen des 
s-Terms mit den p-Termen, der absteigenden die schwächste. Soweit 
die f-Terme beobachtet sind, gilt für ihre Kombination mit den d- 
Termen dasselbe, und indem wir vermuten, daß auch für die höheren 
azimutalen Quantenzahlen dasselbe gilt, erhalten wir die folgende 
schematische Darstellung für die Dubletts und Tripletts (Fig. 7) die 
sich, soweit die Beobachtungen reichen, bestätigt hat. 

Die Zerlegung der Linien im magnetischen Felde hat einen merk- 
würdigen Zusammenhang gezeigt zwischen der Anordnung der Terme 
nach dem obigen Schema und ihrer Aufspaltung, aus der dann die 
Aufspaltung der Kombinationslinien durch Differenzenbildung berechnet 
werden kann“) Es wird dadurch möglich aus der Stellung zweier 


44) Die Anwendung des Kombinationsprinzips auf den Zeemaneffekt wurde 
zuerst ausgesprochen von T. von Lohuizen, Amsterd. Akad. (Mai 1919) und weiter 


3. Die Regeln der zusammengesetzten Dupletts und Tripletts. sıl 


Terme in dem obigen Schema die magnetische Aufspaltung der 
Spektrallinie zu berechnen, die ihrer Kombination entspricht, und um- 
gekehrt aus der Aufspaltung einer Spektrallinie auf die möglichen 
Stellungen der Terme in dem obigen Schema zu schließen, aus deren 
Kombination sie entsteht, selbst in solchen Fällen, wo eine Serien- 
einordnung noch nicht gelungen ist, vielleicht auch nicht vorhanden ist. 

Im Spektrum von Be, Mg, Ca, Sr, Ba sind Kombinationen von 
drei aus den Serien bekannten p-Termen mit drei andern Termen 
beobachtet, die durch die magnetische Zerlegung auch als p-Terme 
erkannt worden sind. In dem Schema nehmen beide Systeme der 
drei Terme dieselben Plätze ein. Um die auftretenden Kombinationen 
graphisch darzustellen zeichnen wir beide Termreihen als Punkte 
in zwei Vertikalen nebeneinander (Fig. 8). In allen den be- 
obachteten Fällen bleibt die Kombination der beiden untersten 
Terme aus, während!die beiden höchsten Terme die stärkste 
Kombination geben. Diese Liniengruppen werden in der Regel 
dadurch entdeckt, daß die gleichen Schwingungsdifferenzen meh- 
rere Male auftreten. Man übersieht das am Besten, wenn man 
den Termen p drei Reihen und den Termen »’ drei Kolonnen 
entsprechen läßt, so daß neun Felder entstehn, in denen sich 
die Reihen und Kolonnen kreuzen und die den neun Kombi- 
nationen entsprechen. Von den neun Feldern müssen dann 
drei unbesetzt bleiben. Als Beispiel möge die Gruppe der sechs starken 


Kalziumlinien in der Nähe von A — 4300 Ä hergesetzt werden. 


9 —?| 107525. (86,8) 10839,8 (47,6)  10886,9 
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Fig. 





33988,7 | 23236,2 (86,8)  23149,4 
(105,9) | (105,9) (105,9) 
34.094,6 | 23342,1 (86,8) 23255,8 .(47,6) 232077 
(52,3) | (52,3) 
34146,9 | 23 307,6 


Die Diagonalfelder von links oben nach rechts unten entsprechen den 
horizontalen Verbindungslinien der Figur, so daß das unterste dieser 
Felder leer bleiben muß ebenso wie das Feld rechts oben und links 
unten, die keiner der sechs Verbindungslinien entsprechen. Die 
Schwingungsdifferenzen 86,8 und 105,9 treten zweimal auf. Da die 
p-Terme und damit auch ihre Differenzen 105,9 und 52,3 aus den 
Triplettserien von Kalzium wohl bekannt sind, so verraten eben diese 


ausgeführt von A. Sommerfeld, Naturwissensch. 1920. Die endgültigen magne- 
tischen Termaufspaltungen im Dublett- und Triplettsystem verdankt man A. Lande, 
Ztschr. f. Phys. 5 (1921) p. 231. 
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Differenzen die Anwesenheit der p-Terme in der Liniengruppe. Die 
Übereinstimmung der beiden Differenzen 86,8 und der Umstand, daß 
die Differenz 47,6 ungefähr gleich der Hälfte jener Differenz ist, wie 
immer bei den Triplett-p-Termen, beweist, daß es sich um drei neue 
Triplett-Terme handelt, die durch ihre magnetische Zerlegung und 
durch das Leerbleiben des untersten diagonalen Feldes als p-Terme 
erkannt werden und nun aus ihren Differenzen gegen die schon be- 
kannten p-Terme berechnet werden können.“°) 

Ferner sind in den Spektren von Ca und Ba weitere neue p-Terme 
gefunden aus Liniengruppen, die durch Kombination der aus den 
Triplettserien bekannten d-Terme mit neuen p-Termen entstehn. Bei 
diesen Gruppen haben wir die Fig. 5 zugrunde zu legen, um die auf- 
tretenden Kombinationen zu überblicken, ebenso wie bei den Tripletts 
der d-Serie. Als Beispiel möge die Gruppe der sechs starken Ca- 
Linien in der Nähe von A — 5270Ä angeführt werden, wobei wir 
den drei »-Termen drei verschiedene Reihen, den drei d-Termen drei 
Kolonnen entsprechen lassen. 


| 239855 . (MT) 289652 (13,9) 28969,1 





9964,9 | 18968,6 (21,7) 189908 (13,9) 19004,2 
(4,8) (4,8) (4,8) 
9969,7 18. 985,5 19 999,4 
(1,9) (1,9) 
9971,6 18 997,5 





Die drei Diagonalfelder von links oben nach rechts unten entsprechen 
den von p nach d hinaufführenden Verbindungsstrecken, das Glied 
rechts oben der von p nach d abwärts führenden Strecke. Jene Kom- 
binationen liefern die drei stärksten Spektrallinien der Gruppe (links 
oben die stärkste), diese die schwächste. Daß die drei bekannten 
d-Terme hier in Frage kommen, erkennt man aus den Differenzen 13,9 
und 21,7. Daß es sich außerdem um neue 9-Terme handelt ergibt 
sich aus den leeren Feldern und der magnetischen Zerlegung. 

Auch ein Triplett neuer d-Terme ist auf analoge Weise in den 
Spektren von Ca, Sr, Ba entdeckt worden. Die Liniengruppe von 
sieben Linien wird durch die Kombinationen dreier aus der Triplett- 
serie bekannter Terme mit drei neuen d-Termen gebildet. Die ent- 





45) Saunders und Russell [Astrophys. J. 61 (1925)], haben die Zahl der 
bekannten pp’-Gruppen bei Ca auf 5 erhöht. Die 5'-Tripletts bilden eine 
Serie, deren Grenze von der gewöhnlichen p-Serie abweicht. Die Terme mp 
und mp‘ sind heteromorphe Terme [vgl. Anm. 22 und @. Wentzel, Phys. Ztschr. 
24 (1928), p. 104; 25 (1924), p. 182]. 
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sprechende Fig. 9 zeigt die auftretenden Kombinationen. Als Beispiel 
diene die Gruppe von sieben starken Bariumlinien zwischen A = 6343 
und 4 = 6696 A. d 


a f| 170602 (448,9) 174984 (839,6) 17838,0 
32433,0 153828 (4482) 14934,6 


a 








@s11) | (881,1) (381,1) B* 
328141 | 157689 (4482) 15315,7 (839,6) 14976,1 ER 
(181,5) (181,5) (181,5) x 
32995,6 | 154972 (839,6) 15157,6 ER 


Die Diagonalglieder, die den horizontalen Verbindungs- 
strecken entsprechen, stellen die stärksten Linien der Gruppe 
dar, die oberste die stärkste. Die Kombinationen unterscheiden 
sich von denen zwischen zwei dreifachen p-Termreihen dadurch, daß 
die Verbindungsstrecke der beiden tiefsten Terme nicht fortfällt, ab- 
gesehen davon, daß die magnetische Zerlegung die Terme als d-Terme 
kennzeichnet. 


Sommerfeld hat die Regeln, nach denen die Kombinationen auf- 
treten (vgl. Nr. 5), dadurch in eine Formel gebracht, daß er den 
drei p-Termen von unten nach oben die „inneren Quantenzahlen“ 
0,1,2, den drei d-Termen die inneren Quantenzahlen 1, 2, 3, den f- 
Termen 2, 3, 4 und so weiter zuspricht. Das Ausbleiben der Kom- 
bination der untersten p-Terme in der Liniengruppe pp’ wird so 
ausgesprochen, daß die Kombination O0 nicht zulässig ist. Er ver- 
vollständigt nach dem Vorgange von Lande die Regeln noch dadurch, 
daß er bei den Einfachtermen nach der Reihe den S-, P-, D-, F-.. 
Termen die innere Quantenzahl 0,1,2,3... zuordnet. Indem er nun 
auch bei den Kombinationen der Einfachterme mit den Triplett- 
Termen die Kombination 00 als unzulässig erklärt, gelangt die Tat- 
sache zum Ausdruck, daß der S-Term nur mit dem mittleren der drei 
p-Terme kombiniert. In unsrer Figur würden wir demgemäß die S- 
Terme auf die gleiche Horizontale setzen wie den tiefsten der p-Terme. 
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Den inneren Quantenzahlen j sind bei den Dubletts die um je eine 
Einheit unterschiedenen halbzahligen Werte beigelegt. Das erweist 
NE, sich als gegeben, wenn man die Regeln für die 





magnetische Zerlegung der Terme in einer For- 
mel zusammenfassen will und ist auch durch 
die Stellung des Schemas für die Dublett-Terme, 
%- das einen Übergang von dem der Einfach-Terme 
Rs Br zu dem der Triplett-Terme bildet, plausibel. 
5 I Die Kombinationsregel heißt dann einfach so: 
ARE k ändert sich nur um eine Einheit, 5 ändert 
sich nicht oder nur um eine Einheit, der Über- 
gang Jj=0 in j—=0 kommt nicht vor. 
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Fig. 11. 


9. Die Multipletts. Das im vorigen Abschnitt beschriebene 
Kombinationsschema hat in den höheren Kolonnen des periodischen 
Systems eine Erweiterung erfahren durch die Entdeckung noch linien- 
reicherer Gruppen von Spektrallinien, sogenannter Multipletts, die aus 
der Kombination von Termreihen entstehn, die nicht nur zwei oder 
drei sondern auch mehr als drei Glieder umfassen. Der Name Multi- 
plett rührt von M. Catalan“®) her, der die fraglichen Liniengebilde 
und ihre Struktur bei seiner Untersuchung des Mangan (s. Nr. 10) 
entdeckte. Entsprechende Liniengebilde stellte Frl. HA. Gieseler*") etwa 
gleichzeitig im Spektrum von Chrom fest. Sommerfeld“) zeigte im 
Anschluß an die Catalansche Arbeit, daß die Systematik der inneren 
Quantenzahlen gerade Gebilde der beobachteten Struktur erwarten 
lasse, und gab Kriterien an, wie diese Quantenzahlen bei den ver- 
schiedenen Termsystemen zu normieren seien. Es ist auch bei den 
Multipletts Lande*”) gelungen, die Aufspaltung im magnetischen Felde 
in eine Regel zu bringen, nach der man die Anzahl und Trennung 
der kombinierenden Terme aus ihren azimutalen und inneren Quanten- 
zahlen berechnen kann. Auch konnte Lande, gestützt auf Präzisions- 
messungen von E. Back, die Sommerfeldsche Anordnung der Multi- 
pletts, die zunächst nur für ungerade Termmultiplizitäten gilt, für 
Terme gerader Multiziplität formulieren. 

Unsere Schemata erweitern sich danach in der folgenden Weise 
(Fig. 12): Die s-Terme bleiben immer einfach, die p-Termreihen blei- 
ben von den dreifachen Termreihen an immer dreifach, die d-Term- 


46) Trans. Roy. Soc. 223 (1922), p. 127; Anal. Fis. y Chim. 21 (1923), 
p- 321. 

47) Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 147. 

48) Vgl. insbesondere die zweite der in Anm. 28) genannten Abhandlungen. 

49) Lande, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 189. 
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reihen bleiben von den fünffachen Termreihen an immer fünffach, die 
f-Terme von den siebenfachen Termreihen an immer siebenfach usw. 
Die Figuren sollen 
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ebensowohl vorkommen, %- 
daß der s-Term höher %- 
liegt als die p-Terme 
(s-Serie der Alkalien), 

wie daß er tiefer liegt (p-Serie der Alkalien). Es ist auch nicht not- 
wendig, daß in einer Termreihe die Punkte der Figur nach oben hin 
die höheren Terme (höher immer im Sinne des höheren Niveaus, des 
größeren Energieinhalts genommen) bedeuten. So stellt z. B. in der 
f-Serie des Caesium, in der d-Serie des zweifach ionisierten Alumi- 
niums und des einfach ionisierten Magnesiums der obere Punkt der 
Figur für die zweifachen Termreihen das niedrigere Niveau dar. Die 
richtige Stellung des Terms im Schema geht, wenn die vorhergehenden 
Termreihen bekannt sind, eindeutig daraus hervor, daß der dem un- 
teren Punkt entsprechende Term mit den beiden Termen der vorher- 
gehenden Termreihe die Kombinationen bildet, deren Differenz aus den 
Kombinationen der vorhergehenden Termreihe mit der vorvorhergehen- 
den Termreihe bekannt ist. 

Wir wenden auf die Multipletts, die aus der Kombination der 
Termreihen eines dieser Schemata entspringen, in Verallgemeinerung 
der Ausdrücke „Dubletts“, „Tripletts“ die Bezeichnungen „Quartetts“, 
„Quintetts“ usw. an. Eine mit „Quartett“ bezeichnete Gruppe von 
Linien z. B. besteht dann aber keineswegs aus vier Komponenten, 
sondern es soll damit nur gesagt sein, daß sie aus der Kombination 
zweier Termreihen entspringt, die dem Quadruplett-Schema angehören. 
Es kann die Gruppe also auch z. B. aus drei Linien bestehn, den 
Kombinationen der ersten und zweiten Termreihe des Quadruplett- 
Schemas. Von den drei Linien eines wahren Tripletts unterscheiden 
sie sich durch ihre Zerlegung im magnetischen Felde sowie durch ihre 
Abstände und Intensitäten voneinander. 

Von den dreifachen Termreihen an ist nämlich noch ein anderes 
Kriterium da, um die riehtige Einordnung der Terme in das Schema 
zu verbürgen. Wie Lande?) gezeigt hat, nehmen die Differenzen 


aufeinanderfolgender Terme einer Termreihe von unten nach oben zu 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 53 
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und zwar bei den ungraden Termreihen von der untersten Horizontal- 
reihe (j= 0) angefangen ungefähr wie 1:2:3... bei den graden 
Termreihen ungefähr wie 3:5:7:... Die Intensitätsregel, daß den 
von links nach rechts aufsteigenden Verbindungsstrecken (bei denen, 
wie Sommerfeld es ausdrückt, k und j sich in gleichem Sinne ändern) 
die stärksten, den absteigenden die schwächsten Kombinationen ent- 
sprechen, verbürgt ebenfalls die richtige Zuordnung. Eine Termreihe, 
die in die Figur so eingeordnet werden muß, daß die höchsten Niveaus 
unten stehn, nennen wir eine verkehrte Termreihe. 

Die graden Multipletts d. h. Dubletts, Quadrupletts usw. treten in 
den Spektren der neutralen Atome nur bei der ersten, dritten, fünften, 
siebenten Kolonne des periodischen Systems auf, die ungraden Multi- 
pletts nur bei der zweiten, vierten, sechsten, achten Kolonne. Bei 
den einmal ionisierten Atomen ist es umgekehrt, bei den zweimal 
ionisierten wieder ebenso usw. 

10. Das Spektrum des Mangans. Um die Spektren zu be- 
schreiben, in denen Multipletts gefunden worden sind, möge das Bei- 
spiel des Mangans ausführlicher besprochen werden. Hier hatten 
Kayser und Runge die s- und d-Serien entdeckt, die sie für Triplett- 
Serien hielten. Durch die von Back°®) ausgeführte Zerlegung im 
magnetischen Felde haben sie sich als Oktetts erwiesen. Bei den 
Oktetts bestehen die s-, p-, d-Termreihen wie bei den Quintetts, 
Sextetts und Septetts aus 1, 3, 5 Gliedern. Die s-Serie wird daher 
aus einer Folge von Gruppen je dreier Spektrallinien gebildet, die 
sich von eigentlichen Tripletts nur durch ihre etwas anderen 
Schwingungsdifferenzen und andere magnetische Zerlegung unter- 
scheiden. Die Abstände der drei p-Terme sind von unten nach oben 
gleich 129,2 und 173,7 cm!, verhalten sich also etwa wie 3:4 
(zwischen 5:7 und 7:9). 7:9 würde nach Lande Oktetts ent- 
sprechen. Die d-Serie besteht aus den Kombinationen der drei 
p-Terme mit den fünf d-Termen z. B. 


er 13224,9 (2,4) 13227,3 (1,8) 13229,1 (1,3) 13230,4 (0,9) 13231,8 
41232,1 | 28007,2 (2,4) 28004,8 (1,8) 28003,0 





(173,7) (173,7) (173,7) 

41405,8 28178,5 (1,8) 28176,7 (1,3) 28175,4 

(129,2) (129,2) (129,2) 

41585,0 | 28305,9 (1,3) 28304,6 (0,9) 28303,7 


Da die d-Terme viel enger liegen als die p-Terme, so gewährt die 
‚Liniengruppe den Anblick eines Tripletts, bei dem jede der drei Linien 


50) Back, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 206. 
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in drei zueinander benachbarte aufgespalten ist. Die drei Schwingungs- 
zahlen von links oben nach links unten entsprechen in der Fig. 12 den 
von links nach rechts aufwärts steigenden Verbindungsstrecken und 
damit den drei stärksten Linien der Gruppe (die stärkste ist die 
oberste). Die drei von rechts oben nach rechts unten entsprechen 
den in der Figur von links nach rechts absteigenden Verbindungs- 
strecken. Die Schwingungsdifferenzen der d-Terme verhalten sich von 
unten nach oben etwa wie 3,5:5,1:7:9,3. Das würde nach Lande 
eher der d-Termreihe der Sextette entsprechen. Aber diese Regel ist 
vielfach nur mit geringer Genauigkeit erfüllt. Bei den p-Termen des 
Quecksilbers z. B., die sicher, wie die magnetische Zerlegung beweist, 
einer Triplettstruktur angehören sind die Schwingungsdifferenzen 
1767,3 und 4630,6 verhalten sich also wie 1:2,61 d. h. eher wie 
1:3 denn wie 1:2. 

Catalan hat außer den s- und den d-Serien dieser Oktette auch 
die p-Serie und zwei Glieder der f-Serie gefunden, bei denen jedoch 
nur je eine Linie beobachtet ist. 

Außer diesen Serien von Oktetten sind von Catalan im Spektrum 
des neutralen Manganatoms zwei Systeme von s-, p- und d-Serien 
aufgefunden, deren Multipletts Back durch magnetische Zerlegung als 
Sextette erkannt hat. Die d-Serien sind allerdings nicht in ihrer 
vollen Aufspaltung beobachtet worden, die sie der Analogie nach 
haben müßten. Die fünf d-Terme fließen jedes Mal zu einem Term 
zusammen, so daß die Kombination mit den drei p-Termen statt der 
neun nur drei Linien erkennen läßt. Bei den geringen Differenzen 
von wenigen Hundertstel Ä dürfte es schwer sein, die Aufspaltung 
wahrzunehmen. 

Der s-Term dieser Sextette kombiniert mit den »-Termen der 
Oktette ähnlich wie in der zweiten Kolonne des periodischen Systems 
der einfache S-Term mit dem mittleren p-Term der Tripletts kom- 
biniert. Der $-Term steht mit dem tiefsten p-Term der Tripletts auf 
einer Horizontalen j—= 0 und kombiniert, wie oben bemerkt, mit die- 
sem nicht, weil die Kombination 00 der inneren Quantenzahlen nicht 
zugelassen ist. Der s-Term der Sextette dagegen, der mit dem unter- 
sten p-Term der Oktette auf derselben Horizontalen steht, kombiniert 
auch mit diesem, nur ist nach der allgemeinen Regel die Kombination 
mit dem mittleren p-Term stärker. Die Kombination mit dem höch- 
sten p-Term muß indessen ausbleiben, weil dazu die innere Quanten- 
zahl sich um zwei Einheiten ändern müßte. 

Nach Catalan ist der Zustand des neutralen Atoms, der dem s- 
Term der Sextette entspricht, der unangeregte, weil der s-Term von 

53* 
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allen beobachteten der tiefste ist und die beiden Kombinationen dieses 
Terms mit den beiden p-Termen des Oktetts, deren Niveaus die nächst- 
höheren sind, schon bei niedrigen Temperaturen erscheinen, bei denen 
die andern Linien nicht oder nur schwach zu sehen sind. 

Zu den Serien von Multipletts hat Catalan noch eine Reihe von 
nicht zu Serien vereinigten Multipletts entdeckt, die nach den Sommer- 
feldschen Regeln der Termkombinationen und Intensitäten und den 
Landeschen Regeln der Abstände und der magnetischen Zerlegung 
als Kombinationen von p-, d- und f-Termreihen von Sextetts auf- 
zufassen sind. Besonderes Interesse verdient das Multiplett bei 
3776— 3844 Ä, das nach diesen Regeln eine Sextett Kombination df 
ist und aus vierzehn Linien besteht. Back zeigte dies durch die 
magnetische Zerlegung und erkannte, daß eine fünfzehnte von Catalan 
zum Multiplett hinzugerechnete Linie keine Manganlinie war. 

Wenn man eine der beiden Termreihen kennt, die in die Kom- 
binationen eingeht, so kann man. die andere berechnen. Wenn man 
aber keine der beiden Termreihen kennt, so bleibt es willkürlich, 
welchen Wert wir einem Term einer der beiden Reihen geben wollen, 
und es bleibt außerdem willkürlich, ob wir in dieser Termreihe die 
Werte nach oben ab- oder zunehmen lassen wollen d. h., ob die Term- 
reihe normal oder „verkehrt“ angenommen wird. Die andere Term- 
reihe ist dann aber bestimmt. Die zu beobachtenden Schwingungs- 
zahlen der Linien, aus denen das Multiplett besteht, lehren uns also 
wohl, ob die beiden Termreihen gleichen Charakter (beide normal 
oder beide verkehrt) oder ob sie entgegengesetzten Charakter haben 
(eine normal die andere verkehrt). Über den Charakter selbst aber 
sagen die Schwingungszahlen des Multipletts allein nichts aus. Dieser 
läßt sich erst angeben, wenn man weiß, welche Termreihe den Minu- 
endus und welche den Subtrahendus in den Kombinationen bildet. 

Es finden sich im Ganzen beim Mangan ungefähr ebenso viele 
verkehrte Termreihen wie normale. 

Back gibt noch ein Multiplett von acht Linien an, das er als 

d ad’ Kombination der p- und d-Termreihe eines Quartettsystems 
erkannt hat. Es sind demnach im Spektrum des neutralen 
Manganatoms Quartetts, Sextetts und Oktetts nachgewiesen, 
also nur Multipletts von grader Vielfachheit. 

Unter den Multipletts kommen auch Sextette vor, die aus 
der Kombination von zwei d-Termreihen von je fünf Termen 
entspringen nach dem Schema Fig. 13. 

Im Spektrum des einmal ionisierten Manganatoms hat Ca- 
Fig.ıs. talan drei Gruppen von drei und zwei Multipletts von je neun 


EX 
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Linien gefunden, von denen das eine von Back im magnetischen Felde 
untersucht und als Kombination pd eines Quintettsystems erkannt 
worden ist. In der einen Gruppe von drei Linien kommt dieselbe 
p-Termreihe vor, so daß sie demnach auch einem Quintettsystem als 
Kombination sp angehört. Das andere Multiplett hat mit einem der 
andern Tripletts nach den Schwingungsdifferenzen die dreigliedrige 
Termreihe gemein und, da es nach den Schwingungsdifferenzen zu 
urteilen auch wohl einem Quintettsystem angehört, so wird dasselbe 
auch von dem Triplett gelten. Beim einmal ionisierten Mangan ist 
demnach die Vielfachheit der Multipletts ungrade. 


il. Der gegenwärtige Stand der Untersuchungen. Die folgende 
Tabelle enthält den gegenwärtigen Stand der Untersuchungen.>!) 
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Zu Serien zusammengefaßt sind die Multipletts außer beim Mangan 
auch bei Sauerstoff, Schwefel, Selen, Chrom, Blei und Ansätze zu Serien 
finden sich auch beim Eisen. Bei Sauerstoff, Schwefel und Selen ge- 
hören die von Paschen und Runge beobachteten Triplettserien nach 
der Zerlegung im magnetischen Felde Quintettsystemen an, und die im 
Sauerstoffspektrum von ihnen angegebenen Serien von Dubletts sind 
wahrscheinlich Tripletts, deren völlige Aufspaltung ihnen wegen der 
Enge der Linien nicht gelungen ist. Das geht aus der von Hopfield°?) 
beim Sauerstoff entdeckten tiefsten Termreihe der zugehörigen p-Terme 
hervor, die als sicher dreifach bestimmt werden konnte. 


51) Wegen der Funkenspektren vgl. besonders Meggers, Kieß und Woaliers, 
J. Opt. Soc. America 9 (1924), p, 355. 
52) Hopfield, Astroph. J. 59 (1924), p. 114. 
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Sehr erweitert wird das vorstehende Schema durch die Methode 
von Millikan und Bowen im äußersten Ultraviolett, durch die bei 
stärkster Funkenanregung hochionisierte Atome z. B. vom Spektral- 
typus der Alkalien („stripped atoms“) erhalten werden. 

Die im Heliumspektrum beim Orthohelium beobachteten Serien 
von Linienpaaren scheinen dem Gesetz zu widersprechen, daß das 
Spektrum des neutralen oder des ionisierten Atoms nur grade oder 
nur ungrade Vielfachheiten aufweist. Im magnetischen Felde zeigen 
die Hauptlinien jedoch normale Aufspaltung°®), und daher sind sie 
und die begleitenden schwächeren Linien wohl nicht als eigentliche 
Linienpaare aufzufassen. Auch das Intensitätsverhältnis zeigt einen 
viel stärkeren Abfall der schwächeren Komponente als bei den eigent- 
lichen Linienpaaren. 

Lande und Back haben neuerdings gefunden, daß bei Neon noch 
anders geartete Multipletts „höherer Stufe“ vorkommen, deren Struktur 
und deren Zerlegung im magnetischen Felde andern Regeln folgen.’*) 

Es ist zu erwarten, daß es in der nächsten Zeit gelingen wird 
die Spektren der Elemente in großem Umfange zu ordnen. Durch 
die Untersuchung bei verschiedenen Temperaturen in Absorption und 
Emission, durch die Anregung durch Elektronenstoß, durch die 
magnetische Zerlegung und die Kenntnis ihrer Regeln, durch die 
Bohrsche Atomtheorie und den Zusammenhang mit den Röntgen- 
spektren sind die Mittel und Wege derartig vervielfacht, daß ein 
weiteres Vordringen zu erwarten steht. 


: 53) Lohmann, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 145. 
54) Back und Lande, Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der Spektral- 
linien, Berlin 1924. 


(Abgeschlossen im März 1925.) 
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1. Bezeichnungen. Die Bandenspektren haben ihren Namen da- 
von, daß sie bei geringer Auflösung im Spektrographen den Eindruck 
eines farbigen Bandes (la bande) hervorrufen. Diese Bänder beginnen 
meistens mit relativ großer Intensität an einer scharf definierten 
Stelle („Kante“), von wo aus sie mit abnehmender Intensität nach 
Rot oder Violett verlaufen. Man sagt dann, die Bande sei nach Rot 
oder Violett „abschattiert“. Bei größerer Dispersion lassen sich die 
Bänder häufig in „Linien“ auflösen, bei denen oft ohne Schwierigkeit 
eine gesetzmäßige Anordnung erkennbar ist. Eine solche nach einem 
Parameter geordnete Schar von Linien wird als Linienserie oder 
besser als „Zweig“ einer Bande bezeichnet, das ganze bisher be- 
schriebene Gebilde heißt „Teilbande“. Je nach der Zahl und Anord- 
nung der Zweige in einer Teilbande können ihre Kanten einfach oder 
mehrfach sein. Häufig liegen mehrere analog gebaute Teilbanden 
beieinander und bilden eine „Bandengruppe“. In diesem Falle ist der 
Wechsel der Lichtintensität ähnlich der Aufeinanderfolge von Licht 
und Schatten bei einer kannelierten Säule, das Spektrum heißt kanne- 
liert. Mehrere gleichartige Gruppen, auch wenn diese nur aus einer 
Teilbande bestehen, bilden ein „Bandensystem“. Sind die einzelnen 
Gruppen von einander getrennt, so pflegt man ein solches System 
als Kantenspektrum zu bezeichnen. Überlagern sich jedoch die 
Gruppen, so wird der regelmäßige Eindruck gestört, das Gebilde heißt 
Pseudokantenspektrum. 


2. Historisches. Die ersten Untersuchungen über Gesetzmäßig- 
keiten in Banden gehen zurück auf Thalen'), Lecog de Boisbaudran?) 
und Stoney?). An Beobachtungen von Piazzi Smyth stellte Herschel*) 
fest, daß die Schwingungszahlen der Linien eines Zweiges der Kohlen- 
oxydbanden eine arithmetische Reihe bilden und daß die Kanten in 
einem Bandensystem des Stickstoffs Tripletts bilden, die in allen Teil- 
banden ungefähr gleiche Aufspaltung zeigen. Im gleichen Jahre, wo 
J. Balmer den Grund zur Seriendarstellung der Linienspektren legte, 


1) R. Thalen, Jodgasens Absorptionsspektrum, Kgl. Sv. Vetensk. Akad. 
Handl. 8 (1869), Nr. 3. 

2) Lecoqg de Boisbaudran, Paris C. R. 69 (1869), p. 694. 

3) @. J. Stoney, Phil. Mag. (4) 41 (1871), p. 291; Rep. Brit. Ass. 1870, Not. 
and. Abstr. p. 41. — On the advantage of referring the position of lines in the 
spectrum to a scale of wave-numbers. Rep. Brit. Ass. 1871, Not. and Abstr. 
p. 42; @. J. Stoney and J. E. Reynolds, Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 41. 

4) Anhang zu: C. P. Smyth, Edinb. Trans. 30, I (1882), p. 93 und C. P. 
Smyth, Edinb. Trans. 32, III (1887), p 415. 
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begann dann H. Deslandres in einer Reihe von Arbeiten?) die Gesetze 
der Bandenspektren zu entwickeln. Wir geben diese hier so wieder, 
wie sie Deslandres im Jahre 1891 zusammenfassend formulierte‘): 

1. „Jede Teilbande wird von einer oder mehreren identischen 
Serien gebildet, derart, daß man die Schwingungszahlen der einen 
Serie erhält, wenn man zu den Schwingungszahlen einer andern Serie 
eine Konstante hinzufügt. 

2. Innerhalb ein und derselben Serie (Zweig) bilden die Diffe- 
renzen aufeinanderfolgender Linien eine arithmetische Reihe und die 
Gesamtheit der Linien kann durch die einfache Formel dargestellt 
werden: 


(1) v=A+ Cm’, 
wo m eine ganze Zahl ist, die sich um je 1,2,3,... ändert, A und 
C Konstanten sind.”) 

3. Die ersten, zweiten, dritten... Kanten der Gruppen eines 


Systems sind miteinander, so wie die Linien einer Teilbande, durch 
die einfache Beziehung verknüpft 


(2) v=D-+E:n, 


wo n eine ganze Zahl, D und E zwei Konstanten sind.“ 

Das erste Gesetz wird noch ergänzt durch die Bemerkung, daß 
alle Teilbanden eines Bandensystems sich ähnlich sind, insbesondere 
aus der gleichen Zahl von Zweigen bestehen, die sich in gleicher 
Weise anordnen. Deslandres faßt seine Gesetze zusammen in die eine 
Formel: 


(3) v= D(n’?) + n?: E+ m?- C(n?, n’?). 


Über das Vorausgehende hinaus ist hier noch ein weiterer Parameter 
n’ eingeführt, der die im 3!" Gesetz zusammengefaßten Kantenreihen 


5) H. Deslandres, Paris C. R. 100 (1885), p. 854; Paris C. R. 103 (1886), 
p-. 375; Paris 0. R. 104 (1887), p. 972; Paris C. R. 106 (1888), p. 842; Paris 
C. R. 110 (1890), p. 748. 

6) H. Deslandres, J. de phys. (2) X (1891), p. 276. In der Übersetzung sind 
vom Verfasser die Bezeichnungen im Sinne von 1 abgeändert. 

7) Die Festlegung des Variationsbereiches von m hat zur Folge, daß 


m—=-qa m+r= a(m + = = q(m’+ ö), wo q eine kleine ganze Zahl ist 
und nun m’ alle ganzen Zahlen durchläuft. Das Deslandressche Gesetz (1) kann 
dann umgeformt werden, 

v= 4A-+ Og’(m’+ 8)?—= A’+ 2 B’m’ + Om’. 
Hier ist zu beachten, daß durch die Wellenzahlen » der Absolutwert des Para- 


meters m’ nicht festgelegt wird, jedes m” = m’ + a liefert einen Ausdruck der 
gleichen Form. 


824 V2T7T. A. Kratzer. Die Gesetzmäßigkeiten in den Bandenspektren. 


ordnet und die Konstante (/ der Zweige ist als abhängig von den 
die Teilbande festlegenden Parametern n und m’ kenntlich gemacht. 
Nach einer späteren Mitteilung?) will Deslandres seine Gesetze nur 
als näherungsweise gültig betrachtet wissen, insbesondere bezeichnet 
er das zweite Gesetz als „Differentialgesetz“. Damit will er sagen, 
daß es nur in einem beschränkten Bereich innerhalb eines Zweiges 
möglich ist, die betrachteten Wellenzahlen mittels Gl. (1) innerhalb 
der Meßgenauigkeit darzustellen. In einem anderen Bereich gilt zwar 
die gleiche Formel, doch sind die Konstanten etwas abzuändern. 
Dieser Sachverhalt ist nach seiner Angabe’) von ihm und seinen 
Schülern in mehr als 200 Fällen bestätigt gefunden worden. Das 
dritte Gesetz erwies sich mit solcher Genauigkeit richtig, daß es zur 
Ordnung komplizierter Spektren benützt werden konnte.!P) 

Die Folgezeit befaßte sich nun zunächst damit, die Richtigkeit 
der Deslandresschen Gesetze nachzuprüfen und sie nötigenfalls zu 
verbessern. Wichtig ist eine Arbeit von Kayser und Runge'!), wo 
nachgewiesen wird, daß das 2'° Deslandressche Gesetz für lange Ban- 
den nur als Näherungsgesetz zu betrachten ist. Über die eben be- 
sprochene Einschränkung Deslandres’ hinausgehend, zeigen sie, daß 
die Frequenzen in der Cyanbande (A— 3883 Ä) durch eine der 
fol genden Interpolationsformeln!?) besser dargestellt werden: 


(4 a) v—= Gy + am? azm?’ + am! + a,m? 
4b) v=4a,—+ a,m?-+ am? + a,m® + a;m? 
4c) v—=qa,-+ am + a,m? + a,m? + a,mt. 


Sie weisen besonders darauf hin, daß diese Formeln die Beobach- 
tungen nur in dem Wertebereich von m mit einer bestimmten Ge- 


8) Paris ©. R 138 (1904), p. 317. 

9) H. Deslandres, J. de phys. (2) 10 (1891), p. 276. 

10) H. Deslandres, Paris C. R. 112 (1841), p. 661. 

11) H. Kayser und O. Runge, Über die im galvan. Lichtbogen auftreten- 
den Bandenspektra der Kohle, Abh. Berl. Akad. 1889. 

12) Auch die Formel »—=.a-+ be‘msin(dm?) wird angegeben, die am 
besten die Beobachtungen wiedergab, ohne daß ihr eine physikalische Bedeutung 
zugemessen würde, — Besonders bemerkenswert erschien der Umstand, daß die 
erste Differenz der Schwingungszahlen, die bei strenger Gültigkeit der Deslandres- 
schen Formel eine arithmetrische Reihe erster Ordnung sein muß, nach anfäng- 
licher Zunahme wieder abnahm, woraus sich auch ein Umkehrpunkt der v-Werte 
extrapolieren ließ. Die Existenz dieser „Schwänze“ war lange Zeit eine unent- 
schiedene Frage, nachdem es zunächst nach den Messungen von A. $. King 
[Astrophys. J. 14 (1901), p. 323] schien, als ob die Beobachtungen den von 
Kayser errechneten Wert bestätigten. Nach Junzö Ökubo [Sei. Rep. Töhoku 
Univ. 11 (1922), p. 55] sind diese Schwänze nicht vorhanden. 
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nauigkeit darstellen, für den sie berechnet sind. Für größere Werte 
der Laufzahl m treten immer systematische Abweichungen auf. Diese 
Feststellungen wurden gestützt durch eine Reihe von Untersuchungen, 
die im Bonner physikalischen Institut unter der Leitung von Kayser 
ausgeführt wurden. 


In der zusammenfassenden Formel (3) war insofern noch eine 
Lücke, als die Abhängigkeit von dem Parameter n’ nicht explizit 
angegeben war. Diese wurde von Deslandres dadurch ausgefüllt, daß 
er zeigte, daß für diesen Parameter das gleiche Gesetz gilt, wie für 
den Parameter n!?). Außerdem war die gegenseitige Zuordnung der 
Kanten, wenn man nicht die Richtigkeit des Deslandresschen Gesetzes 
zur Voraussetzung machen wollte, willkürlich geblieben.'*) Dies er- 
gänzte Deslandres durch die Bemerkung, daß zu konstantem Werte 
von n’ Teilbanden mit den gleichen Eigentümlichkeiten (Unregel- 
mäßigkeiten in der Linienanordnung, „Störungen“) gehören.) In 
allen diesen Arbeiten hatte Deslandres darauf Wert gelegt, die 
Schwingungszahlen als reinquadratische Funktionen der Parameter m, 
n, n’ darzustellen; dabei waren die Zahlenwerte der Parameter n und 
n oft sehr groß und alle Werte unter einer verhältnismäßig hohen 
Grenze fehlten. Ein für das physikalische Verständnis wichtiger 
Schritt war, daß Deslandres 1919 dazu überging durch Benutzung 
von linearen Gliedern auf kleine Parameterwerte umzurechnen '®), so 
daß jetzt seine Gesetze sich in der Formel zusammenfassen: 


5) v=4A+2Bm+ Cm? — Dn— En’+ Fr + Gm. 


Gleichzeitig legte er dabei Wert auf die Feststellung, daß der vom 
Parameter n’ abhängige Bestandteil von (5) immer positiv, der von 
n abhängende immer negativ ist. Wegen der Willkür in der Wahl 
der Zahlenwerte der Parameter enthält jedoch diese Bemerkung nur 
eine Aussage über die Vorzeichen von E und @. 

Schon vorher war eine andere für die spätere Entwicklung 
wichtige Abänderung des 2!” Deslandresschen Gesetzes vorgeschlagen 
worden. J. N. Thiele wollte die Gesetzmäßigkeiten zwischen den 





13) Paris C. R. 134 (1902), p. 747. Früher hatte Deslandres eine andere 
Formel vorgeschlagen. 

14) J. $. Ames, Phil. Mag (5) 30 (1890), p. 48. 

15) Paris ©. R. 139 (1904), p. 1174. Solche Störungen sind z. B. unregel- 
mäßige Intensität einer Linie, falsche Lage innerhalb des Zweiges, abnorm weites 
oder enges Dublett usw. N 

16) Paris ©. R. 168 (1919), p. 1179. 
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Linien einer Teilbande wiedergeben durch !”) 

(6) 1 — f((m + 0°). 

Dabei sollte m positive und negative ganzzahlige Werte annehmen; 
es werden dadurch je zwei von der Kante ausgehende Linienserien 
durch die eine Formel dargestellt, sie sind der positive und negative 
Zweig einer einzigen Funktion.'%?) Dieser Gesichtspunkt wurde dann 


von R. Fortrat'?) auf die von Kayser und Runge erweiterte Deslan- 
dressche Formel 


(4e) v=4A+2mB+mC+-- 


übertragen. Er hielt dabei an der Deslandresschen Auffassung fest, 
daß die Numerierung (Festlegung von m) an der Kante ihren An- 
fang nehmen sollte, so daß der Scheitel der Parabel (4c) auch der 
physikalische Anfang der beiden Zweige blieb. Durch eine nach 
unserer heutigen Kenntnis falsche Zuordnung der Dublettlinien bei 
den sog. Wasserdampf- und Sauerstoffbanden zu dem positiven und 
negativen Zweig veranlaßt, stellte Fortrat fest, daß in diesen Banden 
bei gleichen oder um 1 verschiedenen Absolutwerten von m in den 
beiden Zweigen eine Linie fehlt; er glaubte daraus die Regel ableiten 
zu können, daß die „Störungen“ bei nahezu gleichen Werten + m 
auftreten. 


17) Astrophys. J. 6 (1897), p. 65; 8 (1898), p. 1. Für praktische Zwecke 
setzt Thiele seine Formel an als Quotienten zweier Potenzentwicklungen nach 
(m + c)*. Die Thielesche Formel wurde von J. Leinen (Diss. Bonn 1905) bei der 
Kohlebande 5165 nachgeprüft und bestätigt. H. S. Uhler hat (Proc. Nat. Acad. 1 
(1915), p. 487; Astrophys. J. 42 (1915), p. 72; Ztschr. f. wiss. Photogr. 15 (1915), 
p. 253) die Berechnungsmethode von Thiele verbessert und die Formel selbst nur 
beschränkt gültig gefunden, besonders ist die Oyanbande 3883 durch die T'hielesche 
Formel nicht darstellbar. Durch die Thielesche Formel wurde auch die Frage 
der „Schwänze“ (vgl. 72) wieder angeschnitten, da die Funktion außer für 
m = — c (Kante) noch weitere Extremwerte hat. Nach H. $. Uhler and R..A. 
Patterson, Astrophys. J. 42 (1914), p. 434 lassen jedoch die Kingschen Schwänze 
ın den Cyanbanden keine Zusammengehörigkeit mit den Kanten erkennen. 

18) Thiele hat auch die Formel vorgeschlagen (Overs. Kgl. Danske Vid. 
Selskab. Forh. 1899, p. 143) 
ar 9 ©) - 0 c082- ee c u. .. 

Von weiteren Interpolationsformeln sei erwähnt die von @. Higgs für die 
atmosphärischen Sauerstoffbanden verwendete: 


»=4,+ C(m + 0)? [Proc. Roy. Soc. 54 (1893), p. 200]. 
19) Paris C. R. 154 (1912), p. 869, Sauerstoffbanden; Paris C. R. 154 (1912), 


p. 1153, Grüne Kohlebande 5165 Ä, Wasserdampf 3064 A; (C + H)-Bande 4300Ä; 
Zusammenfassend: Theses, Paris 1914. 





——=4+ Boos 
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Den wichtigsten Schritt für die Weiterentwicklung tat nun 
T. Heurlinger?®), indem er der Kante ihre physikalische Bedeutung 
als Ursprung der einzelnen Zweige nahm. Durch Betrachtung der 
Intensitätsverteillung kam er zu dem Schlusse, daß als Anfang der 
Zweige nicht die Kante, sondern das Intensitätsminimum, meistens 
durch das Fehlen einer Linie erkennbar, zu wählen ist. Bei dieser 
Numerierung erwies sich die Deslandressche Behauptung, daß ent- 
sprechende Störungen in verschiedenen Teilbanden gleiche Laufzahl 
m haben, in allen Fällen als richtig und auch die Fortratsche Regel 
über die Verteilung der Störungen auf die Zweige bekam jetzt All- 
gemeingültigkeit. Gleichzeitig war die Bohrsche Theorie soweit ent- 
wickelt, daß von jetzt an auch theoretische Gesichtspunkte für die 
Analyse der Gesetzmäßigkeiten herangezogen wurden. Nachdem durch 
die Arbeiten von K. Schwarzschild?‘), T. Heurlinger, W. Lenz”?) die 
Deslandressche Linienformel physikalisch verstanden werden konnte, 
gelang es Heurlinger”) und Kratzer”) auch die Kantengesetze zu 
deuten und für die Bandenspektren das Kombinationsprinzip frucht- 
bar zu machen. Die konsequente Anwendung dieses Prinzips mußte 
dann notwendig denselben Weg gehen wie bei den Linienspektren: 
das Ziel der Analyse der Bandenspektren ist heute die Aufstellung 
der Termformeln und Kombinationsregeln, deren Kenntnis die Grund- 
lage für eine Theorie der Banden und ihrer Träger bildet, 


3. Allgemeines über die Terme der Bandenspektren. Eine 
Betrachtung der Zahlenwerte der Koeffizienten in der Deslandresschen 
Formel (5) läßt sofort drei Anteile von wesentlich verschiedener 
Größenordnung erkennen. Das dort mit A bezeichnete konstante 
Glied ist entweder Null oder groß gegen alle andern Glieder der 
Formel. Es weist deshalb dem ganzen Bandensystem seinen Platz 
im Kontinuum der Wellenzahlen zwischen Null und Unendlich an, 
es bestimmt also den Wellenlängenbereich (langwelliges Ultrarot, 
optisches Gebiet usw.), dem das Bandensystem angehört. Da die 
Größenordnung dieser Konstanten mit der der Wellenzahl einer Linie 
eines Serienspektrums zusammenfällt, die nach Bohr durch die Ände- 
rung der Elektronenkonfiguration eines atomaren Systems bedingt ist, 
so wird auch bei den Banden dieser Anteil der Wellenzahl auf die 
Differenz zweier Energiebeträge zurückgeführt, die verschiedenen 


20) T. Heurlinger, Diss. Lund 1918. 

21) K. Schwarzschild, Berl. Akad. Ber. 564 (1916). 

22) W. Lenz, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 632. 
23) T. Heurlinger, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 82. 

24) A. Kratzer, Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 127. 
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Elektronenkonfigurationen des Trägers entsprechen; dieser Term soll 
deshalb kurz Elektronenterm heißen. 

Die von den Parametern » und n’ abhängigen Teilbeträge sind 
unter sich von gleicher Größenordnung und definieren eine Wellen- 
zahl, die der Größe nach mit den Werten übereinstimmt, die die 
Theorie der spezifischen Wärmen bei hohen Temperaturen für die 
intramolekularen Schwingungen fordert; dieser Termanteil werde des- 
halb als Schwingungsterm bezeichnet. Da die Wellenzahl v der 
Spektrallinie den Anfangs- und Endterm enthalten muß, enthält (5) 
die beiden Parameter n und ”’, von denen einer dem Anfangs- und 
einer dem Endterm zuzuteilen ist. 

Die Größenordnung des von m abhängigen Anteiles der Wellen- 
zahl ist die der Rotationsgeschwindigkeiten von Gasmolekülen; er soll 
deshalb Rotationsanteil genannt werden. Die Tatsache, daß zur Dar- 
stellung eines Zweiges eine Laufzahl ausreicht, obwohl auch hier 
Anfangs- und Endterm beteiligt sein müssen, läßt grundsätzlich zwei 
Deutungen zu. In Analogie zu den Serienspektren kann man ver- 
muten, daß einer der beiden Terme, etwa der Endterm, für den gan- 
zen Zweig konstant ist und nur im andern Term die Laufzahl variiert. 
Die zweite Möglichkeit ist, daß die Differenz der Laufzahlen im An- 
fangs- und Endterm innerhalb eines Zweiges konstant ist; auch dann 
ist nur ein Parameter frei und für die Seriendarstellung erforderlich. 
Eine genaue Untersuchung der empirischen Daten läßt in Überein- 
stimmung mit der Theorie nur die zweite Auffassung zu. 


Die Termformel muß in der allgemeinsten Schreibweise sich dar- 
stellen durch: 


(6) T=T(,...1,%...%, M M;M,) 


. 
/ 


Für die meisten bisher untersuchten Banden genügt die einfachere 
Formel: 


(6a) T=T(l,n, m). 


Die Variabeln ],...1,, %,...n,, mm; m; sind dabei dadurch ausge- 
zeichnet, daß sie nur die diskrete Reihe aller ganzen positiven Zahlen 
durchlaufen können. Wir wollen im Folgenden, um ganz deutlich 
hervortreten zu lassen, daß unsere Feststellungen vollkommen unab- 
hängig von einer speziellen Theorie sind, für diese Größen nicht die 
Bezeichnung Quantenzahl benützen, sondern sie als Laufzahlen oder 
Parameter bezeichnen. Die Größen l,...l, bestimmen den Elektronen- 
anteil, n,...n, den Schwingungsanteil und m, m, m, den Rotationsanteil 
des Termes. 
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Mittels der vereinfachten Formel (6a) stellt sich irgend eine 
Bandenlinie dar durch: 


(7) v—=T(l,, n, m,) — t(l, n,, m,). 


Durch Benützung großer und kleiner Buchstaben sollen dabei der 
positive (Anfangs-) und der negative (End-)Term gekennzeichnet wer- 
den, die Indizes a und e unterscheiden verschiedene Werte der Para- 
meter. In der Modelltheorie weisen sie auf Anfangs- und Endterm 
hin. Nach dem früher Gesagten sind sämtliche Linien eines Banden- 
systems dadurch ausgezeichnet, daß für sie Z, und /, feste Werte haben. 
Sind auch n, und n, festgehalten, so liegt eine bestimmte Teilbande 
vor. Ist speziell Z,—=I!,, dann verschwindet in der Differenz (7) der 
Elektronenbeitrag, die Wellenzahl ist nur von der Größenordnung der 
intramolekularen Schwingungen, die Bande liegt im Ultrarot; sie heißt 
Rotationsschwingungsbande. Falls auch noch n,=n, ist, so liefert 
im wesentlichen nur der Rotationsterm Beiträge zur Wellenzahl, die 
Bande liegt im fernen Ultrarot und heißt Rotationsbande. Da im 
Folgenden, sofern dies nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, immer 
von den Linien eines Systems die Rede ist, so können in den For- 
meln die Konstanten !, und /, ohne Nachteil weggelassen werden. 

4. Kombinationsbeziehungen. n,,N,,N;, N, ... m’, m seien be- 


liebige, aber feste Werte der Laufzahlen. Eine bestimmte Linie ist 
dargestellt durch 


v;,(m) =T(n,, m’) — t(n,, m). 
Weitere Linien sind gegeben durch: 

v,,(m) - T(n,, m’) — t(n,, m), 

v.,(m) =T(n,, m’) — t{n,, m), 

v,(m) = T(n,, m’) — t(n,, m). 
Durch Kombination läßt sich bilden: 


(8) v,,.(m) — v,,(m) = v,(m) — v,(m) =... —=[T(n,m‘) —T(n,, m’) 
und 
(9) 9;,(m) — v,,(m) = v;,(m) er v,,(m) =... —=t(n,m) — Un, m). 


Es gelingt dadurch Anfangsterm und Endterm zu trennen und dabei 
gleichzeitig zu erreichen, daß nur der Schwingungsparameter variiert 
wird. Das Bestehen von (8) und (9) ist zunächst Kriterium der 
richtigen Zuordnung. Da diese Beziehungen offenbar nur dann erfüllt 
sind, wenn die verglichenen Linien sich nur durch die Laufzahlen n, 
bzw. n, unterscheiden, so sind die Gleichungen nur erfüllt, wenn die 
verglichenen Linien nicht bloß analogen Zweigen angehören, sondern 


830 vV27T. A. Kratzer. Die Gesetzmäßigkeiten in den Bandenspektren. 


auch in der Laufzahl m übereinstimmen.”®) Aus den Zahlenwerten 
der Differenzen (8) und (9) folgt, daß die Abhängigkeit vom 
Schwingungsparameter mit guter Näherung dargestellt wird durch *)**) 


(10) T(n,m) =T,+nw’—nx + -:-) + F(m). 

Dabei erweisen sich die Größen »’,x,.. noch in geringem Maße ab- 
hängig von m, doch gelingt es nur bei großer Meßgenauigkeit diese 
Abhängigkeit hieraus genau festzulegen. Diejenigen Werte von »" 
und x, die sich als Extremwerte für kleines m ergeben, definieren 
den Schwingungsterm 


(10a) TR) nv’ —nz+:-: 


Hier sind die Größen »’ und x nur vom Elektronenparameter ab- 
hängig. Bei richtiger Wahl des Parameters» (n = 0, 1,2,3,...) ist x 
immer klein gegen v’ und beide Größen sind positiv.) Die Fest- 
legung der Laufzahl m gelingt prinzipiell nach (9) durch Variation 
von m bei festgehaltenem », und n,, wobei gleichzeitig auch die 
Funktion F(m), jedoch nicht alle in ihr auftretenden Konstanten, fest- 
gelegt werden kann. Praktisch reicht aber die Meßgenauigkeit nicht 
zur zweifellosen Bestimmung des Rotationstermes aus dieser Beziehung 
aus. Die Gl. (8) läßt ebenso die Festlegung von m’ zu. Dabei zeigt 
sich, daß die Zahlenwerte von m’ und m sich nur um + 1 oder O 
unterscheiden. 

Die sichere Bestimmung des Rotationsanteils und Festlegung der 
Numerierung ist durch eine Reihe von andern Kombinationen möglich. 
‘Wie eben erwähnt und aus den nun zu besprechenden Kombinations- 
beziehungen nachträglich wieder bestätigt wird, unterscheidet sich der 
Parameter m’ des Anfangsterms von dem des Endterms m nur um 
die Beträge + 1,0, — 1; je nach dem Werte dieser Differenz A wird 
der Zweig nach Heurlinger als positiver (R-Zweig), Nullzweig (Q-Zweig) 
oder negativer (P-Zweig) bezeichnet: 


R,,(m) =T(n,, m + 1) — t(n,, m), 


Al) Qu. m) =Tn,m)  — tn m), 
P;,(m) = T(n,, m — 1) — t(n,, m). 


25) Werden an Stelle von Linien mit gleichen Parametern m die Kanten 
genommen, so gilt (8) und (9) und auch das Folgende nur mit der Genauigkeit, 
mit der die Rotationsterme gegen die Schwingungsterme klein sind. 

26) Diese Forderung läßt sich theoretisch begründen und kann umgekehrt 
als Kriterium der richtigen Parameterwahl für n benützt werden. R. Mulliken 
schlägt vor auch den Term T7,,,.(n) = (n — 4)v’ — (n — 4)?z + - : zu benutzen. 
Nature 114 (1924), p. 349; Phys. Rev. (2) 25 (1925), p. 259. 
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Sind alle drei Zweige in einer Teilbande vertreten, so gelingt die 
Isolierung des Rotationsanteiles durch: 
| R,.(m) — Q,,(m) = Qu(m +1) —Pı(m +1) 

keisse T(n,, m-+ l) aan T(n,, m), 
R,,(m) — Q,,.(m +1) = Q,,(m) — P,,(m +1) 

= t(n,, m +1) — tn, m). 
Auch hier ist aus dem gleichen Grunde wie oben das Bestehen der 
Gleichungen Kriterium für die richtige relative Zuordnung der Wellen- 
zahlen zu den Laufzahlen m innerhalb der Zweige.?”) 

Wenn keine drei gesetzmäßig einander zugeordnete Zweige vor- 
handen sind, also (11a) nicht erfüllt werden kann, wird das Ziel der 
Bestimmung des Rotationstermes mit Benutzung von zwei Teilbanden 
mittels einer der folgenden sechs Beziehungen erreicht: 


(12a) R,.(m) — Q,,(m) =R,(m) — Q,(m)=T(n,, m+1)—T(n,, m), 
(12b) 9, m +) —- P,m +) = Q,m +) —P,m+1) 
—= T(n, m +1) — T(n,, m), 
(126) R,,.(m) — P;,(m) = R,,(m) — P,(m) 
—=- Tn, m +1) — Tin, m—]) 


(11a) | 





und 


(13a) R,(m) — Q, m +1) = R,,(m) zug Q,,(m +1) 
= tn, m +1) — tn, m), 
(13b) Q,,(m) — P,,(m + 1) = Q,,(m) — P,,(m +1) 
— t(n, m + 1) — tn, m), 
(136) R,(m — 1) — P,(m +1) = R,,(m — D — P,m +1) 
= t({n, m +1) — tn, m—1). 
Das Ergebnis der Termisolierung ist: In der Mehrzahl der bis- 


her untersuchten Fälle wird die Abhängigkeit vom Rotationsparameter 
wiedergegeben durch ®): 


(14) T(n, m)—=T,+ T,.+ 28(Vm? — 0° — e) 
+ B(n)(Ym’ — ® — 0) — BY! — ®— ol +:--, 


27) E Hulthen, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 284; A. Kratzer, Ztschr. f. 
Phys. 13 (1923), p. 82; Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 72. 
28) Der Term (14) ist empirisch nicht unterscheidbar von 


Ta, m) = T4+ Tann) + Bm (Ym’— 0’ — 2)’ — BlYm’— —e)+:; 
theoretische Gesichtspunkte veranlassen jedoch zu der Schreibweise des Textes. 
(Vgl. Fußnote 27.) Auch ein kleines Glied dritter Ordnung ist nicht auszu- 
schließen. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3 54 
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die Konstanten og und 6 sind von der Größenordnung 1 und von n 
unabhängig; häufig ist = 0. Die Größe o hat in allen bisher voll- 
ständig untersuchten Spektren die Werte 0), + 4,—+ !, so daß Kratzer 
vermutet, daß o rational ist. Die Größe B ergibt sich als merklich 
abhängig vom Schwingungsparameter »; für die meisten Zwecke reicht 
die Näherung aus: 

(14a) B(n) = D — en. 

Der Koeffizient ß ist immer sehr klein gegen B, ebenso d; wie diese 
Größen von n abhängen, ist aus den empirischen Daten noch nicht 
festgestellt. 

Häufig bestehen die Teilbanden aus mehr als drei Zweigen; dann 
reicht ein einfacher Term zur Darstellung nicht aus. Hier erweisen 
sich in vielen Fällen die mehrfachen Terme als zusammengehörig 
nach den Formeln 
Ab) Tim m)—T,+ Tun) + 28(Ym’ — 0° — g) 

+ Bye gt, 
(14e) T,(n, m) = Ty+ T,.(n) — 28(Ym? — +0) 

+ Ba) (Ym Ze + ot. 
Dabei sind BD, und B, so wenig von einander verschieden, daß für 
die Berechnung der Wellenzahlen die Differenz kaum in Betracht 
kommt; nur wo es sich unmittelbar um die Differenz 7, — 7, han- 
delt, ist der Unterschied zu beachten.””) Ob auch 7, und 7, sich 
um geringe Beträge in beiden Termen unterscheiden, ist zweifelhaft. 
Bei besonders komplizierten Spektren treten noch weitere Terme 
hinzu, die sich aus (14b) und (14c) durch Änderung der Konstanten 
ergeben. 

Mehrere Banden, die erst in der letzten Zeit ausgemessen wurden, 
lassen zweifelsfrei erkennen°®), daß die Terme (14b) und (14c) zur 
Darstellung nicht ausreichen. .R. Mecke?') schlägt eine formale Ver- 
allgemeinerung dieser Gleichungen vor, hat aber bisher noch nicht 
den Nachweis erbracht, daß seine Termformeln eine befriedigende Dar- 
stellung der Beobachtungen gestatten. 

Die Bestimmung des Elektronentermes ist nur durchzuführen, wenn 
mehrere zu einem Träger gehörende Bandensysteme vorliegen. Sie 


29) A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 298. Auch bei den Helium- 
banden ist dies der Fall. 

30) Vor allem die Messungen an der zweiten positiven Stickstoffbande und 
die sog. Emissionsbanden des Wasserdampfes. Vgl. 85) und 79). 

31) R. Mecke, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 261. 
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konnte deshalb erst in einem Falle näherungsweise gemacht werden. 
Bei Banden des Heliums konnte Fowler nämlich zeigen®?), daß der 
Elektronenterm sich ganz wie ein Term der Serienspektren (vgl. den 
vorausgehenden Artikel) verhält und durch eine Termformel nach 
Rydberg darstellbar ist. Besonders bemerkenswert ist, daß auch die 
Rydbergzahl mit dem aus den Serienspektren bekannten Zahlenwert 
auftritt.??) 

5. Auswahlregeln. Nach (5) ergeben sich die Wellenzahlen der 
Linien durch Kombination zweier Terme. Die Kombinationsmöglich- 
keiten werden aber beschränkt durch Auswahlregeln. Als allgemein- 
gültig läßt sich sagen: 1. m kann sich nur um + 1,0, —1 ändern; häufig 
sind bloß zwei von diesen drei Möglichkeiten zugelassen. 2. Im Falle 
von mehrfachen Termen sind in jedem einzelnen Falle bei bestimmten 
Termkombinationen immer nur bestimmte Änderungen des Rotations- 
parameters m zugelassen.) 3. Die Schwingungsterme kombinieren 
beliebig, für n, und n, besteht also keine Beschränkung. 4. Die 
Zahlenwerte von »n, und n, haben keinen Einfluß auf die Kombina- 
tionsregeln für die übrigen Parameter. 


6. Terme und Deslandressche Gesetze. Die Auswahlregel 1. 
liefert zusammen mit der Termformel das zweite Deslandressche Ge- 
setz. Im einfachsten Falle, wenn 6=(0 ist, kommt bei Vernach- 
lässigung der kleinen Glieder: 

v(n) = Tin, m+ A) (N, m) 
— v4 Te Ra) — ar") + B(n,) (m — 0. + A)! 
— bin.) (m — 00)" +°° 
—A+ 2A Bm g)+ Bm + :- 
(15) =A+2NBm*+ Cm"? ---, 
wo N=-A-—o,+te wmd A=+10,—|1. 

Die Gleichung enthält 3 Zweige, die sich nach Umrechnung der 

Laufzahl durch die Deslandressche Gl. (1) darstellen lassen. Bei der 


Umrechnung bleibt der Koeffizient © des in m quadratischen Gliedes 
erhalten, es kommt somit für alle drei Zweige der gleiche Wert für © 


32) A. Fowler, Proc. Roy. Soc. (A) 91 (1915), p. 208. 

33) H. Deslandres stellt den Elektronenanteil der Frequenz (nicht des 
Termes) durch Vielfache einer Grundfrequenz dar. Paris C.R. 169 (1919), p. 745; 
169 (1919), p. 1365. 

34) Dieser Regel sucht Mecke [Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 261] eine be- 
stimmtere Form zu geben, indem er die für die Feinstrukturen der Atomspektren 
geltenden Regeln formal auf n und m überträgt. Die Beweise für die Möglich- 
keit der Darstellung sind jedoch nicht erbracht. 

54* 
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in (1) und damit das erste Deslandressche Gesetz. Die Abweichungen 
hievon rühren von den nicht angeschriebenen Gliedern höherer Ord- 
nung her. Über Deslandres hinausgehend zeigt die Gl. (15) zusammen 
mit (14a), daß der Koeffizient C in erster Annäherung linear von den 
Parametern n, und n, abhängt?*) und daß der Koeffizient des linearen 
Gliedes bei richtiger Wahl von m (nämlich m®—= m — 0) nur von dem 
Parameter n, und zwar in erster Näherung linear abhängt.’°) Dieser 
letzte Satz ist in seinem ersten Teile im wesentlichen identisch mit den 
Kombinationsgleichungen (12a, b, ce), (13a, b, ec) und kann wie diese 
zur eindeutigen Festlegung der Numerierung benützt werden. 

Wenn 6 = 0 ist, so liefert die Entwicklung des Rotationstermes 
für nicht zu kleine m: 


F(m) = Bin) (m ++ — 0). 


Die Wellenzahl der Linie bekommt darnach ein Zusatzglied, das durch 
eine Entwicklung nach negativen Potenzen von m gegeben wird. 
Diese bemerkenswerte Abweichung vom Deslandresschen Gesetz hat 
zuerst Heurlinger®®) aus den empirischen Daten festgestellt. 

Die Auswahlregeln 2 und 4 zusammen mit der Gl. (14a) schließen 
den Zusatz zum ersten Deslandresschen Gesetz in sich, da hiernach 
qualitativ dıe einzelnen Teilbanden (n,n,) sich nicht unterscheiden 
und auch quantitativ die Konstanten nur wenig von einander ver- 
schieden sind. 

Wesentlich verschieden von der Deslandresschen Auffassung ist 
die heutige in Hinsicht auf die Kante. Diese hat darnach überhaupt 
keine physikalische Bedeutung, sondern ist lediglich der mathematische 
Extremwert der Funktion 


v=A+2mB-+m?(, 
wird also durch das in gewisser Beziehung zufällige Verhältnis — -. 


festgelegt.?”) Ob eine Bande nach Violett oder Rot abschattiert ist, 
hängt davon ab, ob C positiv oder negativ ist, d. h. ob B(n,) größer 
als b(n,) oder kleiner ist. In dem Falle, daß B(0) und 5(0) nur 
wenig von einander verschieden sind, kann sogar nach (14a) O sein 
Vorzeichen innerhalb eines Bandensystems wechseln, es würde das 


35) A. Kratzer, Münchner Akademieberichte 1922, p. 107. 
36) T. Heurlinger, Diss. Lund 1918. 
37) Die Lage der Kante wird durch denjenigen Wert von m gegeben, der 


der Zahl — z am nächsten kommt. Diesem Wert entspricht diejenige Linie, 
2 


die am nächsten bei » — A liegt. 
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System aus verschieden abschattierten Gruppen bestehen. Gegenüber 
den Serienspektren besteht der charakteristische Unterschied, daß die 
Kante nur eine endliche Verdichtung von Linien ist, während die 
Seriengrenze ein Häufungspunkt im mathematischen Sinne ist. 


Das Aussehen einer Bande und die augenfällige Erscheinung der 
regelmäßig angeordneten Kanten wird stark beeinflußt durch die 
Zahlenwerte der Konstanten B in der Termformel und durch die 
Intensitätsverteilung innerhalb eines Zweiges. Ist sowohl B wie b 
klein, dann ist die in der Deslandresschen Formel (1) ausschlaggebende 
Konstante O= B—b erst recht klein, und die Linien liegen nach 
(1) an der Kante sehr dicht. Ob eine Kante überhaupt zustande 


kommt, hängt davon ab, ob die Linien bei der Laufzahl m — n_. 


noch merkliche Intensität haben. Häufig liegt nun bei den für die 
Herstellung des Spektrums verwendeten Temperaturen das flache 
Maximum der Intensität in der Nähe der Kante. Die Anhäufung der 
Linien in der Kante täuscht dann das Intensitätsmaximum in der 
Kante selbst vor und die Kanten treten deutlich im Spektrum her- 
vor. Sind dagegen die Werte von B verhältnismäßig groß, dann 
bleibt auch für die Differenz C ein größerer Spielraum. Wenn jetzt 
überhaupt eine Kante zustande kommt, so liegt hier nur eine kleine 
Zahl von Linien in der unmittelbaren Nähe der Kante, diese ist 
weniger auffallend. Bei besonders großem Wert von B wird über- 
haupt keine Kante mehr gebildet, jeder Zweig besteht aus einer 
mäßigen Zahl von Linien, die sich über einen weiten Bereich er- 
strecken, so daß sich die einzelnen Teilbanden durchkreuzen, es ent- 
steht ein Viellinienspektrum. Wenn bei beliebigem B die Anfangs- 
und Endwerte B® und 5° so stark voneinander abweichen, daß die 
Differenz O = B®— b* von der gleichen Größenordnung wird, liegt 
die Kante bei sehr kleinen Werten von m und damit auch in der 
Nähe des Intensitätsminimums; die Kante wird dann sehr undeutlich 
und es kann bei ungenügender Auflösung der Eindruck entstehen, 
als ob die Bande von dem unscharfen Intensitätsmaximum aus nach 
beiden Seiten abschattiert wäre. 


Die dritte Auswahlregel gibt zusammen mit der Termformel die 
Deslandressche Kantenregel. Der Wert von m möge so gewählt sein, 
daß der Rotationsanteil der Wellenzahl verschwindet. Diese Wellen- 
zahl, die nur noch von Schwingungsparametern abhängt, möge 
Schwingungslinie v, heißen; sie wird häufig als Nullinie bezeichnet 
und fällt nahezu mit der Linie zusammen, die in (15) durch m = 0 
festgelegt ist. In vielen Fällen liegt die Kante von dieser Nullinie 
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um einen Betrag entfernt, der in den einzelnen Teilbanden an den 
Differenzen der Schwingungslinien gemessen nicht sehr verschieden 
ist. Aus diesem Grunde gilt das Folgende näherungsweise auch von 
den Kanten. Es ist: 


vv r.tn,.e —n,%, +") -n,@ —Nn,2,-+::'), 


(16) Vor r , n,)v) + n,(vg Re vo) N N,%, + N,R, T a 
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V, 
” Fig. 1. 
Parameters ausschlaggebend; es definiert die Gruppe. Der Absolut- 
wert von n, definiert mittels der folgenden Glieder die Lage der Teil- 
bande innerhalb der Gruppe. Diese Beziehungen sind im unteren Teile 
der Fig.1 dargestellt. Die einzelnen Gruppen kommen dadurch zustande, 
daß der Parameter » sich um die Werte — 5, —4, —3, —2, —1, 
0, +1,+2,+3, +4 ändert. Die Gruppen lassen sich nach dem 
dritten Gesetz von Deslandres, wie es die Figur angibt, so auseinander- 
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legen, daß Teilserien entstehen, in denen nur ein Parameter (hier n,) 
variiert. Der obere Teil der Figur gibt das Zustandekommen desselben 
Spektrums aus den Termen wieder. Die Termwerte sind quantitativ 
von rechts nach links wachsend aufgetragen, die Pfeile deuten den 
Übergang von einem zum andern Term und gleichzeitig durch ihre 
Länge die Wellenzahlen an.®) Sind die Zahlenwerte von v’ verhältnis- 
mäßig klein (<1000 em"), so nimmt häufig » große Werte an (> 10). 
Dies hat zur Folge, daß die Gruppen nicht mehr getrennt liegen, son- 
dern sich gegenseitig mehr oder minder weit überdecken; die Vertei- 
lung der Kanten verliert dadurch an Übersichtlichkeit und die Regel- 
mäßigkeit tritt nicht ohne weiteres in die Erscheinung. H. Konen®”) 
bezeichnet diese Spektren deshalb als Pseudokantenspektren, diejenigen 
vom Charakter der Cyanbanden als Kantenspektren. In den bisher 
untersuchten Fällen besteht zwischen beiden kein innerer Unterschied. 


7. Rotations- und Rotationsschwingungsbanden.*?) Wenn der 
Elektronenparameter sich nicht ändert, so haben alle Konstanten der 
Termformeln im Anfangsterm und Endterm den gleichen Wert, außer- 
dem fällt der Beitrag des Elektronenterms in der Differenz (7) bei 
der Berechnung der Wellenzahl fort. (Vgl. die Bemerkung bei (10a) 
und (14). Es kommt für 6 = 0: 


AD) 7 (nn) (nt nd)a + (B—n,o)AR 
 +24B—n,0)(m— 0) — (n,—n)e(m — ot... 
A=-+1, 0). 


Feste Werte von n, und n, liefern eine Teilbande. Für deren Ver- 
teilung ist zu beachten, daß entsprechend der Beobachtung in Ab- 
sorption (vgl. p. 858) fast durchweg n,—= 0 ist. Jede Gruppe des 


38) Diese bei den Liniensprektren gebräuchliche Darstellungsweise hat zu- 
erst E. Hulthen auf die Kombination der Bandenterme übertragen. Unsere Dar- 
stellung weicht von der üblichen dadurch ab, daß die Oszillationsterme vom 
gleichen Nullniveau aus aufgetragen sind. Im unteren Teile der Figur sind die 
Termniveaus n,=1,n,=2, ... im gleichen Maßstabe wie im oberen Teil von 
n„= aus nach unten abgetragen. Die Querlinien n,=0,n,=1,... sind 
unter 45° gezogen; ihre Schnittpunkte mit den Niveaulinien n, geben die Lage 
der Banden, da durch den Winkel von 45° gewährleistet wird, daß die von 
oben nach unten durchschrittene Niveaudifferenz maßstäblich in das von rechts 
nach links laufende Spektrum der Wellenzahlen übertragen wird. Selbstver- 
ständlich können die Rollen von n, und n, vertauscht werden. 

39) H. Konen, Das Leuchten der Gase und Dämpfe, p. 212. 

40) Eine zusammenfassende Darstellung des empirischen Materials von 
Randall siehe in der Literaturangabe. 


838 V27. A. Kratzer. Die Gesetzmäßigkeiten in den Bandenspektren. 


Systems enthält daher nur eine Teilbande, die sich aus 

(17a) nv — nz (n,=0,1,2,3...) 
ergibt. Für n,—=0 fehlt der Schwingungsanteil vollständig, man 
spricht von einer Rotationsbande. Solche Rotationsbanden sind fest- 
gestellt bei Wasserdampf und Quecksilber.) Der Parameter n —1 
liefert eine Bande in nächster Nähe der Wellenzahl »°, der Schwingungs- 
frequenz der Molekel. Diese Bande wird deshalb als die der Grund- 
schwingung oder Fundamentalbande bezeichnet; n = 2 liefert eine 
Wellenzahl, die ungefähr das Doppelte von der Grundschwingung be- 
trägt, sie entspricht der ersten Oberschwingung, n,—= 3 entspricht der 
zweiten Oberschwingung u. s. w. Die erste Feststellung einer solchen 
Oberschwingung geht wohl auf W. ©. Mandersloot bei CO zurück ®?), 
planmäßig aufgesucht wurden solche Oberschwingungen von J. B..Brins- 
made und E. ©. Kemble“?) bei HCl und später auch bei andern zwei- 
atomigen Gasen. Das Vorkommen von n,—=3,4 wurde dann von 
Kratzer aus den Beobachtungen von W. Burmeister herausgelesen.‘*) 
Zweite Oberschwingungen (n,—= 3) wurden später von Ül. Schäfer 
und T’homas®°) bei HCl und CO aufgefunden. Eine Zusammenstellung 
gibt @. Hetiner“), der insbesondere darauf hinweist, daß bei kompli- 
zierten Trägern mehr als eine Grundschwingung zu berücksichtigen 
ist und daß dann an Stelle von (17a) zu setzen ist (mit Vernachlässigung 
der quadratischen Glieder) 


(17b) | wen tnYyt (n,, n=-+0I, +1, + 2). 
Solche „Kombinationstöne“ weist Hettner bei Wasserdampf nach. 

Aus theoretischen Gründen ist zu erwarten, daß bei höherer 
Temperatur in Absorptionsbanden auch n,—1 vorkommt. In der Tat 
haben Colby, Meyer und Bronk bei HCl auch die zun, =2,n,=1 
gehörende Bande gefunden, die sie, weil aus Grundschwingung und 


Oberschwingung durch Kombination berechenbar, als Kombinations- 
bande bezeichnen.“) 


41) H. Rubens, Berlin Ber. 1921, p. 8; Rubens u. Aschkinass, Ann. d. Phys. 
64 (1898), p. 584; @. Hettner, Ann. d. Phys. 55 (1918), p. 476. 

42) W. CO. Mandersloot, Diss. Amsterdam 1914. 

43) J. B. Brinsmade and E. C. Kemble, Proc. Nat. Acad. Sc. 3 (1917), p. 420. 

44) A. Kratzer, Diss. München 1920 (nicht gedruckt), Ztschr. f. Phys. 3 
(1920), p. 289. Neue Untersuchungen von E. F. Barker [Phys. Rev. 23 (1924), 
p. 200] machen diese Deutung bei HCN zweifelhaft. W. Burmeister, Diss. Ber- 
lin 1914. 

45) Cl. Schäfer und M. Thomas, Ztschr. f. Phys. 12 (1923), p. 330. 

46) @. Hettner, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 345. 

47) Colby, Meyer and Bronk, Astrophys. J. 57 (1923), p. 7. 
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In den Teilbanden ist « gegen B sehr klein; es kommt deshalb 
das quadratische Glied in (17) zunächst nicht in Betracht. Der posi- 
tive und negative Zweig besteht in erster Näherung aus (in der Skala 
der Wellenzahlen) äquidistanten Linien. Solche wurden zuerst bei 
HCl in Absorption nachgewiesen von Eva v. Bahr“), nachdem 
N. Bjerrum deren Auftreten theoretisch vorausgesehen hatte.) Die 
Messungen von E. v. Bahr lassen aber bereits den Einfluß des qua- 
dratischen Gliedes mit & deutlich quantitativ erkennen und Imes 
hat durch verbesserte Messungen den quadratischen Gang bei HCl 
(Grundbande und Oberschwingung), HF und HBr sichergestellt.) Er 
beobachtet in beiden Zweigen bei HCl je 12 Linien, Colby, Meyer und 
Bronk konnten durch Temperatursteigerung diese Zahl auf 20 erhöhen. 

Typisch ist die Intensitätsverteilung. In der Mitte, von wo die 
beiden Zweige ausgehen, hat die Intensität ein Minimum, sie wächst 
dann nach beiden Seiten fast symmetrisch rasch an und fällt all- 
mählich wieder ab. Wenn die beiden Zweige nicht in Linien auf- 
gelöst sind, so ergeben 
sich zwei zueinander 
symmetrische Absorp- 
tionsbanden mit der 
eben beschriebenen In- 
tensitätsverteilung, die 
man als .Bjerrumsche 
Doppelbanden bezeich- Fig. 2. HCl1-Rotationsschwingungsbande nach /mes. 


Lange Wellen links. 
net; wegen des quadra- (Aus: Sommerfeld, Atombau. Verlag Vieweg & Sohn A.-G. 


tischen Gliedes in (17) ng 

ist die kurzwellige Seite nahezu immer etwas schmäler und steiler.?!) 

Solche unaufgelöste Doppelbanden sind bei einer großen Reihe von 

Verbindungen gemessen, sie fehlen bei elementaren Substanzen.*) 
Die genauere Untersuchung der Banden der Halogenwasserstoffe 

zeigt, daß der negative Zweig die Fortsetzung des positiven Zweiges 

in dem Sinne bildet, daß beide Zweige durch eine Formel 


v—=4A-+2mB+ m’C 


dargestellt werden, wenn man der Laufzahl m positive und negative 
Werte gibt; außerdem fällt in allen diesen Banden eine Linie, die 





48) E.v. Bahr, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 1150. 

49) Nernstfestschrift, Halle 1912, S. 90. 

50) E. S. Imes, Astrophys. J. 50 (1919), 261. 

51) Auch bei Berücksichtigung dieser Tatsache bleibt häufig noch eine 
stärkere Intensität im kurzwelligen Zweig übrig. Vgl. Fußnote 118). 
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nach der Intensitätsverteilung als mittlere bezeichnet werden kann, 
aus. Der ersten Tatsache kann man am einfachsten Rechnung tragen, 
wenn man in (17) die Größe o gleich Null oder halbzahlig nimmt. 
Da man aus theoretischen Erwägungen°?) genötigt ist, für o = O0 den 
Zustand m = (0 im Terme auszuschließen, dies aber den Ausfall von 
2 Linien zur Folge hätte, kann für eg nur ein halbzahliger Wert in 
Frage kommen. Aus den Kombinationsbeziehungen zwischen der 
Fundamentalbande und der Oberbande schließt Kratzer?) auf oe = +, 
was durch Colby an der Kombinationsbande (n,= 2, n,=]1) be- 
stätigt wird.) Mit der Nichtganzzahligkeit von e ist auch der Ein- 
fluß eines elektrischen Feldes auf die Bande, der von Hetiner®”) be- 
rechnet und von E. F. Barker?®) beobachtet ist, in Einklang. 

Außer den Rotationsschwingungsbanden der Halogenwasserstoffe 
sind noch genauer untersucht die von Methan CH,. J. P. Cooley hat 
bei 7,7u, 3,3lu und 2,35 u Banden festgestellt und die beiden ersten 
aufgelöst.) Es tritt hier ein positiver, ein negativer und ein Null- 
zweig auf. Ganz ähnlich liegen die Verhältnisse bei NH,, dessen 
ultrarotes Spektrum von Schierkolk untersucht wurde.°®) Auch die 
Banden des Wasserdampfes sind zum großen Teil aufgelöst worden, 
insbesondere auch die im fernen Ultrarot liegenden Rotationsbanden°®); 

52) A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 289. 


53) Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 85 Anmerkung. — Bei den ultraroten 
Banden genügt es e=+} zu setzen; die analogen Verhältnisse bei den 
Cyanbanden (vgl. Anmerkung 64) veranlaßten den Verf. auch e= —+ hinzuzu- 


nehmen. Aus den Intensitätsverhältnissen schließt E. C. Kemble [Phys. Rev. 25 
(1925), p. 1], daß die Größe e nur mit einfachem Vorzeichen zu nehmen ist. Dieser 
Folgerung kann man entgehen, wenn man nicht, wie dies der Verf. zunächst ge- 
tan hat, m = 0 ausschließt, sondern lediglich verlangt, daß m — o immer positiv 
ist. Die Gründe, die zum Ausschluß von m = 0 führten, sind nur solange zwingend, 
als e—=0 ist. — In einer Arbeit im Phil. Mag. 47 (1924), p. 549 kommt H. Bell 
zu e — 0,25. Bei der dort angewandten Berechnungsweise hat jedoch die Un- 
genauigkeit der empirischen Daten einen zu großen Einfluß auf das Resultat. 
Läßt man übrigens von vornherein zu, daß im positiven Zweig e=+ e im 
negativen Zweig e=— e ist (s beliebig), so ist die formale Schlußweise des 
Textes nicht aufrecht zu erhalten. Für den Zahlenwert von e sind dann nur 
die Kombinationsbeziehungen beweisend. 

54) W. Colby, Astrophys. J. 58 (1923), p. 303. 

55) @. Hettner, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 349. 

56) E. F. Barker, Astrophys. J. 58 (1923), p. 201. 

57) J. P. Cooley, Phys. Rev. 21 (1923), p. 376. 

58) K. Schierkolk, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 277; ferner G@. Hettner, 
Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 273. 

59) Zusammenfassend: @. Hettner, Ann. d. Phys. 55 (1918), p. 55; ferner 
Sleator, Astrophys. J. 48 (1918), p. 124 und H. Witt, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), 
p- 236. 
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es ist aber bisher trotz mehrfacher Versuche‘®) nicht gelungen, sie 
endgültig zu ordnen. Bemerkenswert ist, daß von Paschen diese 
Banden teilweise auch in Emission festgestellt wurden. °*) 


8. Bandentypen. Für das Aussehen der Banden charakteristisch 
ist zunächst die Größe der Konstanten B und v”. Kleines v° hat 
ein Pseudokantenspektrum zur Folge (vgl. p. 837), kleines B liefert 
eine große Zahl nahe benachbarter Linien in den Zweigen, großes B 
umgekehrt wenige Linien mit großen Abständen. Beim Viellinien- 
spektrum des Wasserstoffs scheint dies so weit zu gehen, daß jeder 
Zweig nur einige Linien enthält, so daß die Laufzahl dem zur Kante 


gehörigen Wert m = — z nicht einmal nahe kommt. Die Banden- 


zweige bestehen deshalb aus wenigen fast äquidistanten Linien, Kanten 
fehlen vollständig und das Spektrum weicht darum im Aussehen gänz- 
lich von einem gewöhnlichen Bandenspektrum ab. Während diese 
Unterschiede aber nur äußerlich sind, bedingt die Zahl und Art der 
Terme mit den Auswahlregeln innere Verschiedenheiten der Spektren. 

Der einfachste Fall würde vorliegen, wenn Anfangsterm und 
Endterm einfach ist und o, o und Ö in (14) verschwinden. Dieser 
idealisierte Term lieferte einen positiven und negativen Zweig, die 
sich gegenseitig fortsetzten. Dazu käme noch allenfalls ein Null- 
zweig, der zu den beiden anderen Zweigen Kombinationsbeziehungen 
aufweist. Dieser einfache Fall scheint aber in der Erfahrung nicht 
verwirklicht. In allen untersuchten Banden, wo die Verhältnisse so 
zu liegen scheinen, haben die Kombinationsbeziehungen (12) und (13) 
zwischen den Teilbanden gezeigt, daß g =; zu setzen ist. Der Aus- 
schluß von m = 0 in den Termen hat dann, wie die Figur zeigt, den 
Ausfall von nur einer Linie 


























2,5>3,5 0,5>15 250,5 3,35>2,5 
zur Folge, was mit der | 
Erfahrung übereinstimmt. 
Im einzelnen nachgewiesen 
ist dieses Verhalten bei ER a Se 


den sogenannten violetten 

Cyanbanden, den Ag-Banden®?), den Au-Banden und den Cu-Banden.‘®) 
Bei großer Dispersion erweist sich bei den Cyanbanden jeder Zweig 
doppelt; jede Linie ist eine Doppellinie, deren Aufspaltung mit der 


60) N. Bjerrum, Nernstfestschrift 1912, p. 90; A. Eucken, Verh. d. Deutsch. 
Phys. Ges. 15 (1913), p. 1159; Rubens und Hettner, Verh. d. Deutsch. Phys. 
Ges. 10 (1917), p. 166; @. Hettner, Ann. d. Phys. 55 (1918), p. 476; A. Kratzer, 
‚Diss., München 1920; H. Witt, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 249. 

61) F. Paschen, Ann. d. Phys. 53 (1894), p. 336. 
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Laufzahl m annähernd linear wächst. Kratzer‘?) stellt die Banden 
dar durch einen doppelten Anfangs- und Endterm nach der Formel: 


T,—T,+T,,(n) + 28(m — g) + Bı(n) (m — 0) 
7,—T,+ T,,(n) — 28 (m + 0) + By(n) (m + 0): 
—Bmto'+:--, 


wo Ö sehr klein ist undge=3;. Die Auswahlregeln sind dabei: 


=: >90 = m + 1—m:R, (m) 
| =} >0,=4, m —1—m:P, (m) 

(19) 1 % 
| = —+>0,=—4+ m+1om:R,(m) 
Briten m—1—m:P,(m), 


dabei setzen sich R, (m), P,(m), sowie P,(m) und R,(m) gegen- 
seitig fort.%) Trägt man demnach die Wellenzahlen v(m) als 
Abszissen in einem rechtwinkligen Koordinatensystem v, m ein, so 
bilden R,(m), P,(m) und P,(m), R,(m) je eine stetige Kurve, falls 
die Laufzahlen m in den ‚beiden Zweigen nach verschiedenen Seiten 
wachsend aufgetragen werden. Für kleine Werte von m verhalten 
sich die Kurven wie Parabeln, die sich in der Nähe von m = 0 
durchkreuzen. (In Fig. 4 sind zwei einfache Zweige, die sich fort- 
setzen, wiedergegeben, der positive Zweig ist an der Abszissenachse 


gespiegelt.) 


62) E. Bengtsson u. E. Svensson, Paris C. R. 180 (1925), p. 274. 

63) R. Frerichs, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 170; E. Bengtsson, Ztschr. f. 
Phys. 20 (1923), p. 229. 

64) A. Kratzer, Münch. Akad. Ber. 1922, p. 107, Ann. d. Phys. 71 (1923), 
‘p. 72. Für große m (m > 70) ist das lineare Gesetz nicht mehr richtig. Durch 
verschiedene Werte B, und B, wird dem Rechnung getragen. — Die Benutzung 
von e=— + ist nicht notwendig, da natürlich m + 5 auch als m +1 — — auf- 
gefaßt werden kann. Die Zweifachheit des Termes ist dann durch den doppel- 
ten Wert von Ö auszudrücken. In diesem Falle fällt der Einwand von Kemble 
(vgl. Anmerkung 53), der nach den empirischen Daten auch für CN zutrifft, fort. 
Die Sachlage ist hier insofern anders als bei HCl, weil bei CN feststeht, daß 
die Linien für großes m doppelt sind, während dies bei HCl lediglich aus Ana- 
logie zu CN angenommen ist. Das doppelte Vorzeichen bei g hat Kratzer aus 
theoretischen Gesichtspunkten und wegen des Verhaltens der später beschrie- 
benen Hg-Banden gewählt. — R. T. Birge gibt [Phys. Ber. (2) 10 (1917), p. 88 
und 13 (1919), p. 360] Korrekturglieder für die erweiterte Deslandressche For- 
mel. Die Formel baut sich darauf, daß die Differenzen £ aufeinanderfolgen- 
der Linien, die nach Deslandres in einer (4, m) Ebene durch eine Gerade 
dargestellt werden, empirisch durch eine Hyperbel wiedergegeben werden 
können. 
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Als Banden des beschriebenen Typus sind außerdem bekannt die 
sog. Kupferbanden, die negativen Kohlebanden®), die Banden von 
Berylliium (4 —= 4708), Phosphor (2 = 3246), Silber und Gold.) 


Jedoch sind von diesen Banden nur die Cu-, Ag- und Au-Banden 
ın 
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Fig. 4. Numerierung nach Heurlinger. Die ausfallende Linie hat in beiden Zweigen die 

Laufzahl Null. 


genauer untersucht, für die der Nachweis erbracht ist, daß e = + ist. 
Die Dublettaufspaltung ist nur noch bei Be festgestellt; das bei den 
Cu-Banden beobachtete Dublett ist sehr wahrscheinlich nicht zum 
Cyandublett analog, sondern durch die Isotope von Cu im Molekül 


CuH zu deuten.°”) 


65) H. Deslandres, Paris C. R. 137 (1903), p. 457. 

66) T. Heurlinger, Diss. Lund 1918; E. Bengtsson, Ark. f. Mat., Astron. och 
Fysik 18 (1924), No. 27. 

67) R. Mulliken, Nature 113 (1924), p. 423. Vgl. auch R. Mecke und 
R. Frerichs, Naturw. 12 (1924), p. 812. 
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Die gegenseitige Fortsetzung der Zweige ist, abgesehen von 
speziellen Werten von o bei verschwindend kleinem Ö, bei den Ter- 
men (18) notwendig an die Auswahlregeln (19) geknüpft. Im Falle 
anderer Auswahlregeln setzen sich die Zweige nicht fort.®) Ein 
solcher Fall ist verwirklicht in Emissionsbanden des Sauerstoffs, die 
C©. Runge veröffentlicht hat.) Die Banden bestehen aus einem posi- 
tiven und einem negativen Dublettzweig, die so gegeneinander liegen, 
daß der eine gegen den andern um einen halben Linienabstand an 
der Nullstelle verschoben scheint. Eine Termzerlegung dieser Banden 
wurde bisher nicht durchgeführt. 

Reichhaltiger ist das Spektrum, wenn zu den positiven und 
negativen Zweigen noch Nullzweige hinzukommen. Die Banden von 
Zn, Cd und Hg, wahrscheinlich zu ZunH, CdH und HgH gehörend #7) '0), 
haben ebenfalls Terme der Art (18), jedoch ist hier Ö ee mehr 
klein gegen B-o; die Größen og nehmen die Werte O0, 4, } an. Der 
Zahlenwert eo =; und der Betrag von Ö hat zur Folge, daß die Auf- 
spaltung sehr beträchtlich ist, die Banden zeigen keine engen Dubletts, 
es sind vielmehr zu entsprechenden Werten von m gehörende Linien 
so weit getrennt, daß sie nicht als Dublette erkennbar sind.”!) Für 
diese Spektren lauten die Auswahlregeln’”®): 


| ee m+lom:R,(m), 0.00,  m—1>m:P,(m) 
(20) —0,>— 0, m+1—m:R,(m), —o,„>—o, m—1—m:P, (m) 
| Ga >— 9 mom lm), —Qu>0e mm: Q, (m). 
Die Zweige R,, Ps, ferner R,, P, und Q,, Q, setzen sich gegenseitig 


68) Außer den Regeln (19) wären noch denkbar: 
0, > u m+1—m:R, (m) 
0. >-09%u, m—-1—m:P, (m) 


— 0, —>%0s m+1— m: KR, (m) 

— >| m—ı—m:P, (m). 
Diese Regeln sind, von Modellfragen abgesehen, von (19) nicht wesentlich ver- 
schieden, da sie durch e/= — e,in (19) übergehen. Sich nicht fortsetzende 


Zweige sind beispielsweise P,, P,, R,, R,. Außerdem kommen noch 4 Null- 
zweige in Frage. 

69) C. Runge, Physica 1 (1921), p. 254. Vgl. dazu R. Mecke, Phys. Ztschr. 
26 (1925), p. 233. 

70) A. Kratzer, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 72. 

71) E. Hulthen, Paris C. R. 173 (1921), p. 524; Über die Kombinations- 
beziehungen unter den Bandenspektra, Lund 1923; Ztschr. f. Phys. 32 (1925), 
p- 32. — Heurlinger stellt z. B. die Gnscksilkierbanlah durch die Formeln dar: 

v, = 23740.5 + 15.5m + 1.65m? 
v, = 23743.7 + 10.7m + 1.65m? 
v, = 23735.5 + 5.75m + 1.65 m?. 
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fort. Für die Größen og kommen die Übergänge in Frage: 

0,3 >4MHg, 0>z;(Cd, 0>zA). 
Wichtig ist, daß bei dieser Deutung überall m = (0 im Term und 
nur dieser Wert ausgeschlossen werden muß. 

Eine besondere Stellung nimmt das Spektrum von OO ein. Es 
besteht aus je einem positiven, negativen und Nullzweig. Der kleinste 
vorkommende Wert der Laufzahl in allen Zweigen ist m —=2. Hul- 
then stellt die Bande dar durch einen einfachen Term: 


Felt Ta) HB mon’; 
für Anfangs- und Endzustand; es ist also o=d—=(0, go =; zu 
setzen.’?) Die Auswahlregeln lauten dann einfach: 
| m + 1—m:R(m) 


1 


(21a) ,=37>70=7 m > m: Q (m) 

m —1l—om:P(m). 

Bei dieser Auffassung ist aber nicht zu verstehen, daß Q@(1) und R(1) 
fehlt. Diese Schwierigkeit vermeidet eine zweite Deutung, daß auch 
hier die Terme doppelt sind und o=- + ist. Man hat dann die 
Auswahlregeln zu schreiben: 


—0,>—0„ m-+1-— m: R(m) 


(21b) 0, >20. Mm — De 

+70» m+1lom:R(m) a. 
Bei dieser Darstellung sind alle Werte von m außer m—=(0 zuge- 
lassen, die fehlenden Linien ergeben sich richtig. Der Q-Zweig in 
der Hulthenschen Bezeichnung besteht hier aus zwei Zweigen; damit 
ist in Einklang, daß er stärker als die beiden anderen ist. 

Den Spektren von Hg, Zn, Cd verwandt ist das der Helium- 
bande 5730A. Sie enthält wie diese je zwei positive, negative und 
Nullzweige. Die Terme sind doppelt nach den Formeln (18), doch 
sind die Größen o nicht sicher bestimmbar.®) Mit ,=0,=}; 
lauten die Auswahlregeln: 

| 0. >—0, m+1—m:R(m); —eo,>0, m—1—m:P (m) 


— 0 7+0u m— 1om:P‘(m) 


(22) | 0a 70, m—m:P' (m); —0,>0, m—m:R' (m) 
0. 70, MM: Q, (m); REN 0, Mm: 0 (m). 


72) E. Hulthen, Über die Kombinationsbeziehungen unter den Bandenspektra, 

73) A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 353. Es ist hier nur die in 
Anmerkung 28) eingeführte Größe & festzulegen, da wegen der Größe der Kor- 
rekturglieder bei He das in Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 72 bei Zn benützte 
Rechenverfahren versagt. 
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Die ausfallenden Linien werden bei dieser Darstellung nicht voll- 
ständig erklärt; die Anfänge der Zweige sind R(1), R’(1), Q, (2), 
9,1), PA), p' (2). Das Fehlen von Q,(1) wird nicht gedeutet. ”*) 

Zwei weitere Banden des Heliums (4 6400, 4546 A) leiten sich 
aus dieser dadurch ab'*), daß die Zweige, die im Anfangsterm — o, 
haben, ausfallen; es bleibt also übrig: R(m), P’(m), Q, (m). Ein 
weiterer Zweig, von Curtis mit P(m) bezeichnet”®), der wesentlich 
schwächer ist, ist bisher nicht erklärt. Es ist fraglich, ob er der 
gleichen Teilbande wie die drei anderen Zweige angehört. 

Außerdem hat Fowler noch einige Teilbanden des Heliums unter- 
sucht, die den eben beschriebenen ähnlich gebaut sind. Sie bestehen 
aus drei Zweigen und lassen sich durch einen doppelten Term (18) 
darstellen. Die Auswahlregeln sind hier’®): 


9a 7 Os m m: Q, (m) = R’(m) 
(23) 0,20, m—1->m:P, (m) = P (m) 
Ton m—>m:Q, (m) = Q (m). 


Wie bei den beiden oben besprochenen Banden sind zwei Nullzweige 
und ein negativer Zweig (oben ein positiver Zweig) vorhanden, jetzt 
ist der TUndterm für alle drei Zweige der gleiche, oben war es der An- 
fangsterm. Die Größe o ist in beiden Termen 7, doch ist der Wert 
nicht gesichert; die Konstanten B, und B, in den Gl. (18) müssen 
hier etwas verschieden angenommen werden, damit die gerechneten 
Wellenzahlen mit den gemessenen hinreichend übereinstimmen. Da 
diese Banden das einzige bisher bekannte Beispiel einer Systemserie 
bilden, kommen wir darauf später in anderm Zusammenhang noch- 
mals zurück. 

Alle diese besprochenen Banden lassen sich, da 6 in der Term- 


74) @. H. Dieke, Ztschr.f.Phys.31 (1925), p.326 weist auf nme Analogie zwischen 


dieser Bande und den negativen Stickstoffbanden hin. Er wählt 9, = 4, ,= 3 


und hat dann die Übergänge: 


a0 m—m:R(m—1), un PR m—1—m:P’(m — 1) 
— u >—0, m>m:Pm+1), —,>—e, m+t1lom:Rm-+1) 
LG —>—0, m+1om:Q, (mtl), —a,—>%e m—1—m:Q,(m —1). 


Die Bezeichnungen der Zweige sind die des Textes. Bei dieser Deutung ergeben 
sich die CO Banden hieraus durch das Ausfallen von R nnd P, also der Null- 
zweige dieser Anordnung. Die fehlenden Linien werden auch bei dieser Anord- 
nung nicht zwanglos gedeutet. 

75) W. E. Curtis, Proc. Roy. Soc. (A) 101 (1922), p. 38. 

76) W. E. Curtis, Proc. Roy. Soc. (A) 103 (1923), p. 315. Die an zweiter 
Stelle angegebenen‘ Bezeichnungen im Texte sind die von Curtis. Die Term- 
darstellung des Textes ist vom Ref. durchgeführt. 
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formel verschwindet, durch eine erweiterte Deslandressche Formel 
darstellen. Typisch anders wird dies, wenn 60 ist. Die Formel 
für den einzelnen Zweig hat dann ein Heurlingersches Korrekturglied 
notwendig (vgl. p. 834). Besonders charakteristisch sind aber Dubletts, 
da hier unter bestimmten Bedingungen die Aufspaltung für kleine m 
stark zunimmt (Fig. 5). Das einzige Spektrum, bei dem die Term- 
darstellung wenigstens teilweise durchgeführt ist, ist das der sog. 
(C + H)-Banden.””) Der Endterm der Bande bei 4300A besteht 
aus zwei doppelten Termen (14b, e), die sich dadurch voneinander 








Fig. 5. (C + H)-Bande 4300 Ä. 
(Aus: Ztschr. f. Physik 23. Verlag J. Springer, Berlin.) 


unterscheiden, daß die Konstanten b und ß in den beiden Dublett- 
termen etwas verschiedene Werte haben. Die Werte b, und b,, so- 
wie b, und b, können praktisch als gleich angenommen werden; 
ferner st o=1,o=+. Der Anfangsterm scheint ebenso gebildet, 
jedoch mit dem Unterschied, daß o<1l ist, und auch die Unter- 
schiede in B und ß kleiner sind. Für das Aussehen des Spektrums 
kommt deshalb die Verschiedenheit der Anfangsterme nicht in Frage. 
Jeder der vier Endterme kombiniert nun mit einem der vier Anfangs- 
terme, und zwar so, daß ein positiver, negativer und Nullzweig auf- 
tritt. Es gelten also die Kombinationsbeziehungen (11a) für je drei 
der 12 Zweige. Aus den Endtermen: 


m n)— tat be (n) + be (Vm—1—4 + ..- 
(24) b, (m, n) — bt box (n) nie bi, Vm—ı Tr 3) r } 
13 (m, 0) — ter + bone (m) + da (VYm? -1— +: 
tm) = tar + bo (m) + ba (Ym —1 +4 + -- 
ergibt sich, wenn man die Aufspaltung der Anfangsterme vernach- 


lässigt: Für kleine Werte von m fällt 2, (m) mit t,(m) und t,(m) 
mit i,(m) nahezu zusammen. Für große Werte von m kann 1 in 





77) A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 298; vgl. auch 72). 
Eneyklop. d. math. Wissensch. V 3. 55 
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der Wurzel gegen m? vernachlässigt werden, es ist 4, (m + 1) von 
ts, (m) und Z4(m -+ 1) von f,(m) nicht zu trennen, dagegen erwei- 
tert sich das Dublett 4 (m + 1), 4(m) und 4(m +1), t,(m) für 
abnehmende m. Für die Zweige ergibt sich so das Bild der Figur, 
bei der in den mit dem Index 1 und 3 versehenen Zweigen die 
Numerierung so abgeändert ist, daß die nahe zusammenfallenden 
Wellenzahlen R, (m +1), R, (m), sowie R,(m +1), R, (m) ... gleiche 
Ordinate haben. 

Bei der (© + H)-Bande 3900 A gewährleisten nun Auswahl- 
regeln, daß nur die Zweige Q,, Q,, Rz, R,, P;, Pı auftreten (vgl. Fig.5). 
Die Folge ist, daß die Kombinationsgesetze (11a) nicht mehr erfüllt 
sind, es sind Kombinationsdefekte vorhanden. Qualitativ das gleiche 
Verhalten zeigen die Emissionsbanden des Wasserdampfes (Teilbande 
3064) und die grüne Bande des Magnesiumhydrids”®), doch ist bei 
diesen die Termdarstellung noch nicht durchgeführt. Durch die Mes- 
sungen von W. W. Watson‘”) ist bei den Wasserdampfbanden (wahr- 
scheinlich OH zugehörig) eine Isolierung der Terme möglich ge- 
worden. Es zeigt sich dabei, daß die Termformel (14b), (14ec) nicht 
ausreicht, quantitativ das Verhalten der Terme wiederzugeben. 

Das charakteristische Heurlingersche Dublett haben nach den 
genauen Messungen von Meggers®®) auch die atmosphärischen Sauer- 
stoffbanden, in denen jedoch nur ein positiver und ein negativer 
Dublettzweig vorkommt. 

Als Vertreter einer weiteren Klasse von Banden führt Heur- 
linger die zweite positive Stickstoffgruppe und die Kohlebanden an. 
Deren Termdarstellung ist jedoch noch nicht vollständig durchge- 
führt. Für diese Banden, ebenso für die sog. negativen Stickstoff- 
banden (zu N,+* gehörend®!), ist ein eigenartiger Wechsel in der In- 
tensität typisch. Z. B. bestehen die negativen Stickstoffbanden aus 
je einem doppelten positiven und negativen Zweig. Solange man 
nur die Frequenzen betrachtet, unterscheiden sich die Banden kaum 
merklich von den Cyanbanden. Die Linien lassen sich durch Terme 
(14b,e) mit 6=(0, go—=+ innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit 
befriedigend darstellen. Bei Betrachtung der Intensitätsverhältnisse 
zeigt sich jedoch, daß innerhalb eines Zweiges bei aufeinanderfolgen- 
den Linien die Intensität abwechselnd groß und klein ist; je nach 


78) T. Heurlinger, Diss. Lund 1918. 

79) W. W. Watson, Astrophys. J. 60 (1924), p. 146; @. H. Dieke, Amsterd. 
Akad. 34 (1925), p. 100. 

80) W. F. Meggers, Publ. of the Allegheny Observ. 6 (1919), p. 13. 

81) W. Wien, Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 325. 
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der Wahl der Numerierung sind also alle Linien mit gerader Lauf- 
zahl m stark, alle mit ungerader Laufzahl m schwach oder umge- 
kehrt.°?) Da ein derartiges Verhalten physikalisch schwer verständ- 
lich erscheint, vertreten Heurlinger, H. Dieke®?) und der Referent den 
Standpunkt, daß jeder dieser Zweige tatsächlich aus zwei Zweigen 
besteht, die sich so imeinanderschieben, daß jede Linie des einen 
Zweiges genau zwischen zwei Linien des anderen Zweiges fällt. Die 
Teilbande besteht nach dieser Auffassung aus vier Dublettzweigen, 
die, von der Dublettaufspaltung abgesehen, zustande kommen durch 
die Übergänge 

m+t3om+; m+i1om-—H, 

m+iom+3, m—iom++- 
Je nachdem, ob man o= +7 oder og=-+ ? annimmt, ist dann 
die Deutung der Zweige als positive, negative und Nullzweige ver- 
schieden.) Die Dublettkomponenten können durch verschiedene 
Werte von Ö in (14b, c) eingeordnet werden. 

Während hier hauptsächlich die Intensitätsverhältnisse der Deu- 
tung der Banden Schwierigkeiten bereiten, kommt bei der zweiten 
positiven Gruppe der Stickstoffbanden, sowie bei den Kohlebanden 
noch hinzu, daß die für die Darstellung der Frequenzen benötigten 
Terme in (14) nicht enthalten sind. Eine befriedigende empirische 
Formel für diese Terme ist noch nicht aufgestellt. °°) 


9. Bandensysteme. Systemserien. Für die Verteilung der Teil- 
banden (Kanten) innerhalb eines Systems haben sich nach den bis- 
herigen Untersuchungen für die verschiedenen Spektren keine Unter- 
schiede ergeben. Die Unterscheidung in Kantenspektren und Pseudo- 
kantenspektren scheint nur eine äußere zu sein. Einzelne Banden- 
systeme scheinen dadurch ausgezeichnet, daß jede Gruppe nur eine 
oder zwei Teilbanden enthält, wie dies bei den Rotationsschwingungs- 
banden der Fall war. Dies kommt besonders häufig vor bei Absorp- 
tionsbanden kalter Gase und bei Resonanzbanden; im ersten Falle 


82) M. Faßbender, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 73. 
83) @. H. Dieke, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 326. 
84) @. H. Dieke benutzt sowohl im Anfang- wie im Endterm gleichzeitig 
e=4 undg=+*. Er weist selbst darauf hin, daß dadurch dem modellmäßigen 
Verständnis Schwierigkeiten entstehen. Diese Zuordnung ist jedoch nicht un- 
vermeidlich. 

85) Vgl. R. Mecke und P. Lindau, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 277; 
R. Mecke, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 261, und Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 597; 
P. Lindau, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 343, 30 (1924), p. 187; E. Hulthen und 
G. Johansson, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 308; Ark. f. Mat., Astron. och Fysik 
18 (1924), No. 28. 
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sind für den Anfangszustand der Absorption, also Endzustand der 
Emission, ein bestimmter oder nur wenige Schwingungszustände der 
Träger der Spektren vorhanden, n, muß fast in allen Teilbanden den- 
selben Wert haben (Beispiel: atmosphärische O,-Banden). Bei der 
Resonanz ist durch die Anregung ein bestimmter Anfangszustand 
vorhanden, n, hat in allen Teilbanden gleichen Wert. (Resonanz- 
spektrum des Jod.°®)) 

Eine von der eben besprochenen wesentlich verschiedene Kanten- 
anordnung hat Fowler bei den schon erwähnten Heliumbanden ge- 
funden.®?) Er stellt zwei Serien von Teilbanden fest, deren Kanten 
sich durch eine Rydbergsche Formel für die Linien eines Serienspek- 
trums darstellen lassen. Fowler bezeichnet sie als Haupt- und Neben- 
serie. Diese Feststellung, die sich zunächst nur auf die Wellenzahlen 
der Kanten bezieht, wird dadurch gestützt, daß die genauere Unter- 
suchung dieser Banden ergibt, daß in allen durch eine Serienformel 
zusammengefaßten Banden die Endterme in jeder Hinsicht, insbeson- 
dere auch die von m abhängenden Rotationsanteile identisch sind. 
Dadurch ist erwiesen, daß die Zusammenfassung dieser Banden keine 
willkürliche ist. In dem veränderlichen Anfangsterm variiert nicht 
bloß der Elektronenterm der Rydbergschen Formel entsprechend, son- 
dern auch die Konstante B des Rotationsanteils nimmt mit wach- 
sender Laufzahl des Rydbergterms systematisch ab. Die vorliegenden 
Daten genügen aber noch nicht zur Ableitung einer empirischen 
Formel. Der Gang ist mit den theoretischen Erwartungen in Über- 
einstimmung. Es liegen also hier zwei Systemserien vor. Auch die 
beiden Heliumbanden A 6400 und 4546 Ä scheinen einer Systemserie 
anzugehören. Ihren Endterm haben sie unter sich und mit der Bande 
5730 Ä gemeinsam. Letztere gehört jedoch nicht der gleichen Sy- 
stemserie an; die beiden Systemserien stehen also zueinander in einem 
ähnlichen Verhältnis wie die erste und zweite Nebenserie in den 
Serienspektren. Ähnliche Beziehungen hat R. 7. Birge bei den Stick- 
stoffbanden nachgewiesen.®) R. Mulliken hat bei BO sämtliche drei 
Übergänge, die zwischen drei Elektronentermen möglich sind, ge- 
funden.°°*) Auch die oben besprochenen Hg-Banden haben mit einem 
zweiten System den Endterm gemeinsam.°®) 


10. Bandenspektren und periodisches System der Elemente. 
Die Aufstellung von Gesetzmäßigkeiten zwischen Banden und periodi- 


86) R. Mecke, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 104. Deutung von W. Lenz, 
Phys. Ztschr 21 (1920), p. 691; vgl. auch Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 299. 

86a) R. Mulliken, Phys. Rev. (2) 25 (1925), p. 259. 

86b) H. Hulthen, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 32. 
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schem System ist aus mehreren Gründen erschwert. Da die Banden 
als Träger aus theoretischen Gründen sicher Moleküle haben, so 
kommen dafür nicht bloß die Elemente, sondern auch alle Verbin- 
dungen in Frage. Gerade darin liegt nun ein besonderer Anreiz, bei 
chemisch analogen Verbindungen nach Gesetzen zu suchen, etwa 
den Einfluß der verschiedenen Halogene in einer Halogenverbindung 
zu studieren. Dabei ist aber verschiedenes zu berücksichtigen. In 
vielen Fällen ist der wirkliche Träger der Bande nicht bekannt. ®”) 
Ferner ist zu beachten, daß ein ganzes Bandensystem ja nur einer 
Linie bei den Serienspektren entspricht, insofern es nur von zwei ver- 
schiedenen Elektronentermen herrührt, so daß zu einem brauchbaren 
Vergleich zunächst zu entscheiden ist, ob die zu vergleichenden 
Systeme wirklich analoge Systeme sind.®®) Weiter ist mindestens 
die Verteilung der Teilbanden im System vollständig zu analysieren, 
da nur dann die Schwingungsfrequenz v der Bande zweifelsfrei ent- 
nommen werden kann. Soll auch die Konstante B zum Vergleich 
herangezogen werden, so ist eine vollständige Termzerlegung not- 
wendig.) Aus diesem Grunde können die Resultate früherer Ar- 
beiten, in denen diese Forderungen nicht erfüllt sind, höchstens quali- 
tative Bedeutung haben.) Dann beschränken sich aber alle Ergeb- 








87) Z. B. ist trotz zahlreicher zu diesem Zwecke angestellten Versuche bis 
heute noch nicht entschieden, ob die sog. Cyanbanden, wie Runge und Grotrian 
meinen, dem Stickstoff oder einer Verbindung von C und N, wahrscheinlich CN, 
zuzuschreiben sind. Nach neuen Untersuchungen von R. T. Birge ist das theo- 
retische Argument, das für N, zu sprechen schien, in seinen empirischen Grund- 
lagen nicht stichhaltig. Die Experimente (vgl. Freundlich und ‚Hochheim, 
Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 102) sprechen gegen N,. Die als Zn-, Cd-, Hg-, 
Cu-Banden bezeichneten Spektren können nicht elementaren Molekülen angehören, 
sondern sind wahrscheinlich Hydriden dieser Elemente zuzuschreiben usw. 

88) Dies trifft z. B. bei den Zn-, Cd-, Hg-Banden, obwohl sie sich äußer- 
lich ähnlich sind, nur teilweise zu; in diesem Falle ist dies leicht aus der Ver- 
schiedenheit der Werte von ge in den Termen der Systeme zu entnehmen. 

89) Die Kenntnis der Elektronenfrequenz läßt ungefähr dieselben Schlüsse 
zu, wie die Kenntnis der Wellenlänge einer Serienlinie, etwa der Linie (1s — 2p) 
bei mehreren Elementen. Die Konstante B, deren theoretische Bedeutung 


Bu ist (h Plancksches Wirkungsquantum, J Trägheitsmoment) liefert das 
Trägheitsmoment und damit bei bekannter chemischer Formel des Trägers den 
Atomabstand in der Molekel. »° liefert die Stärke der Bindung der Atome und 
das Kraftgesetz. 

90) Die ausführlichste Arbeit über Verbindungsspektra ist Ch. M. Olmsted, 
Diss. Bonn 1906; vgl. ferner H. Konen, Das Leuchten der Gase und Dämpfe, 
p. 229 f. und besonders p. 275 f., dort auch Literaturangaben; außerdem $. Datta, 
On the Spectra of the Alkaline Earth Fluorides and their Relation to each 
other, Proc. Roy. Soc. (A) 99 (1921), p. 436. 
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nisse im wesentlichen auf die Aussage, daß bei chemisch verwandten 
Substanzen ähnlich gebaute Spektren vorkommen. Diese Aussage 
hat aber, soweit sie sich auf die Verteilung der Teilbanden bezieht, 
keine besondere Bedeutung, da diese für alle einfacheren Banden 
durch das gleiche Gesetz geregelt wird.”!) Andererseits kommen bei 
der gleichen Substanz Spektren von ganz verschiedenem Aussehen 
vor.”?) Etwas mehr Bedeutung haben die Feststellungen über Ana- 
logien in der Feinstruktur der Banden.”) Der einzige Fall, wo 
quantitativ vergleichbare Zahlen vorliegen, sind die ultraroten Rota- 
tionsschwingungsbanden bei HF, HCl und HBr, doch ist dieses ge- 
ringe Material für allgemeine Schlüsse nicht hinreichend. Die Fest- 
stellung, daß die Atomabstände mit dem Atomgewicht wachsen, ist 
als solche nach den Modellvorstellungen trivial, die Zahlenbeziehung 
ist von der Modelltheorie noch nicht prüfbar. Hier läßt sich auch 
ein Zusammenhang zwischen Atomabstand und Schwingungsfrequenz 
angeben®®), der sich möglicherweise auf Grund von Dimensionsbe- 
trachtungen verallgemeinern läßt. 


11. Äußere Beeinflussung der Bandenspektren. Zeemaneffekt. 
Bei der Frage nach der Beeinflußbarkeit der Banden durch äußere 
Umstände ist zu unterscheiden zwischen Intensitätsänderungen und 
Änderungen der Wellenlängen. Durch. Änderung der Anregungs- 
bedingungen (Gleichstrom, Wechselstrom, Funkenentladung, Flamme, 
Stromdichte), durch Änderung des Druckes, Zumischung von Gasen, 
durch ein elektrisches oder magnetisches Feld wird die Intensität 
stark beeinflußt, indem unter bestimmten Bedingungen einzelne Ban- 
densysteme besonders begünstigt, andere wieder unterdrückt werden 





91) Z. B. legt L. C. Glaser, Beiträge zur Kenntnis des Spektrums des Beryl- 
liums, Diss. Breslau 1916, Wert auf die Ähnlichkeit der Kantenverteilung bei 
Al und Be, trotzdem sie verschiedenen Gruppen des periodischen Systems an- 
gehören, 

92) Bei Stickstoff z. B. sind drei Systeme, obwohl sie nach R. T. Birge, 
Phys. Rev. 23 (1924), p. 294 sicher zum gleichen Träger gehören, sehr ver- 
schieden. Darnach haben nämlich die zweite und vierte Gruppe gemeinsame 
Endterme, die ihrerseits wieder Anfangsterme der ersten Gruppe und der Banden 
des nachleuchtenden Stickstoffs sind. 

93) Z. B. haben die als Zn-, Cd-, Hg-Banden bezeichneten Spektren analoge 
Teilbanden. Andererseits weisen die als H,O-, MgH,- und (C+ H)-Banden be- 
zeichneten Banden (wahrscheinlich zu OH, MgH und CH gehörend) große Ahn- 
lichkeit auf, obwohl C, O und Mg verschiedenen Gruppen des periodischen Sy- 
stems angehören. — Neuerdings hat R. Mecke einen „Wechselsatz für Banden- 
spektren“ formuliert [Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 261, Phys. Ztschr. 26 (1925), 
p. 217], der aber weder empirisch, noch theoretisch hinreichend gestützt ist. 

94) A. Kratzer, Naturw. 12 (1924), p. 1057. 
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oder innerhalb der Teilbanden die Zweige sich verschieden verhal- 
ten.) Bei schwacher Dispersion kann dadurch der Eindruck er- 
weckt werden, daß dabei die Wellenlänge des Spektrums sich ändert, 
daß es sich verschiebt. Die Betrachtung der Bandenlinien zeigt je- 
doch, daß in den meisten Fällen diese Veränderungen nicht die 
Wellenlängen der einzelnen Linien betreffen. Insbesondere gilt dies 
für die Einwirkung des Druckes. Bei mehreren Banden ist nachge- 
wiesen, daß die Linien keine Druckverschiebung zeigen. Über den 
Einfluß eines elektrischen Feldes liegen keine Untersuchungen vor, die 
ein Gesetz erkennen lassen. °®) 

Auch der Einfluß eines Magnetfeldes auf Banden ist nicht ein- 
heitlich. Allen Banden gemeinsam ist, daß sämtliche Linien eines 
Zweiges und entsprechender Zweige des Systems sich qualitativ gleich 
verhalten. Man kann dieses Gesetz als Analogon zur Prestonschen 
Regel betrachten, es ist jedoch noch nicht für verschiedene Substanzen 
mit gleichartigen Banden geprüft.”) Im einzelnen lassen sich die 
magnetischen Veränderungen auf solche des Elektronentermes und 
solche der Rotationsschwingungsterme zurückführen. Die Aufspal- 
tung des ersteren ist entweder Null oder steht im Sinne der Runge- 
schen Regel in einfachem Zusammenhang mit der normalen Aufspal- 
tung.°®) Auf diese überlagert sich dann die Aufspaltung des Schwin- 
gungs- und Rotationstermes. Die Abhängigkeit vom Schwingungspara- 
meter ist bisher nicht näher untersucht!"), die vom Rotationspara- 
meter m ist in mehreren Fällen genauer gemessen; der Mechanismus 
läßt sich am besten aus den Ergebnissen von Fortrat””) bei der 
Bande 3872 Ä des Swanspektrums ersehen. Dort erfahren die Linien, 
die überhaupt eine meßbare Aufspaltung zeigen, bei schwachem Felde 
eine symmetrische Aufspaltung in je zwei parallel und senkrecht zum 
Feld polarisierte Komponenten (transversale Beobachtung). Mit wach- 

95) Vgl. etwa H. Konen, Das Leuchten der Gase und Dämpfe, p. 313, dort 
Literaturangabe; ferner W. Steubing, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 427; Mia Tous- 
saint, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 271, und Diss. Marburg 1923 mit Literatur- 
angabe; W. Steubing u. M. Toussaint, Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 128; R. Seeliger, 
Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 55 u. a. — Die verschiedene Beeinflußbarkeit der ein- 
zelnen Zweige wird dazu benützt, unübersichtliche Spektren, z. B. das Viellinien- 
spektrum des Wassertoffs, zu ordnen. 

96) Vgl. jedoch Anmerkung 56). 

97) Als Belege hierfür kommt in Betracht: A. Dufour, Paris C. R. 146 
(1908). p. 229; ferner Jean Beequerel, Paris ©. R. 148 (1909), p. 707; ferner die 
in Anmerkung 101 genannten Arbeiten, sowie E. Hulthen, Über die Kombi- 
nationsbeziehungen unter den Bandenspektra. 

98) A. Dufour, Paris C.R. 148 (1909), p.1311; Paris C.R. 149 (1909), p. 917. 

99) R. Fortrat, Ann. de phys. (9) 19 (1923), p. 81. 
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sender Feldstärke wächst die Aufspaltung, gleichzeitig verschiebt sich 
die Intensität; die eine, etwa die langwelligere, Komponente wird auf 
Kosten der anderen bevorzugt, bis diese bei hinreichend starkem 
Felde ganz verschwindet. Wenn nun die ungestörte Linie die Kom- 
ponente eines Dubletts ist, so verhält sich die andere Komponente 
ebenso, nur mit dem Unterschiede, daß die Intensitätsverschiebung 
jetzt die umgekehrte ist (Fig. 6) Das hat zur Folge, daß aus den 
zwei Komponenten eines Dubletts zunächst im Magnetfeld vier parallel 
und senkrecht polarisierte Komponenten entstehen; von diesen ver- 
schwinden mit wachsendem Feld zwei zur ursprünglichen Dublett- 
mitte symmetrisch gelegene; sind es die äußeren der vier Kompo- 
nenten, so zieht sich das Dublett mit wachsendem Magnetfeld zu- 
sammen.!®) Dieser Fall liegt häufig vor; ein ur- 

sprüngliches Dublett wird vereinfacht, gleichzeitig 

werden dabei Störungen regularisiert.!°') Bei den sog. 

nt 1  Wasserdampfbanden liegt der gegenteilige Fall vor, 
FEN N \ hier wird das Dublett erweitert.!%) Die Abhängig- 
keit der Aufspaltung von der Feldstärke ist in vielen 

Fällen quadratisch, in einzelnen wird sie linear an- 

gegeben. Zum Teil ist die Verschiedenheit durch 

“I die Überlagerung der Elektronenterm- und Rotations- 
termaufspaltung veranlaßt; je nach dem Überwiegen 
der beiden Bestandteile tritt die lineare oder quadratische Abhängig- 
keit deutlicher hervor. Auch der Sinn der Zirkularpolarisation ist 
bei den Spektren verschieden; es kommt auch eine gegenüber dem 
normalen Zeemaneffekt von Serienlinien anomale Polarisation vor.!) 
Den für die Aufspaltung aufgestellten empirischen Formeln!) kommt 
nur geringe Bedeutung zu, da sie sich auf die Wellenzahlen der Linien, 
nicht auf die Terme beziehen. Formeln für die Aufspaltung von Termen 


Fig. 6. 


100) Die Analogie zum Paschen- Back-Effekt ist nur äußerlich. Bei den 
Banden wird ein ohne Feld vorhandenes Dublett auf seine Mitte ohne wesent- 
liche Änderung der Wellenlänge der Mitte zusammengedrängt. Beim Paschen- 
Back-Effekt vereinigen sich die im Magnetfeld erst entstandenen Komponenten 
in Linien, die der normalen Lorentzaufspaltung entsprechen. 

101) R. Fortrat, Paris ©. R. 156 (1913), p. 1459; Paris C. R. 157 (1913), 
p. 991; H. Deslandres et V. Burson, Paris C. R. 157 (1913), p. 1105; F'. Oroze, 
Thöses, Paris 1913; Ann. de phys. 1 (1914), p. 85; 1 (1914), p. 97; A. Bachem, 
Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 372; hier ist bei den Cyanbanden ein Einfluß des 
Oszillationszustandes erkennbar. 

102) H. Deslandres et d’Azambuja, Paris C. R. 157 (1913), p. 814; R. For- 
trat, Paris C. R. 157 (1913), p. 991; J. d. Phys. (6) 5 (1924), p. 20. 

103) A. Dufour, Paris C. R. 146 (1908), p. 118. 
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anzugeben, ist zurzeit deswegen unmöglich, weil die geringe Zahl der 
Messungen die Anwendung des Kombinationsprinzips nicht zuläßt. 
Eine theoretische Verarbeitung des Materials ist deshalb erst möglich, 
wenn durch systematische Durchmessung mehrerer Teilbanden eines 
Systems der Einfluß auf den Term isoliert werden kann. 

Die Temperaturabhängigkeit der Banden soll wegen ihres Zu- 
sammenhangs mit der Theorie im folgenden Abschnitt besprochen 
werden. 


12. Die Theorie der Bandenspektren. Eine Theorie der Banden- 
spektren muß notwendig dem Umstande Rechnung tragen, daß, ebenso 
wie bei den Serienspektren, die Schwingungszahl der einzelnen Linie 
sich durch die Kombination zweier Terme darstellt. Der einzige bis- 
her vorgeschlagene Ansatz, der dies leistet, ist das Postulat von Bohr, 
daß der Spektralterm, mit dem Planckschen Wirkungsquantum h 
multipliziert, den Energieinhalt eines atomaren Systems in einem 
durch die Quantentheorie definierten Zustand darstellen soll. Die 
Überlegungen über das Zustandekommen der Spektren, die hiervon 
keinen Gebrauch machen, haben insoweit noch Bedeutung, als sie 
etwa mögliche Bewegungszustände in den Atomverbänden nachweisen, 
deren Energieinhalt nach der Bohrschen Auffassung in Frage kommen 
kann. 

In diesem Sinne grundlegend waren die Untersuchungen von 
N. Bjerrum '%), der die im fernen Ultrarot auftretenden Absorptions- 
banden auf Rotationen der Moleküle und die im näheren Ultrarot 
liegenden auf die Überlagerung von Rotationen auf die Schwingungen 
der Atome (Ionen) im Molekülverband zurückführte. Auf die opti- 
schen Banden wurde dieser Gedanke zuerst von K. Schwarsschild!®) 
übertragen, der bereits im Sinne der Bohrschen Theorie die einzelnen 
Bandenlinien aus dem Zusammenwirken von Elektronenbewegung und 
Präzessionsbewegung der Molekel zu deuten versuchte, aber, da ihm 
die Auswahlregeln!%®) noch fehlten, keine quantitative Übereinstim- 
mung erzielen konnte. Von einer eingehenden Kenntnis der empiri- 
schen Tatsachen ausgehend, hat dann Heurlinger'!”) die Schwarz- 
schildsche Theorie in ihrer jetzigen Form begründet. Von ihm un- 
abhängig gelangte etwas später W. Lenz‘) zu den gleichen Ergeb- 


104) N. Bjerrum, Nernstfestschrift, Halle 1912, p. 92. 
- 105) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 564, 1916. 
106) N. Bohr, On the Quantum Theory of Line Spectra I, Kopenhagener 
Akademie 1918, p. 34; A. Rubinowiez, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 441. 
107) T. Heurlinger, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 188, Diss. Lund 1918. 
108) W. Lenz, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 632. 
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nissen. Gleichzeitig war die Bjerrumsche Theorie der ultraroten 
Banden im Bohrschen Sinne ergänzt worden, und die dort gewonnenen 
Ergebnisse konnten auf die optischen Banden übertragen werden. 1°) 
Die Teilbanden eines Systems wurden von Heurlinger auf die Schwin- 
gungen der Atome im Molekül zurückgeführt, so daß also ein Banden- 
system durch die gleichzeitige Änderung von Elektronenbewegung, 
Schwingung und Rotation, letztere eingeschränkt durch die Regel 
Am=-+ 1,0, zustande kommen sollte. Für das Verständnis des 
quantitativen Zusammenhangs der Teilbanden untereinander hatte es 
sich als nötig erwiesen, die Wechselwirkung der Rotation und Oszil- 
lation zu untersuchen und zur Deutung der Feinstruktur und son- 
stiger noch ungeklärter Fragen lag es nun nahe, auch die gegensei- 
tige Einwirkung der Elektronenbewegung und Bewegung der Molekel 
im Raum zu diskutieren. '!P) 

Das allgemeinste Problem der theoretischen Ableitung der Banden- 
terme besteht also darin, die Bewegung eines molekularen Systems 
A bestehend aus Elektronen und mindestens zwei 

Kernen zu untersuchen und dessen Energie zu be- 
rechnen.!!!) Für praktische Zwecke muß diese 
Aufgabe noch wesentlich idealisiert und dadurch 
vereinfacht werden. Das komplizierteste Modell, 

bei dem die Rechnung bis zur Bestimmung der 
Energie vollständig durchgeführt ist, ist ein zwei- 
atomiges Molekül, bei dem das gesamte Impuls- 
moment zerfällt in einen molekülfesten, be- 

ee. liebig zum Molekül orientierten Elektronen- 
6 anteil und einen Rotationsanteil, senkrecht 
Fig. 7. zur Atomachse, der mit der Atomachse und 
dem Elektronenmoment in einer Ebene liegt (vgl. Fig. 7). Für dieses 
Modell ergibt sich die (mit der aus den empirischen Daten oben 
abgeleiteten Formel (14) übereinstimmende) Gleichung für den Term 


Ww 
je . 110) 118), 








109) N. Bohr, Gesammelte Abhandlungen, Braunschweig 1921, p. 138 (die 
Arbeit war 1916 gedruckt, aber nicht veröffentlicht); 7. Heurlinger, Ztschr. f. 
Phys. 1 (1920), p. 82; H. Sponer, Diss. Göttingen 1920; A. Kratzer, Diss. Mün- 
chen 1920; Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 289. Ohne Benützung der Bohrschen 
Theorie wird das Problem behandelt von E. 0. Kemble, Phys. Rev. 15 (1920), 
p. 95, ferner Phys. Rev. 8 (1916), p. 701. 

110) A. Kratzer, Münchener Hab.-Schrift 1921. Zum Teil abgedruckt in 
Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 129; 71 (1923), p. 72. 

111) M. Born und W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 1. 
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„= ET, —n?c + +; an+ )Ym—a—g) 
(25) B: 2, (Vm— u o)+--- 


(h = Plancksches Wirkungsquantum, m, n ganze Zahlen). Hier be- 
deutet »° die Frequenz der Atomschwingung bei verschwindend kleiner 
Amplitude; die Größe & ist ein Maß für die Abweichung der Schwingung 
von einer harmonischen. .J, ist das Trägheitsmoment der schwingungs- 
und rotationslosen Molekel; 6 bedeutet das Impulsmoment der Elek- 


tronen um die Atomverbindungslinie (gemessen in den Einheiten zn) 


o ist das Impulsmoment der Elektronen senkrecht zur Atomverbindung. 
Die Größe « ist auf zwei verschiedene Einflüsse zurückzuführen: da 
infolge der Atomschwingung das Trägheitsmoment zeitlich variiert, 
muß die Rotationsgeschwindigkeit von der Amplitude der Schwingung 
(n) abhängen; da ferner die Zentrifugalkraft den Atomabstand ver- 
größert, so findet die Schwingung um eine Gleichgewichtslage mit 
kleinerer zurücktreibender Kraft (anharmonische Bindung!) statt, die 
Schwingungsfrequenz wird also Funktion der Zentrifugalkraft (m?). 
Das Glied vierter Ordnung endlich bringt eine Verkleinerung der 
Rotationsgeschwindigkeit zum Ausdruck, die von der Vergrößerung 
des Trägheitsmomentes unter dem Einfluß der Zentrifugalkraft her- 
rührt. 

In Abschnitt 8 wurde betont, daß (14) nicht für alle beobachteten 
Bandenspektren ausreicht. Eine Erweiterung der theoretischen Formel 
(25) ist in mannigfacher Weise möglich. Die nächstliegende Mög- 
lichkeit ist, beim Kramers- Paulischen Modell von der Einschränkung 
abzusehen, daß Gesamtimpulsmoment, Elektronenimpulsmoment und 
Atomverbindungslinie in einer Ebene liegen.''?) Ein weiterer Schritt 


112) H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 348. — H. A. Kramers 
und W. Pauli jr., Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 351. — Nach Born, Vorlesungen 
über Atommechanik, Berlin 1925, p. 140, Anmerkung ist nur 6 = 0 oder e = 
in (25) zulässig. Auch das doppelte Vorzeichen in (14b, 14c) kommt in (25) 
nicht richtig zum Ausdruck. Durch die Zweiwertigkeit der Quadratwurzel ist 
es zwar formal in (25) mit enthalten. Nach Kramers und Pauli entspricht 
jedoch das negative Zeichen in der Wurzel einem mechanisch instabilen Be- 
wegungszustand. 

113) Kramers und Pauli schließen diesen Fall aus physikalischen Gründen 
von der weiteren Diskussion aus, weil der Rotationsanteil der Energie von der 
Größe des Elektronenanteils würde. Dieser Schluß ist aber nur zulässig, wenn 
man als Normalzustand des Moleküls ein Molekül annimmt, dessen Kerne ruhen, 
und hierauf die Bewegung im Raum überlagert. Gerade die Bandenspektren 
haben aber gezeigt, daß dieser Zustand im allgemeinen nicht zu den stationären 
Zuständen gehört. Vgl. Born und Heisenberg, ]. ce. 
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wäre die Idealisierung weniger weit zu treiben und an Stelle des die 
Elektronen ersetzenden Kreisels mit einem oder mehreren Elektronen 
zu rechnen. Mecke benützt statt eines Kreisels zwei solche, die von 
einander unabhängig sind, und versucht formal in Analogie zu den 
Multipletts der Linienspektren durch geometrische Addition von Impuls- 
momenten ohne Rücksicht auf die Mechanik die Termformel: zu er- 
weitern.'!#) 

Drei- und mehratomige Moleküle werden in erster Näherung als 
dreiachsige starre Kreisel behandelt. Die Quantelung ist von P. 8. 
Epstein und F. Reiche durchgeführt'"?), doch haben diese Formeln 
bisher noch keine Anwendung finden können. 

Die Auswahlregeln lassen sich mit Hilfe des Bohrschen Korre- 
spondenzprinzipes aus Modellvorstellungen herleiten, für komplizierte 
Spektren sind jedoch noch keine speziellen Modelle aufgestellt worden. 

Auch die Intensitätsverteilung innerhalb der Bandenspektren ist 
im Allgemeinen nach der skizzierten Theorie verständlich. Die Inten- 
sität regelt sich darnach zunächst durch die Wahrscheinlichkeit des 
Anfangszustandes (Zahl der Moleküle im Anfangszustand). Für die 
Teilbanden ergibt sich daraus insbesondere, daß bei niedrigen Tempe- 
raturen kleine Werte von n ausgezeichnet sind; für die Absorption 
kalter Gase und Dämpfe, deren spezifische Wärmen bei der betr. 
Temperatur keinen Oszillationsanteil erkennen lassen, ist dadurch 
der Anfangszustand n —= (0 der Absorption festgelegt, was mit den 
Beobachtungen durchaus in Einklang ist (HCl, O, usw.). Wachsende 
Temperaturerhöhung muß nach und nach auch größere Werte von n 
hervortreten lassen. Dies wird z. B. durch die Kombinationsbande 
bei HCl bestätigt.'!%) Die Rotationsgeschwindigkeiten müssen sich 
nach einem Gesetz anordnen, das sich aus einer quantenstatistischen 
Abänderung der Maxwellschen Verteilung ergibt. Die Intensitäten 
innerhalb eines Zweiges müssen diese Verteilung widerspiegeln. Aller- 
dings hängen sie noch von einem zweiten Faktor ab. Ob dieser ein- 
fach als Übergangswahrscheinlichkeit bezeichnet werden kann, oder ob 
hier, analog wie bei den Linienspektren'!”) auch die Wahrscheinlich- 
keit der Endterme eine Rolle spielt, ist noch unentschieden. Jedenfalls 
wird am allgemeinen Verlauf der Intensitätskurve durch diesen Faktor 


114) R. Mecke, Ztschr. f. Phys, 28 (1924), p. 261. 

115) P. $. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 398; Phys. 
Ztschr. 20 (1919), p. 289. Fr. Reiche, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 394. 

116) Vgl. auch die Beobachtungen von Chr. Füchtbauer, Phys. Ztschr. 26 
(1925), p. 345 bei 0,. 

117) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braunschweig 1924, p. 649. 
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innerhalb eines Zweiges nicht viel geändert.'#) Die Folgerung aus 
der Theorie, daß die Laufzahl m des Maximums proportional mit der 
Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur ist, wird durch den Ver- 
such bestätigt.) Bemerkenswert sind die Versuche von W. Lenz 
die Übergangswahrscheinlichkeiten für die Oszillationen aus dem Bohr- 
schen Korrespondenzprinzip zu bestimmen.) Entsprechende Über- 
legungen stellt E. ©. Kemble für die Rotationsübergänge an.'?') 


13. Schlußbemerkung. Die Untersuchung der Spektren liefert auf 
Grund der Spektralterme. eine weitgehende Kenntnis der Moleküle und 
Atome. Eine Reihe von physikalischen Eigenschaften (spez. Wärme, 
magnetische Permeabilität, Dielektrizitätskonstante, u. a.) hängen da- 
mit unmittelbar zusammen und müssen aus spektroskopischen Daten 
ableitbar sein. Allerdings ergeben sich dabei Schwierigkeiten, die 
darauf hinweisen, daß hier noch grundsätzliche Fragen ungelöst sind. 
Dies äußert sich auch darin, daß die Bohrsche Deutung der Terme 
als Energiestufen zwar die Berechnung der Spektren gestattet, über 
den Vorgang der Strahlung jedoch keine Vorstellung zuläßt, die 
zwanglos den Zusammenhang mit den übrigen optischen Erscheinungen 
herstellen könnte, ohne unsere Grundanschauungen über Optik und 
Elektrodynamik abzuändern. Auch die mechanische Berechnung der 
Terme führt auf Schwierigkeiten, die es zweifelhaft erscheinen lassen, 
ob die Quantentheorie nur die Integrationskonstanten der Mechanik 
festlegt, oder ob sie darüber hinaus auch die Grundgesetze der 
Mechanik abändert. So werden wir von mehreren Seiten her auf die 
Frage geführt, ob es überhaupt möglich ist, durch ein mechanisches 
Modell die Eigenschaften der Materie restlos zu erfassen. Der Weg 
zur Beantwortung dieser Frage wird voraussichtlich von der weiteren 
Untersuchung der Spektren gewiesen werden. Der folgende Artikel 
Smekal diskutiert diese Fragen in allgemeinerem Zusammenhange. 


118) Empirische Feststellungen über den Intensitätsverlauf im Ultrarot: 
Imes, Astrophys. J. 50 (1919), p. 260; Colby, Meyer and Bronk, Astrophys. J. 57 
(1923), p. 7; Spence and Holley, Opt. Soc. 7 (1923), p. 169; Brinsmade and Kemble, 
Proc. Nat. Acad. Sc. 3 (1917), p. 420. — Im optischen Gebiet sind besonders die 
Untersuchungen von R. T. Birge zu nennen: Astrophys. J. 55 (1922), p. 273; 
Phys. Rev. 18 (1921), p. 319; Phys. Rev. 19 (1922), p.439. Berge gibt die empirische 


Formel / = amte ms der positive Zweig bei CN ist 10—20°%, stärker. 
119) Vgl. die Messungen von F. Paschen, Ann. d. Phys. 53 (1894), p. 336 
bei H,O, außerdem die in 118) genannten Arbeiten, 
120) W. Lenz, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 299. 
121) E. ©. Kemble, Phys. Rev. 25 (1925), p. 1. 


(Abgeschlossen im Mai 1925.) 
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Bezeichnungen. 


1. Makroskopische bzw. makroskopisch-statistische Größen. 


E Energie des warmen Körpers (Gas, Festkörper oder Hohlraumstrahlung). 
V Volumen. 

p Druck. 

a* äußere makroskopische Parameter. 

A äußere Kraft. 

% empirische Temperatur. 

T absolute Temperatur.. 

Cy spezifische Wärme bei konstantem Volumen, 

SQ reversibel*) zugeführte Wärmemenge. 

S Entropie. 

% Plancksche Wärmefunktion. 

F Freie Energie. 

e(v, T) Strahlungsdichte tür die Frequenz ». 

k = 1,372. 101% erg/grad Boltzmunn-Plancksche Konstante. 


2. Statistische Größen. 


N Anzahl der Moleküle (bzw. Atome, Eigenschwingungen, Teilsysteme) 
in V. 
T-Raum — Phasenraum des statistischen Gesamtsystems. 
u-Raum = Phasenraum des Einzelmoleküls. 
N L1 Anzahl der Molekülphasenpunkte in der /*® u-Raum-Zelle bei der in- 
dividuellen Zustandsverteilung Z,. 
2 Volumen einer u-Raum-Zelle. 
R(Z,) Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten (29) von Z,. 
L* 
R = DR(Z ;) Summe der Realisierungsmöglichkeiten aller denkbaren Z,. 
L=1 
N, Anzahl der Moleküle in der It® u-Zelle bei Wärmegleichgewicht 
[-Boltzmannsche Verteilung, (41), (105)]. 
9(9 2x, @*) = g(I,) Gewichtsfunktiou der Moleküle, 


*) Man vgl. hierzu etwa Nr. 37 im II. Bande des im Literaturverzeichnisse 
angeführten Werkes von Cl. Schaefer. 
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f(&,a) Verteilungsfunktion der Moleküle bzw. der statistischen Teilsysteme. 
F(&,a), F(T,a) Verteilungsfunktion des Gases bzw. warmen Körpers. 
9 räumlich-zeitlicher Mittelwert der Phasenfunktion »(q;, ?;,, a*) des 
Einzelmoleküls, genommen über das ganze Gas. 
M(V, 8), M(V, T) Maxwell- Boltzmannscher Verteilungsfaktor (49) der Molekül- 
translation. 


3. Molekulare Größen. 


M Masse des Einzelatoms oder -moleküls. 
x, Y, 2,9, Py»P, Cartesische Schwerpunktskoordinaten und Impulse des Atom- 
systems. 

92; (k=1,2,...,5) generalisierte, kanonisch konjugierte Koordinaten und 
Impulse der inneren Bewegung von s Freiheitsgraden (einschließlich 
der Molekülrotation). 

a molekulare oder makroskopische Parameter. 
t Zeit, ß, willkürliche Konstante des Zeitintegrals der Bewegungsglei- 
chungen. 
w.=@,.t+6,; LI, (r=1,2,...,w) kanonisch konjugierte Uniformisierungs- 
variable („Winkelkoordinaten“ und „Wirkungsvariable“) für «-fach 
periodische Bewegungen (« „Periodizitätsgrad‘“). 
E,, v Translationsenergie und -geschwindigkeit. 
% Translationsimpuls-Vektor. 
D Drehimpuls-Vektor. 
E(q,P,a)=E(I,,a)=«, innere Energie des Atomsystems. 

&,ß; @=1,2,...,s) willkürliche Integrationskonstanten der Bewegungsglei- 
chungen. 

(9, P,,«a) Zeitmittelwert der Phasenfunktion p(g;,P;, a). 
& Bewegungsfrequenzen, ®, „Grundschwingungszahlen‘“. 
v Strahlungsfrequenzen. 
n, k Quantenzahlen. 
Ey, Ins In; ;.. Quantenwerte von Energie, Wirkungsvariablen, Gewichtsfunk- 
tion usw. 
n, nm’ Quantenzahlwerte vor bzw. nach Eintritt eines Quantenüberganges. 


4. Universelle Konstanten. 


ce = 2,99 - 101° cm/sec Lichtgeschwindigkeit. 
e = 4,774 : 10 !9 el.-st. Einh. Elektronen- bzw. Protonenladung, Elemen- 
tarquantum der Elektrizität. 
m = 0,899. 107°?" g Ruhmasse des Elektrons. 
m’ = 1,649 .107?* g Ruhmasse des Protons. 
h = 6,54: 107°" erg.sec Plancksches elementares Wirkungsquantum. 


| 
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Vorbemerkung. Die Aufstellung des Planckschen Strahlungs- 
gesetzes um die Jahrhundertwende bedeutet den Beginn einer einzig- 
artigen Krise in der theoretischen Physik, deren Beendigung wir auch 
heute noch nicht vorauszusehen vermögen. Die Anfänge ihrer Frucht, 
der Quantentheorie, finden sich diesem Ausgangspunkte gemäß in 
V 23: Theorie der Strahlung von W. Wien behandelt, welche Dar- 
stellung dem eigentlichen Thema des vorliegenden Artikels historisch 
daher am nächsten steht. Die neuere Entwicklung hingegen, ge- 
kennzeichnet durch die Namen Einstein, Bohr, Sommerfeld, hat die 
Quantentheorie im wesentlichen immer deutlicher zu einer Theorie der 
Materie fortgebildet; als Inbegriff molekularer Gesetzmäßigkeiten ist 
sie dadurch nicht nur in Beziehung zu den makroskopischen Gesetzen 
der gesamten klassischen*) Physik getreten, sondern hat auch — worauf 
es hier allerdings nicht ankommen wird — in mancherlei Hinsicht 
die Chemie der Physik tributpflichtig gemacht. 

Die Auffassung, daß in der Quantentheorie im wesentlichen eine 
Theorie der Materie zu erblicken sei, legt den Versuch nahe, die 
allgemeinen quantentheoretischen Gesetzmäßigkeiten als jene Bedin- 
gungen hinzustellen, welchen Atome und Moleküle in ihrer Vielheit 
als gemeinsame Träger der makroskopischen mechanischen und elektro- 
dynamischen Erscheinungen zu genügen haben. Es ist klar, daß nur 
die Methoden der statistischen Physik berufen sein können, eine der- 
artige Brücke zwischen den Älassischen und den Quantengesetzen zu 
schlagen. Von einer solchen, lückenlosen Darstellung der allgemeinen 
Grundlagen der Quantentheorie ist man gegenwärtig zwar noch ziem- 
lich weit entfernt, namentlich was die elektrodynamischen Fragen 
anbetrifft. Nach der mechanischen und thermodynamischen Seite hin- 
gegen ist eine statistische Fundierung der Quantentheorie bereits in 
ziemlichem Umfange möglich. Da dieser Weg zugleich eine rationelle 
Behandlung der Quantenstatistik vorzubereiten gestattet, ist er in vor- 
liegendem Berichte zum Ausgangspunkte gewählt worden. 

Aus diesen Gründen wird im ersten Abschnitte die jüngste Ent- 
wicklung der statistischen Mechanik dargelegt, soweit sie auf rein 
klassischen Grundlagen beruht und als für die Quantentheorie frucht- 
bar angesehen werden kann. Die Darstellung dieser Entwicklung, 
welche grundlegend mit dem Namen P. Ehrenfests verknüpft ist, kann 
darum in vieler Hinsicht als Ergänzung und Fortsetzung von IV 32: 
Begriffliche Grundlagen der statistischen Auffassung in der Mechanik 

*) Die Bezeichnung „klassisch“ wird hier wie im folgenden stets im Gegen- 


satz zu „quantentheoretisch“ benutzt, so daß in diesem Zusammenhange z. B. 
auch die Relativitätstheorie zur „klassischen Physik“ gerechnet wird. 
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von P. und T. Ehrenfest angesehen werden. In diesen Abschnitt geht 
ferner ein Teil jener Entwicklungen der höheren Dynamik ein (IV 11 
und 12, P. Stäckel, Vl2,12, E. T. Whittaker), welche von den ein- 
zelnen Autoren meist im Zusammenhang mit speziellen Quantenpro- 
blemen behandelt worden sind. Nachdem die Quantenstatistik soweit 
geführt ist, als dies ohne Kenntnis der feineren Quantengesetze des 
Atombaues tunlich erscheint, wird im zweiten Abschnitte eine mög- 
lichst deduktive Darstellung der grundlegenden quantentheoretischen Ge- 
sichtspunkte zu geben versucht und über deren Anwendungsgebiet so- 
wie über die Stellungnahme der Quantentheorie zu den Strahlungsfragen 
berichtet. Da eine eingehendere quantentheoretische Behandlung der 
allgemeinen spektroskopischen Gesetzmäßigkeiten einer abgesonderten 
Darstellung vorbehalten war, muß bezüglich dieser Fragen auf die 
Berichte V 26 von ©. Runge und V 27 von A. Kratzer verwiesen 
werden. Der Schlußabscehnitt endlich ist einer Reihe von Anwen- 
dungen gewisser im zweiten Teile gewonnener Erkenntnisse auf die 
Quantenstatistik gewidmet. Da die Quantentheorie des festen Aggregat- 
zustandes bereits in V 25 durch M. Born eine selbständige Behand- 
lung erfahren hat, beschränken sich diese Anwendungen zunächst auf 
thermische Eigenschaften der Gase; die anschließende quantenstatistische 
Untersuchung der chemischen Gleichgewichte und der quantenstatisti- 
schen Bedeutung des Nernstschen Wärmetheorems besitzt gewisse Be- 
rührungspunkte mit der Behandlung dieser Fragen durch K. f. Herz- 
feld in seinem Berichte V 11, Physikalische und Elektrochemie. 


I. Die Entwicklung der klassischen statistischen Mechanik 
zur Quantenstatistik. 


1. Einleitung. Allgemeine Richtlinien. Die Aufgabe der physi- 
kalischen Statistik besteht darin, die molekularen Gesetzmäßigkeiten mit 
den makroskopischen zu verknüpfen. Der Übergang von den ungeheuer 
vielen Gleichungen der molekularen Vorgänge zu den wenigen be- 
kannten phänomenologischen Gesetzen wird dabei durch Mittelbildungen 
über die molekularen Zustandsveränderlichen vollzogen!), so daß die 


1) Unter gewissen, allerdings wesentlich von Annäherungen besonderer Art 
Gebrauch machenden Voraussetzungen können die phänomenologischen Gesetze 
mit Hübert auch als Bedingungen dafür aufgefaßt werden, daß die Gleichungen 
der Molekularvorgänge auflösbar sind; sie erscheinen dann als Eliminations- 
resultat dieser Gleichungen. Vgl. die Hülbertsche Gastheorie, D. Hilbert, Grund- 
züge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, 
sowie die Einleitung zu M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Leipzig 1915. 

Die Frage nach der Bestimmtheit makroskopischer Prozesse auf Grund der 
Molekulartheorien behandelt 7. Ehrenfest-Afanassjewa, Versl. Akad. Amsterdam 
26 (1917), p. 1088; vgl. ferner IV 32, Nr. 15. 
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phänomenologischen, direkt meßbaren Größen, ihrer experimentellen 
Bedeutung nach, als zeitliche oder zeitlich-räumliche Mittelwerte aufzu- 
fassen und darzustellen sind. Die Lösung dieser Aufgabe für das Gebiet 
der phänomenologischen T’hermodynamik insbesondere ist einer der 
Hauptgegenstände der statistischen Mechanik. Ausgangspunkt der Be- 
trachtung ist in jedem Falle die Aufstellung eines geeigneten Modells 
für das zugrunde gelegte physikalische System, welches formal den 
Bedingungen des oben angedeuteten Überganges zu genügen hat. Nun 
ist klar, daß es viele derartige Modelle geben kann, deren Anwendung 
auf die wirklichen Körper versagt oder nur innerhalb beschränkter 
Grenzen erfolgreich ist. Man wird daher trachten, das zu benutzende 
Modell so allgemein als möglich zu wählen, um es den speziellen 
Eigenschaften der wirklichen Körper gegenüber möglichst anpassungs- 
fähig zu erhalten. Bevor wir uns aber der Behandlung des nach dem 
heutigen Stande der Theorie in dieser Hinsicht erfolgreichsten Mo- 
delles zuwenden, erscheint es notwendig, einen kurzen Überblick über 
jene Richtungen der statistischen Mechanik vorauszuschicken, welche 
deren neuere Entwicklung gekennzeichnet haben. 

Die phänomenologische Thermodynamik fordert, daß die makro- 
skopischen Zustandsgrößen eines warmen Körpers durch seine Gesamt- 
energie E und eine Anzahl unabhängiger „äußerer“ makroskopischer Para- 
meter (Volumen V, Schwere-, elektrische, magnetische Felder usw.) 
allein darstellbar sind, welch letztere in ihrer Gesamtheit mit dem 
Buchstaben a* bezeichnet werden mögen. Das Verschwinden der zahl- 
reichen molekularen Zustandveränderlichen aus den Ausdrücken für 
die makroskopischen Zustandsgrößen ist nun bisher auf folgende beide 
Arten erreicht worden?), von denen aber namentlich in der älteren 
Statistik meist gleichzeitig Gebrauch gemacht worden ist: 

A. Man wählt die Differentialgleichungen, denen die Bewegung 
des angenommenen Modelles gehorcht, so, daß die Zeitmittelwerte der 
für die Thermodynamik in Betracht kommenden molekularen Zustands- 
funktionen („Phasenfunktionen“) nur von E und den a* abhängen. 

B. Man läßt die Natur dieser Differentialgleichungen vollständig 
offen, läßt die Bewegung jedoch willkürlich beliebig oft unstetig werden 
und verfügt über das Verhalten des Modells an den Unstetigkeits- 
stellen durch „Wahrscheinlichkeits“-Annahmen; letztere können dann 
mit Leichtigkeit so eingerichtet werden, daß die genannten Zeitmittel- 
werte auch nur wieder E und die a* enthalten. — Diesen letzteren 
Weg hat von Anfang an besonders die kinetische Gastheorie entwickelt?), 


2) Vgl. A. Smekal, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245. 
3) Vgl. IV 32, Nr. 1. 
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wobei die „Zusammenstöße“ mit ausreichender Genauigkeit durch der- 
artige Bewegungs-Singularitäten ersetzt werden konnten. 


Die Quasiergodenhypothese. Wie P. und T\. Ehrenfest in IV 32 
eingehend ausgeführt haben, liegen der älteren klassischen statistischen 
Mechanik teils bewußt, teils unbewußt, durchwegs Modelle zugrunde, 
für welche die Eigenschaft A von entscheidender Bedeutung ist; es 
sind dies die von Boltzmann und Maxwell vielbenutzten ergodischen 
mechanischen Systeme. Ein solches System soll im „I-Raume“ nur eine 
einzige Phasenbahn („@-Bahn“) besitzen, welche exakt durch jeden 
Phasenpunkt seiner „Energiefläche“ hindurchgeht.t) Die seinerzeit von 
P. und T. Ehrenfest geäußerten Zweifel hinsichtlich der Widerspruchs- 
losigkeit dieser Definition haben inzwischen ihre Bestätigung gefunden: 
wie Rosenthal?) und Plancherel®) zeigen konnten, ist sie aus mengen- 
theoretischen Gründen unhaltbar. Indessen hatten bereits P. und 7. 
Ehrenfest in der Quasiergodenhypothese eine viel weniger weitgehende 
Annahme formuliert”), welche nur fordert, daß jede beliebige G-Bahn 
jedem Punkte der Energiefläche beliebig nahe kommt.?) Bei Hinzu- 
nahme einiger weiterer Einschränkungen’) ist sie imstande, die Ergoden- 


4) Vgl. IV 32, Nr. 10a. Betrefis der oben sowie im folgenden verwendeten 
Begriffe der statistischen Mechanik vergleiche man, wenn nicht anders bemerkt, 
ebenfalls IV 32, namentlich Nr. 9 und 12. 

5) A. Rosenthal, Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), p. 796. 

6) M. Plancherel, Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), p. 1061. 

7) IV 32, Anm. 89a), 90). 

8) Mit Rücksicht auf den Poincare-Caratheodoryschen Wiederkehrsatz (vgl. 
C. Caratheodory, Berlin. Ber. 1919, p. 580) kann man dies in Strenge nur bis auf 
eine Punktmenge vom Lebesgueschen Maß Null fordern, was praktisch jedoch 
nicht von Belang ist. 

Die Bewegungsgleichungen eines quasiergodischen Mechanismus können 
außer dem Energieintegral kein weiteres eindeutiges Integral besitzen. 

H. A. Lorentz [1], p. 20, hat nun gegenüber der Ergoden- bzw. Quasi- 
ergodenannahme auf die Notwendigkeit einer Berücksichtigung der Existenz der 
Schwerpunktsintegrale hingewiesen, deren Vorhandensein (ebenso wie jenes der 
Flächensätze) vor allem auch erforderlich ist, um die makroskopisch-mechanischen 
Eigenschaften der betrachteten thermischen Systeme zutreffend darstellen zu 
können. Indessen zeigt er. selbst, daß die Berücksichtigung dieses Umstandes 
wegen der ungeheuren Zahl der molekularen Freiheitsgrade praktisch nichts 
ausgibt, was bereits von P. Hertz, Math. Ann. 74 (1913), p. 153; vgl. p. 157, 
Anm. 2, angedeutet worden war. Formal läßt sich diese Schwierigkeit jedoch 
stets überwinden, wenn man die Quasiergodenhypothese nur auf die um die 
Schwerpunkts- und Flächenintegrale reduzierte Bewegung des Modelles bezieht. 
Vgl. dazu ferner gewisse Betrachtungen, die jüngst von @. Jaffe, Ann. d. Phys. 
76 (1925), p. 680, angestellt worden sind. 

9) Vgl. IV 32, Anm. 90) und 93), sowie P. Hertz, Statistische Mechanik in 
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hypothese hinsichtlich ihrer Bedeutung für die statistische Mechanik, 
namentlich in bezug auf die Formulierung A vollständig zu ersetzen. 
Daß mechanische Systeme wirklich möglich sind, bei denen Bahn- 
kurven von quasiergodischem Typus auftreten, hat Artin!®) an einem 
von @. Herglotz aufgefundenen mechanischen Problem von zwei Frei- 
heitsgraden nachgewiesen; indessen kommt diese Eigenschaft keines- 
wegs sämtlichen Bahnkurven dieses Problems zu, sondern nur einer 
allerdings überwiegenden Mannigfaltigkeit von ihnen.!!) — Eine Über- 
tragung der Quasiergodenhypothese auf die Quantenstatistik ist von 
Szarvassi vorgenommen worden.!?) 

Die statistische Mechanik von P. Hertz. Die Annahme eines 
quasiergodischen Modelles für den warmen Körper enthält zunächst 
noch nichts Näheres über seine molekulare Konstitution; mit den oben 
erwähnten Zusatzvoraussetzungen garantiert sie bloß, daß die Zeit- 
mittelwerte aller'?) zeitlich veränderlicher Phasenfunktionen von den 


Weber-Gans, Repertorium der Physik, Bd. I, 2 (Leipzig 1916), p. 436—600 („Rep.“), 
insbesondere Nr. 250, p. 483. 

10) W. Artin, Vortrag am Naturforschertag 1922 in Leipzig, Abh. Math. 
Sem. Hamburg 3 (1924), p. 170. Allerdings wird der Wiederkehrbereich (Anm. 66) 
der Bahnkurven des Artinschen Beispieles von Singularitäten begrenzt, welche 
die Erfüllung der in der vorigen Anmerkung zitierten Bedingungen unmöglich 
machen dürften. Bei Abwesenheit solcher Singularitäten sind nach T. M. Cherry, 
Trans. Cambridge Phil. Soc. 23 (2924), p. 43, quasiergodische Bahnkurven unmög- 
lich (Zusatz bei der Revision). 

11) Neben 00° quasiergodischen Bahnkurven gibt es hier nämlich noch © 
viele periodische und 00? einfach- und doppelt-asymptotische Bahnkurven. 

Neuerdings ist es E. Fermi, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 261, gelungen zu 
beweisen, daß jedes mechanische System, welches außer dem Energieintegral 
keine weiteren eindeutigen, analytischen, von der Zeit unabhängigen Integrale 
besitzt, unter gewissen Zusatzvoraussetzungen (daß es ein „Normalsystem“ ist, 
vgl. Anm. 349) quasiergodische Bahnkurven haben kann; bezüglich ihrer Mannig- 
faltigkeit vgl. man auch W. Urbanski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 47. Auch hier 
gibt es stets Partikularlösungen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen, so daß 
keineswegs sämtliche Bahnkurven quasiergodisch sind. 

Hinsichtlich der Bedeutung, welche man den nicht-quasiergodischen Parti- 
kularlösungen beimessen kann, vgl. Anm. 165), aber auch Anm. 380). 

12) A. Szarvassi, Denkschr. Wien Akad. 95 (1918), p. 391, auf p. 420. Vgl. 
dazu Anm. 184). 

13) Diese Eigenschaft ist zweifellos viel zu weitgehend gegenüber den For- 
derungen der Thermodynamik, welche sich jedenfalls nur auf makroskopisch be- 
obachtbare Zeitmittelwerte erstrecken können (vgl. die Formulierung A). Bisher 
liegen nur zwei Versuche vor, die erwähnte Unabhängigkeitsforderung bloß für 
bestimmte Zeitmittelwerte zu klären. J. Kroo, Bull. Acad. Cracovie (A) 1913, 
p- 548, diskutiert so das Zeitmittel der kinetischen Energie, A. Smekal, Wien. 
Ber. 126 [IIa] (1917), p. 1515, 88 5—7, die Bedingungen für das Zustande- 
kommen des Gleichverteilungssatzes der kinetischen Energie. — Keine allgemeine 
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willkürlichen Integrationskonstanten der Bewegung, abgesehen von der 
Gesamtenergie E, unabhängig werden. Dies ist ein mechanisches, bzw. ein 
. Problem der Theorie der Differentialgleichungen, ebenso wie die Berechnung 
dieser Zeitmittelwerte als Funktion von E und a* selbst, welches u.a. mit 
Notwendigkeit zum Gleichverteilungssatze der kinetischen Energie führt.'*) 

Diese Ergebnisse reichen indessen nicht hin, um die kinetisch- 
statistische Bedeutung der Temperatur sowie aller übrigen mit dem 
II. Hauptsatze der Thermodynamik zusammenhängenden Fragen klar- 
zustellen. Setzt man, wie wir dies hier zunächst getan haben, die An- 
nahme eines quasiergodischen Modelles voran, so läßt sich dies erst 
auf dem Wege einer Zerlegung des ganzen Systems in Teilsysteme 
erreichen, ohne daß es wesentlich wäre, hierbei bis auf die einzelnen 
Moleküle und Atome zurückzugehen. Das Verdienst, diesen sehr be- 
achtenswerten Weg konsequent verfolgt und ausgebaut zu haben, ge- 
bührt P. Hertz.'°) Für jene Art der Statistik, die wir heute grund- 
sätzlich als alleinberechtigt ansehen müssen, die Quantenstatistik, vermag 
dieser Weg jedoch kaum Nennenswertes zu leisten, wie schon der 
Hinweis darauf zeigt, daß die Quasiergodenhypothese bereits unab- 
hängig von jeder spezielleren Modellvorstellung unweigerlich den Gleich- 
verteilungssatz zur Folge hat. 


Behandlung scheint jedoch bisher in der Literatur die Hauptfrage gefunden zu 
haben, für welche Arten von Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zeitfreie Inte- 
grale existieren, die von E und den a* allein abhängen und sich unendlich lang- 
samen, umkehrbar erfolgenden Parameterverschiebungen gegenüber invariant ver- 
halten — wie es die makroskopische Thermodynamik von der Entropie folgert. 
Die Hilfsmittel zur Bearbeitung dieser Frage liegen gegenwärtig in der T'heorie 
der Parameterinvarianten (Nr. 3A) bereit, welche vielleicht eine restlose Beant- 
wortung und damit auch eine Entscheidung über die Brauchbarkeit von Mo- 
dellen der Beschaffenheit A überhaupt, ermöglichen wird. Bisher ist die Exi- 
stenz derartiger Integrale nur für rein periodische (Boltzmann, Clausius), mono- 
zyklische (Helmholtz) und quasiergodische Systeme (P. Hertz) sichergestellt [vgl. 
Anm. 48) und 114)]; ihre Nichtexistenz für bedingt periodische Systeme (vgl. Nr. 15a) 
wurde von Boltzmann in Spezialfällen bereits vermutet, ist aber erst jüngst auf 
Grund gewisser Ergebnisse von Burgers (s. Anm. 71) beweisbar geworden. Daß 
rein periodische und monozyklische Systeme keine brauchbaren Modelle warmer 
Körper zu liefern vermögen, ist von Anfang an keinerlei besonderen Zweifeln 
begegnet. Vgl. zu diesen Fragen seither die Darstellung bei A. Smekal, Mole- 
kulare und statistische Theorie der Wärme, im Handbuch der Physik, herausge- 
geben von H. Geiger und K. Scheel, Bd. 9, Berlin, Springer 1926 (im Erscheinen). 

14) Vgl. P. Hertz, Rep. l. c. Anm. 9), Nr. 250—255; A. Smekal, 1. e. 
Anm. 13, $ 2, ferner unten, Nr. 7a. 

15) P. Hertz, Rep. ]. c. Anm. 9), ferner Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), 
p. 60. Für die Wechselwirkungen der Teilsysteme muß dann wesentlich von 
einer Annahme der Art B Gebrauch gemacht werden. 
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Die neueste Entwicklung der „gastheoretischen“ Richtung. Die 
übrige Entwicklung der statistischen Mechanik während der letzten 
zehn Jahre hat darum auch im wesentlichen den alten Weg von 
bBoltzmann und Maxwell weitergeführt, den sie allerdings wesentlich 
vertieft und erweitert: sie geht wieder direkt von der molekularen 
Konstitution der Materie aus. Wie in der kinetischen Gastheorie (V 8, 
L. Boltzmann und J. Nabl) wird der warme Körper aus einer Viel- 
heit gleichbeschaffener Moleküle aufgebaut gedacht, die, besonders aus- 
gesprochen im Gase, als Modell von der Art B zusammenwirken; diese 
Moleküle sind jedoch nicht mehr Massenpunkte oder starre Körper, 
vielmehr wird der Einfluß ihres Feinbaues und der Ungleichwertigkeit 
ihrer Freiheitsgrade'!®) weitestgehend berücksichtigt (z.B. Nr. 24). Auch 
die „Wahrscheinlichkeits“- Annahmen sind nicht mehr die alten „Gleich- 
möglichkeits“- Behauptungen; an ihre Stelle treten zunächst unbestimmt 
bleibende Ansätze über relative Häufigkeiten (Nr. 3, 4), die hinterher 
aus der Erfahrung direkt bestimmbar werden und so zu den Grund- 
annahmen der Quantentheorie führen (Nr. 9). 

Allerdings haben P. und T. Ehrenfest mit allem Nachdruck darauf 
hinweisen müssen, daß die statistische Mechanik bis 1911 zumindest 
an einer Stelle von der bedenklichen Ergodenhypothese Gebrauch zu 
machen genötigt war: zur Rechtfertigung der Gleichsetzung von räum- 
lichen und zeitlichen Mittelwerten.!”) Wenngleich nach dem Obigen an 
Stelle der Ergodenhypothese nunmehr die Quasiergodenhypothese ge- 
setzt werden konnte, so war dies zunächst nur durch einen Verzicht 
auf eine ausdrückliche Rechtfertigung der angedeuteten Verallgemeine- 
rungen möglich — eine von fast allen Autoren vollständig ignorierte 
Schwierigkeit. Erst Szarvassi'?) hat durch Einführung „ergozonaler“ 
Systemgesamtheiten diese Lücke mit Bewußtsein auszufüllen gesucht, bis 
v. Mises'?) einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Weg angegeben hat, 
durch den die Verwendung der Quasiergodenhypothese oder einer an- 
deren Annahme vom Typus A an dieser Stelle überhaupt entbehrlich ge- 
macht worden ist (Nr. 4). Damit ist die statistische Mechanik auch von 
einer teilweisen Benützung eines Modells der Art A vollständig gereinigt, 
soweit man nicht eine solche Voraussetzung, wie z. B. für die Translations- 
bewegung nicht-entarteter Gase (Nr. 3), aus praktischen Gründen als 
innerhalb bestimmter Grenzen brauchbare Annahme bewußt festhalten will. 

Da der modernen Behandlung der Atomtheorie des festen Zustandes 
(Dynamik der Kristallgitter) durch M. Born in V 25 eine selbständige, 

16) Vgl. IV 32, Nr. 29. 


17) Vgl. IV 32, Nr. 11—13. 
18) R. v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256. 
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eingehende Darstellung zuteil geworden ist, braucht auf die von ihr 
dargebotenen statistischen Probleme nur hinsichtlich einiger grund- 
sätzlicher Fragen, und dies erst an späterer Stelle (Nr. 6b), eingegangen 
zu werden. Tragfähige Grundlagen für eine allgemeine molekular- 
statistische Theorie des flüssigen Aggregatzustandes sind bis heute noch 
nicht aufgestellt worden. So bleibt für das Weitere zunächst nur die 
statistische Behandlung von Gasmodellen übrig, deren möglichst all- 
gemein gehaltener Darstellung wir uns nunmehr zuwenden. Wir be- 
trachten hierbei einstweilen nur chemisch einheitliche Gase von ein- 
oder mehratomigen Molekülen, oder Gasgemische, deren Komponenten 
miteinander nicht chemisch reagieren. Die allgemeine Theorie der 
Dissoziationsgleichgewichte wird erst in Nr. 25 behandelt. 

2. „Mechanische“ Eigenschaften des Gasmodells. Das Gas, bzw. 
jede Komponente eines Gasgemisches, bestehe aus N untereinander 
gleichartigen Molekülen. Jedes Molekül werde als beliebig kompliziert 
gebautes Gebilde angesehen, dessen genauere Struktur (Nr. 13) wir 
hier noch offen lassen, eventuell sogar direkt als unbekannt auffassen 
können. Vorausgesetzt sei nur, daß die auf seinen ruhenden Massen- 
schwerpunkt bezogene oder „innere“, von veränderlich äußeren Kräften 
ungestörte Bewegung (einschließlich der Rotation) durch ein System 
von s totalen Differentialgleichungen von zweiter Ordnung nach der 
Zeit t beschrieben werden kann, in denen außer Funktionen von s 
unabhängigen Koordinaten (und unter gewissen Umständen auch von £), 
nur noch die in Nr. 1 erwähnten, im allgemeinen konstant@n äußeren 
Parameter a® vorkommen. Ein solches System von Differentialglei- 
chungen?) läßt sich dann auf die Form von 2s „kanonischen“ Diffe- 
rentialgleichungen nach Art der Hamiltonschen kanonischen Differen- 
tialgleichungen der Mechanik bringen, welche nunmehr zwei Reihen 
voneinander unabhängiger Veränderlicher, die s Koordinaten q, und s 
dazu kanonisch konjugierte Impulse p, (k=1,2,...,s) enthalten: 

d cH d oH 
(1) im’ Er (k—=1,2,..,9). 
Dann sei H (q,,p,, a*) wie in der Mechanik als Hamiltonsche Funktion be- 
zeichnet, sals Anzahl der „inneren“ Freiheitsgrade ?°); H fällt meist mit der 
Gesamtenergie E(q,,p;, @*), der inneren Energie des Moleküls, zusammen. 

19) Aber auch wesentlich allgemeinere Systeme von Differentialgleichungen. 
Vgl. 2.B. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917, Nr. 110, 
p- 265/267. Im allgemeinen muß dazu vorausgesetzt werden, daß die Bewegungs- 
gleichungen aus einem Variationsprinzipe ableitbar sind. 

20) Die Wahl der Bezeichnungen hat hier etwas anders erfolgen müssen 


als beispielsweise in IV 32. Vgl. die Übersicht über die Bezeichnungsweise am 
Eingang dieses Berichtes. 
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Diese kanonischen Bewegungsgleichungen heißen im engeren Sinne 
. . 5 
des Wortes „mechanische“, wenn das Molekül z. B. aus 3 + 1 Massen- 


punkten bestünde, zwischen denen Newtonsche Anziehungskräfte wirkten 
(Mehrkörperproblem). In Übereinstimmung mit der Bezeichnung: sta- 
tistische Mechanik sei diese Terminologie innerhalb des vorliegenden 
Abschnittes auch noch dann festgehalten, wenn der Aufbau des Mole- 
küls wesentlich auf elektrodynamische Weise gedacht ist, wie beim 
Bohr-Rutherfordschen Atommodell (Nr. 13).”!) Die Berechtigung oder 
Notwendigkeit der Wahl obiger Differentialgleichungen für die innere 
Bewegung der Moleküle ist übrigens keineswegs direkt nachweisbar; 
sie wird aber in hohem Maße nahegelegt durch den Umstand, daB in 
der gesamten makroskopischen Physik höhere als die zweiten Diffe- 
rentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit keine selbständige 
Rolle spielen. ??) 

Bezeichnen x, y, z die kartesischen Koordinaten des Massenschwer- 
punktes, p,, p,, ?, die dazugehörigen Impulse und M die Gesamtmasse 
des Moleküls, so besteht seine Translationsenergie E,(x, y, 2,P,,0,P,, @® 
aus der von den Impulsen allein abhängigen kinetischen Energie 
(2) meatnte): 
zu der allenfalls eine von den vorhandenen äußeren Parametern ab- 
hängige potentielle Energie ® (x, y, 2, a*) hinzukommen kann.?®) 

Der Momentanzustand eines Moleküls ist demnach durch die 
2.(s+3)=2:r Größen q,2,(k=1,2,...5), %, 9,2, P,,P,, P,, — seine 
„Phasen“ — vollständig bestimmt; die während seiner freien Bewegung 
unveränderliche Gesamtenergie ist E(9,P,a*) + E,(P,P,P»%, Y, 2, @*). 


21) Dies muß deswegen besonders betont werden, weil zahlreiche Autoren 
von der makroskopischen Physik her nur alles das als „mechanisch“ zu be- 
zeichnen scheinen, was „nicht‘‘ „elektrisch“ ist. Vgl. auch Anm. 246). 

22) Man wird diesen Standpunkt daher jedenfalls so lange beizubehalten 
haben, als seine Unzulänglichkeit nicht nachgewiesen ist, wovon gegenwärtig 
noch keine Rede sein kann. Er ist übrigens keineswegs wesentlich für die nach- 
folgende Entwicklung der statistischen Mechanik, welche noch ganz bedeutend 
allgemeinere Ansätze zuließe; hingegen könnten derartige Verallgemeinerungen 
für die Quantentheorie von Interesse werden. S. Nr. 14, 16b. 

23) Von dem quantitativ nur höchst selten in Betracht kommenden Falle, 
daß ® auch von der ‚inneren‘ Bewegung des Moleküls abhängt, sehen wir im 
folgenden der Einfachheit halber ab, ebenso wie auch stets D= 0 gesetzt wer- 
den soll, da z. B. der Fall des Gases im Schwerefelde innerhalb der gewöhn- 
lichen Darstellungen der kinetischen Gastheorie behandelt werden kann und hier 
keine neuen Gesichtspunkte liefert. Desgleichen muß hinsichtlich der üblichen 
Auffassung des Verhaltens der Moleküle in der Nähe von Gefüßwänden auf jene 
Darstellungen verwiesen werden. 
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Man kann die Bewegung des einzelnen Moleküls daher in einem 2r- 
dimensionalen Ehrenfestschen u-Raum”*) abbilden, in dem alle seine 
Phasen als Koordinaten aufgefaßt werden. 

Bezüglich der Gesamtheit von N Molekülen der obigen Beschaffen- 
heit endlich setzen wir voraus, daß sie sich in einem geschlossenen 
Gefäße vom Volumen V befinden (ebenso von den sämtlichen Kom- 
ponenten des Gasgemisches). Der Einfachheit halber vernachlässigen 
wir hier sowohl das endliche Volumen der Moleküle gegenüber V als 
auch ihre wechselseitigen Beeinflussungen.®°) Indessen sollen die Mole- 
küle sich dann doch nicht so vollständig unabhängig voneinander be- 
wegen, als wie wenn jedem Einzelmolekül ein Raumgebiet V für sich 
allein zur Verfügung stünde. Während einer fortlaufenden Reihe von 
im übrigen ganz „zufällig“ aufeinanderfolgenden Zeitpunkten sollen 
sich die Momentanwerte der Phasen eines oder mehrerer Moleküle 
des Gases „unstetig“ um beliebige endliche Beträge ändern können 
(s. Nr. 1, Annahme B): dies also die Wirkung, welche wir dem gleich- 
zeitigen Vorhandensein der N Moleküle in V zuschreiben. In der kine- 
tischen Gastheorie werden die „Zusammenstöße“ durch derartige Un- 


24) Vgl. IV 32, Nr. 12a. 

25) Bezüglich der Berücksichtigung dieser Punkte vgl. Anm. 104) und Nr. 17 
sowie Nr. 19 und 24c, wo auch die Fragen der Gasentartung berührt werden. — 
Über die Dimensionen der Moleküle, Atome und Ionen, sowie die Methoden zu 
ihrer Bestimmung vgl. den zusammenfassenden Bericht von K. F‘. Herzfeld, Jahrb. 
d. Rad. 19 (1923), p. 259. 

Die Größenordnung der zwischenmolekularen elektrischen Felder ist von 
P. Debye, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 160, auf Grund des Bohr- Rutherfordschen 
Atommodells abgeschätzt worden, die genaue Rechnung hat J. Holtsmark, Phys. 
Ztschr. 20 (1919), p. 162; Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 577; Phys. Ztschr. 25 (1924), 
p. 73, ausgeführt und auf das Problem der Verbreiterung der Spektrallinien an- 
gewendet [vgl. dazu auch Nr. 16b, Anm. 333) und 375)]. 

Der elektrische Ursprung der van der Waalsschen Kohäsionskräfte ist eben- 
falls von P. Debye, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 179, aufgeklärt worden, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 302 auch jener der bei großer Annäherung zweier Molekeln 
geweckten abstoßenden Kräfte. Vgl. dazu ferner W. H. Keesom, Phys. Ztschr. 
22 (1921), p. 129, 643; 28 (1922), p. 225; F. Zwicky, Phys. Ztschr. 22 (1921), 
p. 449; H. Falkenhagen, Diss. Göttingen '1920; Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 87; 
O. Klein, Fysisk Tidsskrift 20 (1922), p. 127. 

Unabhängig von den modernen atomelektrischen Fragestellungen haben 
S. Chapman und D. Enskog in weiterer Verfolgung der klassischen Arbeiten von 
Boltzmann und Maxwell die kinetische Theorie der Vorgänge in „mäßig ver- 
dünnten“ Gasen behandelt. Literaturangaben bei D. Enskog, Diss. Upsala 1917, 
Ark. f. Math. Astr. och Fys. 16 (1921), Nr. 16; K. Svenska Vet. Handl. 63 (1922), Nr. 4. 
Betreffs der älteren Literatur s. V 9 (L. Boltzmann und J. Nabl), insbesondere 
Nr. 22—25, 29, 30, sowie V 10 (H. Kammerlingh Onnes und W. H. Keesom). 
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stetigkeitsansätze approximiert.”®) Man muß dann annehmen, daß die 
Moleküldimensionen auch gegenüber den „mittleren freien Weglängen“ 
vernachlässigbar klein sind; in der Tat beträgt dieses Verhältnis unter 
normalen Umständen 10-? und wird bei hoch verdünnten Gasen noch 
wesentlich kleiner. Von der gleichen Größenordnung ist dann auch 
das Verhältnis der im Mittel während beliebiger Beobachtungsdauern 
als Summe der „Stoßdauern“ vernachlässigten Zeiten gegenüber diesen 
Beobachtungsdauern selbst. Es empfiehlt sich aber, für das Folgende 
von dieser speziellen physikalischen Rechtfertigung der eingeführten 
Unstetigkeiten einstweilen abzusehen, da sie für die formale Entwick- 
lung der statistischen Mechanik belanglos ist; dies wird uns zugleich 
ermöglichen, den Fall der Wechselwirkungen der Gasmoleküle mit dem 
sie umgebenden Strahlungsfelde unter einem zu erledigen. — Wie man 
sieht, haben die gemachten Annahmen zur Folge, daß die (esamt- 
energie E des Gases in jedem Augenblicke durch die Summe der Energien 
der einzelnen Moleküle gegeben ist; während die letzteren an den Un- 
stetigkeitsstellen sich um beliebige Beträge verändern können, bleibt E 
dauernd konstant. ?”) 


3. Die Struktur des Molekülphasenraumes. „Räumliche“ a priori- 
Häufigkeitseigenschaften des Gasmodells. Um das Verhalten des Gas- 
modells an den Unstetigkeitsstellen seiner Bewegung näher zu kenn- 
zeichnen, ist es erforderlich, die Bewegung selbst geeignet beschreiben 
zu können. Die ältere statistische Mechanik verwendet hierzu meist 
abwechselnd den I-Raum und den u-Raum. Ersterer kommt für uns 


26) Nach v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256, liegt die genauere 
Rechtfertigung hierfür darin, daß Bewegungszustände zweier Moleküle vor dem 
Stoße, die nur „unendlich“ wenig voneinander verschieden sind, endlich große 
Unterschiede der Bewegungen der beiden Moleküle nach dem Stoße zur Folge 
haben können. (Wenn z. B. die beiden Moleküle geradlinig aufeinander los- 
fliegen, so kann jedes von ihnen durch den Zusammenstoß entweder „rechts“ 
oder „links“ aus seiner ursprünglichen Bewegungsrichtung abgelenkt werden, je 
nachdem, ob diese um „unendlich“ wenig nach rechts oder links von der Ver- 
bindungslinie der beiden Molekülschwerpunkte abgewichen war.) Der Umstand, 
daß es sich hier um eine Äußerung tatsächlich vorhandener Bewegungssingulari- 
täten (exakt zentrales Aufeinanderlosfliegen der Moleküle) handelt, rechtfertigt 
es auch und zwingt sogar dazu, für das physikalische Geschehen in der Um- 
gebung einer solchen Stelle Häufigkeitsansätze („Wahrscheinlichkeitsannahmen‘) 
einzuführen (Nr. 3 und 4) und so die unmittelbar-kausale Determination der Me- 
chanik durch die mehr mittelbare der Wahrscheinlichkeitsgesetze zu ergänzen. 
Das gleiche gilt naturgemäß auch für die „Umgebung“ der Singularitäten be- 
liebiger nicht-mechanischer Vorgänge. 

27) Betreffs der Schwankungen, die E infolge des thermischen Kontaktes 
des Gases mit seiner Umgebung in Wirklichkeit dauernd mitmacht, vgl. Nr. 7b. 
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hier jedoch nicht notwendig in Betracht, da von einer Annahme vom 
Typus A (Nr. 1) nicht Gebrauch gemacht werden soll; seine Benutzung 
wird jedoch unerläßlich im Falle der Untersuchung von Dissoziations- 
gleichgewichten (Nr. 25). Der u-Raum gestattet hingegen in bequemer 
Weise die hier festgehaltene Unveränderlichkeit und Gleichartigkeit 
der Moleküle zur Geltung zu bringen. 

(ID) Die ältere klassische statistische Mechanik teilt den u-Raum 
in „sehr kleine aber endliche“ und untereinander gleich große Zellen 
(oder „Elementargebiete der Wahrscheinlichkeit“) ein, deren Form im 
übrigen beliebig und daher z. B. parallelepipedisch sein kann. Werden 
die Phasenpunkte sämtlicher N Moleküle zu einem bestimmten Zeit- 
punkt # in diesen u-Raum eingetragen gedacht, so werden sich in 
jeder der fortlaufend mit 1,?,...,/,... numerierten Zellen bestimmte 
Anzahlen N, „N, 9--»N,,» -.. solcher Punkte vorfinden. Die Ge- 
samtheit der Zahlen N, ‚ stellt eine bestimmte Verteilung der N Molekül- 
bildpunkte über die Zellen dar und heißt die Zustandsverteilung Z, 
der Moleküle zur Zeit £.”®) Als Maß für die „Wahrscheinlichkeit“ einer 
solchen Zustandsverteilung wird dann — besonders seit dem syste- 
matischen Gebrauch, den Planck von dieser Größe gemacht hat??) — 
die Anzahl sämtlicher individueller Realisierungsmöglichkeiten oder 
Komplexionen von Z,, 

N! 
(8) N 





angesehen. Um diese kombinatorische Größe zu berechnen, wird an- 
genommen: 

(a,) daß alle innerhalb der gleichen Zelle befindlichen „Moleküle“ 
physikalisch als hinreichend gleichwertig gelten können und daher 
untereinander vertauschbar, Moleküle verschiedener Zellen aber nicht 
vertauschbar sind, 

(b,) daß die Aufenthalte jedes Moleküls in gleich großen Zellen 
a priori als gleichhäufig anzusehen sind. — 

Die Annahme (b,) kann in der älteren Theorie mittels der Ergoden- 
oder Quasiergodenhypothese unter Berufung auf den Liouvilleschen Satz 
gerechtfertigt werden, der zugleich die Veranlassung zur Wahl gleich 
großer Zellen gibt. (a,) pflegt hingegen keine nähere Begründung zu 
erhalten und steht anscheinend in befremdlichem Gegensatze zu der 
Willkürlichkeit, dienach Obigem hinsichtlich der Größe des Volumens & 


28) Vgl. IV 32, Nr. 12a. 
29) M. Planck [1] nennt sie wenig glücklich „thermodynamische Wahr- 
scheinlichkeit‘; sie ist identisch mit Ehrenfests P(Z), vgl. IV 32, Gl. (36). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 57 
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der gewählten Zellen übrigbleibt. Indessen sieht man leicht, daß auch 
hier die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese, die ja grundsätzlich 
keinen Punkt des I- und u-Raumes°®) vor einem anderen auszeichnet, 
eine wesentliche Rolle spielt: Man braucht etwa nur dafür zu sorgen, 
daß jeder Verkleinerung von 2 eine Zunahme von N parallel geht, 
so daß für &—0 und gleichzeitig N— oo das Produkt &- N einem 
endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert zustrebt. Die Annahme 
(a,) hat also für & von endlicher Größe eigentlich keinen Sinn und 
zeigt sich nur im Falle dieses Grenzüberganges hinterher gerecht- 
fertigt, dessen Ausführbarkeit in der älteren Theorie mit Rücksicht 
auf die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese nur dem Bedenken be- 
gegnen konnte, daß die Molekülzahl N eine grundsätzlich endliche, 
wenn auch ungeheure Größe darstellt. Durch wirkliche Ausführung 
des angedeuteten Grenzüberganges kann man daher nur zu einer stetigen 
Approximation der bei Festhalten an obiger Methodik prinzipiell. dis- 
kontinuierlichen Phasenfunktionen p(Z) des Gases gelangen.®') Will 
man der Endlichkeit von N schon vorher Rechnung tragen, so darf 
man die & eine von N abhängige endliche Größe nicht unterschreiten 


lassen. °?) 
(II) Aus dem Obigen geht hervor, daß mit dem Verzicht auf die 
Ergoden- oder Quasiergodenhypothese eine wesentliche Revision der 


30) Die Annahme der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese für das Gas- 
modell (T-Raum) zieht notwendig auch jene für das Einzelmolekül (u-Raum) 
nach sich, nur daß letzteres hierbei keinen energetischen Einschränkungen zu 
unterliegen braucht. 

31) Vgl. IV 32, Nr. 12c. 

32) Der im Vorstehenden auseinandergesetzte Sachverhalt findet sich bei 
P. und T. Ehrenfest, IV 32, Anm. 110), nur kurz angedeutet. Wir haben es für 
notwendig befunden, ihn hier so eingehend darzustellen, um die fast bei jedem 
Schritte wesentliche Rolle der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese klarzu- 
stellen, welche im Nachfolgenden vollständig verlassen werden wird. Wie man 
sieht, bedingt hier also die Endlichkeit von N allein die Endlichkeit der Zellen- 
größe, welche der quasiergodische Mechanismus nicht zu begründen vermag, ja, 
welcher er geradezu widerspricht; daher bleibt auch die nähere Struktur der 
Zellen (über die ja nur der Mechanismus des Modells etwas aussagen könnte) 
vollständig unbestimmt und irrelevant. — Bei der Quantenstatistik (Nr. 10) hin- 
gegen ist es gerade der Mechanismus des Modells, der diese Endlichkeit und zu- 
gleich auch eine bestimmte Zellenstruktur festlegt, so daß der grundsätzlichen 
Berücksichtigung der Endlichkeit von N keine weiteren Schwierigkeiten ent- 
gegenstehen. 

‚ Der Vollständigkeit halber sei endlich auch noch darauf hingewiesen, daß 
2 beim quasiergodischen Mechanismus natürlich auch nicht beliebig groß ge- 
wählt werden darf, sondern stets „sehr klein gegenüber der feinsten physika- 
lischen Unterscheidbarkeit‘‘ bleiben muß. 
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Betrachtungen und Häufigkeitsansätze für das Gasmodell im u-Raum 
erforderlich wird. Da nach Nr. 2 die innere Bewegung der Moleküle 
vollkommen unabhängig von ihrer Translationsbewegung erfolgen soll, 
kann der 2r-dimensionale u-Raum in einen 2s-dimensionalen für die 
innere Bewegung und einen 6-dimensionalen für die Translation ge- 
spalten werden, die nun nacheinander behandelt werden sollen. 


Innere Bewegung. Als Grundannahme hinsichtlich der Bedenu- 
tung einer brauchbaren Zelleneinteilung des u-Raumes muß mit Rück- 
sicht auf (a,) und (b,) (s. oben) offensichtlich festgehalten werden: 

(a,,) daß die a priori- Häufigkeit aller Molekülzustände, welche 
durch die u-Punkte einer bestimmten Zelle dargestellt werden, bei un- 
begrenzt fortgesetzt gedachter Unterteilung gleich groß wird, damit 
von ihnen überdies noch angenommen werden kann, daß sie physi- 
kalisch als hinreichend gleichwertig und ununterscheidbar, und daher 
einander ersetzbar (vertauschbar) angesehen werden können. 

(b;r) Von Zelle zu Zelle hingegen wird diese a priori-Häufigkeit 
nun im allgemeinen verschieden sein und nicht mehr durch das Volumen 
der Zellen allein bestimmt werden müssen. — 

Im Gegensatz zu (a,) und (b,) enthalten (a,,) und (b,,) keinerlei 
Behauptungen über Eigenschaften der Moleküle, sondern Ansätze, welche 
für die Anwendung der kombinatorischen Methodik der statistischen 
Mechanik unerläßlich sind.??®) Welche spezielle Form diese Ansätze für 
wirkliche Moleküle besitzen, kann und muß der späteren Entscheidung 
durch die Erfahrung überlassen bleiben (Nr. 9); dies gilt namentlich 
auch von dem Ansatz verschiedener a priori-Häufigkeiten (b,,), der 
erstmals von P. Ehrenfest??) in die Statistik eingeführt worden ist.) 








322) In einem, bis vor kurzem aber kaum für abänderungsfähig oder -be- 
dürftig angesehenen, jedoch fundamentalen Punkte enthält (ar) ebenso wie der 
klassische Ansatz (a7) allerdings eine Behauptung — zwar nicht bezüglich der 
Eigenschaften des Einzelmoleküls, wohl aber über Eigenschaften des Zusammen- 
wirkens der Moleküle zu einem statistischen System. Nach der oben und im 
folgenden vertretenen Auffassung haben die Moleküle, deren Phasenpunkte in 
die gleiche u-Zelle fallen, als voneinander statistisch unabhängig zu gelten, was 
anschaulich zwar naheliegt, begrifflich jedoch keineswegs notwendig ist. Wenn 
man die statistische Unabhängigkeit der Insassen jeder einzelnen u-Zelle aufgibt, 
so gelangt man zu einer jüngst von $. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178 
vorgeschlagenen und von A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261; 1925, p. 3, be- 
fürworteten abweichenden Methodik, deren Bedeutung am Ende von Nr. 27 kurz 
besprochen werden wird; vgl. namentlich Anm. 795), 796), 797). 

33) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657. In einem speziellen strah- 
lungstheoretischen Falle hat P. Ehrenfest diesen Ansatz bereits schon früher be- 
handelt, vgl. Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, $5. — Hinsichtlich der Bedeutung 
einer nicht konstanten a priori-Häufigkeit oder „Gewichtsfunktion“ s. auch Anm. 99). 

67° 
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Mit Rücksicht auf (a,,) und (b,,) erweist es sich — ohne daß 
damit der Allgemeinheit irgendwie Abbruch getan werden würde — 
als vorteilhaft, Molekülzustände, deren a priori-Gleichhäufigkeit auf 
Grund der Bewegungsgleichungen (1) von vornherein als feststehend 
angesehen werden muß, jedenfalls nicht in verschiedenen, sondern stets 
nur in ein und derselben Zelle unterzubringen. Hinsichtlich dieser 
Zustände gibt der als Aziom anzusehende Satz Auskunft, daß zwei 
Molekülzustände, von denen der eine kausal, d.h. eben auf Grund 
von (1), aus dem andern hervorgeht, a priori gleiche Häufigkeit be- 
sitzen.°°) Denkt man sich daher die ganze unendliche u-Kurve eines 
Moleküls in den u-Raum eingetragen, die seiner ungestörten Bewegung 
bei Wahl irgendwelcher bestimmter Anfangsbedingungen nach (1) ent- 
spricht, so hat man eine Gesamtheit solcher a priori gleichhäufiger 
Molekülzustände. 

Die vollständige Integration der Gleichungen (1) der jetzt etwa 
als konservativ vorauszusetzenden inneren Bewegung erfolgt bekannt- 
lich am einfachsten mittels der Hamilton-Jacobischen partiellen Diffe- 
rentialgleichung.°®) Führt man in E (q,, p,, a®) an Stelle der Impulse », 
durch die s Gleichungen 


05 
(4) miyz (Ku l,2,..48) 


34) In der älteren statistischen Mechanik war man der Meinung, daß (b,) 
die einzig zulässige Annahme sei, weil sie mittels des Liouwvilleschen Satzes aus 
den Bewegungsgleichungen (1) allein gefolgert werden könne; wie unter (I) her- 
vorgehoben worden ist, benötigt man hierzu aber noch die Ergoden- oder Quasi- 
ergodenhypothese. Auch H. Poincare hatte sich dieser Meinung angeschlossen, 
vgl. J. de Phys. (3) 2 (1912), p. 5, verwendet aber in der gleichen Arbeit bereits 
ebenfalls einen Ansatz von der Art (bjr), unabhängig von Ehrenfest. — 

Der in der älteren statistischen Mechanik als „Maß für die Wahrschein- 
lichkeit" benutzten absoluten Integralinvariante 

(25) 
..fag,. FE WE DE 


entspricht in der neueren „stetigen“ Statistik die absolute Integralinvariante 
(29) 
Fi 4 [9% Pr a*) dq, A dq,, dp, a) dp, 


[siehe die Gleichungen (15), (46), (34a8) und (50)], in welcher g(gx, px, a*) ein 
(eindeutiges) zeitfreies Integral der Bewegungsgleichungen (1) sein muß. Vgl. 
E.T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917, p. 283. Der 
Liowvillesche Satz geht daraus einfach für g==1 hervor]. 

35) Zur genaueren Erklärung der Bedeutung dieser oder ähnlicher Aus- 
sagen vgl. z.B. P. Hertz, Rep. 1. c. (s. Anm. 9), Nr. 247. 

36) Vgl. etwa IIA5, _E.v. Weber (Partielle Differentialgleichungen), insbes. 
Nr. 31, oder E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Aufl. Cambridge 1917. 
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die partiellen Differentialquotienten einer Funktion $ ein, so erhält 
man diese Differentialgleichung, indem man noch E der willkürlichen 
(Energie-)Konstante &, gleichsetzt: 


08 JR 

(5) Elay log MT 

Wenn nun 

(6) S(a,.-3 95 ar. 0, a) + C 

eine vollständige Lösung von (5) ist, worin @,... «, und Ü weitere 
willkürliche Konstanten bedeuten, so stellen die Gleichungen 

” 08 08 ; 

(7) ee Fa =2,3,..,8) 


zusammen mit den Gleichungen (4) die allgemeine Lösung der Be- 
wegungsgleichungen (1) dar; ß,,..., ß, sind ebenfalls willkürliche Kon- 
stanten, # bedeutet wieder die Zeit. Die Gleichungen (4) und (7) ge- 
statten einerseits die Phasen g,, p, als Funktionen der «,, ß,, a* und 
der Zeit auszudrücken: 


(8) Ki 9, (6, 90 u ß,, Pa, ++ ß, | Pat 12, s) 
Dr =. net Br far --+ Be a*),) 


oder umgekehrt die „Integrale“ A,, B, als Funktionen der g,, p,, a* 

darzustellen: 

(9) We Du 0°) = A, (9 Pu a)— a, Bm a*)—t+ Bu 
Alu 2, at)=u, Bm, !)=ß (Ü=233,..,8). 

Jede u-Kurve eines Moleküls als geometrischer Ort a priori gleich- 
häufiger Molekülzustände wird also mittels der Gleichungen (8) er- 
halten werden können, indem man den willkürlichen Konstanten 
Kys2n &s Bay -- -, Ps bestimmte feste Werte erteilt und + ß, alle 
Werte von — oo bis + 00 annehmen läßt; sie kann auch, was auf 
dasselbe hinausläuft, als Schnittlinie der 2s — 1 zeitfreien Integral- 
„Hyperflächen ,—o,(i=1,2,..,8, B=ß,i =2,3,..,8) m 
u-Raume interpretiert werden. 

Indessen sind die u-Kurven der ungestörten inneren Molekül- 
bewegung nicht die einzigen Orte nach (1) a priori gleichhäufiger 
Molekülzustände im u-Raume. Wenn in der Thermodynamik mit einem 
warmen Körper ein adiabatisch-reversibler Prozeß ausgeführt wird, so 
bedeutet das eine „unendlich langsame“ umkehrbare Änderung der äußeren 
Parameter a*, die an jedem einzelnen der Gasmoleküle wirksam wird. 
Die dadurch verursachten Störungen der inneren Molekülbewegung 
lassen sich — weil unendlich langsam erfolgend — nun ebenfalls 
mittels der Gleichungen (1) berechnen, und man schließt ähnlich wie 
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oben: Alle durch „unendlich langsame“, umkehrbare Änderungen makro- 
skopischer?”) Parameter erreichbaren w-Kurven verbinden Molekülzustände 
von a priori gleicher Häufigkeit. Damit sind zugleich sämtliche der- 
artigen Zustände eruiert: weitere Beeinflussungsmöglichkeiten der Mole- 
küle sind makroskopisch nicht realisierbar. 

Die 2s — 1 zeitfreien unter den Integralen (9) sind Phasenfunk- 
tionen des Moleküls, welche sich dem zeitlichen Ablauf der ungestörten 
Bewegung des Moleküls gegenüber invariant verhalten; einer „unend- 
lich langsamen“, umkehrbaren Parameterverschiebung da* gegenüber 
werden sie sich im allgemeinen jedoch verändern. Diese Veränderung 
beträgt, wie in Nr. 3A näher erörtert werden wird, z. B. für 4;: 








(10) 84, nn 0 A; (9x Pyr a*) N da* BER: ö@,, 


da* 





wobei durch den Querstrich der zeitliche Mittelwert von Si: ‚ genommen 


über die ganze unendliche Erstreekung der ungestörten Ausgangs- 
bewegung (der anfänglichen u-Kurve) angedeutet werden soll. Funk- 
tionen der zeitfreien Integrale J(E, A,,..., A,, Ba, ..., D,) (also wieder 
derartige Integrale), welche. die Eigenschaft haben, daß für sie 


(11) 2, 


heißen Parameterinvarianten oder adiabatische Invarianten®®) in bezug 
auf die Parameter a*. Wenn u die Anzahl sämtlicher eindeutiger 
voneinander unabhängiger Parameterinvarianten I der Bewegungs- 
gleichungen (1) darstellt, so ist ein „Bündel“ von allen durch unendlich 
langsame, umkehrbare Parameteränderungen ineinander überführbaren 
u-Kurven einfach durch irgendwelche feste Werte dieser I,,J,,.., I, 
bestimmt (Nr. 3A); die Werte der übrigen, von den / unabhängigen 
zeitfreien Integrale 2s — u— 1 an der Zahl) sind dann beliebig 
wählbar und bestimmen zusammen mit den I die einzelnen u-Kurven 
dieses Bündels. 


37) Nur mittels solcher Parameter a* werden ja die einzelnen Moleküle will- 
kürlich beeinflußbar. Über die Ausdehnung der Betrachtung auf sämtliche am 
Molekül auftretenden Parameter a einschließlich der molekularen vgl. Nr. 3A 
und 14, sowie namentlich Anm. 285). 

38) Letztere Bezeichnung rührt von P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), 
p- 327 her; sie hat den Nachteil, daß das Eigenschaftswort „adiabatisch‘“ mehr 
an die rasch verlaufenden adiabatischen Vorgänge der technischen Thermodyna- 
mik erinnert, als an die hier wesentlichere Reversibilität der Parameteränderung. 
Da die Ermittlung dieser Invarianten (s. Nr. 3A) überdies nichts mit Thermo- 
dynamik zu tun hat, sondern ein Problem der Dynamik darstellt, hat A. Smekal, 
s. Anm. 41), die Bezeichnung „Parameterinvarianten“ für sie in Vorschlag ge- 
bracht, an der im folgenden auch festgehalten werden soll. 
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Um nun die Zellen des 2s-dimensionalen u-Raumes der inneren 
Bewegung abzugrenzen, wird man Gebiete wählen, welche von einander 
benachbarten derartigen Bündeln ausgefüllt werden®”), und wird diese 
letzteren nach (a,,) auch untereinander als a priori gleichhäufig gelten 
lassen. Nach geeigneter Normierung der I (s. unten) kann man hierzu 
etwa u Flächenscharen 


(12) „=, L=-I®, L=19,.,»=1,... r=1,2,...,u)*) 


in Ansatz bringen, welche die Struktur des u- Raumes bestimmen®!); 
die /(') bedeuten hierbei festzuhaltende Spezialwerte der den Inte- 
gralen I, gleichzusetzenden willkürlichen Konstanten, welche für alle 
n, der Bedingung genügen: 


(13) Ze «x er < De 


=) =) 


Die Scharen (12) müssen ferner so gewählt werden, daß sie das ganze 
Gebiet des u-Raumes überdecken, dessen Punkte physikalisch reali- 


39) Diese Bedingung kann keineswegs für ganz beliebige mechanische Sy- 
steme (1) erfüllt werden, sondern nur für solche, welche eine kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit „stabiler“, d.h. ganz im Endlichen verlaufender Bahnkurven 
besitzen. S. Nr. 3A, wo diese Systeme zu den Klassen (A) und (B) zusammen- 
gefaßt sind. In Anbetracht der erfahrungsgemäßen weitgehenden Stabilität von 
Atomen und Molekülen bedeutet dieser Umstand hier jedoch keinerlei Ein- 
schränkung. 

Soweit sich die nachfolgenden und die Ausführungen von Nr. 3A auf die 
Einteilung des u-Raumes beziehen, soll stets stillschweigend vorausgesetzt wer- 
den, daß man es nur mit Systemen der Art (A) in Nr. 3A (Existenz kontinuier- 
licher Mannigfaltigkeiten stabiler Lösungen von (1) von genau 2s Dimensionen) 
zu tun hat. Im Falle (B) wäre derjenige Teil des u-Raumes, dessen Punkte 
physikalisch realisierbaren, also vor allem stabilen Molekülzuständen entsprechen, 
und auf den“ sich daher die Einteilung (12) zu beziehen hätte, von o(<2s) Di- 
mensionen; formal bliebe davon alles unberührt, bis auf die Schreibweise von 
(14), sowie (14’) und (14°) in Nr. 3A und die Begründung dieser Beziehungen 
in Anm. 74). 

40) Die allgemeinste zulässige Einteilung bestünde darin, jede I,-Fläche 
nicht zur gemeinsamen Begrenzung eines ganzen Zellstreifens zu verwenden, son- 
dern nur zur gegenseitigen Abgrenzung zweier Nachbarzellen. Für die allge- 
meine Entwicklung der Theorie ist die Spezialisierung (12) belanglos; sie ist die 
einzige, die bisher und ausnahmslos praktische Bedeutung erlangt hat. — 

Eine Verwechslung des hier gebrauchten Index r mit der früher benutzten 
Anzahl r—=s-+-3 der inneren und Translationsfreiheitsgrade der Moleküle braucht 
wohl nicht befürchtet werden, um so mehr als letztere Bezeichnung im folgenden 
nicht mehr auftreten wird. 

41) A. Smekal, Wien. Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 
2 (1921), p. 47 (vorläufige Mitteilung). 
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sierbaren Molekülzuständen entsprechen.) — Die von den Flächen 
L=1”""und],— IL” (= 1,2,...,u) begrenzte Zelle kann durch u 
ganze Zahlen, z. B. die Indizes n,, n,,..., n, gekennzeichnet werden; 
die erwähnte Normierung der I, kann so erfolgen, daß das Volumen 
dieser Zelle Rn ,n.,...,n, für s= u direkt durch das Produkt 


(14) Sn, Mayen IR” RR DN W 


r=1 


gegeben ist.*?) 

Über die Wahl der Größen 7’ läßt sich a priori gar nichts aus- 
sagen, da die Bewegungsgleichungen (1) hierüber — im Gegensatz 
zur älteren Theorie (I), welche wegen (b,) die Gleichheit aller Zell- 
volumina nahelegte — keine Aussage zu folgern gestatten. Wir können 
und müssen diese Frage, wie schon erwähnt, offen lassen und ihre 
spätere Beantwortung der Erfahrung überweisen. Nach dem Ansatz (12) 
mögen die R,,n,,...,n, also beliebig groß und voneinander verschieden 
ausfallen, unter Umständen sogar von verschiedener Dimensionszahl 
sein, infinitesimal werden oder auf Null zusammenschrumpfen**). Auf 
Grund von (a,,) schreiben wir endlich jeder Zelle einen bestimmten 
mittleren Energiewert E,,n,,...,n, zu und ebenso bestimmte derartige 
Werte für die anderen in Betracht kommenden Phasenfunktionen der 
Moleküle oder deren Zeitmittelwerte.*) 

Nach (b,,) haben wir schließlich bestimmte Ansätze für die a priori- 
Häufigkeiten der verschiedenen Zellen einzuführen. Diese a priori- 
Häufigkeiten sind als Phasenfunktionen der Moleküle aufzufassen, die 
sich sowohl dem zeitlichen Ablauf der ungestörten Bewegung, als auch 
unendlich langsamen, umkehrbaren Parameteränderungen gegenüber 
invariant verhalten müssen. Auf letztere Eigenschaft namentlich schließt 
man ebenso wie im vorangehenden.‘®) Mit P. Ehrenfest??) sei im ganzen 
von Zellen bedeckten Teil des u-Raumes eine nicht negative Funktion 


42) Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat in der Quantenstatistik be- 
sonders M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann. 
d. Phys. 50 (1916), p. 385, $ 3, betont. S. ferner Anm. 39). 

43) S. Nr.3A, wo auch der Fall v<(s angeführt wird. — Ein Beispiel, 
welches die Anwendung der Ansätze dieser Nummer illustriert, findet sich in 
Nr. 6b, wozu auch Nr. 9, p. 954/955 verglichen werden möge. 

44) Um diese letzte, von der Erfahrung zugelassene Möglichkeit mitbe- 
rücksichtigen zu können, sind in (13) auch Gleichheitszeichen geschrieben worden. 

45) Diese Annahme steht offensichtlich in engstem Zusammenhange mit 
der Struktur des u-Raumes selbst: Größe und Form der einzelnen Zellen müssen 
so gewählt sein, daß derartige mittlere Werte überhaupt existieren. 

46) Diese wichtige Bemerkung (vgl. Nr. 8) scheint sich an dieser Stelle 
nirgends in der Literatur zu finden. 
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9 (95 Pr, a*) — die „Gewichtsfunktion“ — definiert, von welcher inner- 
halb jeder Zelle ein ganz bestimmter Wert Gn,n,,..,n, als a priori- 
Häufigkeit oder „Gewicht“ der Zelle n,, ns, ...,n, gewählt werde®”); 
dann muß 9(g,, ?,, @*) als eine „reine“ Funktion aller voneinander 
unabhängiger eindeutiger Parameterinvarianten /, von (1) dargestellt 
werden können: 


(15) 9 Pu a*)=9 (I, Io: L) 

In der Tat folgt hieraus für eine Parameterverschiebung da* nach (11) 
za S 09 37 —_0s 

(16) ög 2 3,0, 0) 


Translation. Die Anwendung der im vorstehenden enthaltenen 
Gesichtspunkte auf die Frage nach der Struktur des 6-dimensionalen 
Translations-u-Raumes führt zunächst zu der Feststellung, daß die 


47) Namentlich wenn die Gewichtsfunktion als stetig angenommen wird, 
läßt sich ihre Einführung bei endlichen Zelldimensionen auch näher als „Wahr- 
scheinlichkeitsfunktion‘“ im Sinne Reichenbachs bewerkstelligen. Vgl. H. Reichen- 
bach, Diss. Erlangen 1915; Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 150; 4 (1921), p. 448. 

P. Ehrenfest (vgl. Aum. 33) führt die Gewichtsfunktion direkt als a priori- 
Wahrscheinlichkeit ein und fordert demgemäß, daß ihr Integral über den ganzen 
u-Raum erstreckt, die Einheit ergebe; er hebt aber hervor, daß dieses Integral 
für alle bekannten Gewichtsfunktionen divergiert. Dies ist indessen nicht ver- 
wunderlich, wenn man bedenkt, daß g doch nur relative Häufigkeiten mißt und 
als echte Wahrscheinlichkeit einen im Grenzfalle unendlich groß werdenden 
Nenner erhalten müßte. In der Tat kann diese Schwierigkeit behoben werden, 
I 
N 
und beachtet, daß die angegebene Integration nur bei gleichzeitiger Ausführung 
eines Grenzüberganges von der Art des auf p. 878 angedeuteten legitimiert wer- 
den kann, in welchem Falle dann das Integral im allgemeinen konvergiert. 

48) Zufolge (14) kann daher auch das Zellvolumen als Gewichtsfunktion 
gewählt werden, ähnlich wie in der älteren Theorie (I). Über die Tragweite 
dieses Umstandes s. Nr. 24. 

Hingegen hat z. B. das von der „Energiefläche des Moleküls“ im uw- Raum 
umschlossene Volumen („Phasenvolumen‘“), falls es überhaupt endlich ist, nicht 
diese Eigenschaft. Diese trifft vielmehr nur in ganz speziellen Fällen zu, z.B. 
für periodische Systeme von einem Freiheitsgrade oder für quasiergodische Glei- 
chungen (1). Der erstgenannte Satz ist von Boltzmann bewiesen worden (siehe 
Anm. 114), der letztere von P. Hertz, vgl. z. B. Rep. l. c., Anm. 9), Nr. 270 (s. 
auch Anm. 68). — P. Ehrenfest, vgl. Anm. 33), hat in dieser Arbeit 8$ 3, 4 ein 
Integraltheorem bewiesen, nach dem das über den u-Raum erstreckte Integral 
einer beliebigen Funktion dieses Volumens die Eigenschaft (11) bzw. (16) hat. Der 
dort aus dem Verschwinden von (82a) gezogene Schluß, daß eine beliebige Funk- 
tion dieses Volumens für g gewählt werden dürfe, ist wegen (15) also nur für die 
genannten speziellen Systeme berechtigt. 


wenn man anstatt g den Quotienten als a priori- Wahrscheinlichkeit einführt 
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Translationsbewegung keinerlei Parameterinvarianten besitzt (s. Nr.3 A). 
Eine bestimmte Zelleneinteilung, die von der Natur der Bewegung 
selbst in einem ähnlichen Sinne wie oben gefordert würde, ist hier 
also nicht angebbar. Konsequenterweise ist daher eine beliebige Phasen- 
raum-Einteilung vorzunehmen und mit ihr der auf p. 878 angedeutete 
Grenzübergang auszuführen. Der Annahme einer ganz beliebigen Ge- 
wichtsfunktion, 
9.(& 9 2 Par Pu P.); 

würde hier wegen des makroskopischen Charakters der Dimensionen 
von Y unter Umständen bereits die unmittelbare makroskopische Er- 
fahrung widersprechen. Da in Nr. 2 die Wechselwirkungen der Mole- 
küle gänzlich vernachlässigt worden sind, kann man schließen, daß 
9, von x,y,2 unabhängig sein muß, ferner wegen der Willkürlich- 
keit der Orientierung des kartesischen Koordinatensystems der x, y, 2, 
daß g, nur die Quadratsumme der p, also allein die Translations- 
energie E, (2) enthalten könnte. Die Erfahrung hat hier bekanntlich 
bis zu dem noch hypothetischen Entartungsgebiet der Gase ausnahms- 
los für 

(17) 9, = const. 


entschieden.*) Diese Umstände zeigen, daß wir auf die Translation 
die in der älteren Theorie (I) aus der Quasiergodenhypothese gefolgerten 
Annahmen (a,) und (b,) ohne weiteres übertragen dürfen; da aus (a,) 
und (b,) allein die Quasiergodenhypothese jedoch nicht deduziert werden 
kann°®), ist es möglich, sie auch bei der Behandlung der Translation 
zu vermeiden. 


3A. Theorie der Parameterinvarianten oder adiabatischen In- 
varianten.®®) Die in Nr. 3 eingeführten „räumlichen“ Häufigkeits- 
ansätze haben die Bedeutung der Parameterinvarianten eines beliebigen 
mechanischen Systems für die Begründung einer rationellen Statistik 
bereits erkennen lassen. Da die Existenz solcher Invarianten außerdem 
unter Umständen Schlüsse über den Bau von Atomen und Molekülen 
zu ziehen erlaubt und für die Quantentheorie dieser Gebilde von grund- 
sätzlicher Bedeutung ist (Nr. 14), soll an dieser Stelle eine kurze Über- 
sicht über ihre Theorie eingeschaltet werden, die im Grunde genom- 
men ein sehr spezielles Kapitel der höheren Dynamik darstellt. 

Wie in Nr. 2 werde vorausgesetzt, daß die innere Bewegung der 
Moleküle durch die kanonischen Bewegungsgleichungen (1) bestimmt 
sei; die zugehörige Hamiltonsche Funktion H(g,, P;, @), bzw. die Ge- 


49) Vgl. hierzu Nr. 9. 
50) Vgl. hierüber Nr. 4, insbesondere Anm. 80). 
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samtenergie der inneren Bewegung E(g,, ?,, @) enthalte aber nun be- 
liebig viele Parameter a, die keineswegs sämtlich makroskopischer Natur 
zu sein brauchen. Werden irgendwelche dieser Parameter „unendlich 
langsam“ verschoben, so ist für die „Umkehrbarkeit“ dieses Prozesses, 
wie sich leicht einsehen läßt, erforderlich, daß es Bahnkurven des 
mechanischen Problems mit infinitesimal benachbarten Parameterwerten 
gibt, welche im allgemeinen die gleichen analytischen Eigenschaften 
besitzen und vor allem „stabil“ in dem Sinne sein müssen, daß ihre 
q, und 2, für alle Zeiten zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen 
bleiben.°!) Nach dem Poincare-Caratheodoryschen Wiederkehrsatze??) er- 
füllen derartige stabile Bahnkurven einen endlichen Bereich von einer 
Dimensionszahl 8 < 2s überall dicht°?), so daß sich zu jedem beliebigen 
Punkte einer Bahnkurve mit dem Parameterwerte a + da stets be- 
liebig viele Punkte der Bahnkurve mit dem Parameterwerte a finden 
lassen, welche von ersterem höchstens einen Abstand von der Größen- 
ordnung |öda| besitzen, und umgekehrt. Bahnkurven, welche ins Un- 
endliche laufen, haben diese Eigenschaft naturgemäß nicht, so daß es 
bei ihnen nicht möglich ist, das „gestörte“ System (a+ da) zu jedem 
beliebigen Zeitpunkte durch „unendlich langsame“ Ausführung einer 
Parameterverschiebung — da in seinen ungestörten Bewegungszustand 
(a) zurückzuführen. Mit Rücksicht auf diese Erfordernisse hat man 
demnach zwischen folgenden Arten von mechanischen Problemen zu 
unterscheiden: 

(A) Die stabilen Lösungen bilden kontinuierliche, 2s-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten. 

(B) Die stabilen Lösungen bilden kontinuierliche, 6-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten (6 < 2s). 

(C) Es gibt überhaupt keine kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten 
stabiler Lösungen. 

(D) Es gibt überhaupt keine stabilen Lösungen. 
Die Fälle (C) und (D) scheiden somit von der ferneren Betrachtung 
aus; zu (D) gehört z. B. die Translationsbewegung der Moleküle, für 
welche daher keine Parameterinvarianten angegeben werden können. 
Im Falle (B) hat man offenbar zwischen solchen Parametern zu unter- 
scheiden, durch deren Verschiebung das mechanische System aus einer 


51) Bezüglich der verschiedenen üblichen Stabilitätsdefinitionen vgl. man 
etwa VI12,12 (E.T. Whittaker), Prinzipien der Störungstheorie und allgemeinen 
Theorie der Bahnkurven in dynamischen Problemen, Nr. 7 und 8. 

52) C. Caratheodory, Berl. Ber. 1919, p. 580. 

53) Abgesehen von einer im allgemeinen belanglosen Punktmenge vom 
Lebesgueschen Maß Null. 
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stabilen Bahnkurve wieder in eine solche übergeführt wird, und solchen, 
durch deren Verschiebung das System instabil wird®*) (Instabilitäts- 
Parameter). Zu den Systemen der Klasse (B) gehört z. B. das Newton- 
sche bzw. Coulombsche Drei- und Vielkörperproblem. Die erfahrungs- 
mäßige Stabilität der Atome und Moleküle verlangt also, daß zu- 
mindest die makroskopischen Parameter a* nicht zu ihren „Instabili- 
täts- Parametern“ gehören, falls molekulare Gebilde mit ausreichen- 
der Berechtigung als Coulombsche Vielkörpersysteme angesehen werden 
können (vgl. dazu Nr. 13, 14).°*) Im folgenden mögen etwaige In- 
stabilitäts-Parameter stabiler Lösungen der Gleichungen (1) von der 
Untersuchung ausdrücklich als ausgeschlossen gelten; bei den übrigen 
Parametern sollen ferner nur solche Werte und Verschiebungen zu- 
gelassen werden, welche keine Änderungen des analytischen Charakters 
der betrachteten stabilen Bahnkurven zur Folge haben.°) 

Um nun den Einfluß „unendlich langsamer“ Parameterverschie- 
bungen auf die Bewegung des betrachteten mechanischen Systems zu 
berechnen, hat man derartige Vorgänge durch die folgenden Annahmen 
zu präzisieren°®), wobei es wegen der Unabhängigkeit der einzelnen 


54) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. 

55) „Unendlich langsame“ umkehrbare Parameterübergänge zwischen Fa- 
milien von stabilen Partikularlösungen von (1) verschiedenen analytischen Cha- 
rakters (z. B. von doppeltperiodischen zu einfachperiodischen oder beliebigen 
mehrfachperiodischen zu quasiergodischen Familien) führen zu Schwierigkeiten, 
auf welche an dieser Stelle nicht genauer eingegangen werden kann. Vgl. z. B. 
P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, $ 9; J. M. Burgers [1], $$ 38—40; 
N. Bohr [2], Teil I, $ 3. Als Grenzfall solcher Vorgänge kann auch das unend- 
lich langsame Anwachsen äußerer Kraftfelder angesehen werden, wenn hierbei 
vom feldfreien Zustande ausgegangen wird (a—=0) und das Feld den analyti- 
schen Charakter der Bewegung modifiziert. S. Nr. 15h. 

E. Fermi, Nuovo Cimento 25 (1923), p. 171, zeigte neuerdings an einem 
einfachen Beispiele, daß das Ergebnis unendlich langsam ausgeführter Para- 
meterverschiebungen von endlichem Betrage durchaus davon abhängig ist, ob 
die durchlaufenen Zwischenzustände sämtlich zur gleichen Bahnkurvenfamilie wie 
der Ausgangs- und Endzustand gehören oder nicht. Allerdings handelt es sich 
hier auch noch darum, daß zur Ausführung des betreffenden Verschiebungspro- 
zesses mindestens zwei verschiedenartige Parameter verändert werden müssen. 
Eine allgemeine Behandlung dieses Umstandes und seiner Konsequenzen für 
Bahnkurven gleichen analytischen Charakters hat E. Fermi, Nuovo Cimento 25 
(1923), p. 271, zu formulieren versucht, wobei der in Anm. 66) vermutete Satz 
ohne Beweis verwendet wird; alle Resultate Fermis lassen sich jedoch aus be- 
reits bekannten Ergebnissen (vgl. Anm. 68) folgern, wenn man die ganze Frage- 
stellung auf jene weiter unten im Text, p. 892, behandelte, nach der Existenz 
übereinstimmender Parameterinvarianten für beliebig verschiedene Parameter zurück- 
führt. (Anm, bei der Korrektur.) 

56) J. M. Burgers, Proc. Acad. Amsterdam 20 (1917), p. 149. 
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Parameter voneinander zunächst offenbar genügt, sich auf einen ein- 
zigen derselben zu beschränken: 

(a) Selbst nach Ablauf eines Zeitraumes, während dessen der 
Phasenpunkt des Systems jedem Punkte seines Poincare-Caratheodory- 
schen Wiederkehrbereiches??) beliebig nahe gekommen ist, kann die ge- 
samte Parameterverschiebung da als kleine Größe erster Ordnung an- 
gesehen werden. 


a ER Ä da ? 
(b) Die Anderungsgeschwindigkeiten , können bei der ange- 


strebten Genauigkeit als konstant angesehen werden.?”) 

(e) Die Bewegungsgleichungen (1) bleiben während der Parameter- 
verschiebung innerhalb der angestrebten Genauigkeit gültig’®), so daß 
der Einfluß der letzteren wegen (a) z. B. nach den Methoden der 
Störungstheorie berechnet werden kann.??) 

Um die durch eine unendlich langsame Parameterverschiebung da 
bewirkte totale zeitliche Änderung eines beliebigen der zeitfreien Inte- 
grale A, (9) von (1) zu berechnen, hat man dessen Momentanänderung 


ca dt 


04; (9x Pr a) 3 da 


über die dureh 


g 
da 
S.a=3a 
0 


bestimmte Zeitdauer 7 zu integrieren. Zufolge (b) erhält man 
T 7 


1 04,9 9 @) da m _t (Amp), 74.84: 
ad, nf. Ta Da +f. da le 
0 0 





57) Die Tragweite dieser Annahme ist noch nicht untersucht, und daher 
strenggenommen mit Sicherheit auch noch nicht angebbar, ob das Ergebnis 
einer unendlich langsamen Parameterverschiebung von der Art, wie a mit der 
Zeit variiert, unabhängig ist. Mit J. M. Burgers — [1], p. 242 — kann man 
dies indessen als sehr wahrscheinlich ansehen, wenn die Parameterverschiebung 


nur keine Resonanz mit dem ungestörten System zur Folge hat, oder e“ dauernd 


dt 
als unendlich klein gegenüber irgendwelchen der Sn angesehen werden kann. 
Vgl. dazu ferner A. Sommerfeld [1], p. 376, 720, und H. Kneser, Math. Ann. 91 
(1924), p. 155. 

58) Diese Annahme ist wegen den Bestehenbleibens des Energiesatzes im 
allgemeinen unbedenklich, wie man z. B. unmittelbar sieht, wenn die zu variie- 
renden Parameter nur in die Kräftefunktion eingehen. 

59) Das Auftreten säkularer Störungen, welche die erforderliche Stabilität 
aufheben, ist durch die vorangegangenen Festsetzungen über die im folgenden 
zu betrachtenden Parameter bereits ausgeschlossen. 
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wegen (a) können unter dem Integralzeichen für die g, und p, die ent- 
sprechenden Werte für die ungestörte Ausgangsbewegung (konstantes a) 


eingesetzt werden‘®), wegen des Wiederkehrsatzes’*) kann überdies der 


Zeitmittelwert von En über 7 durch dessen Grenzwert fir T— 





ersetzt werden, falls letzterer existiert. Da sich dieser Grenzwert 
wiederum wegen des Wiederkehrsatzes vom Zeitmittelwert, genommen 
über die ganze unendliche Erstreckung der Bahnkurve, nicht unter- 
scheidet, ergibt sich schließlich in Übereinstimmung mit (10), unab- 
hängig vom Beginne der Parameterverschiebung 


° 


(10°) Re en .. da.) 


Um sämtliche durch (11) definierten Parameterinvarianten der 
Bewegungsgleichungen (1) in bezug auf einen speziellen Parameter a 
zu finden, führt man a zunächst als willkürliche Funktion der Zeit 
ein und setzt hinterher a = const.°?) Während die vollständige Lösung 
(6) der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (5) im Falle a = const. 
zu den Integrationskonstanten: «,, ß, in (9) führt, bestimmt sie im Falle 
a=a(t) mittels (4) und (7) eine Berührungstransformation, welche 
von den ursprünglichen kanonischen Veränderlichen g,, 2, zu den neuen 
kanonischen Variablen «,, ß, überzugehen erlaubt. Da die charakte- 
ristische Funktion S$ dieser Transformation jetzt von der Zeit ab- 
hängt, lauten die Bewegungsgleichungen (1) in den neuen Variablen 
geschrieben nunmehr 


1) Ds OK ..0B 2 


Tan ade, 

60) J. M. Burgers, 1. c.; vgl. auch die genauere Durchführung für einzelne 
Spezialfälle bei N. Bohr [2], namentlich p. 23/24. 

61) Daß dieser Betrag im allgemeinen von der speziellen Wahl der be- 
nutzten kanonischen Variablen q,, p, unabhängig ist, hängt wiederum mit dem 
Wiederkehrsatz, bzw. mit der vorausgesetzten Stabilität der für diese Betrach- 
tung zugelassenen Bahnkurven von (1) zusammen. Wenn die Bewegung mehr- 
fach periodisch ist und mittels mehrfacher Fourierscher Reihen dargestellt wer- 
den kann, läßt sich dies durch direkte Ausrechnung zeigen. Bezüglich einer 
Anwendung dieses Satzes vgl. man Anm. 73). 

62) @. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 908; A. Smekal, Wien 
Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 47; ferner auch 
G. Krutkow und V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 195, $ 1. — Eine andere 
allgemeine Methode, die auf der Theorie der kontinuierlichen Gruppen beruhen 
soll, wurde jüngst von V. F. Lenzen, Phys. Rev. (2) 20 (1922), p. 201 angekündigt. 

Der Grundgedanke obiger Methode findet sich, auf einen Spezialfall ange- 
wendet, bereits bei J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1917), p. 1055; 
auch [1], $ 39. 





(de 1,2)... 8), 
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wobei sich X zu 
7 8 d os &;, FR d 
(1”) Koß,)=-H+42 Guten 2, 


ergibt.) Setzt man jetzt in (1) “ = const. und integriert, ähnlich 





wie vordem bei der Ableitung von (10°), beide Seiten dieser Glei- 
chungen nach der Zeit, so ergibt sich mit Rücksicht auf (1”) 


ER 





0A, = du, = — ——— - da 
& h : caöoß, AKT 
(10”) — (set, 2.0) 
OB, 0; — rer da 


Mit Hilfe von (10”) ist es nun im allgemeinen wenigstens grund- 
sätzlich möglich, sämtliche Parameterinvarianten (11) der Bewegungs- 
gleichungen (1) als Funktionen der A, und B, zu ermitteln. Ebenso 
wie bei den gewöhnlichen Integralen von (1) konzentriert sich das 
Interesse vor allem auf jene Parameterinvarianten, die als eindeutige 
Funktionen der q, und », dargestellt werden können. Solche Parameter- 
inrarianten müssen offenbar durch sämtliche voneinander unabhängigen, 
gewöhnlichen eindeutigen Integrale von (1) ausgedrückt werden können 
und sind letzteren an Zahl daher höchstens gleich.) Bezüglich ihrer 
Ermittlung möge darauf hingewiesen werden, daß beliebige, über sta- 
bile Bahnkurven erstreckte Zeitmittelwerte, wie sie auch die rechten 
Seiten von (10”) einnehmen, im allgemeinen nur von eindeutigen Inte- 
gralen von (1) abhängen können.) Läßt man daher bei der Bestim- 


63) Vgl. z. B. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, 2. Aufl. Cambridge 
1917; Nr. 138 in Verbindung mit Nr. 142 und dem Energiesatz. 

64) Für i=1 ist an Stelle von B,, B,—t zu setzen. — Ein ähnlicher 
Mittelungsprozeß wie in (10°) findet ganz allgemein auch in der übrigen Stö- 
rungstheorie Anwendung, wenn es sich um die Bestimmung einer ersten Nähe- 
rung handelt. Vgl. z. B. N. Bohr [2], p. 62/64, oder Nr. 15b. 

65) Bei Problemen, deren Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (5) 
durch Separation der Variablen integriert werden kann (bedingt periodische 
Systeme, s. Nr. 15), beträgt die Anzahl der eindeutigen Integrale im allgemeinen s; 
beim Vielkörperproblem geben über diese Frage die bekannten Theoreme von 
Bruns und Poincare Auskunft, vgl. z.B. VIe, 12 (E.T. Whittaker), Nr.4 oder das 
in Anm. 63) zitierte Buch des gleichen Verfassers, ferner E. Fermi, Phys. Ztschr. 
24 (1923), p. 261. Die gleiche Frage bei beliebigen Problemen von zwei Freiheits- 
graden behandeln in letzter Zeit E. T. Whittaker, Proc. Edinb. Roy. Soc. 37 (1917), 
p. 95 und H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, $8. Nach 7. M. Cherry, 
Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 287, gibt der Poincaresche Satz allerdings 
nur die Anzahl jener eindeutigen Integrale richtig an, welche nach Potenzen 
eines Parameters entwickelbar sind. 

66) Dieser Satz ist bisher allerdings nur für Spezialfülle beweisbar. Seine 
Allgemeingültigkeit würde das Zutreffen folgender beider Annahmen zur Voraus- 
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mung der Parameterinvarianten von den Gleichungen (10”) alle jene 
weg, welche sich auf die Änderung eines Integrals beziehen, das auf 
den rechten Seiten aller dieser Gleichungen nicht auftritt, so wird man 
nur die eindeutigen Parameterinvarianten von (1) erhalten.®”) 

Der Umstand, daß die rechten Seiten von (10”) unter den Zeit- 
mittelwerten partielle Ableitungen nach dem speziell ins Auge ge- 
faßten Parameter a aufweisen, zeigt, daß man im allgemeinen für 
verschiedene Parameter a, verschiedene Systeme unabhängiger Parameter- 
invarianten erhalten wird. Alle bisher in Betracht gekommenen und 
rechnerisch beherrschbaren Systeme lassen sich indessen auf die Form 
mehrfach-zyklischer Systeme bringen, für welche die Unabhängigkeit der 
eindeutigen Parameterinvarianten von der speziellen Wahl der Para- 
meter leicht nachgewiesen werden kann. Ein solches System be- 
sitzt die Eigenschaft, daß seine Hamiltonsche Funktion H bzw. seine 
Gesamtenergie E nur von den Impulsen p, und den Parametern, 
nicht aber von den Koordinaten q, abhängt. Um die ausgezeichnete 
Stellung derartiger Systeme gebührend hervortreten zu lassen, mögen 


setzung haben müssen: 1. Jeder Zeitmittelwert kann durch einen Zahlmittelwert 
über den $-dimensionalen Poincare-Caratheodoryschen Wiederkehrbereich der be- 
treffenden Bahnkurve ersetzt werden. 2. Dieser Wiederkehrbereich selbst wird 
ausschließlich durch eindeutige Integrale von (1) „begrenzt‘‘. — Beide Annahmen 
sind für bedingt periodische Systeme (s. Nr. 15) auf Grund eines Satzes von 
P. Stäckel beweisbar, vgl. J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1916), 
p. 849, 918. Der Beweis ist ohne weiteres auf bedingt periodische, durch 
Fouriersche Reihen darstellbare Partikularlösungen allgemeinerer Systeme über- 
tragbar; in allen diesen Fällen ist übrigens auch das Verhalten der Funktion S 
in (10”) leicht zu übersehen, vgl. J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 
(1917), p. 1055. — Bei quasiergodischen Systemen (s. Anm. 10 und 11) gilt 1. so- 
zusagen durch Definition, s. Anm. 9), bezüglich 2. vgl. man E. Fermi, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 261 und W. Urbanski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 47. Hier 
ist 3=2s— 1, und alle Zeitmittelwerte hängen ausschließlich von der Energie- 
konstante «&, ab. — Im Zusammenhang mit 2. sei auch auf die Bemerkungen von 
H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, 88 7—9, über die Rolle der eindeutigen 
Integrale hingewiesen. (Der Begriff „Ergodenhypothese“ ist hier nicht im üb- 
lichen Sinne gefaßt.) Vgl. ferner Anm. 55), zweiter Absatz. 

67) Würde man von der Zeitmittelbildung über die rechten Seiten von (1’) 


absehen wollen und die Gleichungen (1”) für n_ const. integrieren, so würden 


sich im allgemeinen genau 2s— 1 Integrale von (1‘) als Parameterinvarianten 
ergeben, die aber keineswegs sämtlich eindeutige Funktionen der g, und p; sein 
und mit den nach der obigen Methode bestimmten übereinstimmen würden. 
Nur bei s—1 fallen die beiden Ergebnisse notwendig zusammen, wie auch 
G. Krutkow und V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 195, am „Zayleighschen 
Pendel“ (periodisches System von einem Freiheitsgrade) direkt rechnerisch ge- 
zeigt haben. 
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für sie im folgenden anstatt p,,q, (k=1,2,...,s) die Bezeichnungen 
I,w,(r=1,2,..,u(<s)) benutzt werden. Dann folgt aus den 


Hamiltonschen Gleichungen (1) wegen en 0, L,= const., und wenn 
ou, 





= o, setzt, w,—= @,t + d,, wobei die Größen d, ebenso wie 


die Werte der Z, willkürliche Integrationskonstanten darstellen. Wegen 
(4) hat die vollständige Lösung $ der Hanmilton-Jacobischen Differential- 
gleichung (5) eines derartigen Systems die Gestalt 


man 


(5) S=D3L-w+(, 


r=1 
ist also unabhängig von sämtlichen an dem System vorkommenden Para- 
metern. Indem wir jetzt an Stelle der «,, ß, in den Gleichungen (1’) 
die kanonisch konjugierten Variablen Z,, w, wählen, erhalten wir für 
die während der Verschiebung beliebiger Parameter gültige Hamilton- 


sche Funktion (1”) wegen e —=( einfach K= H(IL,,a) und somit 


(11) öL—0 (r=1,2,:4,%). 
Hinsichtlich der w, findet man, daß die Beziehungen ui. —= 0, während 


der Parameterverschiebungen unverändert ihre Gültigkeit bewahren, 
so daß über das Verhalten der für die Bewegung selbst belanglosen 
Größen Ö, in diesem singulären Falle keine weiteren Aussagen gemacht 
werden können. Die Impulse eines mehrfach-zyklischen Systems sind 
demnach in bezug auf jeden beliebigen seiner Parameter Parameter- 
invarianten oder adiabatische Invarianten.‘®) 


68) Man überzeugt sich leicht, daß dies auch für die zyklischen Impulse 
von Systemen gilt, die nicht bezüglich aller Koordinaten zugleich zyklisch sind, 
s. z.B. @. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 908, $ 6. 

Die fundamentale Frage nach den notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen dafür, daß die eindeutigen Parameterinvarianten eines dynamischen Pro- 
blems für alle nach den einleitenden Festsetzungen dieser Nr. in Betracht kom- 
menden Parameter miteinander übereinstimmen, ist, da die ganze Fragestellung 
in der Literatur noch überhaupt keine Beachtung gefunden hat, bisher nicht 
näher untersucht worden. Indessen scheint es aber einen derartigen Fall zu geben, 
bei dem die Zurückführung auf zyklische Variable unmöglich ist, so daß diese 
Eigenschaft dafür im allgemeinen nicht ausreichend sein dürfte. Wenn die be- 
reits bekannten Probleme mit quasiergodischen Bahnkurven (s. Anm. 10 und 11) 
die in Anm. 9) näher zitierten Zusatzbedingungen erfüllen sollten, so daß die 
Berechtigung der Annahme 1. in Anm. 66) für sie dadurch gewährleistet wäre, 
dann könnte der Beweis für die Parameterinvarianz des sogenannten „Phasen- 
volumens“ (s. Anm. 48) ergodischer Systeme unmittelbar auf sie übertragen werden. 
Dieser Beweis stammt von P. Hertz, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 225, 537, $ ı1 
(vgl. auch die in Anm. 48) zitierte Stelle) und ist von speziellen Eigenschaften 

Eneyklop. d. math. Wissensch. V 3. 58 
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Bei allen Systemen mit stabilen Bahnkurven, deren kartesische 
Koordinaten q, und die dazugehörigen kanonisch konjugierten Impulse 
p, (k=1,2,...s) sich durch geeignete Berührungstransformationen 
in die Variablen w,, I. (r=1,2,...w) eines mehrfach-zyklischen Sy- 
stems überführen lassen, haben sich die q,, p, als mehrfach-periodische 
Funktionen der w, darstellen lassen‘®), wobei der „Periodizitätsgrad“ u 
stets < s ist. Sie sind dann im allgemeinen in u-fache Fouriersche 
Reihen nach den „Winkelvariablen“ w, entwickelbar”®), in welchen sie 
die Periode 1 besitzen mögen. Daraus geht unmittelbar hervor, daß 
die w, bei allen diesen Systemen von der Dimension einer reinen Zahl 
sind, die Z, somit sämtlich von der Dimension einer Wirkungsgröße. 
Für die aus diesem Grunde auch als „Wirkungsvariable“ bezeichneten 
J, erhält man dann (vgl. Nr. 15a) 


1 8 
R P) 
(11”) ; 1,— [aw, Donau r=1,2,...W). 
0 k=1 


Der Beweis dafür, daß die Größen (11”) Parameterinvarianten oder 
adiabatische Invarianten sind, wurde für die einzelnen, die Quanten- 
theorie interessierenden Spezialfälle bereits vor der im vorstehenden 
auseinandergesetzten allgemeinen Theorie erbracht. Für rein periodische 
und quasi-periodische Systeme hat dies P. Ehrenfest auf Grund eines 
mechanischen Theorems von Boltzmann gezeigt, für nicht-entartete 
(u = s) sowie für entartete (u <s) bedingt periodische Systeme (Nr. 15) 
Burgers.') Alle diese Systeme gehören zu der eingangs dieser Nr. 


des benutzten Parameters unabhängig; @. Krutkow, 1. c. $ 8 hat ihn, von (10°) 
ausgehend, wiederholt. S. auch P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, 
$ 5. — Bei allen nicht-quasiergodischen Systemen hingegen hat sich für die ge- 
nannte Unabhängigkeit der Parameterinvarianten von den speziellen Eigentümlich- 
keiten der verschiedenen Parameter die Zurückführbardeit auf mehrfach - zyklische 
Systeme als notwendig erwiesen. — Vgl. dazu Anm. 55), zweiter Absatz. 

69) Die Umkehrung dieses Satzes ist von @. Herglotz bewiesen, aber nicht 
publiziert worden (vgl. J. M. Burgers [1], p. 48, und A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 
11 (1922), p. 294, wo dieser Beweis erwähnt wird), nachdem er schon früher ent- 
weder bekannt oder vermutet worden war, s. K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, 
p. 548. Später hat H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, $ 6, ohne Kenntnis 
desselben, einen davon völlig unabhängigen Beweis gegeben. 

70) Dabei soll, um die Eindeutigkeit dieser Entwicklungen zu gewährleisten, 
stets vorausgesetzt sein, daß zwischen den % Größen = = o, keine Linearbezie- 

r 
hungen mit rationalen Koeffizienten bestehen, was sich immer durch geeignete 
Wahl der Berührungstransformationen erreichen läßt. Beispiele hierfür etwa bei 
J. M. Burgers [1], insbesondere $$ 10—14. 

71) P. Ehrenfest, Versl. Akad. Amsterdam 22 (1913), p. 586; Ann. d. Phys. 
51 (1916), p. 327, s. ferner auch Anm. 114) und H. Kneser, Math. Ann. 91 (1924), 
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unter (A) aufgeführten Klasse von mechanischen Problemen. Be- 
schränkt man sich auf die im Anschluß an die Verhältnisse bei der 
Klasse (B) zugelassenen Parameter, so gilt die Parameterinvarianz 
von (11”) auch für beliebige, mittels mehrfacher Fourierscher Reihen 
darstellbare Familien von bedingt periodischen Partikularlösungen beliebig 
allgemeinerer Probleme."*) '°) 

Für die in Nr. 3 eingeführten „räumlichen“ Häufigkeitsansätze 
des Gasmodells kommen offensichtlich nur eindeutige Parameterinvari- 
anten in Betracht, die unabhängig von den verschiedenen Arten makro- 
skopischer Parameter a® sind. Man kann erwarten, daß die innere Be- 
wegung der Moleküle zumindest dann so beschaffen sein wird, daß 
diese Bedingung erfüllbar ist, wenn die in Nr. 3 eingeführte Gewichts- 
funktion hinterher an der Erfahrung geprüft, sich als von einer Kon- 
stante verschieden herausstellt (Nr. 9). Die in Nr. 3 mit Rücksicht auf 
die u-Raum-Struktur gewünschte Normierung der Parameterinvarianten 
ist notwendig, um der Unbestimmtheit zu begegnen, welche in dem 
Umstande begründet ist, daß jede „reine“ Funktion irgendwelcher 
Parameterinvarianten immer wieder eine Parameterinvariante ist. Sie 
läuft darauf hinaus, das Volumelement d2 des u-Raumes mit Hilfe 
von Parameterinvarianten auszudrücken. Wenn der Periodizitätsgrad u. 
irgendeines der oben erwähnten Systeme, welche die Parameterinva- 
rianten (11’) besitzen, gleich der Anzahl der Freiheitsgrade ist, hat. 


p. 155; J. M. Burgers, Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 195; Versl. Akad. Amsterdam 
25 (1917), p. 849, 918. Von (10”) ausgehend, hat später auch @. Krutkow einen 
eleganten Beweis für nicht-entartete, bedingt periodische Systeme gegeben, Versl.. 
Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 294, $ 7. Bedingt periodische Lösungen, welche 
nicht durch Separation der Variablen bei der Integration der Hamilton-Jacobi- 
schen Differentialgleichung erhalten worden sind, hat ebenfalls Burgers unter- 
sucht, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1917), p. 1055, vgl. auch den Beweis von Bohr 
und Kramers, N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, Anm. 1) auf.p. 132, end- 
lich M.v. Laue, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 619. Bezüglich einer beim Burger- 
schen Invarianzbeweise auftretenden Schwierigkeit vgl. man Anm. 357). 

72) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. Die Einzelheiten des Be- 
weises verlaufen genau so wie bei J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 25 
(1917), p. 1055, 

73) Allen in diesem Absatze erwähnten Systemen (bzw. Partikularlösungen) 
ist gemeinsam, daß ihre Gesamtenergie H (g;, P;, a) = E(gr, P4, a) auf die Form 
E(I,,a) gebracht werden kann. Die „Kraft“, welche an dem System durch 
Verschiebung des Parameters a hervorgerufen wird, berechnet sich mittels (10°) 
zu Ser und beträgt auf Grund des in Anm. 61) angeführten Satzes einfach 

vE(I,,a) 
re 
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man einfach 
(14) dQ=dl,-d]l...dlI, (u = 5).%) 


Der Fall u <s erfordert eine nähere Untersuchung des speziellen vor- 
liegenden Problemes; man erhält allgemein 


(14”) dQ = d(If) - d(Ip)...d(Lu), (u<s) 
wobei +++, 8”) 


4. „Zeitliche“ a priori-Häufigkeitseigenschaften des Gasmodells. 
Seine Zeitgesamtheit. Nachdem in Nr. 3 die Hilfsmittel für eine 
Beschreibung der Bewegung des Gasmodells in einer Weise entwickelt 
worden sind, die der kombinatorischen Methodik der statistischen Me- 
chanik angepaßt ist, kann nunmehr auch auf das Verhalten des Mo- 
dells an den Unstetigkeitsstellen seiner Bewegung eingegangen werden. 
Auch hierüber läßt sich zunächst nur ein Ansatz einführen, über de.: 
die Erfahrung näher zu entscheiden haben wird (Nr. 9, 11, 26). Als 
Vorläufer eines solchen hinsichtlich der Translation allein, ist der „‚Stoß- 
zahlansatz“ der kinetischen Gastheorie in seiner statistischen Weiter- 
bildung anzusehen.”®) 

Die Zellen des Translations-u-Raumes mögen in beliebiger Weise 
numeriert sein und n, bzw. n,’ zwei beliebige dieser Zellen bedeuten. 
Anderseits seien die beiden Zellen n,', n,,...,n, bzw. My Nny 3... 
des u-Raumes der inneren Bewegung ins Auge gefaßt. Denkt man 
sich die beiden Räume als Projektionen des einheitlichen 2(s + 3)- 
dimensionalen u-Raumes der inneren und Translationsbewegung, so 
kennzeichnen die beiden Indexkombinationen 


4 [4 [4 % 4 [4 ” „ „ 
(m) N, NN Pu (m)n’,n, Nr 


74) Da der Übergang von den p;, g; zu den Z,, w, durch eine Berührungs- 
transformation vermittelt wird und für jede solche die Funktionaldeterminante 
der 95, 9 nach den /,,w, der Einheit gleich ist, erhält man 


S-- Ser -- .dp,dg, .- a4, —/...[AaL.. .dI,dw,....dw,. 


Wird nun entsprechend der Einteilung (12) über alle w, von 0 bis 1 integriert, 
so gelangt man zu (14). Der Beweis von (14°) kann auf ähnlichem Wege ge- 
führt werden. S. aber auch Anm. 39). 

75) In direktem Zusammenhange mit der Quantentheorie und unabhängig 
von der Frage der Parameterinvarianten werden die Normierungsfragen behan- 
delt von M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann. 
d. Phys. 50 (1916), p. 385; speziell mit bedingt periodischen Systemen beschäf- 
tigen sich K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548, und P. $. Epstein, Berl. 
Ber. 1918, p. 435. Vom obigen Standpunkte aus sei auf G. Krutkow, Versl. 
Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 69 verwiesen, dessen Betrachtungen sich indessen 
formal auf den T-Raum beziehen. 

76) Vgl. IV 32, Nr. 8—6, insbesondere aber Nr. 18. Ferner L. Boltzmann, 
Vorlesungen über Gastheorie, 2 Bände, 2. Aufl. Leipzig 1912. 


„ 





4. „Zeitliche“ a priori-Häufigkeitseigenschaften des Gasmodell.. 8397 


zwei beliebige Zustandsgebiete oder Zellen (n’) und (n”) der inneren 
und Translationsbewegung eines Moleküls. Besteht nun eine der Be- 
wegungsunstetigkeiten des Gasmodells darin, daß eines der in (w’) be- 
findlichen Moleküle innerhalb einer vernachlässigbar kurzen Zeit nach 
(n”) übergeht, so sei die a priori-Häufigkeit eines solchen Überganges 
während der Zeitstrecke dt durch 


(1 8) 0% . dt (N — n”) 
und für den inversen Vorgang durch 
(18a) OR... dt RR, 


gegeben.’’) Befinden sich zu Beginn von dt gerade N,” bzw. N,” 
Moleküle in den Zellen (n’) bzw. (n”), so wird die durch die Wechsel- 
wirkung mit (n”) verursachte Änderung von N;® während dt im Mittel 
(19) AN. — (Nyr On — Nv Or). dt 
betragen. Über die Natur derjenigen Vorgänge, welche die Existenz 
und Größe dieser „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) be- 
dingen, braucht an dieser Stelle noch keine spezielle Annahme ein- 
geführt zu werden.”®) 

Wie aus der Formulierung dieser Ansätze hervorgeht, sind sie 
im allgemeinen nicht an die Voraussetzung gebunden, daß das Gas- 
modell gegen seine Umgebung energetisch abgeschlossen ist (Nr. 5), 
sondern werden auch dessen Wechselwirkungen mit anderen warmen 
Körpern, sowie der Hohlraumstrahlung zu berücksichtigen gestatten 
(Nr. 7, 8). In letzteren Fällen wird dem Gase fortdauernd in ganz 
unregelmäßiger Weise Energie zugeführt oder von ihm abgeleitet 
werden; an Stelle der Konstanz der Energiesumme aller Moleküle 
tritt dann bei stationärem Verhalten des Gases die Bedingung eines 
für hinreichend lange Zeiten konstanten mittleren Gesamtenergiebe- 
trages E (Nr. 7). In der vorliegenden Nummer beschränken wir uns 


77) Bezüglich der Zeitdauer eines derartigen Überganges vgl. man insbe- 
sondere Anm. 192). — Der Index t weist wie im Vorhergehenden stets auf die 
Translationsbewegung der Moleküle hin, während die Zeit t stets als Argument 
geschrieben wird. 

78) Über jene Zellen bzw. Molekülzustände (n‘), (n”), zwischen denen über- 
haupt keine Übergangsmöglichkeiten bestehen, für die also die Größen (18) und 
(18a) zugleich verschwinden, gibt in der Quantentheorie das Bohrsche Korrespon - 
denzprinzip Auskunft. Vgl. Nr. 14. 

Man wird bemerken, daß das Verschwinden des „Gewichtes‘‘ g,, einer Zelle 
(n’) notwendig das Verschwinden von 


Ch und cr 
für alle n nach sich zieht, und umgekehrt. Vgl. Anm. 80) aber auch 90). 
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jedoch im wesentlichen auf den Fall dauernder energetischer Isolie- 
rung des Gasmodells. 

Die Größen (18) bzw. (18a) müssen naturgemäß von der Zeit 
unabhängig sein; im Gegensatz zu den „räumlichen“ a priori-Häufig- 
keiten g hingegen kann für sie eine Parameterinvarianzbedingung von 
der Art (16) weder erwartet noch begründet werden, da sie im all- 
gemeinen von der Gesamtenergie des Gases abhängen müssen, wie 
auch aus der später zu erwähnenden Stationaritätsbedingung (32) (und 
in Verbindung mit (41) und (64a)) unmittelbar hervorgeht. Dieser 
Umstand erschwert es beträchtlich, von vornherein genauere Angaben 
über ihre Abhängigkeit von den zeitfreien Integralen in (9) und von 
der Translationsenergie E, (2) der Moleküle zu machen. Jene Schwie- 
rigkeit wird aber zunächst vollständig wettgemacht durch die Tat- 
sache, daß die Größen (18) und (18a) für die Ableitung des thermi- 
schen Gleichgewichtes im Gase keine wesentliche Rolle spielen (s. 
weiter unten), und ebenso auch bei den übrigen der statistischen Be- 
handlung zugänglichen warmen Körpern (Nr. 6). — Nähere Ausfüh- 
rungen über die Bedeutung und -Unabhängigkeit der „Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) bei speziellen Problemen finden sich 
in den Nr. 11, 12, 26. 

Da nach Nr. 3 jeder beliebigen Zelle (n’) oder (n”) ganz be- 
stimmte Werte der Molekülenergie E(g,,p, a®) + E,, etwa E,+ E,, 
bzw. E,.+ E,,. zuzuordnen sind, kann die Numerierung aller Zellen 
nach zunehmenden Energiewerten vorgenommen werden. Dann be- 
zeichne N, Nm)... Nw,... die Anzahl der zur Zeit Z, in der 1., 
2,..,1%,.., Zelle befindlichen Moleküle oder deren Zustandsvertei- 
lung Z(t,). Hierbei gilt dauernd für alle m 


(20) | PEN —-N 

und # 

(21) IN. (B+E)=E, 

wobei nach Annahme für alle I 

(22) Eat Bra bhBer Ss Es FR 


ist: Geht man von einer beliebigen Anfangsverteilung Z(t,) aus, so 
verändern sich die N,® nach den gemachten Annahmen während dt 
in ganz zufälliger Weise zu einer Z(t,), die natürlich in keiner Weise 
vorausberechenbar ist; ähnliches tritt nach Ablauf weiterer Teilstrecken 
dt ein und nach m solchen Intervallen sei Z(£,) erreicht. Die Auf- 
einanderfolge dieser einzelnen Zustandsverteilungen nennt man die Zeit- 
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gesamtheit des Gasmodelles. Betrachtet man nun eine sehr große Zahl 
m von solchen zeitlich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, so 
werden sich die einzelnen Zustandsverteilungen darin immer wieder- 
holen, einige öfter, andere seltener. Um den unter Umständen makro- 
skopisch beobachtbaren Zeitmittelwert einer bestimmten molekularen 
Größe p (z.B. der Arbeitsleistung eines äußeren Feldes am einzelnen 
Molekül bei der Parameterverschiebung da*) zu berechnen, hat man 
nun folgendermaßen zu verfahren: 

Der Index L kennzeichne eine beliebige dieser Zustandsvertei- 
lungen N,,ı, Nı3, -.: Nz,,..., welche r;,-mal während der Zeit 
t,— t, aufgetreten ist. Die Gesamtzahl aller verschiedenen Z, sei 
L*; dann ist jedenfalls 


L* 
(23) DSu.d=t,- bh. 
L=1 


Der „räumliche“ Mittelwert von , d. h. der Mittelwert über den u- 
Raum, etwa [p]-, ist dann offenbar 


(24) [plz _ INn. Qi, 


wenn 9, den Wert von p in der /" Zelle des u-Raumes bedeutet. 
[Y]z ändert sich, sowie die Z, in der Zeitgesamtheit durch eine an- 
dere abgelöst wird. Die gesuchte Größe entspricht also dem zeit- 
lichen Mittelwert von |y]z, 
L* B* &© 

25) 9 = NL dt-[plı = ee EDEN "p-dt, 

L=1 L=1 I=1 
und zugleich einem zeitlich-räumlichen Mittelwert von 9."”) Durch Ver- 
tauschung der beiden Summationen nach L und / erhält man, wenn 





Zr 
1 Y7 
(26) NN . dt 
von nun an die mittleren Anzahlen von Molekül-Phasenpunkten in der 
I" Zelle des u-Raumes bedeuten: 


(27) 9—=2N 9: 
Die mittels der r, definierten mittleren Anzahlen N, werden, 


79) Im Gegensatz zu der Bezeichnung der Zeitmittelwerte über die innere 
Bewegung des einzelnen Moleküls durch einen einfachen Querschnitt (s. Gl. (10)), 
seien im folgenden die nach (25) bzw. (27) und (32) über das ganze Gas gebil- 
deten Mittelwerte (im allgemeinen stets für lim i,, — ti, = 00) durch zwei Quer- 
striche angedeutet. 
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auch wenn man in (26) bzw. (25) und (27) zum Limes t, — i,= © 
übergeht, im allgemeinen für räumlich voneinander getrennte, im 
übrigen aber völlig gleichbeschaffene Gasmodelle beliebig verschieden 
ausfallen können, je nachdem, wie bei ihnen gerade zufällig die ein- 
zelnen Zustandsverteilungen aufeinandergefolgt sind. Die Benutzung 
der Ansätze (18), (18a) zusammen mit jenen von Nr. 3 gestattet nun 
jedoch, Aussagen über ihr wahrscheinliches mittleres Verhalten, über 
ihre wahrscheinliche mittlere Größe zu machen.®”) Indem man wieder 
von einer beliebigen, aber bestimmten Anfangsverteilung Z, zur Zeit 
{, ausgeht, kann man nämlich die Frage stellen, mit welcher relativen 
Häufigkeit das Auftreten einer bestimmten, beliebigen anderen Zu- 
standsverteilung Z, nach Ablauf von dt zu erwarten sein wird, wobei 
natürlich an den Bedingungen (20) und (21) festgehalten werden muß. 
Diese relative Häufigkeit ist auf Grund der in Nr. 3 und eingangs 
dieser Nummer gemachten Ansätze ohne weiteres berechenbar, ebenso 
jene dafür, daß nach Ablauf von m Zeitstrecken dt gerade die m in- 
dividuellen Zustandsverteilungen Z,, Z,, Z,,.. -, Z„ aufeinandergefolgt 
sind®); usf. In dieser Reihe von Zustandsverteilungen wird z. B. die 
l'® Zelle des u-Raumes eine ganz bestimmte Anzahl von Malen die 
Anzahl N,* von Molekülphasenpunkten enthalten haben. Fragt man 
nun nach der Relativhäufigkeit, mit der N,* Moleküle in der !® Zelle 
während einer ganz beliebigen, mit (20) und (21) verträglichen Reihe 
von m zeitlich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, die aus Z, 


80) Hierin kommt am wesentlichsten der Unterschied zutage zwischen jenen 
Modellen, die allein mit Häufigkeitsansätzen arbeiten, und den quasiergodischen. 
Bei letzteren ist die Realisierung jeder Z, zu irgendeinem Zeitpunkte sicher — 
laut Definition der quasiergodischen Mechanismen; bei ersteren, falls die für Z, 
in Betracht kommenden „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) von Null 
verschieden sind, was keineswegs notwendig ist, möglich und wahrscheinlich — 
möglich bleibt aber auch das Gegenteil! Daß man durch geeignete Verfügung 
über die g oder die Übergangswahrscheinlichkeiten (vgl. Anm. 78) bei den Häufig- 
keitsmodellen die Realisierung beliebig zahlreicher Zustandsverteilungen unmöglich 
machen kann, begründet ihre weitaus größere Allgemeinheit und Anpassungs- 
fähigkeit. — 

Diese Gegenüberstellung hinsichtlich der Sicherheit, mit der überhaupt 
realisierbare Zustandsverteilungen erwartet werden können, verliert sehr viel an 
Schärfe, wenn man bedenkt, daß die statistische Deutung der Irreversibilität 
auch beim quasiergodischen Gasmodell den gleichen Schwierigkeiten unterworfen 
ist, die eben jeder wahrscheinlichkeitstheoretischen’ Untersuchung anhaften. Siehe 
IV 32. — Nach der Auffassung des Referenten ist den Bemerkungen von P. und 
T. Ehrenfest über die Stellung der „Wahrscheinlichkeits-Hypothesen“ in der 
Physik — IV 32, Nr. 30 — an dieser Stelle auch heute nichts Tröstlicheres hinzu- 
zufügen. 

81) R.v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256. 
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hervorgegangen sind, vorkommen, so ergibt sich hierfür eine be- 
stimmte, von Z,, E, N, m und N,* abhängige Größe. Wenn für E,N 
und m sehr große Zahlen gewählt werden, so zeigt sich bei geeigneten 
Annahmen über das Verhalten der „Übergangswahrscheinlichkeiten“ 
(18), (18a), daß diese Relativhäufigkeit an einer bloß von E abhän- 
gigen, von Z, und den „Übergangswahrscheinlichkeiten“ hingegen unab- 
hängigen®?), im allgemeinen unganzzahligen Stelle N*—= N, ein Ma- 
xzimum besitzt und überdies nur in einer sehr engen Umgebung von 
N, von Null merklich verschiedene Beträge annimmt.) Da dieses 
Maximum in der Grenze für N x, m — beliebig steil gemacht 
werden kann und für beliebige Zellenindizes ! existiert, zeigt sich das 
wahrscheinliche zeitliche mittlere Verhalten des Gases durch einen mitt- 
leren Verteilungszustand der Moleküle gekennzeichnet, welcher durch 
die Gesamtheit aller Zahlen N, gegeben ist.) 


82) Diese Übergangswahrscheinlichkeiten werden sich außer bei statisti- 
schem Nichtgleichgewicht im allgemeinen nur bei Schwankungserscheinungen 
äußern können, zu deren Beobachtung die gewöhnlichen „makroskopischen‘ 
Beobachtungszeiten viel zu lange andauern. 

83) Diese Überlegungen, deren eingehende Darstellung gelegentlich an an- 
derer Stelle veröffentlicht werden soll, verlaufen ganz ähnlich wie die in der 
Anm. 81) zitierten von v. Mises. Bei v. Mises wird das Gasmodell jedoch nicht 
als energetisch abgeschlossen betrachtet und nur die Frage nach der Wahr- 
scheinlichkeit beantwortet, mit der in seiner Zeitgesamtheit die Gesamtenergie E 
auftritt („kanonische Gesamtheit“, vgl. Nr. 7b). Der Beweis ist bei v. Mises 
einstweilen nur für zwei Spezialfälle durchgeführt, nämlich: 1. ruhende Planck- 
sche Öszillatoren von einem Freiheitsgrade, 2. Brownsche Molekularbewegung. 
Aus dem Beweisgange ist, wie auch schon v. Mises nachdrücklich betont hat, 
zu entnehmen, daß dessen Übertragung auf wesentlich allgemeinere Fälle keinen 
prinzipiellen Schwierigkeiten begegnen kann; allerdings werden die zur Aus- 
führung der Grenzübergänge N>00, m> 00 notwendigen Umformungen sehr 
weitläufig und unübersichtlich — vielleicht wird sich auch hier der von 0. @. 
Darwin und R. H. Fowler (s. Anm. 94, 95) entwickelte Formalismus als nützlich 
erweisen können. Welcher Art die Einschränkungen sind, die bei der Behand- 
lung der allgemeinsten Fälle hinsichtlich der Wahl der g und der „Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) einzuführen sein werden, ist noch nicht unter- 
sucht. Vgl. aber Anm. 85) und 90). 

Den wesentlichsten Punkt der angedeuteten Beweisgänge stellt die Berech- 
nung m-facher, im Limes unendlicher Wahrscheinlichkeitsprodukte dar; sie wird 
durch einen Satz von v. Mises selbst ermöglicht, R. v. Mises, Math. Ztschr. 4 
(1919), p. 1, 1. Teil. Es sei noch hervorgehoben, daß die erwähnten Sätze und 
Beweisführungen bei v. Mises in der Terminologie der „Grundlagen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung“ des gleichen Autors, Math. Ztschr. 5 (1919), p. 52 aus- 
gesprochen sind, aber auch unabhängig von ihr formuliert werden können. 

84) Wie man bemerken wird, können die im allgemeinen unganzen Zahlen 
N, keine Zustandsverteilung bestimmen; vgl. auch Anm. 89). Über ihre Appro- 
wimation durch eine solche hingegen vgl. Nr. 5b. 
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Der Umstand, daß die gewöhnlich unbekannten oder schwer zu 
ermittelnden „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) für die 
Größen N, im allgemeinen belanglos sind®®), ermöglicht es, die N, 
mittels eines geeigneten fingierten Gasmodelles auf wesentlich ein- 
facherem Wege zu berechnen. Man braucht hierzu nur etwa ein 
Modell zu betrachten, in dessen Zeitgesamtheit sich alle mit den Be- 
dingungen (20) und (21) verträglichen individuellen Zustandsvertei- 
lungen Z gleich oft und gleich lange Zeit realisiert zeigen.) Der 
hierbei auftretenden besonderen Gesamtheit von Zustandsverteilungen 
hat man unabhängig von deren zeitlicher Aufeinanderfolge auch für 
jedes beliebige (wirkliche oder fingierte) Gasmodell eine eigene Bedeu- 
tung beigelegt und sie als Raumgesamtheit des Gases dessen Zeitge- 
samtheit gegenübergestellt. Sie ist offenbar eine rein theoretische 
Konstruktion®”); man erhält sie, indem man sich eine sehr große An- 


85) Die Beschränkung auf derartige Gasmodelle ist charakteristisch für den 
gegenwärtigen Stand der Statistik und kann in gewissem Sinne als eines ihrer 
Postulate angesehen werden. Denn die hier im Anschluß an die v. Misessche 
Untersuchung vorangestellte Ableitung des mittleren Verteilungszustandes (31) 
wird von den meisten Autoren’ überhaupt gar nicht angestrebt; dieser mittlere 
Verteilungszustand pflegt vielmehr entweder einfach der Raumgesamtheit des 
Gasmodelles (s. im Text weiter unten) entnommen und durch eine der Quasi- 
ergodenhypothese verwandte Annahme (8. z. B. Anm. 12) gerechtfertigt zu wer- 
den, oder eine derartige Rechtfertigung unterbleibt überhaupt. Ja, die Frage- 
stellung wird sogar umgekehrt, (31) wird als gültig vorausgesetzt, und es wird 
versucht, daraus Aussagen über die Übergangswahrscheinlichkeiten (18), (18a) 
abzuleiten (vgl. Nr. 11, 26), siehe auch Anm. 90). 

Wenn man bedenkt, daß die Unabhängigkeit der N, von den Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten (18), (18a) wesentlich durch die ungeheure Größe der Mole- 
külanzahl N mitbewirkt wird, so ergibt sich jedoch, daß obige Beschränkung 
praktisch kaum von großer Tragweite sein dürfte. Die Frage nach der Existenz 
und Bedeutung allgemeinerer Verteilungseigenschaften ist noch unerledigt (vgl. 
Anm. 83). Man kann jedoch vermuten, daß sie bei der statistischen Behandlung 
sogenannter „unvollständiger Gleichgewichte“* eine Rolle spielen könnten. Über 
die Position der bisherigen Statistik gegenüber solchen Gleichgewichten vgl. man 
W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481. 

86) Ein solches fingiertes Modell würde den „ergozonalen‘“ Modellen von 
Szarvassi (s. Anm. 12) entsprechen, Denkt man sich den in Nr. 8 (I) angedeu- 
teten Grenzübergang zu infinitesimalen u-Raumzellen ausgeführt, so würde ein 
solches Modell in ein quasiergodisches übergehen (s. Nr. 1). Alle älteren Darstel- 
lungen beschäftigen sich von vornherein ausschließlich mit derartigen speziellen 
Modellen, so daß an dieser Stelle die Benutzung der Quasiergodenhypothese 
oder einer verwandten Annahme für sie unerläßlich war. Vgl. Nr. 1 Ende, so- 
wie Anm. 17). 

87) Solche Gesamtheiten überhaupt nennt P. Hertz, Rep., s. Anm. 9), vir- 
tuelle Gesamtheiten. Nach obiger Definition erscheint die Raumgesamtheit hier 
somit als Spezialfall einer virtuellen Gesamtheit. 
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zahl von kongruenten, in Zellen eingeteilten u-Räumen vorstellt, in 
deren jedem sich eine bestimmte Zustandsverteilung von N Molekülen 
mit der Energiesumme E realisiert vorfindet. Eine bestimmte Zu- 
standsverteilung Z,, gegeben durch die Molekülanzahlen 


(28) Niue 


wird in ihr um so häufiger vorkommen, je größer die Zahl ihrer Reali- 
sierungsmöglichkeiten R(Z,) ist. Wenn man berücksichtigt, daß nach 
Nr. 3 der !!® Zelle das Gewicht g, zukommt, daß die relative Häufig- 
keit für das gleichzeitige Vorkommen von N;,; Molekülen in dieser 
Zelle also gr 


beträgt, so erhält man hierfür ®°) 


N! 
(29) RZ,)= vn... NH... 





Nr,.1,„ \z,2 N, 
1» Faaker Bi RR 1 


Damit ist die Relativhäufigkeit jeder beliebigen Zustandsverteilung Z, 
in der Raumgesamtheit des Gases bestimmt, wenn die N;,, überdies 
der Bedingung 


(30) IN,.(E: _- E,,.) ao! E 


(vgl. (21)) genügen. Für den Mittelwert der in der /** Zelle des u- 
Raumes jeweils vorhandenen Anzahl von Molekülphasenpunkten er- 
hält man 

L* 


DR(@)-N,, 
(31) N=-; PR; 
DRG) 


L=1 





und dies wird bei über alle Grenzen wachsender Anzahl der u-Räume 
mit dem zeitlichen Mittelwerte von N z,ı für das oben erwähnte fin- 
gierte Gasmodell identisch (vgl. auch (26)!).. Wie aus der vorange- 
gangenen Argumentation hervorgeht und auch durch direkte Rech- 
nung erhärtet werden kann, müssen für N— oo die Größen N, in 
(31) nun auch mit den vorhin aus der Zeitgesamtheit eines beliebigen 
Gasmodells abgeleiteten, gleichbezeichneten Größen identisch werden. 
Der wahrscheinliche, zeitlich-mittlere Verteilungszustand der Moleküle 
eines beliebigen Gases mit den „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), 


88) P. Ehrenfest, s. Anm. 33). — Betreffs des kombinatorischen Faktors vgl. 
(3), ferner IV 32, Anm. 115) u. 116), wo das Volumen des Z,-,„Sternes‘“ in glei- 
cher Weise berechnet wird wie R(Z,). 

89) Während die N, , nach Definition ganze Zahlen darstellen, ist das für 
die N nicht mehr mit Notwendigkeit der Fall. 
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(18a) wird für große Werte von N also direkt aus dessen Raumgesamt- 
heit mittels (31) berechenbar. 

Da die mittleren Änderungen der N, offenbar verschwinden müssen, 
folgt jetzt aus (19) für zwei beliebige Zellen (n’) und (n”) eine Be- 
ziehung von der Form 


(32) Nr el 


welche die Bedingung der Stationarität der Bewegung des Gasmodells 
zum Ausdruck bringt; die in sie eingehenden Größen OÖ stellen nun- 
mehr im allgemeinen gewisse zeitlich-räumliche Mittelwerte der „Über- 
gangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) dar.) Für den zeitlich-räumlichen 
Mittelwert einer beliebigen Molekülphasenfunktion p (vgl. (27)) ergibt sich 


(23) F= IN: 9.”) 


Den durch die Zahlen N, charakterisierten mittleren Verteilungs- 
zustand im Gase bezeichnen wir im folgenden als .Doltzmannsche Ver- 
teilung”), sie stellt nicht das wirkliche mittlere zeitliche Verhalten 








90) Diese oft gefolgerte und benutzte (vgl. Nr. 11, 26) Beziehung ist wohl 
hinreichend für die gewünschte Stationarität, aber keineswegs notwendig, wie 
zuerst M. Radakovie und E. Schrödinger anläßlich von Vorträgen hervorgehoben 
haben. Seien etwa (a), (b), (c) drei Zellen des u-Raumes, für welche nur die 
Mittelwerte der Übergangswahrscheinlichkeiten C?, C$ und 0% oder bloß diese 
selbst von Null verschieden seien, so wird bei 


N,-%=N,G=N,-@% 

die Bewegung stationär bleiben und ähnliches auch bei Aufnahme beliebig vieler 
weiterer Zellen in diesen „Zykel“ bestehen können. Man sieht leicht, daß Sta- 
!ionarität überhaupt nur durch Einführung solcher „Zykel‘ erreicht werden kann, 
sie 02 und 02, 

nicht zugleich verschwinden. — Man wird bemerken, daß die N,, bzw. N, in 
(32) auf einem von der Benutzung der C' vollkommen freien Wege, nämlich 
mittels der Raumgesamtheit zu berechnen sind. Auf die noch offene Frage hin- 
sichtlich der den Übergangswahrscheinlichkeiten aufzuerlegenden Beschränkungen 
ist bereits in Anm. 83) hingewiesen worden; (32) stellt ersichtlich eine hierbei 
stets zu berücksichtigende Bedingung dar. Bezüglich eines Beispiels, welches 
den Zusammenhang der C und © illustriert, vgl. man Nr. 11, p. 972, ferner 
Nr. 26. 

91) Wenn g eine zeitlich veränderliche Molekülphasenfunktion ist, so hat 
man in (33) anstatt p, dessen Zeitmittelwert 9, (s. Anm. 79) einzuführen. Vgl. 
z. B. A. Smekal, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 276, $ 2. 

92) P. und T. Ehrenfest haben — vgl. IV 32, Nr. 3 u. Nr. 13 — die ehe- 
mals sehr verbreitete Bezeichnung „Maxwell-Boltzmannsche Verteilung“ für jene 
Zustandsverteilung Z von der Energie E festgehalten, für welche R(Z) (29) den 
größten Wert annimmt (s. auch Nr. 5b). Obige, auch der Kürze halber empfeh- 
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des individuellen Gases dar, sondern nur das mit erdrückend großer 
Wahrscheinlichkeit zu erwartende. Dieser Umstand ist für die stati- 
stische Interpretation der Irreversibilitätsfragen des II. Hauptsatzes der 
Thermodynamik, sowie für den Nachweis des Boltzmannschen H-Theo- 
rems von entscheidender Bedeutung, wie P. und T. Ehrenfest in IV 32 
näher ausgeführt haben. Im folgenden soll er jedoch, damit zugleich 
dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend, nur an jenen Stellen eigens 


betont werden, wo eine besondere Veranlassung dafür vorliegt. 


5. Die Boltzmannsche Verteilung des Gasmodells. Um die 
Boltzmannsche Verteilung rechnerisch zu ermitteln, haben wir die in 
(31) auftretenden Summen auszuführen. Der Übersichtlichkeit halber 
stellen wir die von den Ansätzen der früheren Nummern formal hier- 
zu erforderlichen nochmals zusammen: 


(a) Jede Zelle (n) des u-Raumes besitzt ein bestimmtes a priori- 
Gewicht 9,- 

(b) Jeder Zelle (n) des w-Raumes ist ein bestimmter Molelül- 
energiewert E, + E,, zugeordnet. 

(ec) Die Summe der Energien aller N Moleküle beträgt E (30). 
Bedeutet ferner & eine beliebige komplexe Veränderliche, so sei die 
mittels der Ansätze (a) und (b) definierte Funktion 


Sr ER U Te 
Pa ge + E,1 


i=1 


als „Verteilungsfunktion“ der Gasmoleküle bezeichnet”?); bei geeigneter 
Wahl der Molekülenergiewerte und vor allem der „Gewichte“ wird sie 
wegen (22) innerhalb des Einheitskreises |&]| < 1 als konvergent voraus- 
gesetzt werden können. 


lenswerte Bezeichnung betrifft definitionsgemäß keine einzelne Zustandsverteilung, 
sondern eine mittlere. Wegen des außerordentlichen Überwiegens der „Maxwell- 
Boltzmannschen Verteilung“ (vgl. Nr. 5) fallen die beiden Verteilungen aber 
praktisch miteinander vollständig zusammen. 

93) Unter Verteilungsfunktion des Gasmodells hingegen soll aus später 
ersichtlichen Gründen die Nte Potenz von F'(£$) verstanden werden. — Da die 
Gewichtsfunktion nach Anm. 47) nur relative Häufigkeiten mißt, kann sie mit 
einem beliebigen konstanten, dimensionslosen Faktor multipliziert werden, ohne 
daß damit an ihrer physikalischen Bedeutung etwas geändert werden würde. Die 
gleiche Unbestimmtheit haftet demnach der Definition der Verteilungsfunktionen 
F($) an; sie äußert sich daher überall dort, wo in den statistischen Größen 
keine Differentialquotienten von log F'(£) auftreten. Vgl. z.B. Nr, 8a. Über die 
Festlegung dieses Faktors durch die Quantentheorie s. Nr. ?4c, 25, 27. 
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5a. Die strenge Methode. Betrachtet man mit Darwin und 
Fowler”) die Potenzentwicklung von 


(35) [FOT", 


so folgt aus dem Polynomialsatz wegen (30), daß der Koeffizient von 
&E in (35) gleich der im Nenner von (31) auftretenden Summe 





1 L* 
> N! N N N 

(50) em K(Z;) - DY SC SS TRE gl. 
et nn ıL, 23 


ist. Nach den Cauchyschen Integralformeln beträgt dieser Koeffizient 


1 dg 
(37) R—= ri [FOY, 
Y 
wenn die Integration in der komplexen Zahlenebene etwa längs eines 
Kreises vom Radius |y|<1 erfolgt. Um für die Gesamtenergie E 
eine ähnliche Integraldarstellung zu erhalten, bildet man die Doppel- 
summe 


(362) R-E— IRQ.) Ä IN, (E,-+ E,), 
welche ersichtlich mit dem Koeffizienten von £&E in 
(352) 6. FON 
übereinstimmt. Hieraus folgt 
(88) R-E— 3; (eu 6a; FON 

7 


Für die Boltzmannsche Verteilung ergibt sich aus (31) und (36) 
Ya 
(36b) R-N, — SI K(Z,) - Nıu, 


und auf ähnlichem Wege wie in den früheren Fällen erhält man für 
den Koeffizienten von &E-&+#,) in 


(85b) EZ EC) au 


d 
BB) RN | Er DON" 


Y 


Integrale von der Form (37), (38), (39) lassen im Falle sehr 


94) ©. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 450. 
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großer N und E asymptotische Entwicklungen zu°?), die eine Zurück- 
führung von (38) und (39) auf (37) ermöglichen. Die Schlußweise 
ist dabei etwa die folgende”): Die Integranden aller dieser Integrale 
werden auf der reellen positiven Halbachse für &=0 und&$=1 un- 
endlich und besitzen an einer einzigen dazwischenliegenden Stelle & 
ein Minimum. Führt man den Kreis y gerade durch &—= #% hindurch, 
so findet man, daß unter allen Werten dieser Integranden längs der 
Peripherie von y, jene, welche dem auf der positiven reellen Halb- 
achse liegenden Punkte entsprechen, desto steilere Maxima sind, je 
größer N und E gewählt wurden. Man kann also die Integrale durch 
die Werte ihrer Integranden an der reellen Stelle &—= # ersetzen und 
zur Bestimmung von ® von jenen ihrer Faktoren absehen, welche 
keine durch die Größe von N und E bedingten steilen Maxima be- 
sitzen. Von diesen letztgenannten Faktoren abgesehen, lautet die 


95) Über derartige Entwicklungen vgl. z. B. IIA 12 (H. Burkhardt), Nr. 109. 
— Darwin und Fowler (l. e.) benutzen hierfür eine Form, die sie als „method 
of steepest descents"* bezeichnen. Zu deren Rechtfertigung machen sie hinsicht- 
lich des komplexen Linienintegrals 
1 Edd 
PER RAGIEIG) Fz 
7 
folgende Voraussetzungen: ®($) ist analytisch und nach zunehmenden Potenzen 
von $ entwickelbar; seine Entwicklung, deren Koeffizienten reell und positiv sind, 
beginnt mit einer negativen Potenz und hat einen endlichen Konvergenzradius, 
der ohne Beschränkung der Allgemeinheit gleich Eins angenommen werden kann; 
die Exponenten dieser Reihe sind nicht von der Form @& + ß-d, worin « und ß 
bestimmte ganze Zahlen sind und d alle ganzen Zahlen durchläuft. (8) ist 
analytisch und besitzt keine Pole innerhalb des Einheitskreises, ausgenommen 
etwa für &=0. y bedeutet einen einmaligen geschlossenen, positiv zu durch- 
laufenden Integrationsweg um den Ursprung. 


In den obigen Fällen ist offenbar 
N 


ll Fl En EA, 

und alle erwähnten Bedingungen sind entweder trivial oder stets erfüllbar, bis 
auf die notwendige Konvergenz der Verteilungsfunktion (34) selbst, die von der 
Reihe der Molekül-Energiewerte E,+ E,,, abhängt, welche durch geeignet ge- 
wählte rationale Zahlen beliebig weitgehend approximiert zu denken sind. Nach 
Darwin und Fowler soll die Konvergenz von (34) im Quantenfalle durch das 
Bohrsche Korrespondenzprinzip (Nr. 14) stets gesichert sein; vgl. indessen Anm. 209) 
und Nr. 24b, wo ein unter allen Umständen konvergenzerzeugender Gesichts- 
punkt herangezogen wird. — 

Die Methode von Darwin und Fowler ist engstens verwandt mit der „Me- 
thode der Sattelpunkte“, die P. Debye [München Akad. 1910, Nr. 5; Math. Ann. 
67 (1910), p. 535] zur asymptotischen Darstellung der Zylinderfunktionen benutzt 
und die schon früher von Riemann skizziert war. Im Reellen geht sie in Lord 
Kelvins „Methode der stationären Phase‘ über. 
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Minimumbedingung für die Integranden in (37), (38), (39) gemeinsam 
d 
re [FOP) -0. 


Wenn # (0<#<1) also ihre einzige reelle Lösung bedeutet, hat 
man in Übereinstimmung mit (38) 











(40) EN... 
Aus (39) folgt jetzt für die Boltzmannsche Verteilung: 
(41) an HL ni 
(®) Ng,9 Et 20 

i=1 


Auf ähnlichem Wege wie (41) berechnen Darwin und Fowler auch 
das mittlere Schwankungsquadrat von N, und finden®®) 








ö N(E,+E -7)] 
han een ya zug 
L as 


(41) gibt also die mitilere Molekülanzahl an, die nach Nr. 4 in 
einer beliebigen Zelle des u-Raumes bei hinreichend langer Beobach- 
tungszeit anzutreffen sein würde. Über die Bedeutung der durch (40) 
bestimmten Größe # und ihren Zusammenhang mit dem Temperatur- 
begriff (Nr. 6, 7) kann an dieser Stelle noch nichts ausgesagt werden. 
Da E wegen (30) zugleich mit den Molekülenergiewerten E + E, von 
den Parametern a* abhängt (Nr. 2), kann man aus (40) zunächst nur 
folgern, daß auch # von diesen Parametern abhängig ist. 


5h. Das ältere Verfahren. Während obige Approximations- 
methode mathematisch völlig einwandfrei durchgeführt werden kann, 
weist der bisher übliche Weg zur Ableitung der Verteilung (41) eine 
gewisse Lücke auf, welche durch die Benutzung der nur für große 
Anzahlen n gültigen (abgekürzten) Störlingschen Formel 
(43) n! on". e=* 
verursacht wird; andererseits kommt ihm aber größere Durchsichtig- 
keit und Anschaulichkeit zu als der allgemeinen Darwin-Fowlerschen 
Methode Wenn mit Rücksicht auf die Größe von N angenommen 
wird, daß einer der Summanden von (36) alle übrigen um Größen- 


96) Das zweite Glied in der geschweiften Klammer kann nur weggelassen 
werden, wenn sich das Gas mit einem sehr großen Wärmereservoir in thermi- 
scher Berührung befindet (Nr. 7). — Die Mittelwerte beliebig hoher Schwankungs- 
potenzen haben Darwin und Fowler ebenfalls nach ihrer Methode berechnet, 
vgl. Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), p. 391. 
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ordnungen übertrifft, so kann die ganze Summe durch die „Anzahl 
der Realisierungsmöglichkeiten“ jener Zustandsverteilung 2,» (Maxwell- 
Boltgmannsche Verteilung”) ersetzt werden?'), welche R(Z) zu einem 
Maximum macht.”°) 

Indem man die Stirlingsche Formel ohne Rücksicht auf die Größe 
der N,,, auf R(Z,) anwendet, erhält man 


\ g 
log R(Z)— N-logN — + Zn log xy. Ye N...) 


Um dies mit Berücksichtigung der beiden Nebenbedingungen’°”) 


(20a) DN.=N 
51 
und 
(30) Z NE +E,)=E 


zu einem Maximum zu machen, hat man mittels zweier willkürlicher 
Lagrangescher Multiplikatoren o und 9, den Ausdruck 


(44) log R(Z,) + eN— 9E 
zu bilden und dessen Änderungen für beliebige dN,,, gleich Null zu 
setzen: 


(44a) öflogR(Z,) oe N — 9,E]=0. 


97) Den Nachweis, daß die „wahrscheinlichste‘“ Zustandsverteilung Z,,, den 
Einfluß aller übrigen Z in (36) überwiegt, hat (ebenfalls mit Benutzung der Stir- 
lingschen Formel) K. F'. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 785, erbracht. 

98) Diejenigen Autoren, welche vom Bolizmannschen Prinzip 


(90) S=k:.logR(Z,»). 


ausgehen (vgl. Nr. 8b), pflegen die Bevorzugung von Z,,, mit Rücksicht auf den 
II. Hauptsatz zu rechtfertigen, indem sie die Entropie $ aus Irreversibilitäts- 
gründen mit der Zustandsverteilung Z,,, maximaler „Wahrscheinlichkeit“ (siehe 
Anm. 29) R(Z,,,) verknüpfen. Ganz abgesehen von den gegen die unmittelbare 
Begründung von (90) zu erhebenden Einwendungen, ist dieser Vorgang auch 
methodisch bedenklich, da man an dieser Stelle noch über keine statistische 
Temperaturdefinition verfügt. 

99) Der Einfluß eventueller weiterer Nebenbedingungen [z. B. die Forde- 
rung der Gültigkeit der Schwerpunkts- und Flächensätze für das gesamte Gas- 
modell (vgl. dazu Anm. 8)] läßt sich, wie P. Ehrenfest gezeigt hat, auf die Ein- 
führung einer im u-Raume nicht konstanten (im allgemeinen allerdings von 9, 
abhängigen) Gewichtsfunktion zurückführen und braucht daher hier nicht weiter 
berücksichtigt zu werden. Vgl. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, 
Anm.1 auf p. 95 und Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528. Ein Beispiel für einen 
solchen Fall ist in Nr. 24b, ferner auch in einer Arbeit von A. March, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 429, zu finden. — Umgekehrt kann eine nicht konstante Ge- 
wichtsfunktion als Repräsentant derartiger Nebenbedingungen angesehen werden. 

Enecyklop. d. math. Wissensch. V 3. 59 
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Die Ausführung dieser Rechnung ergibt für Zys, wenn go mittels (20a) 
eliminiert wird, 


(45) Neaı=N-— 


9 = e” Y (Ei+tE,, D 
& ; 
Sg:-e S(E)+E;,) 

i=1 





der Lagrange-Faktor ®, ist hierbei durch die Nebenbedingung (30) 
bestimmt.!00) 

Wie der Vergleich von (41) und (45) dartut, stimmt die Zu- 
standsverteilung Zyz mit der Boltzmannschen Verteilung vollkommen 
überein, wenn man eh 


setzt. Die Einzelverteilung Zyz leistet also praktisch genau dasselbe 
wie die mittlere Boltzmann-Verteilung. Sieht man von der nicht voll- 
ständig legitimen Anwendung der Stirlingschen Formel ab, so ist da- 
mit zugleich der Beweis geliefert, daß die Zustandsverteilung Zyz tat- 
sächlich alle übrigen Z, zeitlich und räumlich erdrückend überwiegt''), 
wie es die Ausgangsannahme fordert. 


dc. Das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz. Macht 
man von der in Nr. 2 und 3 der Bequemlichkeit halber eingeführten, 
in dieser Nummer bisher jedoch noch nicht benutzten Unabhängig- 
keit der inneren Bewegung der Moleküle von ihrer Translationsbewe- 
gung Gebrauch, so zeigt sich, daß man an Stelle der einheitlichen 
Verteilungsfunktion F($) (34) der Gasmoleküle auch das Produkt zweier 
solcher hätte benutzen können; die eine derselben, 


(342) fo —>y, gen, 


möge sich nur auf die innere Bewegung der Moleküle beziehen, die 
andere hingegen 


(34 b) f,(&) = 29, Ps 
allein auf die Translation. Die Größen ... E,,... sollen jetzt die 


nach zunehmenden Beträgen geordnete Reihe der inneren Energien 


100) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657. 

101) Damit ist der Beweis der diesbezüglichen Boltzmannschen Behauptung 
(III) bei P. und T. Ehrenfest, IV 32, Nr.13, ohne Benutzung der Ergoden- oder 
Quasiergodenhypothese erbracht. Vgl. dazu auch K. Lichtenecker, Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 919, und Anm. 166). 

Für konstante Gewichtsfunktionen stimmen (41) und (45) auch vollkommen 
mit jener u-Raumverteilung überein, die formal der Gibbsschen kanonischen T’- 
Raumverteilung entspricht. Vgl. IV 32, Nr. 21, ferner im Text weiter unten, 
Nr. 7b, und Anm. 136). 
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bedeuten, welche den einzelnen Zellen des u-Raumes der inneren Be- 
wegung (Nr. 3) zugeordnet sind, ... Eu, . .. die entsprechende Reihe 
der Translationsenergien. Denkt man sich jetzt (34a) und (34b) mit- 
einander multipliziert, so ergeben sich in der Tat lauter Glieder von 
der Form der einzelnen Summanden von F(£) und nur diese. 

Die angedeutete Zerlegung der Verteilungsfunktion ermöglicht 
es, von der speziellen Beschaffenheit (17) der Translations-Gewichts- 
funktion Gebrauch zu machen und mit Rücksicht auf sie die Summe 
(41) bzw. (45) durch ein Integral über den zulässigen Teil des u- 
Raumes der Translation zu approximieren.') Indem man für alle 
Zellen dieses u-Raumes 
(46) u dx dydzdpz dp,dp: 


1, G, 





setzt, worin @, eine hier nicht näher bestimmbare Maßkonstante be- 
deutet!%), erhält man 


2 10 De ER LE, 
Sb) = f-- f ga beHritri). anaydsap.dp,ap, 
wobei die Integration nach x, y, z über das Volumen W'%), nach p,, 


102) Vgl. Nr. 3 (). 

103) Um die Dimension von F'($£) durch diese Approximation nicht zu ver- 
ändern, muß die einstweilen unbestimmt bleibende Konstante @, (vgl. aber 
Nr.25,27) die Dimension der dritten Potenz einer Wirkungsgröße erhalten. [Offen- 
bar besitzt F'($) die Dimension der Gewichtsfunktion, die man stets zu Null 
wählen kann und wird; £ muß ersichtlich die Dimension Null (bzw. logarith- 
mische Dimension) haben und daher ebenso auch #, vgl. (64).] — 

Bezüglich einer eingehenderen Rechtfertigung des angedeuteten Grenzüber- 
ganges zum Integral sei auf ©. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 21 (1922), p. 262, insbes. $ 5, verwiesen. Vgl. auch Phil. Mag. 44 
(1922), p. 450, 8 12, 13. 

104) Wenn die endliche Ausdehnung der Moleküle und der Einfluß von 
zwischen ihnen wirkenden Kräften berücksichtigt werden soll, so wird dadurch 
die Berechnung des Integrales (34bb) in einigen wesentlichen Punkten abge- 
ändert; die einzige dadurch bewirkte Änderung in den nachfolgenden Formeln 
besteht also darin, daß f,(£) im allgemeinsten Falle nicht durch (47) ersetzt, son- 
dern von Fall zu Fall besonders ermittelt werden muß. — Literaturangaben zur 
van der Waalsschen Theorie sind in Anm. 25) angeführt; sie enthält bis jetzt noch 
keinerlei quantentheoretische Elemente (vgl. dazu aber Nr. 24b). Innerhalb der 
statistischen Mechanik sind die mit ihr zusammenhängenden Fragen, vor allem 
die allgemeine Berechnung des Integrales (34bb) ganz ausführlich in der Leidener 
Diss. von L. $. Ornstein „Toepassing der statistische Mechanica van Gibbs op 
molekulair-theoretische vraagstukken‘“ (1908) behandelt worden, allerdings mit 
Bezugnahme auf den I’-Raum. Vgl. auch L. S. Ornstein, Arch. Neerl. (III A) 4 
(1918), p. 208. 

59* 
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P,,p, von — © bis + 00%) zu erstrecken ist. Wegen &<1 er- 
gibt sich 

2z M\ ?W 
(47) rd) = ( - ‘) G; 


log \- 





und daher für die einheitliche ee (34) 
(34 e) FO= (8 > 9,6% . 29%) 


Die Boltzmannsche Verteilung I erhält jetzt die Gestalt!) 


— (pl +p2 +pZ)+E, 
(48) y—N(? # Pa —— . dadydzdp,dp,dp,. 
log Ns 
Ii=1 





Die allein von der Translationsbewegung herrührenden Faktoren dieses 
Ausdrucks 


-3 ERFUNDEN. 
(49) M(V, 9) he ee dzdydzdp.dp,dp, 
08 — 
5 


sind offenbar für alle Gase gemeinsam; mit N multipliziert gibt (49) 
die mittlere Zahl aller Gasmoleküle an, die sich innerhalb des Vo- 
lumens zwischen x und + dz, y und y+ dy, z und 2-+dz be- 
finden und deren Impulse zwischen den Grenzen p, und 9, + dp, 


1 
p, und p, + dp,, p, und p, + dp, liegen. Für 9 = e #7 (T abso- 
lute Temperatur, s. Nr. 8a) entspricht (49) also dem Maxwellschen Ge- 
schwindigkeitsverteilungsgesetz, wie man unmittelbar sieht, wenn man 
anstatt der Impulsgrößen die Geschwindigkeiten &, y, 2 einführt.!%) — 


105) Eigentlich über 9 +p5+p?<2M-E, doch ist dieser Unterschied 
wegen der enormen Größe von E belanglos. 

106) An Stelle des Summationsindex /, in (34a) schreiben wir hier und im 
folgenden der Bequemlichkeit halber wieder 1. 

107) Man beachte, daß die Maßkonstante G, nur in der Verteilungsfunktion 
(34 bb) und (47), bzw. (34c) auftritt, aus der Bolizmannschen Verteilung (48) und 
ebenso aus dem Mazxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (49) hingegen 
verschwindet (s. auch Anm. 93). Das Gleiche gilt hinsichtlich der Maßkonstante 
@G in (34aa) gegenüber (50). Über die Bestimmung von G, vgl. Nr. 24e, über 
jene von @ Nr. 25, 27. 

108) Vgl. z.B. W. Lenz, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1175, 1260; A. Waß- 
muth, Wien Ber. (IIa) 130 (1921), p. 159. — Den Nachweis, daß die Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilung als Z,,, im u-Raume der Translation aufgefaßt, R(Z) 
wirklich zu einem Maximum macht, hat, unabhängig von der Stirlingschen For- 
mel, R. v. Mises, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 81, erbracht und auch die Frage 
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Wenn die in Nr. 3 eingeführte Gewichtsfunktion für die innere 
Bewegung der Moleküle eine im u-Raum überall konstante oder wenig- 
stens stetige Funktion darstellt, so kann auch die Verteilungsfunktion 
(34a) der inneren Bewegung durch einen Integralausdruck approxi- 
miert werden; der Vorgang ist dann ein ganz ähnlicher wie bei der 
Translationsbewegung.'!”) Man erhält so 

(2s) 


a) OS f aan ar) ar, 


wobei dr ein Volumelement des 2s-dimensionalen u-Raumes der 
inneren Bewegung dq,, dg,...dq,. dp,...dp, und G eine Maßkon- 
stante von der Dimension der s'® Potenz einer Wirkungsgröße be- 
deutet.110) Die Boltzmannsche Verteilung (48), die mit Benutzung von 
(49) die Form erhält 


Be 


Inst 


wird dann 


E( wPr „a), 
(50) N=N.- M(V,8)- a Er - dr, 


S Sram) Wrede 


die in (34aa) und (50) auftretende Integration ist offenbar über den 
ganzen von der Zelleneinteilung (12) bedeckten Teil des Lie 
der inneren Bewegung zu erstrecken. 

An Stelle der g,, 9, können hier endlich noch überall die in 
Nr. 3 zur Zelleneinteilung des u-Raumes herangezogenen eindeutigen 
Parameterinvarianten I, der Bewegungsgleichungen (1) eingeführt 
werden (vgl. Nr. 3A). Da gezeigt werden kann, daß die Molekül- 
energie als Funktion der I, und a* allein darstellbar ist’®), und die 





nach der Ganzzahligkeit der Lösung (die aber nur für eine Z,, einen Sinn hat — 
vgl. Anm. 89) behandelt. Bezüglich der älteren Literatur muß auf V 9 (L. Boltz- 
mann und J. Nabl) und IV 32, Nr. 4 verwiesen werden. 

Einen nicht ganz direkten, experimentellen Nachweis des Maxwellschen Ge- 
schwindigkeitsverteilungsgesetzes hat O. Stern an Molekularstrahlen erbracht, 
Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 49; 3 (1920), p. 417; Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 582. 
Zu diesen Experimenten vgl. ferner M. Born und E. Bormann, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 578, sowie den Bericht über Atomstrahlen von W. Gerlach, Erg. d. ex. 
Naturwiss. 3 (1924), p. 182. 

109) Während bei der Translation Form und Größe der Zellen beliebig 
waren, muß bei der inneren Bewegung eine Zelleneinteilung des u-Raumes von 
der bestimmten Form (12) auch während der Ausführung des Grenzüberganges zum 
Integral beibehalten werden. 

110) Vgl. Anm. 103) und 107). 
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Gewichtsfunktion g nach (15) nur von den I, abhängt, erhält man 
z. B. anstatt (50) 

’ (Ir, a*) ö 

(503) NENNT 
Pfsan. oe .ag 


worin d& entsprechend (14) jetzt das Volumendifferential des u- 
Raumes, ausgedrückt in den Z,, bedeutet. 





6. Die Boltzmannsche Verteilung bei beliebigen statistischen 
Gebilden. 

6a. Gasgemische. N Moleküle eines Gases 1, N Moleküle 
eines Gases 2, ... sollen im gleichen Volumen Y miteinander ver- 
einigt sein und die Gesamtenergie E besitzen; die „Verteilungsfunk- 
tionen“ (34) der einzelnen Molekülsorten seien F,(&), F,($), - - -. 
Bei sinngemäßer Ausdehnung der in Nr. 2—4 gemachten Voraus- 
setzungen auf das Gasgemisch wird man den Zustand desselben zu 
einem bestimmten Zeitpunkte kennzeichnen können, indem man die 
momentane Zustandsverteilung jeder einzelnen Molekülsorte in ihrem 
eigenen u-Raume ohne Rücksicht auf die gleichzeittg in VW befind- 
lichen Fremdmoleküle angibt. Auf dem in Nr. 4 geschilderten Wege 
gewinnt man wieder die Berechtigung, die zu erwartende mittlere zeit- 
liche Häufigkeitsverteilung im Gasgemische durch jene seiner Raum- 
gesamtheit (vgl. (31)) zu ersetzen. Die Anzahl der PRERNEEINg OR" 
lichkeiten einer aus den bestimmten Partial-Zustandsverteilungen ZY), 
ZU), ... bestehenden Total-Zustandsverteilung ZU>®> ist dann gleich 
‚ir Produkte von lauter Ausdrücken RD), Rn, ...„ die analog 
(29) gebaut sind: 


(29 A) R(ZU*-- 9) — R(ZW). R(ZD)... 


Um entsprechend (36) die Summe R%%--) für alle mit der gegebenen 
Gesamtenergie E verträglichen Z3--) zu berechnen, wird man sich 
mit Darwin und Fowler”) wieder der Verteilungsfunktionen bedienen. 
Dann erhält man R%%--) als den Koeffizienten von &E in der Poly- 
nomialentwicklung von 


(35A) [FH - RO" - LEO”... 


in der Form 


(37) RU: am ger ar HOP" ROT. 


und findet die den Gleichungen (38) und (39) entsprechenden Be- 
ziehungen, indem man dort ebenfalls an Stelle von [F($)]Y das Pro- 
dukt (35A) einsetzt. Die gleiche Argumentation wie in der vorigen 
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Nummer führt zu der Bedingungsgleichung 


EI OO”... — 0 


für die Größe $%, welche die asymptotische Darstellung dieser und 
aller verwandt gebauten Integrale für sehr große E, NW, N®, N®,... 
ermöglicht. Man erhält so 


(4A)E=NWF. er UER ) IR FIENM. dlog F,(®) 2 


Die Energie, welche z. B. der ersten Komponente des Ba. 
zukommt, ist nun keine konstante Größe mehr; sie schwankt um einen 
Mittelwert E,, der mittels einer ähnlich wie (36) gebauten Summe zu 


dlog F\(®) 
(51A) E—NV8. m 


gefunden werden kann. Gleiches gilt naturgemäß auch für die übrigen 
Komponenten des Gasgemisches. Man hat also 


(40 AA) RE RN Ne 


und bemerkt, daß die Ausdrücke (51) für die einzelnen Gemischkom- 

ponenten formal vollständig mit Gleichung (40) für das energetisch 

abgeschlossene Einzelgas übereinstimmen. Für die Boltzmannsche Ver- 

teilung jeder Molekülsorte erhält man übereinstimmend mit dem Früheren 
art Er, » 


(4A) NÖ nn. N, uf, 


> gEıtE,, n 
i=1 


PR© 5 , * 9EQ@ ‚2 a’), q 
(50A) N9 = NW. MO(V, 9) uarehdh Pr, a’) 8 In rPr ige 
F : [gu Pr: a*) Er Pr rn, dr 
hierbei unterscheiden sich die Maxwellschen Geschwindiekeitsvertei- 
oO 


lungsausdrücke M®(V, #), M®(V, 9), .... nach (49) nur hinsichtlich 
der den einzelnen Molekülsorten zukommenden Massen M,, M3,.:. 





6b. Fester Körper und Hohlraumstrahlung. Die bisherigen 
Methoden und Ergebnisse sind mit Leichtigkeit auch auf beliebige 
statistische Gebilde anwendbar, wenn auf sie eine sinngemäße Erwei- 
terung der in den Nummern 2—4 gemachten Ansätze möglich ist. 
Dazu ist vor allem erforderlich, daß sich ein solches Gebilde aus 
einer sehr großen Anzahl von im allgemeinen voneinander unabhän- 
gigen, gleichartigen Teilgebilden zusammensetzen läßt, deren Wechsel- 
wirkungen als von vernachlässigbar kurzer Dauer angesehen werden 
können und denen ein hinreichend großer Energiebetrag gemeinsam 
ist, Beispiele solcher Gebilde sind die gebräuchlichen Modelle belie- 
biger fester Körper, insbesondere von Kristallen, deren Moleküle (Ionen, 
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Atome, eventuell Elektronen) durch quasielastische Kräfte aneinander 
gebunden sind (V 25, Atomtheorie des festen Zustandes (M. Born)), ferner 
die Hohlraumstrahlung (V 23, Theorie der Strahlung (W. Wien)). 

In den genannten beiden Fällen stellt es sich als möglich heraus, 
den Bewegungszustand des Gebildes mit Hilfe von Normalkoordinaten 
zu beschreiben'!!); die Bewegungsgleichungen zerfallen dann in lauter 
gleichgebaute Beziehungen von der Form 
(52) 4-0, 
welche man als Schwingungsgleichung eines linearen harmonischen 
Oszillators zu bezeichnen pflegt, wenn die darin auftretende Koordi- 
nate q als Elongation eines um seine Ruhelage linear schwingenden 
Massenpunktes m aufgefaßt wird. Die Frequenzen » in (52) entspre- 
chen den verschiedenen Eigenschwingungen des festen Körpers, be- 
ziehungsweise des durchstrahlten Hohlraumes. Die Anzahl der Eigen- 
schwingungen, welchen eine Frequenz zwischen v und v» + dv zu- 
kommt, beträgt für beliebig geformte Volumina V!2) beim festen 
Körper 


(53 a) N 


v3 ’ 
(v eine mittlere Fortpflanzungsgeschwindigkeit für transversale und 
longitudinale Wellen), bei der Hohlraumstrahlung hingegen 


(53b) Nas) dv—°" 4” y 





(c Lichtgeschwindigkeit). Die Hohlraumstrahlung besitzt unbegrenzt 
viele Freiheitsgrade, ihr Frequenzspektrum kann als stetig angesehen 


111) Betreffs der Kristalle vgl. für das Folgende V 25 (M. Born), insbes. 
Nr. 18 und 19. Bezüglich der Hohlraumstrahlung siehe V 23 (W. Wien), ferner 
P. Debye, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427; M.v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914), 
p. 1197; H. A. Lorentz [1], p. 23; A. Rubinowiez, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96, 
und M. Planck [1]. — Eine Gegenüberstellung von Kristall und Hohlraumstrah- 
lung findet sich z.B. bei L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 116, 166, und 
M. Planck [1]. 

Für Flüssigkeiten ist ein allgemeiner, für obige Zwecke verwendbarer An- 
satz noch nicht bekannt geworden. Hingegen sind ähnliche Ansätze wie beim 
festen Körper auch auf die Translationsbewegung von Gasen bei sehr tiefen Tem- 
peraturen angewendet und zur Berechnung des quantentheoretischen Ausdrucks 
für die chemische Konstante benutzt worden. S. darüber Nr. 19. 

112) Hinsichtlich der Unabhängigkeit von Form und Größe des Volumens 
vgl. F. Hasenöhrl, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 87; H. Weyl, Math. Ann. 71 (1911), 
p. 441; Crelles J. 141 (1912), p. 163; 143 (1914), p. 177; Palermo Rend. 39 (1915), 
p.1; M.v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1197; ferner V 24, Wellenoptik 
(M. v. Laue), Nr. 44. 
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werden und erstreckt sich ins Unendliche. Der feste Körper hingegen 
besitzt eine endliche, wenn auch sehr große Zahl von Freiheitsgraden 
Nrxr, denen genau genommen eine diskrete Reihe von Frequenzen 
entspricht; er hat daher eine endliche kleinste, sowie eine größte 
Frequenz, von denen erstere jedoch praktisch stets Null gesetzt und 
letztere, die Debyesche Grenzfrequenz vn, durch die Beziehung 


YD 
(532’) ZV fr dv — Nyx 
0 


approximiert werden kann. 

Es ist nun leicht zu sehen, daß die statistische Behandlung des 
Festkörpers oder der Hohlraumstrahlung ganz analog jener eines Gas- 
gemisches erfolgen kann. An Stelle jeder Komponente des Gasge- 
misches treten sämtliche Eigenschwingungen gleicher Frequenz, die 
das betrachtete Gebilde besitzt. Um die Überlegungen von Nr. 4 und 
5 auch hier anwenden zu können, muß man voraussetzen: 

(1) daß zwischen den Eigenschwingungen gleicher Frequenz 
ungehinderter Energieaustausch stattfinden können muß, 
(2) daß dies auch für Eigenschwingungen verschiedener Fre- 
quenz möglich ist.'!?) 
Bedeutet nun F(»,&) die Verteilungsfunktion einer Eigenschwingung 
(eines Öszillators) von der Frequenz v, so hat man zur Aufsuchung 








113) Im Falle der Hohlraumstrahlung pflegen diese Annahmen tatsächlich 
auch explizit ausgesprochen zu werden; in der Tat entspricht die Rolle des 
Planckschen Kohlestäubchens, welches dazu bestimmt ist, die Umkehrbarkeit der 
mit der Hohlraumstrahlung vorgenommenen thermodynamischen Prozesse sicher- 
zustellen (vgl. M. Planck [1], $ 68), diesen Voraussetzungen. — Für den festen 
Körper scheint nur H. A. Lorentz [1], Note VIII, p, 112/114, besonders auf die 
Notwendigkeit derartiger Annahmen hingewiesen zu haben, die übrigens auch 
mit dem Problem der Wärmeleitfähigkeit eines Kristalls in engem Zusammen- 
hang stehen. [Ohne unmittelbare Beziehung zu (1) und (2) auch vermutet bei 
M. Born, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 185, Schlußabsatz. Der dort behandelte 
und zu dieser Vermutung führende Fall stellt ein „unvollständiges Gleichge- 
wicht“ dar, bezüglich dessen auf Anm. 85) verwiesen werden möge.] Das Problem 
der Wärmeleitfähigkeit muß gegenwärtig noch als gänzlich ungeklärt ange- 
sehen werden [s. V 25 (M. Born), Nr. 85 Ende], doch ist es wohl wahrschein- 
lich, daß man dabei kaum ohne Berücksichtigung dieser Annahmen wird aus- 
kommen können, auch dann, wenn man wie bei hohen Temperaturen unelastische 
Schwingungen im Kristall zulassen muß (vgl. V 25, Nr. 34). Strenggenommen 
ist die gewöhnliche und Quantenstatistik (und damit die Thermodynamik, siehe 
Nr. 7) der Festkörper als nicht ganz einwandfrei begründet anzusehen, solange 
man sich der Notwendigkeit obiger Annahmen nicht bewußt wird. Vgl. auch 
Anm. 137). 
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des Boltzmannschen Verteilungszustandes analog (35A) das Produkt 
(85B) Pe) = LIIF@ He" 


zu bilden, worin N(v)- dv, je nachdem, ob es sich um den Festkörper 
oder die Hohlraumstrahlung handelt, den Ausdruck (53a) oder (53b) 
bedeutet; Approximation durch ein Integral ergibt 


(35 BB) log P()— / F(w, 9) - No): dv, 


wobei vorausgesetzt werden muß, daß (35B) bzw. (35BB) für |$|<1 
konvergieren. Die in (35BB) auftretende Integration hat beim festen 
Körper von v = 0 bis v = vp zu erfolgen, bei der Hohlraumstrahlung 
von v=0 bis v= x. An Stelle von (37A) tritt jetzt für eine ge- 
gebene Gesamtenergie E des Festkörpers bzw. der Hohlraumstrahlung 


1 de 
(37B) Ranger P) 
und man findet { 
dlog P(# 
(40B) E94. 


Dem Mittelwert der Energie der Moleküle einer beliebigen Komponente 
des Gasgemisches entspricht nun hier die mittlere, auf die N(v)- dv 
Eigenschwingungen (Oszillatoren) des Frequenzintervalles dv entfal- 
lende Energie E,-dv. Analog (51A) beträgt sie 


(51B) E,-dv— No): dv. ED, 
und wegen (35BB) ist ersichtlich 
(dOBB) E-/E,:0, 


mit dem gleichen Integrationsbereich wie (35BB). — 

Die wirkliche Ausführung obiger Formeln sowie auch die Auf- 
stellung der zu (41A) analogen Boltzmannschen Verteilung für die 
Eigenschwingungen (Oszillatoren) selbst, erfordert die Kenntnis der 
Verteilungsfunktion F‘v, &), zu deren Ermittlung auf die Schwingungs- 
gleichung (52) zurückgegangen werden muß. Fassen wir sie, was 
formal ohne Einschränkung der Allgemeinheit möglich ist, direkt als 
Oszillator-Bewegungsgleichung des Massenpunktes m auf, so entspricht 
ihr die Energie 
(54) E(q,p,v) = "+ 2a’m — a, 


welche nunmehr an Stelle der Molekülenergie der bisherigen Betrach- 
tungen zu treten hat. Der u-Raum dieses Gebildes von einem Frei- 
heitsgrade ist zweidimensional, und die „Energiefläche“ (54) stellt in 
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ihm zugleich die einzige, zu E—= « gehörige w-Kurve dar. Die beiden 
Halbachsen der Ellipse (54) in der q, p-Ebene sind Y2m« und Vorzs 


2r!mv*’ 
ihr Flächeninhalt beträgt daher =} für verschiedene Werte von « er- 


hält man eine Schar konzentrischer Ellipsen, deren Flächeninhalte 
also proportional « anwachsen. 

Um die Zelleneinteilung der u-Ebene vornehmen zu können, hat 
man nach Nr. 3 zunächst als a priori gleichhäufige Oszillatorzustände 
die u-Kurve (54) und alle aus ihr durch umkehrbare, unendlich lang- 
same Parameterveränderungen hervorgehenden u-Kurven aufzusuchen. 
Als makroskopisch beeinflußbarer Parameter a* kommt hier nur die 
Frequenz »v in Betracht; wird nämlich das Volumen des Festkörpers 
oder eines durchstrahlten Hohlraumes umkehrbar unendlich langsam 
(„adiabatisch reversibel“) geändert, so ändern sich hierbei auch die 
Frequenzen aller Eigenschwingungen in der gleichen Art. Bei einer 


solchen Änderung von v ändert sich nun auch «, die Größe z hin- 


gegen bleibt, wie Ehrenfest unter Benutzung eines Satzes von Boltz- 
mann gezeigt hat!!*), invariant. Nach der in Nr. 3 und Nr. 3A ver- 
wendeten Bezeichnungsweise ist also 


__ £(q,p, v) 
(55) I1- ter 


eine Parameterinvariante (Adiabatische Invariante) des Oszillators bzw. 
jeder Eigenschwingung des Festkörpers oder des Hohlraumes, und 
zwar, wie man leicht einsieht, die einzige. Entsprechend (12) wird 
man also eine Ellipsenschar 


(56) I=h, I=h, 1=h, .:,„ I=h, 

wählen können, um die Zellen der u-Ebene festzulegen; (56) kann 
mit Benutzung von (55) auch in der Form geschrieben werden 
(62) E=hr, E=hv, E=hkv, .., E=h,», 

Die Konstanten hy, hy, Re,...,A,,... sind ersichtlich von der Dimen- 
sion einer Wirkungsgröße; hinsichtlich ihrer besonderen Wahl kann, 
wie bereits in Nr. 3 hervorgehoben, a priori gar nichts ausgesagt wer- 
den'"°), vielmehr darf darüber nur mit Berufung auf die Erfahrung 


114) P. Ehrenfest, Proc. Amsterdam Akad. 16 (1914), p. 591; Ann. d. Phys. 
51 (1916), p. 327, Anhang I; ferner L. Boltzmann, Wiss. Abh. Bd. I, p. 26, 228; 
Prinzipien der Mechanik (Leipzig 1904), Bd. Il, $ 39, 40, 41, 48; R. Olausius, 
Pogg. Ann. 142 (1870), p. 211. Siehe auch Anm. 48) und 71). 

115) Da E mit Ah, zugleich verschwindet und der Fall A, <0 physikalisch 
bedeutungslos ist, kann nur geschlossen werden, daß h, = 0 zu setzen ist, was 
dem Ursprung der p, qg-Ebene entspricht. Vgl. Anm. 42). 
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(Nr. 9) entschieden werden. Wenn entsprechend (13) hn-ı <hn A h, N 
vorausgesetzt wird, so sieht man, daß die Fläche der n*" Zelle durch 
(vgl. (14)) bestimmt ist. Die geometrische Bedeutung von (55) ist 
also die folgende: Verändert man die Frequenz » der Oszillatoren 
bzw. der Eigenschwingungen umkehrbar unendlich langsam, so ver- 
ändern in der u-Ebene die Ellipsen (568) ihre Gestalt, jedoch so, 
daß der Flächeninhalt (56b) zwischen je zweien von ihnen ungeändert 
bleibt. 

Um die Verteilungsfunktion hinschreiben zu können, hat man 
jetzt nach Nr. 5 jeder Zelle der u-Ebene ein bestimmtes a priori- 
Gewicht zuzuschreiben, welches nach Nr. 3, Gleichung (15) nur von 
(55) abhängen kann: Wählt man in der nn!“ Zelle einen bestimmten 
Punkt q,,?,, durch den die Bahnkurve 


(57) E(q,,2., 9) = h9.v 
hindurchgeht, so wird nun der Zelle zugeordnet 
(a) das Gewicht 


E (u n n 
(57a) a [Feet] Mn EN] 
(b) die Energie 
(57%) E,— E(q,,D,, 9) — I@ ıv. 


Über die spezielle Form der Gewichtsfunktion g(I) kann nach Nr. 3 
von vornherein ebensowenig etwas Genaueres ausgesagt werden, als 
über die Struktur (56) bzw. (56a) der Phasenebene. Auch ihre end- 
gültige Bestimmung muß der Erfahrung überlassen bleiben; doch 
wird es sich im nachfolgenden wenigstens für die Hohlraumstrahlung 
als möglich herausstellen, einige qualitative Angaben über ihren Ver- 


lauf vorherzusagen. — Mit diesen Ansätzen erhält man nun für die 
gesuchte Verteilungsfunktion 
(68) Fu 2g,gr. 


Da g, nach (57a) und (55) sich umkehrbaren, unendlich langsamen 
v-Anderungen gegenüber invariant verhält, ist im Oszillator-Spezial- 


116) Daß die Gewichtsfunktion bei der Hohlraumstrahlung von der Form 
(57a) sein muß, hat P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, mittels des sta- 
tistischen Analogons zum II. Hauptsatz der Thermodynamik gezeigt. Vgl. Nr. 8, 
wo darauf hingewiesen wird, daß die bloß wahrscheinlichkeitstheoretisch begrün- 
dete Forderung (15) bzw. (57a) hinreichend ist für die Gültigkeit des II. Haupt- 
satzes bei den vorliegenden statistischen Modellen. 
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falle F(v, &) für derartige Änderungen von der Form 

(583) FE) — File) — Falv log). 

Wenn g(T) stetig‘!”) ist, kann (58) durch ein Integral ersetzt werden, 
wobei man dann zur Rechtfertigung der Gleichungen (35B), (35BB), 
(37B), (40B) und (51B) den Grenzübergang N(v)-dv— wo (vgl. 
Nr. 3 (l)) ausführen muß. Dann ergibt sich entsprechend (34aa) 


E(q,P, 
F(v, al SFr] wann.ag- ap, 
0 0 


wo @ einen Maßfaktor von der Dimension einer Wirkungsgröße be- 
deutet 18); führt man anstatt von q und p die Variable I (55) ein, 
so findet man 


(58b) Fo) 4 fon: wr.ar. 


Mit (58) bzw. (58b) erhält man jetzt für die Bolizmannsche Ver- 
teilung der Oszillatoren bzw. der Eigenschwingungen analog (41 A) 
und (50A) 





AR). 
(41.B) N.)- No). , 
0” 
n=1 
I:v 
(50B) Ba WEN. re Tan 


[sın-#"”.aı 
0 


Die Anwendung von (58) bzw. (58b) auf (40B) und (51B) soll 
im folgenden bloß auf die Hohlraumstrahlung''?) erfolgen; die aus- 


117) P. Ehrenfest (s. die vorige Anm.) hat außerdem den Fall berücksich- 
tigt, daß g für einzelne Werte von I („Punktbelegung“) von der gleichen Größen- 
ordnung wird, wie die gleichzeitig vorhandene stetige Gewichtsfunktion, integriert 
über einen endlichen Bereich von I („Streckenbelegung“). Man kann diesen Fall 
dadurch berücksichtigen, daß man für Fv, $) die Summe von zwei Ausdrücken 
der Form (58) und (58b) setzt; die Bedeutung von (58) ist dann aber insofern 
eine etwas geänderte, als dann z. B. g„ exakt nur das Gewicht der u-Kurve (57) 
darstellt, während es in (57a) für alle innerhalb der n*“ Zelle verlaufenden 
w-Kurven steht. Eine formal andere Möglichkeit besteht darin, F(v,&) als 
Stieltjessches Integral anzusetzen, was auch bei beliebigen Molekülen für F'($) 
geschehen kann. 8. Nr. 9, Gl. (34a). 

118) Vgl. Anm. 103). 

119) Die Ableitung obiger Formeln für den festen Körper und die Hohl- 
raumstrahlung nach der hier befolgten Methode der Verteilungsfunktionen (Nr. 5a) 
ist allein für den quantentheoretischen Fall, d.h. mit spezialisierter Gewichts- 
funktion, von 0. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 
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führliche Darstellung der endgültigen quantentheoretischen Behand- 
1 


lung'?) des Festkörpers mittels dieser Formeln ist für $—=e *7 

(T absolute Temperatur) bei M. Born, V 25, Nr. 25>—35 zu finden. 
Bezeichnet man, wie üblich, die auf die Volumeneinheit ent- 

fallende mittlere Energie der Hohlraumeigenschwingungen von der 

Frequenz v als räumliche Strahlungsdichte o(v), so folgt hierfür aus 

(51B) in Verbindung mit (53b) und (58) 

5) er. Fee _ Ser. Fy.10g0), 


wobei ® durch die Energie E der Gesamtstrahlung 


(60) E= few av 32 [v- Fw-10g9)- dv 
Ö ö 


nach Gleichung (40b) festgelegt ist. Der zeitlich-räumliche mittlere 
Strahlungszustand im Hohlraume ist also durch die Zustandsgröße & 
bestimmt, welche in die Strahlungsdichte o(v) nur in der Verbindung 
v.-log® eingeht. Dies entspricht der Aussage des Wienschen Verschie- 
bungsgesetzes, das sonst meist auf thermodynamisch-elektrodynamischer 
Grundlage abgeleitet zu werden pflegt.!”) Obige Begründung setzt 
namentlich die dazu unerläßlichen elektrodynamischen Voraussetzungen 
klar in Evidenz, welche sich auf das Ergebnis der Abzählung der Hohl- 
raumeigenschwingungen (53b) und die Benutzung der harmonischen 





(1922), p. 262 angegeben worden. Des älteren Verfahrens (Nr. 5b) bedienen sich 
sowohl im sogenannten „klassischen“ (g = const.), wie im quantentheoretischen 
Falle alle übrigen Autoren, vor allem M. Planck [1]. Den allgemeinen Fall be- 
liebiger Gewichtsfunktion g(I) hat bei der Hohlraumstrahlung — ebenfalls mit- 
tels des älteren Verfahrens (Nr. 5b) — P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91 
behandelt. Vgl. diesbezüglich die Anmerkungen 116) und 117). 

120) d. h. mittels der von der Quantentheorie bzw. von der Erfahrung ge- 
forderten speziellen Gewichtsfunktion; vgl. Nr. 9. 

121) Vgl. etwa V 23 (W. Wien) oder M. Planck [1], $ 71—90. — Läßt man 
die auf p. 917 genannte Bedingung (2) fallen, so erhält man das Verschiebungs- 
gesetz für die Eigenschwingungen gleicher Frequenz » gesondert, wobei diesen 
dann eine bestimmte, willkürlich vorgegebene Energie E'” und ein durch (51 B) 
daraus abzuleitender Zustandsparameter #” entspricht, der nun für verschiedene 
v beliebig verschieden ausfallen kann. Die entsprechenden Ergebnisse der auf 
etwas verschiedenen Voraussetzungen beruhenden elektromagnetischen Überlegung 
finden sich z. B. bei M. Planck [1], $ 91—106. — Wird von der Bedingung (2) 
beim festen Körper abgesehen, so zeigt sich mit Hilfe der in den beiden nach- 
folgenden Nummern angestellten Überlegungen, daß diese Ergebnisse die Unmög- 
lichkeit eines thermodynamischen Gleichgewichtszustandes bei ihm zur Folge hätten — 
woraus sich namentlich die Unerläßlichkeit der Bedingung (2) besonders drastisch 
demonstrieren läßt. 


6. Die Boltzmannsche Verteilung bei beliebigen statistischen Gebilden. 923 


Schwingungsgleichungen (52) beschränken.) — Indem man in das 
Integral (60) anstatt v die Größe » -log® als neue Integrationsver- 
änderliche einführt'??), ergibt sich ferner, daß die Gesamtstrahlung der 


vierten Potenz von EB proportional wird, was dem Stefan- Boltzmann- 


schen Gesetze für die Gesamtstrahlung entspricht, jedoch erst mittels 
der in den folgenden beiden Nummern erfolgenden Klarstellung des 
Temperaturbegriffes abschließend begründet werden kann.!*) 


Die bisher gezogenen Folgerungen gelten für ganz beliebige Ge- 
wichtsfunktionen g9(I), soferne diese die Bedingung (60) für die End- 
lichkeit der Energie der Gesamtstrahlung erfüllen.'?) Man sieht aber 
leicht, daß diese Bedingung keineswegs von jeder Gewichtsfunktion 


befriedigt werden kann; setzt man z.B. 9=1, so wird aus (58b) 
1 1 
(58bb) Fu)“ — 


v. log 


122) Der in Anm. 114 zitierte Boltzmannsche Satz gilt für beliebige perio- 
dische Systeme (vgl. Nr. 3A), so daß die Beschränkung auf die spezielle harmo- 
nische Schwingungsgleichung bei obigen Betrachtungen (und ähnlich fast überall 
in der Strahlungstheorie) unwesentlich ist, wenn nur die Frequenz (reziproke Pe- 
riode) des Systems von dessen Energie unabhängig ist. 

123) Vgl. z.B. M. Planck [1], $ 86. 

124) ©. @. Darwin und R. H. Fowler (vgl. Anm. 119) haben hervorgehoben, 
daß eine solche Ableitung des Stefan- Boltzmannschen Strahlungsgesetzes weder 
Existenz noch Größe eines Strahlungsdruckes p voraussetzt, ein solcher jedoch 
umgekehrt daraus gefolgert werden kann. In der Tat erhält man aus diesem 
Gesetze rein thermodynamisch 

pV=;4E 
und daraus geht hervor, daß die elektromagnetischen Voraussetzungen zur Ab- 
leitung des Maxwellschen Strahlungsdruckes mit jenen übereinstimmen, welche 
oben für das Wiensche Verschiebungsgesetz namhaft gemacht worden sind. Eine 
spezielle Wahl der Gewichtsfunktion ist für seine Begründung also ebensowenig 
erforderlich, wie für das Stefan-Boltzmannsche Gesetz. 

125) Da sich (53a) und (53b) bloß um einen Zahlenfaktor voneinander 
unterscheiden, gelten diese Folgerungen gleicherweise für den festen Körper, wo 
z.B. dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze, bzw. seinen Differentialquotienten nach T, 
das bekannte Debyesche T°-Gesetz der spezifischen Wärme bei tiefen Temperaturen 
entspricht [vgl. V 25 (M. Born), Nr. 26]. Das T*°-Gesetz des Festkörpers hat 
also keine speziellere Gewichtswahl zur Voraussetzung als die schwarze Strah- 
lung; über seine Grenzen vgl. Cl. Schaefer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 287; 
M. Planck [1], p. 217. Wegen der Endlichkeit der Debyeschen Grenzfrequenz vn 
sind die weiter unten jaus der Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) gezogenen 
Schlüsse über die Gewichtsfunktion für den festen Körper jedoch erst dann bin- 
dend, wenn man das 7°-Gesetz als Erfahrungssatz ansieht, dem die Gewichts- 
wahl angepaßt werden muß. 
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und das Integral (60) divergiert („Rayleigh- Jeans- Katastrophe“ nach 
Ehrenfest, weil dieser Ansatz zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungs- 
gesetze führt). Die genauere Diskussion der Bedingung (60) ist von 
Ehrenfest'®) ausgeführt worden, kann hier aber nur hinsichtlich 
einiger ihrer Ergebnisse wiedergegeben werden. Ehrenfest bezeichnet 
die Bedingung der Konvergenz von (60) als „Violettforderung“, die 
weitere, daß F,(v-log#) sich für kleine Werte von v-log®# wie 
(58bb) verhalte, als „Rotforderung“. Er findet dann: 

(A) Die Violettforderung ist mit einer stetigen Gewichtsfunktion g(I) 
(„reiner Streckenbelegung“) unverträglich. 

(B) Damit sie erfüllbar wird, muß der Energiewert E=0 (I=0) 
ein Sondergewicht g, erhalten und g(I) bei Annäherung an I= 0 
stärker als von der zweiten Ordnung gegen Null gehen. 

(C) Die Rotforderung zeigt sich nur dann nicht erfüllt, wenn g(I) 
für große I zu stark gegen Null abnimmt. 

Noch weitergehende Aussagen über das Verhalten von g(I) sind 
bloß dann möglich, wenn man weitere, durch die bisherigen Betrach- 
tungen nicht mehr nahegelegte Einschränkungen, etwa bezüglich des 
Verhaltens von (59) postuliert; solche Bedingungen können nur mehr 
im Wege des unmittelbaren Vergleiches von (59) mit den experi- 
mentellen Ergebnissen über die Energieverteilung im Normalspektrum 
gewonnen werden und sollen daher erst an späterer Stelle (Nr. 9) zur 
Erörterung gelangen. 


7. Thermodynamisches Gleichgewicht zwischen beliebigen war- 
men Körpern. In den vorigen beiden Nummern ist die Ableitung der 
Boltzmannschen Verteilung für beliebige statistische Gebilde insofern 
zunächst bloß formal vorgenommen worden, als es nach außen ener- 
getisch vollkommen abgeschlossene Systeme in Wirklichkeit gar nicht geben 
kann. Von der bisher stets mitgeführten Bedingung, daß die Energie- 
summe aller Teilgebilde (Moleküle bzw. Oszillatoren oder Eigen- 
schwingungen) für jede vorkommende Zustandsverteilung strengge- 
nommen exakt gleich E sein mußte, befreit man sich, indem man 
derartige Gebilde in energetisch-thermischer Wechselwirkung untereinander 
der Betrachtung unterzieht. 

‘a. Empirische Temperatur. 


F&, BO, -- 
sollen die Verteilungsfunktionen (34c)‘; beliebig vieler verschiedener 
126) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91. Vgl. dazu ferner P. Ehren- 


fest, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 543, wo sich auch einige hier nicht an- 
geführte Literaturangaben zur Geschichte des Problems finden. 
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Gase mit den Molekülanzahlen N,, N,,... und den Volumina V,,V;,... 
bedeuten, 


Pen i p® 


FEI'*' 


die Verteilungsfunktionen (35B) beliebig vieler, diese Volumina be- 
grenzender fester Körper und endlich Pzs($) die Verteilungsfunktion 
der Hohlraumstrahlung. Wenn wir alle diese Gebilde in energetischer 
Wechselwirkung untereinander betrachten, so hat es keine Schwierig- 
keit, das Darwin-Fowlersche Verfahren (Nr. 5a) auch auf sie zur An- 
wendung zu bringen. Wie in den beiden vorigen Nummern erhält 
man die Summe R der Realisierungsmöglichkeiten aller von ihnen 
ausführbaren Zustandsverteilungen, indem man den Koeffizienten von &E 
der Potenzentwicklung des Ausdruckes 


JIFo" - JI{Prx()]- Pas ($) 


mittels der Cauchyschen Integralformeln zu 


R- fen] ron LI P+«©: ?as@ 


berechnet. Für die Größe ®, welche die asymptotische Entwicklung 
dieses und aller ähnlich gebauten Integrale anzugeben gestattet, erhält 
man die zu den früheren Fällen analog gebaute Bedingungsgleichung 


m (: Jro1" I] [Prx(]- Pas (&)| —=(, 


welche für die Gesamtenergie zu der Beziehung 


(61) E-D'n.». Aue BE eirach V Fr (®) y“ il 
führt. Dieser Ausdruck besteht ersichtlich aus lauter Summanden, von 
denen jeder nur einem bestimmten unter den Gasen, festen Körpern 
oder der Hohlraumstrahlung zugehört. Auf ganz ähnlichem Wege, wie 
dies beim Gasgemische (Nr. 6a) geschehen ist, überzeugt man sich, 
daß jeder Summand die mittlere Energie darstellt, welche dem be- 
treffenden Gebilde während hinreichend langer Beobachtungszeit zu- 
kommen wird. Bezeichnet man diese mittleren Energien mit EM, Erx, 
Es, so bringt 


(61a) E=SIEN + IErx+ Eus 


die mittlere Energieverteilung zwischen den verschiedenen in Energie- 
austausch befindlichen Gebilden zum Ausdruck. Die ursprüngliche 
Form (61) dieser Beziehung setzt nun die wichtige Eigenschaft in 


Evidenz, daß dieser mittlere Verteilungszustand durch eine einzige, allen 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 60 
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Gebilden gemeinsame Zustandsgröße ® gekennzeichnet ist."?”) Eine der- 
artige Größe bezeichnet man in der makroskopischen Thermodynamik 
als empirische Temperatur?) der miteinander in Energieaustausch be- 
findlichen Gebilde, womit sich zugleich herausstellt, daß diese tatsäch- 
lich als Modelle warmer Körper brauchbar sind; der mittlere Zustand 
selbst wird dann als ihr thermodynamisches Gleichgewicht bezeichnet. 


Man überzeugt sich leicht, daß die Ergebnisse der beiden vorigen 
Nummern hinsichtlich der Boltzmannschen Verteilung bei einzelnen 
Gasen, Gasgemischen, festen Körpern und der Hohlraumstrahlung auch 
unter den hier benutzten allgemeineren energetischen Voraussetzungen 
unverändert zu Recht bestehen; der einzige Unterschied besteht darin, 
daß man für ® nunmehr bei allen in „thermischer Berührung“ befind- 
lichen warmen Körpern den gleichen Wert einzusetzen hat. Für den 
einzelnen thermisch nicht isolierten warmen Körper hängt $ jetzt also 
nicht mehr von einem bestimmten willkürlich vorgegebenen, sondern 
von seinem mittleren Energieinhalte, ferner von den Werten der äußeren 
makroskopischen Parameter a* ab.'?®) Die hier statistisch definierte 
empirische Temperatur eines warmen Körpers ist also genau so wie 
jene der makroskopischen Thermodynamik eine Funktion seiner inneren. 
Energie E und, falls man von der Mitwirkung weiterer Parameter ab- 
sieht, seines Volumens V. 

Wählt man als Maß für die empirische Temperatur, wie in der 
makroskopischen Thermodynamik gebräuchlich, aber an sich willkür- 
lich, die Wärmeausdehnung einer besonderen thermometrischen Sub- 
stanz, eines idealen Gases, so läßt sich der Zusammenhang dieser Größe 
mit & leicht aufsuchen. Das Modell eines solchen einatomigen Gases. 
erhält man aus dem allgemeinen, in Nr. 2, 3 und 4 behandelten Mo- 
delle, indem man einfach von der inneren Bewegung der Moleküle 
absieht. Die Verteilungsfunktion des idealen einatomigen Gases ist dann 
durch (47) allein gegeben, seine Energie (bzw. mittlere Energie, wenn 
es in thermischem Gleichgewicht mit anderen warmen Körpern steht). 
nach (40) durch 


127) Das in Nr. 5b geschilderte ältere Verfahren führt in allem, wenn 
auch nicht ganz so übersichtlich, zu den gleichen Ergebnissen. Die Gemeinsam- 


keit der Größe # bzw. log 5 = #, geht insbesondere’ daraus hervor, daß die Be- 


dingung konstanter Gesamtenergie der miteinander wechselwirkenden statistischen 
Gebilde einen einzigen, ihnen allen gemeinsamen Lagrange-Multiplikator 9, er- 
fordert. Vgl. P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, $ 4. 

128) Vgl. M. Born, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 218, 249, 282; $ 2. 

129) Vgl. Nr. 5a Ende. 
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3 
dlog F($) d 2=M\ 3V7) 38 1 
log 5; log; 


Bedeutet p den Druck des idealen Gases, R die Gaskonstante und 
T die „absolute“ Temperatur der gasthermometrischen Skala, so ist 
pro Mol 

(63) pV—R-T=SE 

Man findet also, wenn jetzt für N die Anzahl der Moleküle pro Mol, 
die Loschmidtsche Zahl genommen wird, 





(64) —%k:7), 
log 5 
wobei 
BR 
(65) k—= Y 


universell und von der Dimension Energie pro Grad ist und als Boltz- 
mannsche Konstante bezeichnet zu werden pflegt. (62) und (64) er- 
geben zusammen für den Energieinhalt des idealen einatomigen Gases 


(62a) E=3N.2; 


da die Anzahl der Translationsfreiheitsgrade jedes der N Moleküle drei 
beträgt, entfällt auf jeden Freiheitsgrad der gleiche mittlere Energie- 


betrag En Ein derartiger Satz von der Gleichverteilung der Energie über 


die Freiheitsgrade muß sich, wie die Ableitung von (62) aus (47) bzw. 
(34bb) zeigt, stets dann ergeben, wenn die Molekülenergie eine homo- 
gene quadratische Form der in ihr vorkommenden Variablen ist und die 
Gewichtsfunktion konstant gesetet werden darf. Da der Ausdruck (54) 
für die Oszillatorenergie die erstgenannte Bedingung erfüllt, so findet 
man diesen Satz in der Tat auch für den festen Körper und die Hohl- 
raumstrahlung, wenn man für diese beiden Gebilde versuchsweise die 
Gewichtsfunktion konstant setzt; der mittlere, auf jeden Freiheitsgrad 


entfallende Energiebetrag wird hier kT\, entsprechend dem Umstande, 
daß zu dem Mittelwerte der könetischen Energie ee pro Freiheitsgrad 


ein gleichgroßer Betrag an mittlerer potentieller Energie hinzutritt.'??) 


130) Die am Ende von Nr. 3 aus theoretischen Gründen als zulässig be- 
zeichnete beliebige Translationsgewichtsfunktion g,(E,) würde in (62) und (64) im 
allgemeinen zu ganz andersartigen Abhängigkeiten von # führen können. Siehe 
auch Nr. 9, p. 952. 

131) Die Annahme g== const. ist indessen, wie sich bei der Hohlraumstrah- 
lung bereits in Nr. 6h gegenüber der „Violettforderung‘‘ gezeigt hat, unzulässig ; 

6u* 
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Wenn in die Formeln der beiden vorhergehenden Nummern 
1 

(64a) $=eHhT 

eingeführt wird, so erhält man den Energieinhalt sowie die Boltzmann- 
sche Verteilung für Gase, Gasgemische, feste Körper und die Strahlung 
ausgedrückt als Funktionen der gasthermometrischen Temperatur. Bei 
der Strahlung ergibt sich das Wiensche Verschiebungsgesetz in der üb- 
lichen Form 


(69) eW)="-- Fu(z) 


und aus (60) das Stefan- Boltzmannsche Gesetz, wonach die Gesamt- 
strahlung der vierten Potenz von 7 proportional ist. 

‘b. Energie-Schwankungen. Wie zu Beginn von 7a bereits ge- 
zeigt worden ist, verhalten sich die einzelnen Bestandteile eines aus 
Gasen, festen Körpern und Hohlraumstrahlung zusammengesetzten 
thermischen Systems praktisch genau so, wie wenn sie gegeneinander 
thermisch isoliert wären, dabei aber die gleiche Temperatur 9 bzw. 7 
besitzen würden. Ein wesentlicher Unterschied besteht nur darin, daß 
der Energieinhalt jedes dieser Bestandteile nicht konstant bleibt, sondern 
schwankt, so daß durch die gemeinsame Temperatur nur ein mittlerer 
Energieinhalt für jeden von ihnen eindeutig bestimmt wird. Bedeutet 


F,(&) die Verteilungsfunktion des Bestandteiles A und //F(£) das 
(4) 


Produkt der Verteilungsfunktionen aller übrigen Bestandteile, so ist 


beim festen Körper ergibt sich dasselbe, wenn man das Debyesche T°-Gesetz als 
Erfahrungssatz berücksichtigt, vgl. Anm. 125) und Nr. 9. — Für hohe Tempera- 
turen und kleine Eigenschwingungsfrequenzen hingegen ist g = const. eine brauch- 
bare Näherung; beim festen Körper ergibt sie den Gleichverteilungssatz in 
der Gestalt des Dulong-Petitschen Grenzgesetzes der spezifischen Wärmen [V 25 
(M. Born), Nr. 25], bei der Hohlraumstrahlung als Rayleigh-Jeanssches Grenz- 
gesetz [V 23 (W. Wien), Nr. 4A, 6; siehe ferner die „Rotforderung“, oben, 
Nr. 6b). — 

Die im Text angegebenen Bedingungen sind indessen nur hinreichend für 
das Zustandekommen des Gleichverteilungssatzes in der Form (62a); ihre Not- 
wendigkeit ist nur für die mit Häufigkeitsansätzen arbeitenden Modelle [Nr. 3 (I)] 
evident. Diesbezügliche Zweifel von W. Peddie, Proc. Edinburgh Roy. Soc. 26 
(1906), p. 130 hat P. Ehrenfest, ebenda 27 (1907), p. 195 geklärt. Hinsichtlich 
rein mechanischer Modelle ist die Frage dieser Bedingungen noch unerledigt, 
vgl. Anm. 13); quasiergodische Modelle ergeben dagegen stets den Gleichvertei- 
lungssatz, aber für die kinetische Energie allein. S. Anm. 14). — Bezüglich der 
Gültigkeit des Gleichverteilungssatzes für hohe Ozillator- bzw. Rotatorfrequenzen 
vgl. man die Diskussion über diesen Punkt bei @. Jaffe, Ann. d. Phys. 74 (1924), 
p. 628 und R. Becker, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 556. 
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entsprechend (38) der mittlere Energieinhalt E, von A durch 


(66) R-Ei=:.;) zit] Tr! 


' ‘ (4) 
bestimmt, wobei 


(6 4; 2 O-[TLrO.. 
Y (4) 


Im Fall eines Gases hat man für F,(£) den Ausdruck (35) einzu- 
führen, für ein Gasgemisch, einen festen Körper oder die Strahlung 
die Ausdrücke (35A) bzw. (35B), (35BB). Dann ergibt sich (vgl. 


z. B. (51A)) 
dlogF,®) j dlogF,(k-T) 
(66a) Ei—9 — k.:T3; n h 








Sei nun E,, ein beliebiger, mit der gegebenen Gesamtenergie E des 
thermischen Systems verträglicher Energiewert von A, so wird das 
mittlere Schwankungsquadrat von E4 


E,, E-EB,—B. 





Zur Ermittlung dieses Ausdruckes hat man also noch 
Ei: 


zu berechnen, was z. B. im Falle eines Gases (Nr. 5) folgendermaßen 
geschehen kann: 

Bedeutet Z(9 eine beliebige Zustandsverteilung des Gases und E, , 
die ihr entsprechende Energie, so hat man, entsprechend (30) 


‚= 2 Nil. (Ei nn Ei]. 


Wendet man den Operator 2 zweimal hintereinander auf 


Bo—[ 4 (HA — > gm. gi” +)“ 


an, so erhält man nach Ausführung der Polynomialentwicklung für 
das allgemeine Glied derselben 


R(Z%). E 4 L, 


Um E\ zu berechnen, hat man se die Summe aller Ausdrücke 
dieser Art zu bilden, für welche E, , mit der Energie E des Gesamt- 
systems verträglich ist. Diese Summe ist der Darwin-Fowlerschen 
Schlußweise®*) gemäß aber nichts anderes als der Koeffizient von &E 
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in der Entwicklung von 


(2) 79): [] ro! 


(4) 


und beträgt 
(683) R- ee FT ale Fr}: Ifror 


Die asymptotische Entwicklung dieses Integrals we bis auf Glieder 
zweiter Ordnung nach dem allgemeinen Verfahren von Nr. 5a 

d 
ar Fr, 9 {E,-F,@) de 
a zur 7 --# 7,®) = (EN tt 
Die Gültigkeit dieser Formeln ist ersichtlich nicht auf den zur Illu- 
stration herangezogenen Fall eines Gases beschränkt. Für das mittlere 
Schwankungsquadrat der Energie von A ergibt sich also in erster 
Näherung allgemein 
(69) (Eur — Ei)’ = u =k.T? ; 
dieser Ausdruck hängt nur 'von der Et Energie von A ab, gleich- 
gültig mit wie vielen anderen warmen Körpern A sich in thermischer 
Wechselwirkung befindet.!??) Bis auf Glieder von der dritten Ordnung 
hingegen ergibt sich nach Darwin und Fowler '?) 
dE, 
Ka 
dE 
ds 




















dE 
(69a) (Eu: — EN” =; |1— 


132) Wird für A ein ideales einatomiges Gas gewählt, so ergibt (69) wegen 
(62a) für das mittlere Schwankungsquadrat seiner Energie den Betrag Erd B’L®. 


Da die im Vorhergehenden betrachteten Gasmodelle sich hinsichtlich ihrer Trans- 
lation genau so wie ideale Gase verhalten, stellt dieser Betrag für beliebige 
solche Gase in erster Annäherung auch gleichzeitig das mittlere Schwankungs- 
quadrat des auf ihre Translation entiallenden Energiebetrages dar. Der Um- 
stand, daß die Verteilungsfunktion eines beliebigen solchen Gases nach (34c) als 
Produkt der Verteilungsfunktion für ein ideales einatomiges Gas (47) (s. oben 
Nr. 7a) und eines nur von der inneren Energie der Moleküle herrührenden An- 
teils geschrieben werden kann, zeigt nämlich (vgl. die Betrachtungen von Nr. 6 
und 7a), daß es formal immer ersetzt werden kann durch ein ideales einatomiges 
Gas, welches sich in Wärmegleichgewicht mit einem Gebilde ruhender Moleküle 
befindet, deren Verteilungsfunktion durch (34a) gegeben ist. — Die Möglichkeit 
einer solchen Ersetzung zeigt ferner, daß man in vielen Fällen sich auf die Be- 
trachtung dieses statistischen Gebildes ruhender Moleküle beschränken kann, 
ohne damit der Allgemeinheit irgendwelchen Abbruch zu tun. 

133) Vgl. Anm. 94), ferner ©. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 21 (1922), p. 391, Gl. (2, 5). 
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Der Schwankungsausdruck (69) ist also nur dann hinreichend gerecht- 
fertigt, wenn E genügend groß gegenüber E, ist, d.h. wenn A sich 
entweder in thermischem Kontakt mit einem „Wärmereservoir“ be- 
findet oder nur einem sehr kleinen Teil des Gesamtsystems ausmacht. 

Besteht das Gesamtsystem aus sehr vielen gleichartigen'’*), Energie 
austauschenden Bestandteilen A, so kann man nicht nur auch für 
diesen Fall den Schwankungsausdruck (69) ableiten'®), sondern auch 
die relative Häufigkeit des Auftretens beliebiger von E , verschiedener 
Energiewerte E,,, während hinreichend langer Beobachtungszeiten er- 
mitteln. Das letztere wird am einfachsten dadurch ermöglicht, daß 
man A als „Molekül“ eines „A-Gases“ von willkürlich vielen „A-Mole- 
külen“ auffaßt, die Annahmen der Nummern 2—4 sinngemäß auf diesen 
Fall erweitert, wobei der u-Raum zum „I"Raum“ (vgl. Nr. 1) wird, 
und die Boltzmannsche Verteilung für das A-Gas aufsucht. Man ge- 
langt so ohne Benutzung der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese 
(Nr. 1) zu Verteilungsgesetzen, welche den Boltzmannschen Ergebnissen 
sowie denen der von Gibbs behandelten kanonischen Gesamtheit ent- 
sprechen.!?%) Diese Methode ist indessen nur anwendbar, wenn die 


134) Dann wird, wenn N die Anzahl der A bedeutet, E=E,-N und der 
Klammerausdruck in (69a): (1 -y)' 

135) J. W. Gibbs, Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902), 
deutsch von E. Zermelo, Leipzig 1905, p. 71, Gl. (198) und (205); A. Einstein, 
Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 360; Congres Solvay Bruxelles 1912, p. 419; M.v. Laue, 
Verh. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 198; K. Szell, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 
17 (1915), p. 122; L. Brillouin, J. d. Phys. et le Rad. (6) 2 (1921), p. 65; M. Planck, 
Berl. Ber. 1923, p. 350, 355. 

Die Mittelwerte höherer Potenzen' der Energie hat ebenfalls zuerst Gibbs 
(auf Grund seiner „kanonischen“ Gesamtheit) berechnet, 1. c. p. 76, Gl. (220). 
C. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), $ 2 haben 
hierfür unter ähnlichen Voraussetzungen wie sie im Text zur Ableitung von (68) 
benutzt worden sind, auch die Glieder zweiter und dritter Ordnung ermittelt. — 

Alle Überlegungen dieser Nummer setzen stillschweigend voraus, daß die 
makroskopischen Parameter a* hierfür als exakt konstant angesehen werden 
können. Während diese Annahme bei den benutzten Gasmodellen unbedenklich 
ist, bedeutet sie beim festen Körper, daß er sich strenggenommen vollständig 
inkompressibel verhalten muß. Den Einfluß der Kompressibilität haben mit Be- 
nutzung des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) H. A. Lorentz [1], Note V und 
M. v. Laue, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 542; 19 (1918), p. 23 berücksichtigt. Vgl. 
z. B. auch R. Fürth, Schwankungserscheinungen in der Physik, Braunschweig 
1920, III. Kapitel. Fehlresultate von K. CO. Kar, Phys. Rev. 21 (1923), p. 672; 
Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 429 sind jüngst von R. Fürth, Phys. Ztschr. 25 (1924), 
p. 111 berichtigt worden. 

136) Vgl. IV32 (P. und T. Ehrenfest), Nr. 25 und 28; P. Hertz, Rep., siehe 
Anm. 9, Kapitel II; ©. @. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, 
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Wechselwirkungen der „A-Moleküle“ im Sinne von Nr. 2 und 4 nur 
während vernachlässigbar kurzen Zeitstrecken stattfinden, so daß es 
berechtigt ist, sie praktisch als voneinander unabhängig anzusehen. 
Werden die „A-Moleküle“ z. B. dadurch erhalten, daß man sich ein 
genügend großes Gasvolumen in gleichgroße Parallelepipede eingeteilt: 
denkt, deren Inhalt je ein „A-Molekül“ repräsentiert, so wird dies bei 
Benutzung der bisherigen Gasmodelle stets zulässig sein, wenn nur 
jedes „A-Molekül“ genügend zahlreiche wirkliche Moleküle enthält. 
Eine gleichartige Unterteilung hinsichtlich der benutzten Modelle für 
den festen Körper!?”) und die Hohlraumstrahlung ist indessen im all- 
gemeinen nicht mehr ohne weiteres zulässig. 

Für letztere haben Ornstein und Zernike'?®) direkt nachgewiesen, 
daß es grundsätzlich nicht gestattet ist, den Strahlungszustand inner- 
halb beliebiger Teilvolumina eines von vollkommen spiegelnden !??) 
Wänden abgegrenzten, evakuierten Hohlraumes als unabhängig anzu- 
sehen; dies ist unmittelbar evident, da ja innerhalb eines solchen die 
Annahmen (1) und (2) von Nr. 6b unerfüllbar sind, wenn die Strahlung 
in ihm stehende Schwingungen ausführt, wie in erster Annäherung wohl 
aus jeder beliebigen Theorie der Optik gefolgert werden müßte. Bei 


wo allerdings nirgends der denkbar allgemeinste Fall entwickelt wird. S. auch 
Anm. 101). Bezüglich der @Gibbsschen Resultate selbst vgl. man sein in der 
vorigen Anmerkung zitiertes Buch, ferner IV 32, Nr. 19—24. — Unter den oben 
angedeuteten Umständen entspricht E, dem Mittelwerte der Energie von A in 
einer kannonischen Gesamtheit, deren Modul gleich k-T ist. — Eine direkte 
Ableitung der kanonischen Verteilung ohne Benutzung der Ergoden- oder Quasi- 
ergodenhypothese und ohne Bezugnahme auf ein A-Gas gibt R. v. Mises, siehe 
Anm. 81). 

137) Bei festen Körpern, namentlich bei schlechten Wärmeleitern (vgl. 
Anm. 113), könnte es wesentlich von der zeitlichen Häufigkeit der nach den Be- 
dingungen (1) und (2) von Nr. 6b erfolgenden Wechselwirkungen zwischen den 
einzelnen Eigenschwingungen abhängen, ob die Anwendung von (69) bzw. (69a) 
zu Resultaten führt, denen innerhalb der üblichen makroskopischen Beobach- 
tungszeiten eine Bedeutung beigemessen werden kann. Im Fall der Gase ist 
dieser Punkt wegen der enormen Häufigkeit der „Zusammenstöße“ vollkommen 
belanglos. 

138) L. S. Ornstein und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdam 28 (1919), 
p. 281, 82,3. In dieser Arbeit wird vom Planckschen Strahlungsgesetze Ge- 
brauch gemacht, um ältere Überlegungen Einsteins zu entkräften, welche zur 
Lichtquantentheorie geführt hatten. Vgl. darüber Nr. 12, Anm. 234). Der von 
Ornstein und Zernike bezüglich der Anwendung der Schwankungsformel (69a) 
auf die Hohlraumstrahlung gefundene Widerspruch wird im Texte ohne Be- 
nutzung einer speziellen Strahlungsformel abgeleitet. 

139) Oder was grundsätzlich auf dasselbe hinausläuft, von diffus vollkommen 
reflektierenden Wänden, wie sie A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132; 
Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185, 817, verwendet. 
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Zugrundelegung der harmonischen Schwingungsgleichung (52) kann 
man unter dieser Voraussetzung das mittlere Schwankungsquadrat der 
Energie E*- dv berechnen, welehe im Mittel auf alle Eigenschwin- 
gungen von der Frequenz » des Teilvolumens V* entfällt. Man erhält 
für diese sogenannten Intierferenzschwankungen unabhängig von einer 





speziellen Energieverteilung und einem besonderen Strahlungsgesetz') 
5 as ag; (E} - dv)? 
(70) u 


Nach (69) wäre anderseits, wenn V* klein gegen das Gesamtvolumen. 
des Hohlraumes ist, 


(70a) (E*, dv — Er. do —k-T 








20E, 

oT 
was zusammen mit (70) zu einer Differentialgleichung führt, deren 
Integration mit Rücksicht auf das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a): 
und die mit der „Rotforderung“ von Nr. 6b, Ende, gleichbedeutende Be- 
dingung, daß E* mit 7 zugleich unendlich werden muß, ergeben würde 





dv, 


(71) E*.dv—= Nas(v)-dv-k-T. 
Die zugehörige Strahlungsdichte wäre 
(71) NOEn 


und stimmt mit jener überein, die sich aus (58bb) herleitet (Rayleigh- 
Jeanssches Strahlungsgesetz). Da (71a) zugleich mit (58bb) der Forde- 
rung nach Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) („Violettforderung“ 
von Nr. 6b) widerspricht, ist die eingangs dieses Absatzes behauptete 
Unzulässigkeit der Anwendung von (69) bzw. (69a) auf Teilvolumina der 
Vakuumstrahlung nunmehr auch auf rechnerischem Wege erwiesen.*!), 


140) L. S. Ornstein und F. Zernike, l.c. $2; H. A. Lorentz [1], Note IX. 
Zur quantentheoretischen Deutung des Ausdruckes (70) vgl. man auch Anm. 242). — 
Die oben besonders hervorgehobene Allgemeinheit des Ausdruckes (70) ist von 
entscheidender Bedeutung für die nachfolgenden Betrachtungen, welche die Aus- 
sagen über Strahlungsschwankungen soweit zu führen trachten, als dies ohne 
Benutzung einer speziellen Elektrodynamik möglich erscheint. 

141) Die Ursachen dieses Widerspruches liegen also in der Kohärenz der 
die einzelnen Teilvolumina in gesetzmäßigem Ablauf überstreichenden stehenden 
Schwingungen. Da M.v. Laue, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 365; 23 (1907), p. 1, 
795, gezeigt hat, daß die Entropien kohärenter Strablenbündel sich nicht additiv 
zusammensetzen lassen, kann man die der ganzen Strahlung zukommende En- 
tropie nicht gleich der Summe der mittleren Entropien setzen, welche den ver- 
schiedenen Volumsteilen des durchstrahlten Hohlraumes zuzuordnen wären. Orn- 
stein und Zernike (l. c.) legen auf diese Form der Begründung obigen Wider- 
spruches das Hauptgewicht, da Einstein (vgl. Anm. 139) sich zur Ableitung von 
(69) des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) bedient und hierzu jene Additivität 
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Offenbar würde das Ergebnis (70), das gesamte Schwankungs- 
quadrat der Strahlungsenergie innerhalb des ganz beliebig wählbaren 
Teilvolumens V* darzustellen, von dem Augenblicke an erst fehlerhaft 
werden, wo es eine über den ganzen Hohlraum hin wirksame Vor- 
richtung gäbe, welche den vorausgesetzten stehenden Schwingungszu- 
stand innerhalb desselben und längs seiner Begrenzungen willkürlich 
immer wieder unterbricht und umordnet, wodurch die Bedingungen (1) 
und (2) von Nr. 6b und damit die erforderliche statistische Unab- 
hängigkeit beliebiger Teilvolumina zur Realisierung gelangen würden. 
Wenn man sich nach einer derartigen Vorrichtung umsieht, so wird 
man zunächst genötigt, auf die Grundlagen der elektromagnetischen 
Lichttheorie in ihrer elektronentheoretischen Weiterbildung (V 14, (H. A. 
Lorentz)) zurückzugreifen. Wie H. A. Lorentz und namentlich Ritz) 
betont haben, müssen sich alle Feld- bzw. „Äther“-Vorgänge der Ma«x- 
well-Lorentzschen Theorie mittels retardierter Potentiale auf die Bewe- 
gungen der das elektromagnetische Feld „begrenzenden“ materiellen elektri- 
schen Teilchen (Bestandteile der Atome von Gasen und festen Körpern 
in den vorangegangenen Betrachtungen) zurückführen lassen; innerhalb 
des Hohlraumes mit ideal spiegelnden Wänden ist eine derartige Zurück- 
führung begreiflicherweise nicht möglich. Eine solche Hohlraumstrah- 
lung kann nur als ideale, in Strenge nicht verwirklichbare Abstraktion 
angesehen werden, da bei ihr auf die Mitwirkung von Materie als 
grundsätzlich notwendige Quelle oder Senke elektromagnetischer Feld- 
energie bewußt Verzicht geleistet wird.!#?) Denkt man sich den Hohlraum 
hingegen von wirklichen warmen Körpern (Festkörpern und einzelnen 
Gasmolekülen) begrenzt, so wird das statistische Verhalten der Strah- 
lung durch jenes der umgebenden Materie im Sinne der Lorentz-Ritz- 
schen Deutung der Strahlungsvorgänge mitbestimmt sein, wobei man 
es allerdings offen lassen muß, ob die Maxwell-Lorentzsche Theorie eine 
zutreffende Darstellung dieser Abhängigkeit zu liefern vermag. Die oben 
genannte Vorrichtung kann also nur in dem Vermögen der wirklichen 
Materie, Strahlung zu absorbieren und emittieren gesucht werden, und 
dies ist der einzige Weg, die Erfüllung der Bedingungen (1) und (2) 
von Nr. 6b für die Strahlung sicherzustellen.) Die Energieschwan- 
voraussetzen muß. Allerdings führt die Maxwellsche Theorie auch unabhängig 
davon auf (70a), was offenbar in den speziellen Voraussetzungen begründet ist, 
welche sie für die Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie benutzt. 

142) W. Ritz, Ann. Chim. Phys. (8) 13 (1908), p. 145. 

143) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903; A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 
(1909), p. 185; W. Ritz, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 224. 


144) Vgl. die Rolle des Planckschen Kohlestäubchens, Anm. 113), ferner 
Anm. 121). 
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kungen der Strahlung können daher nur für einen von wirklicher Ma- 
terie begrenzten Hohlraumteil in Übereinstimmung mit den in Nr. 6b 
an das Strahlungsgesetz gestellten Anforderungen!) erhalten und mit- 
tels (69) bzw. (69a) berechnet werden. Durch Anwendung von (69) 
auf das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a) erhält man für die Strah- 
lung des Frequenzintervalles dv allgemein 

or, (7) 


oT 
Zieht man hiervon die im Hohlrauminnern unabhängig von dem Ein- 
fluß der begrenzenden Materie erfolgenden Interferenzschwankungen (10) 
ab, so kann der Beitrag der Wechselwirkungen mit der Wandmaterie 
zum mittleren Schwankungsquadrat der Strahlungsenergie pro Volums- 
einheit in der Form 

mode (w,T) a 3 
(72) ern dr [le (v, TYP -dv>0 


Szv? 








(Eur: dv—E,- dv)” =k-T?’v- Nys(v) - dv 





geschrieben werden. Der Umstand, daß diese Größe nach dem Obigen 
nicht verschwinden kann, weist darauf hin, daß es unmöglich ist, das 
Strahlungsgesetz für irgendwelche Arten von Materie zu begründen \#$), 
ohne hierbei von deren speziellen Absorptions- und Emissionsgesetzen 
wesentlichen Gebrauch zu machen. 

7c. Impuls-Schwankungen. Neben dem Energieaustausch, den die 
in Nr. 2 und 4 eingeführten kurzandauernden, zeitlich regellos auf- 
einanderfolgenden Wechselwirkungen zwischen den Molekülen bzw. 


145) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903 meint, daß wegen der oben an 
der idealen Hohlraumstrahlung geübten Kritik auch der Ausdruck (53b) für die 
Anzahl der Eigenschwingungen bzw. Freiheitsgrade der Strahlung im Volumen V 
hinfällig werden müßte, und folgert, daß es durch Verminderung dieser Anzahl 
möglich sein müßte, die Rayleigh-Jeans- Katastrophe von Nr. 6b, Gl. (568bb) zu 
vermeiden. Es ist indessen leicht einzusehen, daß (53b) von obiger Kritik nicht 
berührt wird und bei Befolgung des Ritzschen Vorschlages weder das Wiensche 
Verschiebungsgesetz noch das Stefan-Boltzmannsche Gesetz zutreffend sein könnte; 
ebenso würde sich der Strahlungsdruck (s. Anm. 124) nicht zu dem von der Max- 
wellschen Theorie geforderten Betrage ergeben, von der Ritz ja bei seinen Be- 
trachtungen ausgeht. 

Die in Anm. 143) zitierte Diskussion zwischen Ritz und Einstein wurde 
durch eine gemeinsame Erklärung, W. Ritz und A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 
(1909), p. 323 abgeschlossen, welche sich nur auf die Frage nach der Begrün- 
dung der Irreversibilität der Strahlungsvorgänge bezieht. 

146) Mit anderen Worten: die Gewichtsfunktion g(I) in (41B) bzw. (50B) 
zu bestimmen. Die Feststellungen (A) bis (C) am Ende von Nr. 6b enthalten 
daher implizit bereits die ersten, vorläufigen, endgültig aber erst auf Grund der 
Erfahrung näher präzisierbaren Aussagen über Strahlungseigenschaften der 
Materie. 
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Eigenschwingungen der betrachteten statistischen Gebilde vermitteln, 
wird unter Umständen auch ein Austausch von linearem oder von 
Drehimpuls unter ihnen eintreten, dessen genauere Kenntnis in einigen 
Fällen von Interesse ist. Innerhalb homogener warmer Körper kommt 
er allerdings nur bei Gasen in Betracht, wo in der kinetischen Gas- 
theorie bei der Aufstellung des Stoßzahlansatzes‘') auf ihn Rücksicht 
genommen werden muß. Der mittlere Linearimpuls-Austausch zwischen 
Gas und begrenzendem festen Körper, auf Grund dessen die Größe 
des an der Grenzfläche herrschenden Druckes angegeben werden kann, 
findet ebenfalls im Rahmen der kinetischen Gastheorie seine Behand- 
lung.'#) Für den Rahmen der vorliegenden Darstellung kommt dem- 
nach nur der Impulsaustausch zwischen materiellen Körpern und der 
Strahlung in Betracht, wobei hier zunächst nur auf den Linearimpuls 
eingegangen werden soll.!4°) 

Ein materielles Kügelchen oder ein Gasmolekül von der Masse M 
bewege sich innerhalb der Hohlraumstrahlung der Einfachheit halber 
nur in einer bestimmten Richtung, z. B. der x-Achse, mit der Ge- 
schwindigkeit v. Nach einer von Einstein mehrfach auch in der Theorie der 
Brownschen Molekularbewegung benutzten Methode kann man zweierlei 
Änderungen unterscheiden, die der Impuls M-v des Kügelchens bzw. 
Gasmoleküls während der kurzen Zeit r erfährt "?®): 

(1) Der Strahlungsdruck verursacht eine Widerstandskraft, die 


s . ee v\? 
jene Bewegung zu hemmen sucht und bei Vernachlässigung von (<) 


und höheren Potenzen dieses Verhältnisses proportional der Geschwindig- 
keit wird. Die dadurch während der Zeit 7 hervorgerufene Impuls- 
änderung beträgt: — D-v-r. 

(2) Die Unregelmäßigkeiten des Strahlungsfeldes bewirken einen 
nach Größe und Vorzeichen stets wechselnden elektromagnetischen 
Impuls A, der innerhalb der angestrebten Genauigkeit als von v unab- 
hängig angesehen werden kann. 

Bei Abwesenheit der Strahlung und Wärmegleichgewicht ergibt 


147) Vgl. Anm. 76). 

148) V 9 (L. Boltmann und J. Nabl), Nr. 2—5. Hinsichtlich der zuge- 
hörigen Impuls- bzw. Druckschwankungen auch für beliebige warme Körper vgl. 
R. Fürth, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 350 oder das in Anm. 135) zitierte Buch 
des gleichen Autors. 

149) Die Frage nach der Erhaltung des Drehimpulses bei den Strahlungs- 
vorgängen wird erst in Nr. 20 Erwähnung finden. 

150) A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185, 817; Ann. d. Phys. 33 (1910), 
p. 1105; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121; L. Brillowin, J. de Phys. et le Rad. (6) 2 
(1921), p. 140. i 
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sich die mittlere kinetische Energie des Teilchens in der Bewegungs 


richtung zu 

M:® k-T 
(73) er ve 
für ein Gasmolekül geht dies unmittelbar aus dem Gleichverteilungs- 
satz (62a) hervor'°!), ebenso für ein beliebiges materielles Kügelchen, 
wie man leicht nachweist, wenn z. B. eine Suspension sehr vieler 
solcher gleicher Teilchen in einem Gase nach dem Vorbild von Nr. 6a 
behandelt wird. Da die Anwesenheit der Strahlung im Falle des 
Wärmegleichgewichtes an dieser Beziehung nichts ändern kann, hat 
man zunächst 











(M-v”? = (M-v— D.v.r-+ 4)’ 
und wegen 
v-A=0 
bis auf das zu vernachlässigende Glied mit r? 
A=2D-M-v%-:. 
Mit Benutzung von (73) ergibt sich endlich 


(74) —2Dk-T. 


(I) Um D zu ermitteln, hat man die Strahlungsvorgänge nach der 
speziellen Relativitätstheorie von einem Koordinatensystem aus zu be- 
urteilen, in welchem das bewegte Teilchen ruht. Bezüglich der Gefäß- 
wände ist die Strahlung naturgemäß in ihrem mittleren Verhalten 
isotrop und beträgt pro Volumeneinheit für einen bestimmten infini- 
tesimalen Körperwinkel dK, welcher eine bestimmte Strahlrichtung 
kennzeichnet, sowie für das Frequenzintervall dv 


dK 
(75) 0 (0, D)- dv®X. 


Im bewegten Koordinatensystem ist die Volumdichte der Strahlung 
hingegen von der Strahlrichtung abhängig, welche durch den Winkel 
p' mit der x-Achse festgelegt sei. An Stelle von (75) tritt daher 


’ ’ [4 ‚ d K' 
(75a) eW,p,T)- dv zz; 
wofür die relativistischen Transformationsformeln ergeben 
’ (4 [4 (4 (4 ’ P) e ’ 
(5b): em, 9, Ze le) +-v - COS p 2 . (1-32 cos g'). 


Einstein hebt hervor, daß die Gültigkeit dieser Beziehung wesentlich 
über jene der Maxwellschen Elektrodynamik hinausgeht, aus der sie ur- 


151) Vgl. p. 927 und Anm. 131). 
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sprünglich abgeleitet wird; da in ihre Grundlagen nur der Energie- 
satz, das Dopplersche Prinzip und die Aberration eingehen, müsse sie 
auch von jeder anderen als der Undulationstheorie des Lichtes geliefert 
werden können. Bedeutet nun 6 einen mittleren Querschnitt und «(v’) 
den mittleren Absorptionskoeffizient des Teilchens für Strahlung des 
Frequenzintervalles dv’, so wird die aus der Richtung 9’ während der 
Zeit r im Mittel absorbierte Energie 
(76) aWw) 0:0. (wg, T)- avi. 
Der zugehörige auf das Teilchen übertragene Linearimpuls beträgt 
den c'® Teil hiervon; seine hier allein in Betracht kommende x-Kom- 
ponente ergibt sich durch Multiplikation mit cos’, und daraus der 
mittlere Gesamtimpuls in der x-Richtung, indem man 

dK'’—= 2x singp'- dp’ 
setzt und über p’ von Null bis x integriert. So findet man, wenn 
anstatt »’ wieder » geschrieben wird, für die von der Strahlung des 
Frequenzbereiches dv verursachten Impulswirkungen 


4 de(w,T 
(77) D=-#aß)e[ew, N 2° ]- 


(II) Zur Berechnung des mittleren Quadrates der auf das Teilchen. 
übertragenen unregelmäßigen Impulse A, bedient man sich am ein- 
fachsten des im vorigen Abschnitte diskutierten Ausdruckes für das 
mittlere Energie-Schwankungsquadrat. Hierzu ist es notwendig, nach- 
einander die Impulswirkung jener Schwankungen zu berechnen, welche 
zu einer Energieaufnahme bzw. Energieabgabe des Teilchens in bezug 
auf das Strahlungsfeld führen. Offenbar sind diese Energiebeträge bei 
Wärmegleichgewicht im Mittel einander gleich; da die Erhaltung des 
Impulsgleichgewichtes auch die Gleichheit der dabei übertragenen 
mittleren Bewegungsgrößen verlangt, wird es hinreichen, allein die 
mit Energieabsorption verbundenen Impulsschwankungen zu betrachten 
und das so erhaltene Resultat nachträglich zu verdoppeln. Eine Trans- 
formation der Strahlungsdichte auf das bewegte Koordinatensystem 
ist hier überflüssig, da das Teilchen für diese Betrachtung und bei der 
angestrebten Genauigkeit als ruhend angesehen werden kann. Wendet 
man (70a) auf die Volumeneinheit von in Wärmegleichgewicht mit 
Materie befindlicher Hohlraumstrahlung an, so hat man 


Ren. a; 





um die auf das Teilchen ausgeübten Impulswirkungen zu berechnen, 
müssen jedoch die Energieschwankungen jeder beliebigen Strahlröchtung 
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gesondert untersucht und als voneinander unabhängig angesehen werden 
dürfen.) Wird der obige Ausdruck daher auf das Volumen eines 
dem Teilchen umschriebenen Zylinders angewendet, dessen Erzeugenden 
parallel einer beliebigen Strahlrichtung und von der Länge rc sind, 
so würde er durch c? dividiert, das mittlere Quadrat der Impuls- 
schwankungen während r angeben, wenn sämtlichen vorgekommenen 
Energieschwankungen Absorptionsprozesse des Teilchens entsprechen 
würden. Für sämtliche Strahlrichtungen entsprechen nun gerade dem 
Bruchteil 4x-«(v)-r-c-6o (vgl. (76) und (77)) der Energieschwankungen 
pro Volumeneinheit derartige Absorptionsvorgänge; dieser Betrag ist 
noch durch 3 zu dividieren, wenn man aus ihm das mittlere Quadrat 
aller x&-Komponenten der dabei übertragenen Impulse ableiten will, 
wie aus seiner Unabhängigkeit von den Koordinatenrichtungen und 
der vorausgesetzten Unabhängigkeit aller Einzelschwankungen hervor- 
geht, Insgesamt erhält man also für Absorption und Emission 





Fur 2 kT?de(, T) 
(78) =, -4nal)- 7.0.05. Av. 
(III) Führt man (77) und (78) in (74) ein, so folgt 
- T 2e v 00 
(79) siT”I73% 


welche Differentialgleichung das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a) 
ergibt. Wie man bemerkt, fallen die individuellen Eigenschaften des 
‘betrachteten Materieteilchens (mittlerer Querschnitt, Absorptions- und 
Emissionseigenschaften) vollständig aus obigen Überlegungen wieder 
hinaus. Es ist einleuchtend, daß eine analoge Untersuchung einer im 
Strahlungsraume mit der Geschwindigkeit v bewegten, vollständig re- 
flektierenden oder spiegelnden Platte oder eines ebensolchen Kügelchens 
zu dem gleichen Ergebnisse führen muß, wenn man sich wieder der 








152) Diese Annahme enthält formal eine Voraussetzung über gerichtete 
Energie-Absorption und -.Emission. Wie L. Brillouin (l. c.) hervorhebt, ist sie 
für die nachfolgende Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes von grund- 
sätzlicher Bedeutung und soll der von Einstein in seinen älteren Arbeiten be- 
nutzten Annahme gleichwertig sein, daß die Schwankungen benachbarter Teile 
einer ebenen klassisch-elektromagnetischen Welle als voneinander unabhängig 
angesehen werden können. Nach @. Breit, Phys. Rev. 22 (1923), p. 313 hingegen 
soll in der Wellentheorie den Interferenzvorgängen der stets in endlicher Spektral- 
breite dv zur Absorption gelangenden Strahlung für das Zustandekommen von 
(78) die Hauptrolle zugeschrieben werden. — Während die Vorstellung gerichteter 
Strahlungsemission mit der Maxwellschen Theorie noch am ehesten bei makro- 
skopischen Teilchen verträglich scheint, führt sie namentlich bei einzelnen Mole- 
külen zu ernsten Widersprüchen mit den üblichen Folgerungen hinsichtlich der 
Emission in Kugelwellen. Vgl. dazu Nr. 11, 12 und 20. 
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allgemeinen Schwankungsformel (69) bzw. (70a) bedient"°®); würde 
man anstatt dessen, wie in Nr. 7b als im allgemeinen ungerechtfertigt 
nachgewiesen, den Ausdruck (70) für die Interferenzschwankungen 
allein benutzen, so käme man ähnlich wie in Nr. 7b zum unbrauch- 
baren Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz (7 1), (71a). 

Bei näherer Prüfung der den Überlegungen dieses Abschnittes 
zugrunde liegenden Voraussetzungen findet man, daß sie ihrer statisti- 
schen Seite nach im wesentlichen mit jenen von Nr. 6b und 7b über- 
einstimmen. Die Gruppierung der aus der Maxwellschen Elektrodynamik 
herübergenommenen Annahmen ist hier jedoch eine etwas verschiedene. 
Dementsprechend unterscheidet sich die obige Ableitung des Wienschen 
Verschiebungsgesetzes wesentlich von jener in Nr. 6b: letztere ist auf 
das Modell der Hohlraumstrahlung an sich gegründet, erstere hin- 
‚gegen auf deren Wechselwirkung mit Materie von bekannten bzw. 
prüfbaren thermisch-statistischen Eigenschaften. Die Tragweite beider 
Ableitungen reicht, wie sich bereits gezeigt hat, wesentlich über jene 
der benutzten Aussagen der Maxwellschen Elektrodynamik hinaus. Um 
‚die vollständige Maxwellsche Theorie zu prüfen, ist aber unmittelbar 
nur die Methode des vorliegenden Abschnittes brauchbar. Einstein 
und Hopf‘) haben zu diesem Zwecke die Rechnung für einen ge- 
dämpften Planckschen Oszillator ausgeführt und dessen Strahlungs- 
‚eigenschaften nach der Maxwellschen Elektrodynamik ermittelt. Indem 
hierbei A? auf einem von dem obigen abweichenden Wege berechnet 
wird, gelangen sie zur Differentialgleichung 
(79a) 8 


EBEN ESTER, _ 5:08 
Fe PR BT), Allg p 3 0v’ 


‚deren Integration wieder zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetze 
führt und damit der „Violettforderung“ (Nr. 6b) widerspricht. Während 
die bisher benutzten Aussagen der Maxwellschen Theorie sich in vollem 
Umfange als brauchbar erwiesen, versagen also ihre darüber hinaus- 
gehenden Ansätze und Folgerungen hinsichtlich der Strahlungseigen- 


153) L. Brillouin, 1. c. $ 10, 11. 

154) A. Einstein und L. Hopf, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1105. Dieser 
Untersuchung geht eine damit in Zusammenhang stehende Arbeit der gleichen 
Autoren, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1096 voran, in der gezeigt wird, daß die ° 
Koeffizienten einer Fourier-Reihe, welche die Schwingung natürlicher Strahlung 
darstellen soll, als statistisch voneinander unabhängig angesehen werden dürfen. 
Dieser Satz wurde von M.v. Laue, Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 853 bestritten; 
die anschließende Diskussion, A. Einstein, Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 879; 
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 668, vermochte für Maxwellsche Strahlung 
im wesentlichen den Einstein- Hopfschen Standpunkt sicherzustellen. S. dazu 
ferner M. Planck, Ann. d. Phys. 73 (1924), p. 272. 
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schaften materieller Körper. Die Ursachen der „Rayleigh-Jeans-Kata- 
strophe“ liegen demnach auf klassisch-elektrodynamischem und nicht 
auf statistischem Gebiete. 

8. Die statistische Form des II. Hauptsatzes der Thermo- 
dynamik. 

Sa. Das Entropiedifferential. Die Klarstellung der statistischen 
Bedeutung des Temperaturbegriffes kann erst als abgeschlossen gelten, 
wenn gezeigt werden kann, daß einer ganz bestimmten Funktion der 
in Nr. 7a als empirische Temperatur erkannten Größe 9 Eigenschaften 
zukommen, wie sie in der makroskopischen Thermodynamik die ab- 
solute Temperatur 7’ als integrierender Nenner des Differentialausdrucks 
für die „zugeführte Wärme“ besitzt. E bedeute wieder die Gesamtenergie 
des in 7a betrachteten Systems warmer Körper und ebenso a* ihre 
gemeinsamen äußeren makroskopischen Parameter. Werden die letzteren 
unendlich langsam und umkehrbar verschoben, so folgt aus dem 
Energiesatz, daß hierzu die Leistung einer äußeren Arbeit 


DA-da* 


aufgewendet werden muß. Erfolgt gleichzeitig mit dieser Arbeitsleistung 
eine Energieänderung dE, so ist der Differentialausdruck der „zu- 
geführten Wärme“ durch 


(80) 6Q—dE-+ IA:da* 


definiert. Der II. Hauptsatz besagt dann die Existenz eines inte- 
grierenden Nenners 7, welcher öQ, zu dem vollständigen Differential 


oa 
(81) s-°) 


der Entropie $ des Körpersystems macht. 

Zur Berechnung der den makroskopischen Kräften A entsprechen- 
den Mittelwerte hat man zu bedenken, daß die Parameteränderungen 
da” an jedem einzelnen Molekül bzw. jeder Eigenschwingung der ver- 
schiedenen warmen Körper angreifen und dort eine Kraft — ne n 
hervorrufen, wenn unter E wieder die Energie eines beliebigen Mole- 
küls bzw. einer Eigenschwingung verstanden wird. Die Boltzmannsche 
Verteilung ergibt dann allgemein als Gesamtkraft (z.B. für ein Gas 
(Nr. 5) nach (48a) oder (50a) und wern a* nicht mit dem Volumen 
identisch ist!°)): 

155) Falls a*—=V wäre, hätten die Formeln nur äußerlich ein anderes Aus- 
sehen, wegen des in (48a) und (50a) isoliert geschriebenen Maxwellschen Ver- 
teilungsfaktors (49), der bei den Gasen, im Gegensatz zu (34a) allein von V ab- 
hängig ist. 

Encyklop. d- math. Wissensch. V 3. 61 
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Ing" ara DATEE 
y_.- N da* $ 2 a 
a RN log = — iogl 
De" 7 Da HE 7 
(82) i=1 INE 
ERLERNT olog|F(#, a”) er. R 
log 4 0a” ie 
v Da Sr 





\ i=1 

Hat man die Gewichtsfunktion entsprechend den Feststellungen und 
Ansätzen von Nr. 3 gewählt, so verschwindet ad nach (16) für jeden 
beliebigen Zellenindex / und damit der in obiger Beziehung auftretende 


Ausdruck 


S29 ‚HE 
da* 


(82a) N. — 0.156) 


> 9° gr 
I=1 
Bedeutet nun 


(83) IT= II{F4& a*)] 
das Produkt der Verteilungsfunktionen aller Bestandteile A des be- 
trachteten thermischen Gesamtsystems (vgl. p. 925 und 928), so hat 
man nach (82) und (82a) 


(84) A 





ı  OlogII[F,(®,a*)] 


’ 





log 5; aM" 

die Gesamtenergie beträgt anderseits nach (61) 
ologII[F ,(#, a* 
(84a) ei in a 
Der Differentialausdruck der „zugeführten Wärme“ wird auf Grund. 
dieser Beziehungen von der Form 


__ felogl 0?logII 
dd Eur Pu Sue ri 


+ Io + 987) - dar 











(808) 











log ;; 
1 1 olog Il 
= dllogn+log;:®- 55 }. 
\ log 5 


156) A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 200. 
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log 5 ist also ein integrierender Faktor von öQ, und zwar offenbar 


der einzige, der von ® allein abhängig ist. Es ergibt sich daher 
(81a) log, 90 —d [log IT + log, -E}; 


würde der Ausdruck (82a) nicht verschwinden, so ist leicht einzusehen, 
daß öQ im allgemeinen überhaupt keine integrierenden Faktoren be- 
sitzt, jedenfalls aber auch in Spezialfällen keinen von # allein ab- 
hängigen besitzen kann. Das Verschwinden von (82a) ist also hin- 
reichend und notwendig") für die Möglichkeit einer statistischen Inter- 
pretation des II. Hauptsatzes der Thermodynamik.) Diese Bedingung 
ist nach obigem stets erfüllt, wenn, wie auch gerechtfertigterweise nicht 
anders möglich, die Gewichtsfunktion g auf Grund der in Nr. 3 er- 
örterten Gesichtspunkte als Funktion von Parameterinvarianten allein an- 
gesetzt worden ist.‘””) Da ®# bereits früher als empirische Temperatur 
erkannt worden ist, kann man aus (81) in Übereinstimmung mit Nr. 7a 
schließen, daß 


(64) - 





-—k-T, 
log ;; 


worin k wieder durch (65) bestimmt ist. Die Entropie des betrachteten 
Körpersystems ist demnach bis auf eine willkürliche additive Kon- 
stante durch 


(85) S—-k-lg +7 


gegeben.!°) Setzt man für II das Produkt (83) der Verteilungsfunk- 
tionen aller Körper A ein, so wird 


(85a) S- I |r- 108740, a2) +7) — D8.. 


Die in $, bzw. $ auftretenden willkürlichen additiven Konstanten 
hängen offenbar mit einer Unbestimmtheit zusammen, welche der De- 
finition der Gewichtsfunktionen insgesamt und damit auch der Ver- 





157) Notwendig, weil der eventuell existierende integrierende Faktor neben 
% sonst auch noch die Parameter der verschiedenen Körper A enthalten müßte, 
was seiner Eigenschaft, ebenso wie % allein als empirische Temperatur gelten 
zu können, widerspricht. 

158) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, $ 2; vgl. auch Anm. 48). 

159) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, $8; A. Smekal, Phys. 
Ztschr. 19 (1918), p. 137, 200; Wien. Anz. 1921, p. 126; Verh. Deutsch. Phys. 
Ges. (3) 2 (1921), p. 47; G@. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 693; 
N. Bohr [2], p. 11. 

160) Vgl. z.B. C.@. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823. 
61* 
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teilungsfunktionen anhaftet: Multipliziert man g mit einem beliebigen 
konstanten Zahlenfaktor, so erhalten auch die F’4(&, a*) diesen Faktor, 
ohne daß sich an den bisherigen Betrachtungen auch nur das Geringste 
ändern würde.’®) Ebenso können die im Falle stetiger Gewichtsfunktionen 
eingeführten unbestimmten Maßfaktoren @ (vgl. z.B. (47), (34aa), (58 bb)) 
stets mit den unbekannten Entropiekonstanten vereinigt gedacht werden. 
Auf die Bedeutung der letzteren für das chemische Verhalten der Gase 
und das Gesetz ihrer Sättigungsdrucke kann erst in Nr. 25 eingegangen 
werden. 

Die Beziehung (85a) bringt zum Ausdruck, daß die Entropie eines 
in thermodynamischem Gleichgewichte befindlichen Systems warmer 
Körper gleich der Summe ihrer Einzel-Entropien ist. Hält man an 
der Definition 


E 
(86) S,=k-logF4(d, a*) + 7 —+- const. 


auch für Nicht-Gleichgewicht fest, so ist leicht einzusehen, daß bei ge- 
eigneter Verfügung über die willkürliche Konstante (Nr. 27) in 


(87) S,+%<8,43 


das Gleichheitszeichen nur im Falle des Wärmegleichgewichtes zwischen 
A und B gelten kann. Man hat nämlich im allgemeinen 


1 .$, = logF,($4, a*) — Ei: log94, 


wobei $#, für den thermisch isolierten Körper A nach (40), (40A) 


oder (40B) durch 
E Olog F,($ ,,«a*) 
a 0%, 





bestimmt ist; letztere Beziehung besagt aber nichts anderes, als daß 
S, für die vorgegebene Energie E, an der Stelle = #, ein Minimum 
besitzt. Es ist also jedenfalls für 9 = #,, 9 

-Sı <logF,(#) — Ei log $ 

und 


arm ar 


“ < log F3z(#) je Ez log». 


Die Vereinigung dieser beiden Ungleichungen ergibt daher für konstant 
gehaltene Energiesumme die Behauptung (87), womit die Irreversibilität 
des Wüärmeausgleiches von A und B im makroskopischen Sinne bewiesen 
ist.1%) Die in Nr. 7b näher behandelte Tatsache der Schwankungen 


161) Wie Darwin und Fowler (vgl. die vorige Anm.) hervorheben, hätte 
die Funktion 2=S$-+b.E die gleiche Eigenschaft der Zunahme, wobei b eine 
universelle Konstante bedeutet. Würde man daher darauf ausgehen, eine Funk- 


8. Die statistische Form des II. Hauptsatzes der Thermodynamik. 945 


des Energieinhaltes aller miteinander in thermischem Gleichgewichte 
befindlichen warmen Körper zeigt hingegen, daß von einer solchen 
Irreversibilität im molekularen Sinne keine Rede sein kann'?); die 
mittels (86) statistisch definierte Entropiegröße schwankt zugleich mit 
dem mittleren Energieinhalte des betrachteten warmen Körpers. 

Bezeichnet man mit Planck!) die charakteristische Funktion eines 
warmen Körpers, wenn 7 und die Parameter a* (Volumen usw.) als 
dessen unabhängige Zustandsvariablen gewählt werden, mit (7, «*), 
so ergibt die makroskopische Thermodynamik 








1 ey 
A=T..n 
88 EEE 
(88) E— 7°. 7 
or 
S-#+1.5, 
wobei # mit der freien Energie‘) F des Körpers durch 
(88a) er 


zusammenhängt. Der Vergleich von (88) mit den Beziehungen (84), 
(84a) und (85a) zeigt, daß, abgesehen von willkürlichen additiven 


Konstanten, allgemein 
Y—k-logII, 


tion dieser Eigenschaft allein statistisch aufzubauen und als statistisches En- 
tropieanalogon zu wählen, so würde die makroskopisch-thermodynamische Be- 
28: „1 
öE T 
dies gilt für alle Vereinigungs- und Trennungsüberlegungen bei konstanter Energie. 
Vgl. ferner K. F. Herzfeld, Wien. Ber. (IIa) 122 (1918), p. 1553. 

162) Siehe auch Nr. 4 Ende. — Über die Gültigkeitsgrenzen des II. Haupt- 
satzes vergleiche man insbesondere M. v. Smoluchowski, Göttinger Vorträge über 
die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizität, Leipzig 1914, p. 88—121, 
ferner Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 1069; Wien. Ber. (Ila) 124 (1915), p. 339. 

163) M. Planck [1], $ 127; Thermodynamik, 6. Aufl., Leipzig 1921, $ 152a. 

164) Genauer: Freie Energie bei konstantem Druck (Eucken). — Zur Ver- 
anschaulichung von # kann man sich auf Grund von (89) den ganzen zellen- 
bedeckten Teil des u-Raumes mit der Dichte 


gEı+E,,) 


ziehung für T keine bestimmte Festlegung durch $ herbeiführen können; 


für jede Zelle belegt denken. Dann ist z. B., im Falle eines Gases, das „Ge- 
samtgewicht‘“ des u-Raumes identisch mit der Verteilungsfunktion F'($) (34) für 
&=%#% und gleich 77 
e N:k, 

Bezüglich einer näheren Diskussion der statistischen Formeln für die verschie- 
denen thermodynamischen Funktionen vgl. man insbesondere K. F. Herzfeld, 
Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 139; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 23 (1922), 
p. 95 oder V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. 5. 
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bzw. für jeden einzelnen Bestandteil A des thermischen Systems 


(89) Y,=k-logFı(T, a*); 
die freie Energie F, von A wird 
(89a) FA=—k-T:-logF;(T, a*). 


Mit Rücksicht auf die Bedeutung der zur Ableitung von (85) heran- 
gezogenen Boltzmannschen Verteilung (vgl. Nr. 4 Ende) möge auch 
an dieser Stelle ausdrücklich betont werden, daß diese, wie überhaupt 
alle statistischen Ergebnisse strenggenommen keineswegs die wirklichen 
. Werte der betreffenden makroskopisch-thermodynamischen Größen dar- 
stellen, oder deren Zeitmittelwerte über praktisch unendlich lange Be- 
obachtungsdauern. Obige Beziehungen geben vielmehr nur deren wahr- 
scheinlichste zeitliche Mittelwerte an und es ist innerhalb der Statistik 


prinzipiell unmöglich, beliebig große Abweichungen von ihnen auszu- 
schließen. 16°) 


8b. Das Boltzmannsche Prinzip. Anstatt die Begründung der 
statistischen Form des Entropiesatzes in Anlehnung an die Ergebnisse 
der exakten Methode von Nr. 5a vorzunehmen, hätte man sich auch 
unmittelbar jener des in Nr. 5b skizzierten älteren Verfahrens bedienen 
können. Dieses letztere gestattet überdies dem Ausdruck für die En- 
tropie jene andere, weitverbreite Deutung zu geben, welche den Inhalt 
des sogenannten Boltemannschen Prinzips ausmacht. Aus der auch für 
ganz beliebige statistische Gebilde gültigen Gleichung (44a) kann 
nämlich unmittelbar die Gleichheit der vollständigen Differentiale 


dlogR(Zu) —d{—e:-N +8, -E} 


abgelesen werden, wenn man bedenkt, daß unter allen überhaupt 
denkbaren und ganz beliebigen, in (44a) zulässigen Änderungen ÖN, 
auch jene vorkommen müssen, welche einer infinitesimalen Energie- 
änderung dE und umkehrbar unendlich langsamen Arbeitsleistung 
< A da* entsprechen. Mittels (20a) und (45) wird — oN, abgesehen 


von Gliedern, welche von E und den a* unabhängig sind, unschwer 


165) Siehe auch Anm. 80). Demgegenüber hat Planck mehrfach die An- 
sicht vertreten, daß es dem Physiker frei steht, durch eine besondere physikalische 
Zusatzannahme solche Abweichungen auszuschließen, welche eine Verletzung des 
anerkannt eindeutigen Ablaufes der makroskopischen Erscheinungen hervorrufen 
würden. Vgl. IV 32 (P. und T. Ehrenfest), Nr. 30, ferner Anm. 1). 

166) Mittels dieser Beziehung und der Stirlingschen Formel (43) läßt sich 
nach K. Lichtenecker, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 236 die Entropie 
nur mit einer Unsicherheit von mehr als Y,°/, ermitteln. Da Lichtenecker die 
Stirlingsche Formel selbst nicht benutzt, gilt seine Abschätzung auch für die 
erste Näherung von (85) bzw. (86). 
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zu log[F(e°:, a*)]Y bzw. für das oben betrachtete Gesamtsystem 
nach (83) zu log IT bestimmt; dann ergibt die auf (82a) gegründete 
5 

9.00 —=dlogR(Zy;) 
und daher wegen (64) und (85) bzw. (86) 
(90) $S—=k-logR(Zyz) + const.!%) 


Hierbei bedeutet Zyz (vgl. p. 909) jene Zustandsverteilung des be- 
trachteten statistischen Gebildes (Körpersystem oder einzelner warmer 
Körper), welche die „Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten“ R(Z)'°) 
oder die „thermodynamische Wahrscheinlichkeit“ nach Planck!) zu 
einem Maximum macht. In der Form (90) besagt das Boltzmannsche 
Prinzip also, daß die Entropie bis auf eine willkürliche additive Kon- 
stante durch den k-fachen Logarithmus der (thermodynamischen) Wahr- 
scheinlichkeit der mit den gegebenen äußeren Bedingungen verträglichen 
Zustandsverteilung maximaler Komplexionsanzahl gegeben sei.) Wie 
die Resultate von Nr. 5b zeigen, kann man übrigens an Stelle von 
R(Zy») in (90) nach Belieben auch R oder R(Z,) (für die zeitlich 
mittlere Zustandsverteilung Z,,) setzen, ohne das ja stets nur asympto- 
tisch ausgewertete Ergebnis derselben irgendwie zu verändern. Schließ- 


Beziehung (81a) wegen #, = log 


167) Vgl. z.B. Gl. (29), (36), (29 A). 

168) Vgl. Anm. 29). — Eine andere, auf einem Vorschlag von D. Hübert 
beruhende Definition der „thermodynamischen Wahrscheinlichkeit“, zu deren 
Begründung man zweier verschiedener Zelleneinteilungen des u-Raumes bedarf, 
wird von D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321 benutzt. Sie stellt jedoch 
ebenso wie die Plancksche keine ‚echte‘ Wahrscheinlichkeit dar und eine auf 
sie gegründete Ableitung des Boltzmannschen Prinzipes analog jener von (90a) 
wäre den gleichen Einwendungen ausgesetzt, wie sie weiter unten im Texte 
näher angegeben werden. Über die Bedeutung dieser abgeänderten Definition 
vgl. man Anm. 762). 

169) Vgl. V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl), Nr. 13; IV 32 (P.und 7. Ehren- 
fest), insbesondere Nr. 28 und 29; M. Planck [1], $ 113—127. — Die in Anm. 158) 
zitierte Arbeit von P. Ehrenfest ist ursprünglich dem (oben etwas vereinfachten) 
Beweise von (90) gewidmet, ebenso A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 
200. Von den zahlreichen Arbeiten über das Boltzmannsche Prinzip seien noch 
hervorgehoben: A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1277; L. S. Ornstein, Arch. 
Neerl. (IIIA) 2 (1912), p. 78; K. F. Herzfeld, Wien. Ber. (IIa) 122 (1913), p. 1553; 
Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 785; T. Ehrenfest- Afanassjewa, Versl. Akad. Amsterdam 
26 (1918), p. 1437; P. Ehrenfest und V. Trkal, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609; 
Versl. Akad. Amsterdam 28 (1920), p. 162; M. Planck, Ann. d. Phys. 66 (1921), 
p. 365; C.@. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, $4; 
R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 (1923), p. 497; R. C. Tolman, J. Amer. Chem. Soc. 44 
(1922), p. 75; D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321. 
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lieh möge auch noch hervorgehoben werden, daß der Beweis von (90) 
ebenso wie jener von (85) bzw. (86) vollständig unabhängig von bestimmten 
Verfügungen über die Gewichtsfunktion verläuft, sofern diese wegen 
(82a) der bereits anderwärts als notwendig begründeten Bedingung 
(16) genügt. 

Im Gegensatz zu obiger, in jeder Hinsicht konsequenter Begrün- 
dung leitet Planck in seinen Darstellungen der Strahlungstheorie das 
Boltzmannsche Prinzip mittels einer eigentümlichen Methode ab, die 
in der Literatur zu mehrfachen Einwendungen Anlaß gegeben hat. 
Erblickt man mit Doltzmann das Wesen der Irreversibilität der Wärme- 
erscheinungen darin, daß die statistischen Systeme „im allgemeinen“ 
von Zustandsverteilungen „geringerer Wahrscheinlichkeit“ zu solchen 
„höherer Wahrscheinlichkeit“ überzugehen streben, so gelangt man 
dazu, „die Größe der Entropie als ein direktes allgemeines Maß für 
die physikalische Wahrscheinlichkeit“ aufzufassen. Ohne daß es not- 
wendig sein soll, diese Wahrscheinlichkeit vorher genau zu definieren, 
wird angenommen, daß $ eine universelle Funktion dieser Wahrscheinlich- 
keit W sei. Für die zwei voneinander als vollkommen unabhängig 
(thermisch isoliert) vorausgesetzten warmen Körper A und B wird 
auf Grund des Ansatzes 


S.:=/f(W)), S=f(W;) 


sowie aus dem Multiplikationstheorem der Wahrscheinlichkeiten unab- 
hängiger Ereignisse 


S4u43= Sı + Ss=f(Wars) =f(Wa- W5) 
gefolgert und aus dieser Funktionalgleichung 
(90a) S=k-logW 


abgeleitet, wobei in (90a) entgegen (90) keine willkürliche additive 
Konstante mehr auftreten kann. Indem Planck eine bestimmte Zellen- 
einteilung des u-Raumes und die konstante Gewichtsfunktion Eins 
axiomatisch festlegt, wird die bisherige „echte“ Wahrscheinlichkeit ohne 
nähere Rechtfertigung mit Bezug auf die zeitlichen Vorgänge an dem be- 
trachteten System, hinterher durch die Definition der „thermodynami- 
schen“ Wahrscheinlichkeit R(Zuz) ersetzt. Obwohl die Größen R(Zus) 
sehr große, stets ganze Zahlen darstellen, muß es also stillschweigend als 
unbedenklich angesehen werden, auf sie das oben benutzte Multiplikations- 
theorem „echter Wahrscheinlichkeiten“ unabhängiger Ereignisse anwenden 
zu können. Auf diese Art gelangt man wieder zu (90), wobei aber 
die willkürliche Konstante wegen der Verfügung über die Gewichts- 
funktion bereits zu Null festgelegt erscheint. 
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Obige Darstellung des Planckschen Gedankenganges läßt durch 
die Hervorhebung der dabei notwendigen, einer besonderen Begründung 
entbehrenden Annahmen die Angriffspunkte der meisten gegen ihn 
erhobenen Einwendungen erkennen. Hat man aber einmal die uni- 
verselle Bedeutung von R(Zuz) mit Rücksicht auf die Zeitgesamtheit 
der betrachteten beliebigen statistischen Gebilde klargestellt (Nr. 4, 5b), 
so läßt sich der größte Teil seiner übrigen Schwierigkeiten vermeiden, 
wenn es gelingt, an Stelle der „thermodynamischen“ Wahrscheinlich- 
keiten mit „echten“ zu operieren. Hierzu wäre es zunächst am nahe- 
liegendsten, wie in der Thermodynamik überhaupt, nur Entropiediffe- 
renzen zu betrachten, in welchem Falle bei gegebener Gesamtenergie 
sowohl (90) als (90a) zu 
/ ’ „ R(Z) 

(90) S—$S"— %-log [>] ] 
führen, da dann z. B. nach (36) allgemein für beliebige Zustandsver- 
teilungen W(Z) = a 


R(Zyz) und R a aber das Maximum von en stets Eins, so daß 


ist. Wegen der asymptotischen Gleichheit von 


man bei Verwendung echter Wahrscheinlichkeiten für das innere thermo- 
dynamische Gleichgewicht eines isolierten warmen Körpers aus (90a) 
stets $— 0) erhalten müßte. Diese Schwierigkeit fällt dagegen sofort 
weg, wenn man den betrachteten warmen Körper A in thermische 
Berührung mit einem sehr großen System oder Wärmereservoir W 
bringt (vgl. Nr. 7b Ende). Jetzt wird nämlich (vgl. z.B. (29A)) 


BEN) RR) 





I aan 





Rııw i 
2,e”) 
wobei der Faktor 7 für ein sehr großes Gebilde W als von 
A+W 


den Zustandsverteilungen Z® unabhängig angesehen werden kann. Die 
„echte“ Wahrscheinlichkeit W, wird so bis auf einen von A unab- 
hängigen Faktor gleich der „thermodynamischen“, und die Aufsuchung 
ihres Maximalwertes kann nun wie bei Planck erfolgen. 


9. Bestimmung von Gewichtsfunktionen auf Grund experimen- 
teller Ergebnisse. Existenz diskreter stationärer Quantenzustände. 
Wie aus (88) und (89) bereits hervorgegangen ist, lassen sich sämt- 
liche thermodynamische Größen eines warmen Körpers A durch Ver- 
mittlung der Planckschen Funktion # statistisch auf seine Verteilungs- 
funktion F,(T, a*) zurückführen. Dieses fundamentale Ergebnis ermög- 
licht prinzipiell die Bestimmung der in die F, eingehenden Gewichts- 
funktionen und Molekülenergien, sofern die makroskopisch- thermischen 
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Größen empirisch gegeben sind. Wie die Ergebnisse von Nr. 6b über die 
Gewichtsfunktion der Hohlraumstrahlung gezeigt haben, wird man im 
allgemeinen nicht einmal erwarten dürfen, mit stetigen Gewichtsfunk- 
tionen das Auslangen zu finden. Um auch die Unstetigkeiten der Ge- 
wichtsverteilung ermitteln zu können, setzt man die allgemeine Ver- 
teilungsfunktion (34a) der inneren Bewegung der Moleküle am ein- 
fachsten als Stieltjessches Integral an, in der Form 


(348') Fe) — fertR.dg, 
N 


wobei =, gesetzt ist.!!%) R. H. Fowler‘) hat nun in Weiter- 


führung eines Gedankens von Poincare zeigen können, daß für der- 
artige Integrale ein Umkehrtheorem analog dem bekannten Fourier- 
schen Integraltheorem gilt. Dieses ergibt, auf (34a) angewendet, den 
Zusammenhang zwischen g’ und der Molekülenergie E in der Gestalt: 


@t+iso 


‚ 1 ıE dr 
(91) Fer, 


- ‚@—i0 


wobei « eine beliebige positive reelle Zahl bedeutet, die einen ge- 
wissen Grenzwert nicht unterschreiten darf.) Aus (91) entnimmt 


170) Wie man sieht, wird die bisherige Rolle von g hier nun von dg’ über- 
nommen (vgl. auch den Ansatz (46) und (34aa)). Die a priori-Häufigkeit dafür, 
daß die Energie E eines Moleküles zwischen E, und E, (>E,) gelegen sei, 
wird jetzt durch g’(E,) — g’(E,) gemessen. 

171) R. H. Fowler, Proc. Roy. Soc. A 99 (1921), p. 462. Eine Behandlung 
der Integralgleichung (34a) findet sich in allem Wesentlichen aber bereits 1859 bei 
B. Riemann, Ges. Werke, II. Aufl., p. 149 (vgl. hierzu auch die Note von H. Weber, 
p- 154), und hat seither oftmalige Anwendung namentlich in der analytischen 
Zahlentheorie gefunden. Siehe etwa H. Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 

172) Die genaueren Festsetzungen und Voraussetzungen hierfür sind die 
folgenden: g’ sei eine monoton-zunehmende Funktion von E für alle in Betracht 
kommenden Werte von E, welche in jedem endlichen Intervall (E,,, E,) nur 
eine endliche Anzahl von Sprungstellen besitzt. Die Größe der zugehörigen 
Sprungwerte bei E, sei j,, wobei E,>00, wenn i>00. Unter) /f(E)- dgy (E) 
werde nicht das allgemeinste Stieltjessche Integral verstanden, sondern dieses 
Integral gleich I f(E) ii + /r® SE. dE gesetzt, wobei eu existieren und 
stetig sein soll, abgesehen von einer endlichen Zahl von Stellen in jedem end- 
lichen Intervalle (Z,,, E,), in welchem es auch beschränkt sein muß. Wenn 


überdies co © 
u 7 -ıE,dg 
>: e ‚und e ÄE dE 
0 -a 


für r=y, konvergieren und a so gewählt wird, daß in (- a,0) keine Sprung- 
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man, daß F‘(r) als komplexe Funktion ihres Arguments gegeben sein muB, 
was im allgemeinen nur annäherungsweise der Fall sein wird, wenn F(r) 
auf Grund der experimentellen Ergebnisse durch eine empirische Formel 
dargestellt werden konnte; indessen läßt sich diese Schwierigkeit — 
wenn erforderlich — auch vermeiden und g’ als Funktion von E 
direkt mit Benutzung bloß reeller Tabellenwerte für F(r) bestimmen.'”®) 

T'hermische Grenzgesetze für hinreichend hohe Temperaturen. 
Um die Anwendbarkeit der obigen Methode zu illustrieren, möge zu- 
nächst auf das Verhalten der verschiedenen warmen Körper einschließ- 
lich der Strahlung bei hinreichend hohen Temperaturen eingegangen 
werden. Erfahrungsgemäß wird die spezifische Wärme bei konstantem 
Volumen sowohl bei festen Körpern (Dulong-Petitsches Gesetz) als bei 
ein- und mehratomigen Gasen für hohe Temperaturen konstant!’*) und 


En ergibt sich aus 
(88), daß der thermische Energieinhalt (abgesehen von der hier be- 
langlosen Energiekonstante) in diesem Grenzgebiete proportional der 
absoluten Temperatur wird, was nach ‚dem Rayleigh-Jeansschen Grenz- 
gesetze (Tla) für lange Wellen und hohe Temperaturen auch für die 
Hohlraumstrahlung zutrifft. Aus (88) und (89) folgt dann, daß die 
Verteilungsfunktion der Teilsysteme für diese Arten thermischer Systeme 
pro Freiheitsgrad entweder der absoluten Temperatur oder deren Quadrat- 


wurzel proportional wird.1%) Man hat demnach Fr) proportional 


1 1 
— oder —- und findet allgemein 


Vr 
(92) g = const (lim 7’ — oo). 


werte von g’ vorkommen, sei nun 


Fl) fe .ag(B). 


zwar gleich x bzw. 5 pro Freiheitsgrad. Da cy = 


Dann ist F'(r) holomorphjfür alle Punkte der komplexen Halbebene, für welche 
der reelle Teil von r größer als y, ist, und man hat 

vatE 
a) IEa+Y+HE-0)- 9-0) = Im „U. (Fo-er.. 
2 I>» 2 mi, T 


wobei y>y., 7>0. AR 

173) R.H. Fowler, l.c.$5. Vgl. auch C. @. Darwin und R. H. Fowler, 
Phil. Mag. 44 (1922), p. 823. 

174) Der Einfluß anharmonischer Schwingungen und des Schmelzens bei 
den festen Körpern und der der beginnenden Dissoziation bzw. Ionisation bei 
den Gasen, welche unter Umständen ein Überschreiten dieser konstanten Grenz- 
werte zu bewirken oder deren Erreichen zu verhindern vermögen, kann hier 
außer Betracht bleiben. 

175) Bezüglich der Hohlraumstrahlung vgl. (58bb) in Verbindung mit (64); 
das gleiche gilt für den Festkörper. 
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Für hohe Temperaturen verhält sich die Gewichtsfunktion aller hier be- 
trachteten thermischen Systeme wie eine Konstante, in vollster Überein- 
stimmung mit der in Nr. 3 (D) angeführten Gleichhäufigkeitsbehauptung 
(b;) der älteren statistischen Mechanik, in welcher diese allerdings auch 
für beliebig tiefe Temperaturen unverändert in Geltung bleiben sollte, 
Das gleiche Ergebnis hinsichtlich der Translationsbewegung der Gase 
allein, für beliebige Temperaturen bis herab zum hypothetischen Ent- 
artungsgebiet (s. Nr. 19, 24e) ist bereits in Nr. 3, Ende und Nr. 5e 
vorweggenommen worden.!'®) 


Die Energieverteilung im Normalspektrum der Hohlraumstrah- 
lung. Eine das thermische Verhalten für beliebig hohe und tiefe Tem- 
peraturen gleichmäßig gut darstellende, vollkommen selbständige und 
empirisch gesicherte Beziehung besitzt man nur für die Hohlraum- 
strahlung: das für die Quantentheorie fundamentale Plancksche Strah- 
lungsgesetz.‘‘') Die neuesten, zur Prüfung dieser Beziehung angestellten 
Messungen von Rubens und Michel haben ergeben, daß der Ausdruck 


8rhv® 1 
(93) 0 


PR | 





die beobachteten Größen innerhalb der 1%, betragenden Meßgenauig- 
keit vollständig darstellt.) Durch diese Untersuchung müssen die 
auf Verarbeitung der gesamten älteren experimentellen Literatur ge- 
gründeten Schlüsse von Nernst und Wulf zugunsten einer Strahlungs- 
formel von der Gestalt 

8uhv? 1 


(93a) (re rent 


kT_q 





als wenigstens innerhalb der zuletzt erreichten Meßgenauigkeit wider- 


legt Bellen; « sollte nämlich für große und kleine Werte von 7 





176) Vgl. dazu auch die auf p. 927 und in Anm. 131 über den @leichver- 
teilungssatz der Energie gemachten Bemerkungen. 

177) M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19. Okt. 1900, p. 202. Zur 
Geschichte dieser Strahlungsformel vgl. man insbesondere die 1. Auflage von 
M. Planck [1] (1906), sowie den Planckschen Nobelvortrag: „Die Entstehung und 
bisherige Entwicklung der Quantentheorie“, Leipzig 1920 (Barth) oder M. Planck, 
Physikalische Rundblicke, Leipzig 1922 (Hirzel). 

178) H. Rubens und @. Michel, Berl. Ber. 1921, p. 590; Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 569. Spätere Messungen im Ultraviolett nach einer lichtelektrischen 
Methode übertreffen diese Untersuchung nicht an Genauigkeit und befinden sich 
mit ihr innerhalb der Fehlergrenzen völlig in Übereinstimmung. Vgl. E. Osäszär, 
Programm der Hochschule in Päpa 1918, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 220; 
E. Steinke, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 215. 
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gegen Null konvergieren, dazwischen aber einen maximalen Wert von 
7%, erreichen.) 
Sieht man (953) als exakt an, so folgt daraus mit Rücksicht auf (53b) 


(94) Fon) = am 0 Ir Tonhr 
und zufolge (91) [bzw. (91”)] oder durch eh Vergleich mit (58) 
nh+te 
lim [9(E)-dE — CC n=0,1,2,..,00), 
nh—3 
wobei E die Energie einer beliebigen Hohlraumeigenschwingung von 
der Frequenz v» bedeutet und die Konstante C' willkürlich bleibt.!°) 
Hierfür kann auch einfacher geschrieben werden 


g=C=const. fir E=n-hv (n=0,1,2,...,%) 
(95) n a Dort ’ 
a=0 für E+E,.') 


Die Gewichtsfunktion der Hohlraumstrahlung ist demnach unstetig. Jede 
ihrer Eigenschwingungen besitzt entweder überhaupt keine Energie oder 
einen Energiebetrag, welcher einem ganzzahligen Vielfachen des „Energie- 


179) W. Nernst und Th. Wulf, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), 
p. 294. Auf diese Arbeit sei ferner hinsichtlich aller älteren, zur Prüfung der 
Planckschen Formel angestellten experimentellen Untersuchungen verwiesen. Bis 
1909 sind diese auch in V 23 (W. Wien), Nr. 12 besprochen. 

180) Vgl. Anm. 93). 

181) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91; H. Poincare, J. d. Phys. 
(5) 2 (1912), p. 5; M. Planck, Acta math. 38 (1921), p. 387; R.H. Fowler, Proc. 
Roy. Soc. A 99 (1921), p. 462. — Obige Analyse, bei Poincare mittels des ge- 
wöhnlichen Fourierschen Integraltheorems durchgeführt, enthält eine Lücke, 
welche durch die oben angeführte Erweiterung desselben durch Fowler vermie- 
den werden kann. Auf Grund von (91’) findet man im einzelnen 


y+ti» 
a C.eE, dr 
SW (EL) + E-0)-9-0- er 
y-i» 
re y+io 
Pe Fa e-lp+NAv-E] dr 
“im mi) Ii-emi'z 
YZie Yy-io 


Das erste Integral auf der rechten Seite gibt O(p-+1) für phv< E<(p+1)hv 
und O(p+ 4%) für E=phv, das zweite hingegen verschwindet. Zufolge Anm. 170) 
hat man also für die a priori-Häufigkeit dafür, daß die Energie einer Hohlraum- 
eigenschwingung im Intervall (E,, E,) gelegen ist, 

A gE)—gEI)—0 für pıvr<E,<E,<(p+1)hv 
un 


SE) EI—=O fü p—Yhr<E,<pkır<E,<w+Yhr, 
was mit (95) identisch ist. 
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quantums“ hv gleich ist'®?), wobei das diese Größe bestimmende Planck- 
sche „Wirkungsquantum“ h direkt aus den empirisch bestimmten Kon- 
stanten der Strahlungsgleichung (93) zu 6,52 - 10-2’ erg- sec berechnet 
werden kann.'®?) Alle übrigen denkbaren Energiewerte haben das Ge- 
wicht Null, kommen also, zumindest praktisch, überhaupt nicht vor. 


Trotzdem ist (95) mit dem früher für kleine Werte von 7 erhaltenen 


Grenzgesetze (92) wohl verträglich. In diesem Falle haben für die 
Strahlungsformel vor allem jene unter den ausgezeichneten Werten 
von (95) Bedeutung, für welche n sehr groß ist; sind n’ und n” 
zwei solche Anzahlen, für welche überdies n’ — n’<n‘, n’, so wird 
Eg— Ey 

a oa 
stände, welche den ausgezeichneten Energiewerten E, entsprechen, 
rücken im Verhältnis zu diesem selbst immer dichter zusammen, so daß 
für sehr große n praktisch für jeden beliebigen Energiewert g — const. 
wird, wie in der älteren statistischen Mechanik. — Fragt man auf 
Grund des Ergebnisses (95) nach jener Struktur der u-Ebene (56) 
bzw. (56a), die gewählt werden muß, um bei Annahme von (95) das 
Plancksche Strahlungsgesetz (93) abzuleiten, so ist klar, daß jede be- 
liebige Ellipseneinteilung (56) zulässig sein wird, in deren Zellen 
höchstens je eine u-Kurve mit von Null verschiedenem Gewicht g vor- 
kommt. Setzt man z. B. ha—=n-h und rechnet die äußere Begrenzung 
der Zellen als nicht mehr zu ihnen gehörig"), so wäre das ebenso 


mit wachsenden x’, n” beliebig klein, die Schwingungszu- 


182) Diese Aussage ist wesentlich von jener zu unterscheiden, daß auf jede 
Eigenschwingung nur eine ganze Anzahl selbständiger „Lichtquanten“ A» ent- 
fallen könne. Vgl. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys 36 (1911), p. 91, $ 14, insbeson- 
dere p. 112/114; s. auch Anm, 226), ferner @. Krutkow, Phys. Ztschr. 15 (1914), 
p. 138, 363 und P. Ehrenfest und H. Kamerlingh Onnes, Ann. d. Phys. 46 (1915), 
p. 1021, Anhang, sowie Anm. 545). 

183) Vgl. z. B. M. Planck [1] $ 164, wo aus den älteren Messungen genauer 
h = 6,525 - 10?” abgeleitet wird. Aus den neuesten Messungen von Rubens und 
Michel, s. Anm, 178), hat @. Michel, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 285, h = 6,521 - 107*? 
berechnet. — Über sämtliche Methoden zur Bestimmung von h und deren Er- 
gebnisse bis Mai 1920 berichtet zusammenfassend R. Ladenburg, Jahrb. d. Rad. 
17 (1920), p. 93, 273 und erhält als besten Mittelwert h = 6,54 - 10?’ mit einer 
Unsicherheit von etwa 2 Promille. 

184) Eine derartige Zelleneinteilung ist z. B. von M. Planck [1] und auch 
bei fast allen übrigen Ableitungen des Strahlungsgesetzes zugrunde gelegt wor- 
den, welche hierzu Oszillatoren oder Hohlraumeigenschwingungen benutzen; in 
den ersten drei Auflagen des Planckschen Buches wird (95) dabei für die soge- 
nannte I. Fassung der Planckschen Quantentheorie als Postulat an die Spitze ge- 
stellt und ebenso bei den meisten anderen Autoren. Von derartigen Ableitungen 
seien noch hervorgehoben: P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528; P. Debye, 
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zulässig, wie zz B h—= (n— !)h; man kann die Zellen aber auch 
beliebig schmal wählen, so daß nur wenige von ihnen überhaupt 
Phasenpunkte enthalten können oder allein mit den durch (95) aus- 
gezeichneten u-Ellipsen E,—=n-hv operieren. — 

Die fundamentale Bedeutung, welche das Ergebnis einer unste- 
tigen, nur diskrete, von Null verschiedene Werte aufweisenden Gewichts- 
funktion der Hohlraumstrahlung für die gesamte Theorie der Materie 
erhalten hat, läßt es wünschenswert erscheinen, auch die statistischen 
Grundlagen einer Strahlungsformel zu ermitteln, welche im Sinne von 
(93a) von der Planckschen Formel abweicht!'?), wobei « eine will- 


Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427; P. Ehrenfest und H. Kamerlingh Onnes, Ann. d. 
Phys. 46 (1915), p. 1021; A. Szarvassi, Denkschr. Wien. Akad. 95 (1918), p. 391; 
L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 116, 166; J. Kunz, Phil. Mag. 45 (1923), 
p. 300; $. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178. Bemerkenswerterweise 
ist sich von allen Autoren nur Szarvassi dessen bewußt gewesen, daß die 
Anwendung der statistischen Formeln von Nr. 5 und 6 auf die Quantentheorie 
der Hohlraumstrahlung die Ersetzbarkeit einer Zeitgesamtheit durch eine Raum- 
gesamtheit zur Voraussetzung hat. Da die Untersuchung von v. Mises (Anm. 81), 
auf Grund welcher diese Sachlage in Nr. 4 geklärt worden ist, damals noch 
nicht vorlag, formulierte Szarvassi eine eigene, der Planckschen Quantentheorie 
angepaßte Voraussetzung, welche die Rolle der Quasiergodenhypothese in der 
älteren statistischen Mechanik (Nr. 1) zu übernehmen bestimmt war; weil von 
der „Bahnkurve“ des statistischen Gebildes im I’-Raume bei grundsätzlicher End- 
lichkeit des Volumens der u-Raumzellen und konstanter Gewichtsfunktion hier 
nur mehr verlangt werden mußte, daß sie nach genügend langer Zeit in jede 
der nun ebenfalls endlichen T-Raumzellen gelange, und zwar durchschnittlich in 
jede Zelle gleich oft (anstatt jedem Punkte der Energiefläche immer wieder be- 
liebig nahezukommen), hat Szarvassi derartige Gebilde ergozonal genannt. Diese 
oder eine verwandte Annahme hätte man seinerzeit übrigens auch zur Recht- 
fertigung aller im Rahmen der inzwischen aufgegebenen II. Fassung der Planck- 
schen Quantentheorie (vgl. hierzu Anm. 191) vorgenommenen Anwendungen der 
Statistik benötigt. — Eine allgemeine, auf die Wechselwirkung von Strahlung 
mit beliebiger Materie gegründete Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes 
von größter prinzipieller Tragweite ist von Einstein gegeben worden und wird 
in Nr. 11 dargestellt. Die oben erwähnten, auf einer Oszillatoren- oder Hohl-' 
raumeigenschwingungs-Statistik beruhenden Ableitungen von (93) sind ihr gegen- 
über in der neueren Literatur etwas in den Hintergrund getreten, jedoch mit 
Unrecht; wie die Ausführungen von Nr. 6b zeigen, ist ein Großteil von den 
Grundlagen der ersteren für den Beweis des Wienschen Verschiebungsgesetzes 
unerläßlich, dessen Kenntnis die Einsteinsche Ableitung voraussetzen muß. Siehe 
ferner Anm. 224). — Vom Standpunkt einer Erweiterung der Jaumannschen Kon- 
tinuitätstheorie der Physik, welche atomistische Bilder und Modelle völlig zu ver- 
meiden bestrebt ist, hat E. Lohr, Denkschr. Wien. Akad. 99 (1924), p. 11, insbes. 
$$ 2, 3, 5 eine Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes skizziert. 

185) Abgesehen von den auf empirischen Daten beruhenden, nunmehr ent- 
kräfteten Einwendungen von Nernst und Wulf gegen (93) (s. Anm. 179), hat auf 
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kürliche, numerisch beliebig klein zu haltende Funktion von 7 be- 


deutet, die für große und kleine Werte ihres Arguments gegen Null 
konvergiert. Diese und ähnliche Fragen sind von P. Ehrenfest im 
Anschluß an seine bereits am Ende von Nr. 6b angeführten Ergeb- 
nisse untersucht und beantwortet worden. In Verschärfung der dort 
angeführten Bedingungen (A) bis (C) findet man für (93a) 


‚gel oont. für B=0, B=h-v 





g—0 für O<E<E 
(95a) I 9 beliebig für E>E, 
jedoch 
limg— (= const. für lim E50: 2 


kT 


Die Existenz zumindest einer zweiten Singularität von g ist demnach 
auch in diesem Falle nicht mehr zu umgehen. Damit zufolge (93a) 
auf eine Hohlraumeigenschwingung überhaupt Energie entfällt, muß 
diese also mindestens hv betragen. Tatsächlich sind von der Annahme 
der Wirksamkeit einer derartigen „Reizschwelle“ für die Eigenschwin- 
gungsenergie einige Autoren ausgegangen, welche bestrebt waren, die 
zur Ableitung eines brauchbaren Strahlungsgesetzes unumgänglichen 
Diskontinuitäten nach Möglichkeit zu reduzieren.!#’) Wird bloß eine 
endliche Anzahl von „Energiestufen“ in (95) zugelassen, im übrigen 


Grund der (hier freilich nicht sehr ins Gewicht fallenden) klassischen Elektro- 
dynamik auch E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 310, eine derartige 
Abweichung vom Planckschen Gesetze als möglich bezeichnet. 

186) P. Ehrenfest, 1. c. Anm. 126), $ 12 und 13, Beispiel III. — Läßt man 
hingegen die in (93) und (93a) enthaltene, im Grunde genommen wesentlich über 
jede experimentelle Kontrollmöglichkeit hinausgehende Annahme eines exponen- 
tiellen Abfalles der Nennerfunktion in der Strahlungsgleichung fallen, so kann 
die Unerläßlichkeit eines zweiten „Punktgewichtes“ (s. Anm. 117), wie Ehren- 
fest besonders hervorhebt, nicht mehr gefolgert werden. Die Annahme limg>(C 


für lim 5, >0 in (95a) entspricht dem allgemeinen Grenzgesetze (92). 


187) H.v. Jüptner, Ztschr. f. Elektrochem. 19 (1913), p. 711; J. de Boissoudy, 
Paris C. R. 156 (1913), p. 765; J. d. Phys. (5) 3 (1913), p. 385 (vgl. dazu E. Bauer, 
ebenda, p. 641; J. de Boissoudy, ebenda, p. 649); E. Osdszär, Ztschr. f. Phys. 14 
(1923), p. 342; 19 (1923), p. 213. Bei A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 
(1913), p. 551 fungierte vorübergehend eine derartige Schwellenwertenergie als 
Nullpunktsenergie [vgl. dazu die Bemerkungen von A. Eucken im Anhange zu 
„Die Theorie der Strahlung und der Quanten‘‘ (Solvay-Kongreß 1911), Halle 
1914, p. 374]. 8. ferner den Versuch von W. Nernst, Verhandl. Deutsch. Phys. 
Ges. 18 (1916), p. 83, die an (95) anschließende Quantentheorie überhaupt zu 
vermeiden. 
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aber (95a) beibehalten und diese Anzahl hinreichend groß genommen, 
so approximiert (95a) das Plancksche Strahlungsgesetz bis zu jedem 
gewünschten Genauigkeitsgrade.'°®) 


Materielle Festkörper bei beliebigen Temperaturen. Wie in 
Nr. 6b gezeigt worden ist, stimmen die Grundlagen einer statistischen 
Behandlung der festen Körper in den meisten wesentlichen Punkten 
mit jenen der Hohlraumstrahlung überein; insbesondere ist die allge- 
meine Verteilungsfunktion (58) der Eigenschwingungen von gleicher 
Frequenz in beiden Fällen dieselbe. Hinsichtlich der experimentellen 
makroskopisch-thermischen Daten, welche zur Ermittlung des Verlaufes 
der Gewichtsfunktion beim Festkörper in Betracht kommen, besteht 
aber ein wesentlicher Unterschied gegenüber der Hohlraumstrahlung: 
während es bei letzterer experimentell keine Schwierigkeiten hat, das 
Strahlungsgesetz (83) für beliebiges monochromatisches Licht empirisch 
zu ermitteln, bezieht sich die Kenntnis des Verlaufes der spezifischen 
Wärme (c,, woraus cy berechenbar) des Festkörpers als Funktion 
seiner Temperatur auf sämtliche an ihm auftretende Eigenfrequenzen 
zugleich. Wie die Prüfung der Debyeschen Theorie") an der Erfah- 
rung ergeben hat, läßt sich cy für etwa 20, meist regulär kristalli- 
sierende, chemisch verhältnismäßig einfache Stoffe!”®) mit bemerkens- 


188) E. COsaszär, ].c. Dieser Fall kann vielleicht insofern ein gewisses 
Interesse beanspruchen, als ja die Existenz von zumindest endlich vielen Energie- 
stufen (allerdings an Materie) direkt experimentell sichergestellt werden konnte 
(s. weiter unten). Um z. B. die Messungen von Rubens und Michel (vgl. Anm. 178) 
auf diese Weise innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit darzustellen, würde man 
mindestens 15 diskrete Energiewerte von (95) benötigen. 

189) V 25 (M. Born), Nr. 26, 27. 

190) Vgl. z. B. den vortrefflichen Bericht von E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 420, 450, 474, 497, 523, insbesondere Fig. 6 und die Tabellen II, 
III und V. — Auch hier muß aber natürlich, wie schon oben bei der Strahlung, 
hervorgehoben werden, daß die experimentellen Ergebnisse die exakte Gültigkeit 
eines Funktionsverlaufes (96) [eventuell in Verbindung mit (96a)] nicht zu er- 
weisen vermögen. Während jede Festkörpereigenschwingung bei exakter Gültig- 
keit von (96) nach (100) abzählbar unendlich viele Energiestufen annehmen können 
müßte, wird man hier, ebenso*wie in Anm. 188) bei der Strahlung, fragen können, 
wie vieler diskreter Energiestufen es bedarf, um den gemessenen Verlauf der spe- 
zifischen Wärme mit der Temperatur innerhalb der Beobachtungsfehlergrenzen 
wiedergeben zu können. Mit einer einzigen Schwellenwertenergie (vgl. Anm. 187), 
oberhalb welcher g = const. gesetzt wird, sucht H. v. Jüptner, Ztschr. f. Elektro- 
chem. 19 (1913), p. 711; 20 (1914), p. 10, 105, das Auslangen zu finden. Nach 
E. Csaszär, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 213 reicht beim Cu die Annahme der 
ersten, beim Ag jene der ersten und zweiten Stufe von (100) für eine befriedigende 
Wiedergabe von c, hin; indessen zeigt sich, daß die mittels solcher Darstellungen 
errechneten Werte von @, bzw. v,, [vgl. (96)] dann im allgemeinen wesentlich 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 62 
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werter Genauigkeit bis zu den REN Temperaturen durch 








8 
(96) u Nrr- Hi: en] 
darstellen, wobei 
Ä h: h-v fe) 
96‘) =,p °=ETTT 


(® Debyes „charakteristische“ Temperatur) gesetzt ist und der Zu- 
sammenhang zwischen der Gesamtzahl der Freiheitsgrade des Fest- 
körpers Nrz und der Debyeschen Grenzfrequenz v) durch (53a’) ge- 
geben wird. In einer weiteren, ebenfalls recht beträchtlichen Anzahl 
von Fällen!?®) entspricht der Verlauf von cy den Folgerungen der 
weitergehenden .Born-Karmänschen Theorie'®®), nach welcher cy durch 
Ausdrücke von der Form (96) („Debyefunktionen“) und damit additiv 
verbundene von der Gestalt 


e I 
(96a) Nrx: en (2 - on) 


(„Einsteinfunktionen“) darstellbar wird; ai Größen v, bedeuten dann 
gewisse charakteristische Eigenfrequenzen des Kristallgitters. Durch 
Integration nach der Temperatur ergibt sich für den Energieinhalt 
aus (96) 


‚ r 3 pe 
(97) E—= Nrx- ala d&£+ E,(vn), 
ö 


was sich mit Benutzung von (53a) auf die Form bringen läßt 


(97) E- r Nrx() | m. + - dv 
0 ie 


(96a) hingegen ergibt 
h 
(97 a) Nrx° Es nu sw 


kT 1 








N 


Da die bei der Integration auftretenden willkürlichen additiven Kon- 
stanten E, bzw. &, und s, im allgemeinen Funktionen von vn bzw. v 
und », sein werden und sich zeigen wird, daß sie den Verlauf der 
Gewichtsfunktion grundsätzlich zu beeinflussen vermögen, muß auf sie 
im folgenden besondere Rücksicht genommen werden. Schreibt man das 


schlechter mit den auf anderen Wegen berechneten übereinstimmen, als bei Be- 
nutzung der ursprünglichen Debyeschen Formel (96). Siehe ferner E. Schrödinger, 
Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 173; E. Csaäszdr, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 872. 
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Plancksche Strahlungsgesetz (93) mit Rücksicht auf (35b) in der Form 
1 
(93) E,— 0) -V— Nash) m — 


a 


so erkennt man, daß das Zeitmittel der Energie einer einzelnen Hohl- 
raumeigenschwingung 
(98) NO 

e&? —1 
bis auf die unbekannte additive Funktion &,(v) bezw. &,(v) mit jenem 
einer beliebigen Festkörpereigenschwingung gleicher Frequenz überein- 


stimmt. 
Wenn „= &=0, so ist der Verlauf der Gewichtsfunktion der 


Festkörpereigenschwingungen offenbar zugleich mit jenem der Hohl- 
raumeigenschwingungen durch (95) gegeben und alle im Anschluß an 
das Plancksche Strahlungsgesetz angestellten Erwägungen gelten sinn- 
gemäß auch für alle festen Körper, auf welche sich die Debye-Born- 
Kärmansche Theorie anwenden läßt. Ist &, bzw. &, hingegen von Null 
verschieden, so ist für 7=0, E=E, bzw. e= :,, und der Körper 
sowie auch jede seiner Eigenschwingungen besitzen eine Nullpunkts- 
energie. An Stelle der Verteilungsfunktion (94) erhält man jetzt 
Bi 

(99) Fe, v) Ei RT =(Ü PA +n-hr). 
Wie der Vergleich mit (94) und (58) zeigt, ergibt sich für die Ge- 
wichtsfunktion 

6 g=(=eont. fü E=s+tn-hv (n=0,1,...,00) 
aa 2 für E+ ER. 
g ist also beim festen Körper auch im Falle des Vorhandenseins einer 
Nullpunktsenergie nur an einer Reihe isolierter Stellen von Null ver- 
schieden, nämlich für jene Schwingungszustände der Eigenfrequenzen, 
welche einem Energiebetrag der Wertereihe Ef}, E#,...,E#,... ent- 
sprechen. Alle übrigen, zufolge der makroskopisch-mechanischen Be- 
wegungsgleichungen in gleicher Weise zulässigen Schwingungszustände 
besitzen das Gewicht Null.'”) Indem man sie wegen ihres praktischen 











191) M. Planck hat in der sogenannten „zweiten Fassung“ der Quanten- 
theorie (s. die II. Auflage von [1], 1913, ferner die IV., 1921) versucht, den Fall 
&, —=4h:-» auf Grund klassisch-elektrodynamischer Kompromißhypothesen zu be- 
gründen. Diese, von ihrem Urheber inzwischen wenigstens hinsichtlich ihrer 
extremen Form zurückgenommene Fassung [s. M. Planck, Die Naturwissenschaften 
11 (1923), p. 535], ist übrigens auch mit der Statistik nicht ohne weiteres in Einklang 
zu bringen. Nach der „zweiten Fassung“ sollten nämlich z. B. auch alle Schwin- 
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Nicht-Auftretens als nichtstationär ansieht, bezeichnet man die in (95) 
bzw. (100) durch das Eingehen des Planckschen Wirkungsquantums 


gungszustäinde von Festkörpereigenfrequenzen möglich sein, welchen eine von 
den E, (95) bzw. EX (100) verschiedene Energie zukommt, und zwar sollten im 
Mittel alle solchen Zustände, für welche E,_ ,<ESE, ist, gleich häufig vor- 
kommen. Nach Planck wäre daher innerhalb dieser Theorie die Gesamtzahl der 
Kigenschwingungen, für welche E,_,<ESE, ist, proportional 
En En-1 

2:7 








e 
zu setzen gewesen. Nun treten aber zufolge der Boltzmannschen Verteilung 
(Nr. 5, 6) die !Eigenschwingungen von 'der Energie E mit der zeitlich-räum- 
lichen Relativhäufigkeit 

E 
UT, 
auf, so daß grundsätzlich nur infinitesimal benachbarten Energiewerten gleiche 
Relativhäufigkeiten entsprechen können. Die genannte Annahme von Planck 
sollte nun aber für die prinzipiell endlichen Energieintervalle (E,_,, E,) gelten 
und könnte daher nur zu einem unechten, vom jeweiligen Anfangszustande ab- 
hängigen Wärmegleichgewicht des betrachteten statistischen Gebildes führen. Zu 
einem Ausweg aus diesen Schwierigkeiten kann man mit K. F. Herzfeld, Wien. 
Ber. (IIa) 121 (1912), p. 1449, nur dann gelangen, wenn man die mit den Energie- 
werten E ausgestatteten Schwingungszustände von vornherein als voneinander 
statistisch abhängig ansieht, was auf eine Modifikation der statistischen Grund- 
lagen hinausläuft. 

Durch die bereits mehrfach zitierte Untersuchung der statistischen Grund- 
lagen des Planckschen Strahlungsgesetzes von P. Ehrenfest war im Grunde ge- 
nommen bereits 1911 (also im Entstehungsjahre der „zweiten Fassung“ und ohne 
ihre Kenntnis) gezeigt worden, daß die „zweite Fassung‘ der gewöhnlichen Statistik 
widerspricht und keine legitime Ableitung des Planckschen Ausdruckes (98) mit 
2, —=4h:-» ermöglichen kann. Ein Jahr darauf hat H. Poincare, J. d. Phys. (6) 
3 (1913), p. 5 diese Frage direkt behandelt und das negative Ergebnis formuliert. 
Die in Anm. 181) erwähnte Lücke seines Beweises hat M. Planck, Acta math. 38 
(1921), p. 387 den Anlaß zu einem Versuch geboten, der angefochtenen Ableitung 
einen neuen Beweisgrund zu geben. Die in Anm. 181) angedeutete Fowlersche 
Beweisführung, angewendet auf den Fall einer Nullpunktsenergie ,—=}h:», 
widerlegt nunmehr jeden derartigen Versuch endgültig, indem sie eindeutig zu 
(100) führt. 

Allerdings muß man sich aber auch darüber im klaren sein, daß Ergeb- 
nissen wie etwa (95) und (100) in letzter Linie doch nur größenordnungsmäßige 
Bedeutung zukommen kann. Würde man z. B. annehmen wollen, daß die mitt- 
leren „Lebensdauern“ der oben ausgeschlossenen Zwischenzustände um minde- 
stens drei Größenordnungen geringer sind als jene der Quantenzustände, so findet 
man leicht, daß ein derartiges Verhalten bisher weder bei den Strahlungs- 
messungen, noch bei jenen der spezifischen Wärme der Festkörper hätte be- 
merkt werden können. Tatsächlich liegt in der Quantentheorie der Dispersions- 
erscheinungen eine derartige Möglichkeit vor, wie K. F. Herzfeld und nament- 
lich A. Smekal jüngst näher ausgeführt haben. Vgl. dazu Nr. 21. 
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gekennzeichneten, realisierbaren Eigenschwingungszustände auch als 
stationäre oder Quantenzustände.'??) 

Die Frage nach der Existenz und Größe einer Nullpunktsenergie 
des festen Körpers ist außer für die Festlegung seiner Quantenzu- 
stände auch für seine Thermodynamik von Belang, da E, wegen seiner 
Abhängigkeit von v) auch als Funktion des Körpervolumens VW auf- 
gefaßt werden kann.) Wird sie mit Planck als der kalorische 
Energiedefekt des Körpers im Dulong-Petitschen Gebiet gegenüber der 
ihm nach der älteren klassischen Statistik zustehenden Energie ange- 
sehen, so hat man auf Grund der empirisch bestätigten Beziehung (96) 


rn; 
(101) Elm | Nor kT—fev-dT|= 3 Nrx- hp.) 
0 


Dennewitz und Simon haben jüngst wahrscheinlich machen können, 
daß eine Nullpunktsenergie dieser Größenordnung aus der niedrigen 


192) Die Ergebnisse (95) und (100), sowie die analogen, weiter unten hin- 
sichtlich der Quanteneigenschaften von Gasmolekülen zusammengestellten Folge- 
rungen und experimentellen Feststellungen beweisen also z. B., daß die mittlere 
Abklingungsdauer, welche von einem Quantengebilde zur Ausführung eines mit 
spontaner Energieausstrahlung verbundenen Überganges zwischen zwei Quanten- 
zuständen benötigt wird, von niedrigerer Größenordnung sein muß als die mitt- 
leren Verweilzeiten des Gebildes in diesen ausgezeichneten Zuständen selbst. 
Ähnliches gilt ersichtlich auch von allen übrigen mit derartigen Quantenüber- 
gängen verbundenen Vorgängen. Diese wichtige Folgerung bestätigt hinterher 
die Berechtigung der am Ende von Nr. 2 und zu Beginn von Nr. 4 gemachten, 
für die in den Nummern 4 bis 8 geschilderte Form der Statistik wesentliche 
Voraussetzung, daß jene Übergangszeitdauern praktisch gegen die Verweilzeiten 
vernachlässigt werden können. — Die in der vorigen Anmerkung erörterte Un- 
zulänglichkeit der „zweiten Fassung“ der Planckschen Quantentheorie kann in 
diesem Zusammenhange auch mit dem Hinweise auf die von ihr für den Ab- 
sorptionsprozeß geforderte endliche „Akkumulationszeit“ in Verbindung gebracht 
werden. Der gleiche Widerspruch würde durch die Annahme einer merklichen 
Abklingungszeit leuchtender Atome hervorgerufen werden, wie sie anfangs von 
W. Wien, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 597 zur Deutung seiner Versuche über die 
Abnahme der Lichtemission von ins Vakuum auslaufenden Kanalstrahlen heran- 
gezogen worden ist. Diese Annahme wurde von @. Mie, Ann. d. Phys. 66 (1921), 
p. 237; 73 (1924), p. 195 übernommen und sogar zu einer Strahlungstheorie 
weiter ausgebildet, führt aber in ihrer Anwendung auf die spezifische Wärme 
materieller Körper ersichtlich zu Widersprüchen mit experimentell gesicherten 
Ergebnissen der Quantentheorie, wie z. B. (96) und (100). 

193) Vgl. z. B. P. Debye, Wolfskehlvorträge Göttingen 1913, Leipzig 1914 
(Teubner), p. 19; oder M. Planck [1], IV. Aufl. 1921, $ 184. 

194) Vgl. auch V 25 (M. Born), Nr. 35, Gl. (890°). Die aus der Born-Kar- 
mänschen Theorie hervorgehenden Beziehungen für c, führen naturgemäß zu 
Ausdrücken von der gleichen Größenordnung. 
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Schmelztemperatur des Wasserstoffes gefolgert werden kann und auch 
in den Abweichungen der tiefsiedenden Gase von der Troutonschen 
Regel zum Ausdruck gelangt.'”) Sollten diese Ergebnisse — was aber 
gegenwärtig unstatthaft, und vielleicht auch in Zukunft unwahrschein- 
lich — direkt zugunsten des Ausdruckes (101) gedeutet werden dür- 
fen, so könnte man wegen 

n 


(101) S[Nrxo) : inv: dv — UNpr- hop 
0 


[vgl. (53a) und (53a’)] geneigt sein, auf das Vorhandensein einer 
Nullpunktsenergie vom Betrage 

(102) &(v) = 4hv 

für jede einzelne Festkörperschwingung von der Frequenz v zu schlie- 
Ben.!) Die Definition (101) setzt allerdings stillschweigend voraus, 


195) K. Bennewitz und F'. Simon, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 183. Die 
Verfasser kündigen weitere Untersuchungen zu dieser wichtigen Frage an und 
heben hervor, daß die von A. Byk, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 157; 69 (1922), 
p. 161; Ztschr. f. phys. Chem. 110 (1924), p. 291 (vgl. dazu auch Anm. 436) als 
Quanteneffekte gedeuteten Abweichungen verschiedener Eigenschaften nament- 
lich der tiefsiedenden Gase vom Theorem der übereinstimmenden Zustände auf 
das Vorhandensein einer Nullpunktsenergie zurückgeführt werden können. Zu 
den Arbeiten von Byk vgl. man auch noch @. M. Schwab, Ztschr. f. Phys. 11 
(1922), p. 188. 

196) Es muß aber betont werden, daß ein solcher Rückschluß nicht unbe- 
dingt als zwingend anerkannt zu werden braucht. Wie die neuere Entwicklung 
der Bohrschen Atomtheorie gezeigt hat (s. N. Bohr [3], 3. Vortrag, oder auch 
Nr. 14, Gl. (134)) hängt die stets endliche Nullpunktsenergie der Atominnenbe- 
wegung von mannigfachen Stabilitätsverhältnissen ab. Es mag daher sein, daß 
&,(9) nicht für alle Frequenzen den gleichen Ausdruck (102) besitzt, namentlich 
wird man bei den Frequenzen », der „Zinstein“-Glieder in der Born- Karmaän- 
schen Theorie an eine Sonderstellung denken können. Aus den gleichen Grün- 
den wäre auch denkbar, daß sich &,(v) für Festkörper verschiedener chemischer 
Zusammensetzung verschieden groß ergibt. 

Eine einwandfreie quantentheoretische Begründung des Ausdruckes (102) 
ist bisher nicht möglich gewesen (vgl. dazu Anm. 191). Jedenfalls erinnert (102) 
an das Auftreten halber Quantenzahlen bei den Bandenspektren [hier handelt es 
sich vielfach ebenfalls um Ionenbindungen wie im Kristall! 8. z. B. A. Kratzer, 
Ergeb. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), p. 315], ferner bei den Gesetzmäßigkeiten 
des anomalen Zeemaneffektes (vgl. dazu V 26, ©. Runge). In Analogie zu den 
quantentheoretisch einfachsten Fällen (z. B. beim H-Atom) würde man jedoch 
eher 8,w)=h-» erwarten, wie dies bereits vor der Bohrschen Theorie von 
A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 374 als wahrscheinlich an- 
gesehen worden ist. Zugunsten des letztgenannten Werkes können Beobach- 
tungen von @. E. M. Jauncey, Phys. Rev. 20 (1922), p. 421 über die Temperatur- 
abhängigkeit der Zerstreuung von Röntgenstrahlen durch Na0l-Kristalle ge- 
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daß der Energieinhalt des Festkörpers den von der klassischen Theorie 
gegebenen Wert bei hohen Temperaturen auch wirklich annimmt; 
trifft dies nicht zu, so bedeuten (101) bzw. (102) bloß jene Energie- 
beträge, um welche die tatsächlichen Energieinhalte bei hohen Tem- 
peraturen hinter den klassischen zurückbleiben.!?®*) 

Gase. Wie Eucken erstmals an Wasserstoff festgestellt hat, stimmt 
das thermische Verhalten mehratomiger Gase bei hinreichend tiefen 
Temperaturen mit jenem der einatomigen überein.!””) Der Abfall der 
spezifischen Wärme ist qualitativ hierbei ein ähnlicher wie bei den 
Festkörpern, so daß wegen (92) in bezug auf die innere Bewegung 
der Moleküle (Rotation und Schwingungen der atomaren Bestandteile 
gegeneinander) ohne weitere Rechnung auf die Wirksamkeit einer 
nicht konstanten Gewichtsfunktion geschlossen werden kann. Wie be- 
reits am Ende von Nr. 3A hervorgehoben worden ist, kann bereits 
aus diesem Umstande allein gefolgert werden, daß die innere Bewe- 
gung der Moleküle einer bestimmten speziellen Klasse von dynami- 
schen Problemen angehören muß!”®), womit auch eine bestimmte Art 
ihres inneren Aufbaues vor allen anderen denkbaren Möglichkeiten 


deutet werden, wenn man sie nach der Theorie von P. Debye, Ann. d. Phys. 43 
(1914), p. 47 berechnet. Debye und Jauncey rechnen allerdings nur mit der 
Planckschen Nullpunktsenergie (102), mit welcher Jauncey keine befriedigende 
Übereinstimmung findet und daher, auf L. Brillowin, Ann. de phys. 17 (1922), 
p: 88 verweisend, geneigt ist, die Debyesche Theorie als mangelhaft anzusehen; 
&,(v)=hv ergibt indessen eine verhältnismäßig zufriedenstellende Übereinstim- 
mung zwischen Theorie und Experiment. 

Eine Nullpunktsenergie von der Größe (102) spielt auch in der Sternschen 
Ableitung des quantentheoretischen Ausdrucks für die chemische Konstante eine 
wesentliche Rolle (s. Nr. 25, 27); da der gleiche Ausdruck aber auch noch auf 
z&hlreiche andere Arten erhalten werden kann, scheint diesem Umstande keine 
entscheidende Beweiskraft zugunsten von (102) zuerkannt werden zu sollen. 

196a) Siehe V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. 27, p. 1037/1038. 

197) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, p. 141; s. auch K. Scheel und W. Heuse, 
Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 473. 

198) Nach Nr. 3A muß die innere Bewegung der Atome und Moleküle da- 
her so beschaffen sein, daß sie 

a) eindeutige Parameterinvarianten besitzt, 

b) diese zumindest für alle makroskopischen Parameter a miteinander über- 

einstimmen. 
Wie dort näher ausgeführt, können bisher nur bedingt periodische Systeme oder 
bedingt periodische Partikularlösungen nicht bedingt periodischer Systeme als diesen 
Bedingungen genügend angesehen werden. Bei letzteren Systemen bleibt dann 
einstweilen die Frage offen, ob und auf welche Art dafür gesorgt ist, daß die 
wirkliche Bewegung tatsächlich nur in derartigen Partikularlösungen erfolgen kann? 
S. Nr. 14 und 16. 
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ausgezeichnet und gefordert erscheint. Die gleichen Folgerungen er- 
geben sich aus dem Anstieg der spezifischen Wärmen mehratomiger 
und einatomiger!”*) Gase in der Nähe beginnender Dissoziation bzw. 
Ionisation. Eine rechnerische Entscheidung auf Grund der experimen- 
tellen Daten darüber, ob die @ewichtsfunktion der Gasmoleküle ebenso 
einen diskontinwierlichen Verlauf zeigt, wie beim festen Körper, oder 
nicht, ist bisher nicht versucht worden.'”) Die Existenz und Bestim- 
mung von Anregungs- und Jonisationsspannungen zahlreicher ein- und 
mehratomiger Gase mittels der Franck- Hertzschen Elektronenstoßmethode, 
vor allem der direkte Nachweis von zu den einzelnen Spektrallinien 
gehörigen diskreten Energiestufen der Atome und Moleküle durch Franck 
und seine Mitarbeiter?®) können jedoch nur im Sinne einer diskreten 
Gewichtsfunktion gedeutet werden; die relative Größe von g für die 
einzelnen Quantenzustände bleibt dadurch allerdings noch unbestimmt. 
Von fundamentaler Bedeutung ist der Umstand, daß sich die gemes- 
senen Größen der Energiestufen, im Gegensatz zu (95) und (100), im 
allgemeinen um verschieden große Beträge voneinander unterscheiden.?!) 
Einen vom Elektronenstoßverfahren völlig unabhängigen, ganz direkten 
experimentellen Nachweis der Existenz diskreter Quantenzustände haben 
endlich Stern und Gerlach zu erbringen vermocht, indem sie zeigten, 
daß sich die Atome eines Ag-Dampfstrahles im magnetischen Felde 
nur auf zwei bestimmte diskrete Weisen gegen die Feldrichtung ein- 


199) Über die Versuche, bei Voraussetzung einer diskontinuierlichen Ge- 
wichtsfunktion die spezifische Wärme des Wasserstoffes formelmäßig darzustellen, 
wird in Nr. 24b berichtet werden. 

200) J. Franck und P. Knipping, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 320 (He); 
J. Franck und E. Einsporn, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 18; E. Einsporn, Diss. 
Berlin 1920; Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 208 (Hg); E. Brandt, Ztschr. f. Phys. 8 
(1922), p. 32 (N,). Ferner neuerdings @. Hertz, Physica 3 (1923), p. 302; Natur- 
wissenschaften 11 (1923), p. 778; Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 18 (He, Ne, Hg, 
Zn, Tl); P. $. Olmstead und K. T. Compton, Phys. Rev. 22 (1923), p. 559 (H); 
G. Hertz und R. K. Kloppers, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 463 (A, Kr, Xe); 
@G. Hertz und J. ©. Scharp de Visser, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 470 (Ne). 

Bezüglich der Anregungs- und lonisierungsspannungen, aller Einzelheiten, 
sowie der experimentellen Methodik muß auf den vorangehenden Artikel über 
Serienspektren: V 26 (C. Runge) oder A. Sommerfeld [1] verwiesen werden, ferner 
auf die zusammenfassenden Berichte von J. Franck und @. Hertz, Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 132 und J. Franck, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 388, 409, 441, 446. 

201) Setzt man die Existenz einer diskreten Gewichtsfunktion voraus, so 
kann die Frage, ob die Energieunterschiede benachbarter Quantenzustände mit 
zunehmender Energie monoton abnehmen oder nicht, unter Umständen bereits aus 
den Abweichungen des empirisch ermittelten Verlaufes der spezifischen Wärmen 
von einer „Einstein“-Funktion (96a) beurteilt werden. 
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stellen; die Gewichte der beiden Quantenzustände ergaben sich hierbei 
als gleich groß.?”?) 

10. Allgemeine Quantenstatistik. Die Ergebnisse der vorigen 
Nummer zeigen, daß die Gewichtsfunktion in allen der unmittelbaren 
oder mittelbaren Prüfung zugänglichen Fällen statistischer Gebilde nur 
eine diskrete Reihe von nicht verschwindenden Werten besitzt. Man wird 
darum nicht zögern, diese Eigenschaft auf ganz beliebige materielle 
Körper zu übertragen, welche einer statistischen Behandlung zugäng- 
lich sind.?°) Offensichtlich ist diese Annahme gleichbedeutend mit 
der Existenz diskreter stationärer Zustände der Teilsysteme (Atome, 
Moleküle, Eigenschwingungen) aus denen sich das statistische Gebilde 
zusammensetzt.?%%) Für isolierte Atome und Moleküle beliebiger chemi- 
scher Beschaffenheit ist dieses Postulat zuerst von Bohr im Jahre 1913 
in der Form ausgesprochen worden, daß solche Gebilde dauernd nur in 
einer diskreten Reihe stationärer Zustände zu existieren vermögen ®) 
(I. Grundpostulat der Bohrschen Theorie). 


202) W. Gerlach und O. Stern, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 110; 9 (1922), 
p. 349, 353; Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 673. Inzwischen hat Stern auch die Unter- 
suchung des gleichen Effektes im elektrischen Felde angekündigt. — Die Gleich- 
heit der Gewichte konnte im obigen Falle nur ungefähr festgestellt werden. 

Bezüglich der quantentheoretischen Ableitung dieser Effekte und ihrer Deu- 
tung vgl. man Nr. 15b. 

203) Da Größe und Verlauf der spezifischen Wärme bei konstantem Vo- 
lumen zumindest für einatomige Flüssigkeiten mit jenen der festen Körper nahe- 
zu übereinstimmen, gilt dies vermutlich nicht bloß für die neben der Hohlraum- 
strahlung bisher allein in Betracht gezogenen Gase und Festkörper, sondern auch 
für Flüssigkeiten, obwohl für diese ein spezielles, brauchbares Modell gegen- 
wärtig nicht vorliegt. Roh ausgedrückt, verhalten sich wenigstens 'einatomige 
Flüssigkeiten thermisch so ähnlich wie ein submikroskopisch feines, lockeres 
Kristallpulver, dessen Körnchen in unausgesetzter Bewegung umeinander be- 
griffen sind. Vgl. zu dieser Frage u.a. H. Mache, Wien. Ber. (2a) 110 (1901), 
p- 176; @. Mie, Ann. d. Phys. 11 (1903), p. 657; E. Madelung, Phys. Ztschr. 14 
(1913), p. 729; M. Born und R. Courant, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 731; A. Eucken, 
Berl. Ber. 1914, p. 682; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 4, 18; 0. V. 
Raman, Nature 111 (1923), p. 428; .W. H. Bragg, Nature 111 (1923), p. 428; 
C. V. Raman, Nature 111 (1923), p. 532; K. Honda, Phil. Mag. 45 (1923), p. 189; 
F. A. Lindemann, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1119. 

204) Die Existenz stationärer Zustände ist also keine statistische Eigenschaft 
der Teilsysteme, nur der Weg, welcher zur Ermittlung dieser Eigentümlichkeit 
geführt hat, war statistischer Natur. Er hat daher auch die Frage nach der Exi- 
stenz stationärer Zustände materieller Systeme, welche nicht als Bestandteile 
eines statistisch behandelbaren Gebildes aufgefaßt werden können (z. B. Gase, 
deren Moleküle merkliche Wechselwirkungen aufeinander ausüben), einen guten 
Sinn. Vgl. diesbezüglich Nr. 17. 

205) N. Bohr [1], [2], [3]; Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117. Die Bohrsche 
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Da die quantenstatistische Behandlung der Festkörper bereits in 
V 25 (M. Born) entwickelt worden ist, kann die folgende Darstellung 
der allgemeinen Quantenstatistik ausschließlich auf Gase beschränkt 
werden, für deren Translation nach (92) die Ergebnisse von Nr. 5e 
in unveränderter Geltung bleiben. Wenn vorausgesetzt wird, daß die 
innere Energie eines beliebigen Gasmoleküls E(q,, p,, @®) nach Nr. 3A 
als Funktion der eindeutigen, für alle «* miteinander übereinstimmen- 
den Parameterinvarianten /, der inneren Molekularbewegung darge- 
stellt ist?®), so können die ausgezeichneten Werte E, der diskreten 
stationären Zustände aus E(I,, a*) nur dadurch erhalten werden, daß 
man den I, für jede Nummer n ausgezeichnete Werte 


(r=1,2,...,%) 
(103) RN I,.2, ... u: RER Ve 
erteilt, so daß 
(103°) E(l,., a*) == E, 


wird. Ist die Funktion E(I,«a*) bekannt, so lassen sich die Größen 
(103) ohne weiteres aus der Reihe der ausgezeichneten, stets nach 
zunehmenden Beträgen geordnet gedachten Energiewerte E, berechnen, 
wenn man letztere, entweder zugleich mit dem Verlauf der Gewichts- 
funktion aus makroskopischen Daten ermittelt hat (Nr. 9) oder aus 
spektroskopischen Eigenschaften der Moleküle ableitet (Nr. 11); die 
ausgezeichneten Größen (103) sind hierbei dann stets ebenfalls nach 
zunehmenden bzw. nicht abnehmenden Beträgen geordnet.?”) Über die 
Reihe der den einzelnen stationären Zuständen zuzuordnenden Gewichte 


Is» Say - + Inı (n=1,2,...,00) 


läßt sich hingegen, abgesehen von dem allgemein gültigen Grenzge- 
setze (92), von vornherein keine besondere Aussage machen. 

Nach Nr. 5e und (64), sowie auf Grund dieser Festsetzungen 
hat die Verteilungsfunktion einer beliebigen Art von ruhenden Mole- 
külen, abgesehen von einer willkürlichen multiplikativen Konstante, 


(hier nur abgekürzt wiedergegebene) Formuljerung legt also keinen Wert darauf, 
z. B. den Fall der festen Körper mitzuumfassen. 

206) Vgl. Anm. 73). 

207) W. Pauli, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177, $4 beweist für bedingt 


periodische Sysieme (vgl. Nr. 3A und Nr. 15), daß stets = >00 ke1,2,.:4%), 
r 


was mit obiger Behauptung identisch ist. Der Beweis läßt sich ohne weiteres 
auf mehrfach periodische Partikularlösungen von nicht bedingt periodischen Systemen 
übertragen und gilt damit für alle Systeme, für welche sich nach Nr. 3A bisher 
die Existenz von Parameterinvarianten der oben angegebenen Beschaffenheit hat 
nachweisen lassen. 
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jetzt die Gestalt 
= En 
(104) F(T, a*) = D)g,- € +7.2®) 


n=1 

Die in Nr. 3 besprochene Zelleneinteilung des #u-Raumes kann auf 
vielerlei Arten vorgenommen werden (vgl. p. 954/955), z. B. so, daß 
man in (12) I" = ],,. setzt [vgl. (103)], woran im folgenden stets 
stillschweigend festgehalten werden soll. Für hinreichend hohe Tem- 
peraturen können zufolge (92) alle jene Glieder in (104) weggelassen 
werden, deren Gewichtsfaktoren von dem konstanten Grenzwerte merk- 
lich abweichen. Die Eigenschaft der I,„ mit E„ zugleich zuzuneh- 
men”), zusammen mit der Konvergenz?) von (104) gestatten den 
Rest durch ein Integral zu approximieren, für welches man bei obiger 
Zelleneinteilung wegen (14), analog (34aa), bzw. (50a) wie in der 
älteren „klassischen“ statistischen Mechanik erhält 


© (u) © 


E(I„,a*) 
(104a) FLeN)-5 fe- f e * .dR (Too). 
ö ö 





Bei Mitberücksichtigung der Translation erhält man für die Boltz- 
mannsche Verteilung der Moleküle entsprechend (48a) 
En 


} 7 In er 
(105) N,„=N:M(V, 7) Fra‘ 


208) S. Anm. 132). 

209) Die für die Anwendbarkeit des Darwin-Fowlerschen Verfahrens (Nr. 5a) 
unerläßliche Konvergenzforderung für (104) (vgl. Anm. 95) ist namentlich für ein- 
atomige Bohr-Rutherfordsche Moleküle (Nr. 12) wegen deren negativen Energie- 
werten im allgemeinen nicht erfüllbar. Formal kann diese Schwierigkeit durch 
Einführung einer Gewichtsfunktion vermieden werden, welche zwar (92) wider- 
spricht, aber die Konvergenz erzeugt. Vgl. hierzu K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 
51 (1916), p. 261; J. M. Burgers [1], $ 42; E. Fermi, Atti Accad. Naz. Lincei 32 
(1923), p. 493; Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 54, sowie das in Nr. 24a behan- 
delte, der letztgenannten Arbeit entnommene Beispiel. [Die Herzfeldsche Ge- 
wichtsfunktion ist jedoch, wie bereits Burgers hervorgehoben hat, mit der Be- 
dingung (16) unverträglich.] Nach Anm. 99) läuft die Benutzung jeder derartigen 
Gewichtsfunktion auf Hinzunahme einer neuen, besonderen Grenzbedingung 
hinaus. Der dabei notwendig werdende Verzicht auf (92) läßt in allen diesen 
Fällen stets eine sachliche Rechtfertigung zu, nämlich die, daß das Gas für hohe 
Temperaturen nicht mehr alle Eigenschaften des Gasmodelles von Nr. 2 besitzt 
und als hinreichend „verdünnt‘ gelten kann. Zur Frage der Berücksichtigung 
der zwischenmolekularen Wechselwirkungen vergleiche man Nr. 17. Für nicht 
zu hohe Temperaturen kommt in (104) nur eine endliche Anzahl von Gliedern 
in Betracht, so daß die Konvergenzschwierigkeit entfällt. 
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Wie die Überlegungen von Nr. 4 und 6 gezeigt haben, muß das 
mittlere zeitliche Verhalten des Gases bei Wärmegleichgewicht als durch 
(105) gekennzeichnet angesehen werden, wenn ein, wenigstens prak- 
tisch, regellos funktionierender Mechanismus existiert, der bewirkt, 
daß die Moleküle im Laufe der Zeit jeden ihrer möglichen inneren 
und Translationsbewegungszustände annehmen können.?!) Der weit- 
gehende Unterschied, welcher in der Quantenstatistik zwischen den 
diskreten stationären Zuständen der inneren und den praktisch in ste- 
tiger?!) Mannigfaltigkeit vorhandenen Zuständen der Translationsbe- 
wegung offenbar wird, erfordert die Existenz besonderer „Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten“ (18), (18a), welche den Austausch von stetig 
veränderlicher Translationsenergie und nur in endlichen Beträgen um- 
setzbarer innerer Energie der Moleküle ermöglichen. Zieht man nun 
noch die Wechselwirkungen der Moleküle mit dem Strahlungsfelde in 
Betracht, so ergeben sich noch weitere derartige Möglichkeiten für 
den Energieaustausch. Die eingehende Darstellung dieser Fälle über- 
weisen wir den Anwendungen der Quantenstatistik, wo in Nr. 26a die 
strahlungslosen Wechselwirkungen zwischen Translation und innerer Be- 
wegung, in Nr.26b hingegen die strahlungslosen Ionisations- und Wieder- 
vereinigungsstöße, endlich in Nr. 26€ der lichtelektrische Effekt und das 
Wiedervereinigungsleuchten, zur Erörterung gelangen. Bei allen diesen 
Möglichkeiten spielen wegen der durch die Translation hervorge- 
rufenen gastheoretischen Zusammenstöße und deren Wirkungen die 
Wechselbeziehungen zwischen mehreren verschiedenen Arten von Atom- 
systemen (z. B. Atome, Ionen und freie Elektronen) eine wesentliche 
Rolle, wodurch sie sich als Spezialfälle der Betrachtungen über das 
allgemeine Dissoziationsgleichgewicht (Nr. 25) erweisen. Die Wechsel- 
wirkung des Strahlungsfeldes mit der inneren Bewegung der Moleküle 
läßt sich im Gegensatz zu den bisher aufgezählten Fällen, wenig- 
stens hinsichtlich des Energieaustausches, praktisch unabhängig von 
den Translationsvorgängen behandeln. Dieser Fall, der in der folgen- 
den Nummer besprochen wird, ist für die anschließende Darstellung 
der Grundlagen der Quantentheorie deswegen von besonderem Inter- 
esse, weil er gewisse grundlegende Aussagen über die Strahlungs- 


210) Da dies, wie namentlich in Nr. 11 und Nr. 26a gezeigt wird, auf 
keinerlei besondere Schwierigkeiten stößt, entbehren Zweifel an der Legitimität 
dieses Ausdruckes bzw. seines Faktors (104), wie sie gelegentlich von A. Eucken, 
Jahrb. d. Rad. 16 (1920), p. 361, ebenda p. 379 geäußert worden sind, nunmehr 
jeder Unterlage. 

211) Diese Aussage ist experimentell natürlich gleichbedeutend mit beliebig 
dichter Erfüllung einer stetigen Mannigfaltigkeit, vgl. Nr. 17, 19. 
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eigenschaften isolierter, ruhend gedachter Atome und Moleküle zu 
folgern erlaubt. 

ll. Absorption und Emission durch Gasmoleküle im Wärme- 
gleichgewicht mit schwarzer Strahlung. Um die Wechselwirkung 
der inneren Bewegung der Moleküle mit dem Strahlungsfelde bei 
Wärmegleichgewicht beschreiben zu können, handelt es sich vor allem 
darum, geeignete „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) aufzu- 
finden, welche den Übergang eines zunächst ruhend gedachten Mole- 
küls aus seinem n”’'" in den n’“" stationären Zustand durch Auf- 
nahme von Strahlungsenergie, sowie den entgegengesetzen, mit Energie- 
abgabe verbundenen Vorgang in solcher Weise mit der Strahlungs- 
dichte o(v, T) verknüpfen, daß die Stationaritätsbedingung (32) zum 
Planckschen Strahlungsgesetze (93) führt. Eine derartige Ableitung 
der Planckschen Strahlungsformel, welche ganz unabhängig von der 
besonderen Natur der Moleküle verläuft, ist in der Tat möglich und 
von Einstein angegeben worden.”'”) In Analogie zu dem Verhalten 
eines gewöhnlichen, linearen elektromagnetischen Oseillators?'?) im Max- 
wellschen Strahlungsfelde unterscheidet Einstein die folgenden drei Mög- 
lichkeiten von Energieaustausch der Moleküle mit dem Strahlungs- 
felde?'#): 

1. Das Molekül vermag spontan, d. h. ohne Beeinflussung durch 
das Strahlungsfeld, seinen stationären Zustand zu verändern, welcher 
Prozeß offenbar nur mit Ausstrahlung von Energie verbunden sein 
kann.?5) Die zugehörige „Übergangswahrscheinlichkeit“ sei 


" 


(106) Ay dt (H"—n"). 
2. Den mit Energieaufnahme verbundenen Prozeß n’— n’ vermag 
das Molekül nur unter dem Einfluß des Strahlungsfeldes, auszuführen 
(positive Einstrahlung). Wenn er durch Strahlung von der Frequenz v 
verursacht wird, betrage seine „Übergangswahrscheinlichkeit“ 


(107 a) Bi n(v, t) - dt (n”— nm), 


212) A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 318; Mitt. Phys. 
Ges. Zürich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121. 

213) S. oben p. 918. 

214) Vgl. die Folgerungen aus dem Bohrschen Korrespondenzprinzipe (Nr. 14), 
welche die nachfolgenden Postulate näher zu begründen geeignet erscheinen, 
ferner eine naheliegende, von A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 (1925), p. 613, ge- 
legentlich benutzte Ergänzung der Einsteinschen Betrachtungen, welche jene 
korrespondenzmäßige Rechtfertigung näher ausführt. 

215) Der formale Charakter dieser Folgerung aus dem Energiesatze ist 
namentlich von N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, III. Kapitel, $ 4, be- 
tont worden. 
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wobei n(»,?) die zum Zeitpunkt ? des als praktisch momentan anzu- 
sehenden Absorptionsvorganges im betrachteten Raume gerade vor- 
handene Gesamtenergie der Strahlung von der Frequenz v, bezogen 
auf die Volumeneinheit, darstellen soll.?'°) 


3. Das Molekül vermag den unter Energieabgabe verlaufenden 
Übergang n’— n” auch unter dem Einfluß des Strahlungsfeldes aus- 
zuführen (negative Einstrahlung); wird er durch Strahlung von der 
Frequenz v bewirkt, so soll seine „Übergangswahrscheinlichkeit“ durch 


(107 b) Bi nv, - dt (n—n”) 


gegeben sein.?!”) 


216) L. 5. Ornstein und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdam 28 (1919), 
p. 281, $4. — Da nach Nr. 6b und 9 auf jeden Freiheitsgrad der Hohlraum- 
strahlung zu jedem Zeitpunkt entweder gar keine Energie oder aber ein ganz- 
zahliges Vielfaches des Betrages hv entfällt, so entspricht n(v, t) ebenfalls einem 
bestimmten, sehr großen und mit) der Zeit „sprungweise‘“ veränderlichen ganz- 
zahligen Vielfachen von Av. Übrigens kann man formal in der Zurückführung 
der ursprünglichen Ansätze (107a’) und (107b’) von Einstein auf elementarere 
Annahmen ohne Schwierigkeit noch weiter gehen als Ornstein und Zernike und 
an Stelle von n(»,t) in (107a) und (107b) einfach einen der durch (95) be- 
stimmten, wechselnden Momentanwerte der Energie einer beliebigen Hohlraum- 
eigenschwingung von der Frequenz v einführen; die von der Einsteinschen Ab- 
leitung des Planckschen Strahlungsgesetzes gelieferte Begründung der Bohr- 
schen Frequenzbedingung (114) wird damit geradezu trivial, vgl. Anm. 224) (auch 
Anm. 244), zweiter Absatz). — Faßt man die gesamte vorhandene Strahlungs- 
energie als „Wechselwirkungsenergie‘‘ der das Strahlungsfeld begrenzenden ma- 
teriellen elektrischen Teilchen auf, so sieht man, daß die „Einstrahlungsvor- 
gänge“, welche an einem bestimmten dieser Teilchen, z. B. dem hervorgehobenen 
Molekül, stattfinden, nach den Ornstein-Zernikeschen Ansätzen (107a) und ebenso 
(107b) von dem zeitlichen Verhalten aller übrigen Teilchen abhängen, während 
die „Ausstrahlungs“akte nur durch das zeitliche Verhalten des betrachteten Teil- 
chens selbst bedingt sind. Vgl. dazu Nr. 17. 


217) Man erkennt, daß 1. der spontanen Emission des klassischen linearen 
Öszillators entspricht, 2. und 3. seiner Beeinflussung durch das Strahlungsfeld, 
je nachdem, wie die Phasen des Oszillators und des Feldes zu einem bestimmten 
Zeitpunkte gerade beschaffen sind. Diese drei Möglichkeiten bestehen natur- 
gemäß auch für kompliziertere klassisch-elektromagnetische Gebilde, als für 
lineare Oszillatoren (vgl. dazu Anm. 287a). Während solche Gebilde aber im 
allgemeinen, d. h. wenn sie mehrere Freiheitsgrade besitzen, gleichzeitig von 
Strahlung verschiedenster Frequenz beeinflußt werden können, spricht der lineare 
Öszillator nur monochromatisch, nämlich auf Strahlung seiner Eigenfrequenz an. 
Obige Ansätze stehen den Verhältnissen am linearen Oszillator insofern näher, 
als sie postulieren, daß der Übergang zwischen zwei stationären Zuständen eines 
Moleküls unter allen Umständen nur durch monochromatische Anregung hervor- 
gerufen werden kann; andererseits ist es aber durch (1078) und (107b) zunächst 
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Die Größen AY, Bi, Bi» bedeuten hierbei für den »’t* und n’!e 
stationären Zustand gemeinsam charakteristische Konstante und sind 
für isolierte und in Strenge ruhende Moleküle ebenso wie die zeitlich 
veränderlichen Energiegrößen 7 (v, £) temperaturunabhängig; offensicht- 
lich entsprieht der Ansatz (106) dem Gesetz einer radioaktiven Zer- 
fallsreaktion.2'?) Sind die Gewichte der beiden betrachteten stationären 
Zustände einander gleich, so muß man in Analogie zu dem Verhalten 
des linearen elektromagnetischen Oszillators im Maxwellschen Strah- 
lungsfelde erwarten, daß 


(108) Bu —= Bi 
ist219), welche Beziehung im Falle verschiedener Gewichte ersichtlich zu 
(109) gu Bar — gu Bir 


noch nicht ausgeschlossen, daß monochromatische Strahlung jeder beliebigen Fre- 
quenz v zu einem solchen Übergangsakte befähigt sein könnte. 

Mit Rücksicht auf die stets endliche Breite dv der Spektrallinien (vgl. dazu 
Nr. 17 und Anm. 323) müßte eigentlich in (107a) und (107b) n(»,t) durch 
n(w,t)-dv ersetzt werden, was beim linearen klassischen Oszillator dem Um- 
stande entspricht, daß auch er streng genommen stets auf Strahlung endlicher 
Spektralbreite reagiert. (Vgl. dazu Anm. 152.) Siehe ferner R. Becker, Ztschr. f. 
Phys. 27 (1924), p. 173. 

218) Dieser Umstand ist im Zusammenhang mit einer quantentheoretischen 
Deutung der radioaktiven Zerfallsvorgänge, wie sie von A. Smekal, Wien. Anz. 
1922, p. 129; Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; 25 (1924), p. 265; 28 (1924), 
p. 142 und S$. Rosseland, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 173 versucht worden ist, 
von besonderem Interesse. 

219) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301. — 
Man vgl. ferner die Darstellung der Begründung dieser Beziehung bei M. Planck 
[1], 88 154—159, wo (108) als „Hauptgesetz der Einstrahlung‘ mittels der Fokker- 
Planckschen Differentialgleichung [l. c. $ 147, ferner A. Fokker, Ann. d, Phys. 43 
(1914), p. 812; M. Planck, Berl. Ber. 1917, p. 324] und Berufung auf die Verhält- 
nisse bei sehr großen Werten der „Quantenzahlen“ n’ und n” abgeleitet wird. 
Übrigens sieht man auch ohne jede Rechnung ein, daß bei elektromagnetischen 
Gebilden mit einer einzigen Eigenfrequenz für große n’ und n” aus klassisch- 
elektromagnetischen Gründen [vgl. dazu Nr. 14, p. 994, 999 und Nr. 15a, Gl. (142)] 
(108) gelten muß, während bei komplizierteren Gebilden wegen der dort mög- 
lichen polychromatischen Beeinflussung durch das Strahlungsfeld (s. Anm. 217) 
diese Folgerung im allgemeinen unzulässig wird und nicht ohne das Bohrsche 
Korrespondenzprinzip (s. Nr. 14) gerechtfertigt werden kann. Tatsächlich zieht 
Planck, 1. ec. auch nur Gebilde der erstgenannten Art (lineare Oszillatoren, Rota- 
toren von einem Freiheitsgrade und Kreisbahnen Bohrscher Wasserstoffatome) 
in Betracht. 

220) (109) ist von Einstein ursprünglich aus (111) auf Grund der Forderung 
abgeleitet worden, daß erfahrungsgemäß e(v, T) mit wachsender Temperatur 7 
zugleich über alle Grenzen wächst. 
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Um nun jene Strahlungsdichte o(v, T) zu erhalten, welche herr- 
schen muß, damit die vorausgesetzten Übergangsprozesse den durch 
die Boltzmannsche Verteilung gekennzeichneten mittleren stationären 
Gleichgewichtszustand der ruhenden Moleküle nicht zu stören ver- 
mögen, hat man die zeitlichen Mittelwerte der Übergangswahrschein- 
lichkeiten (106), (107a) und (107b) zu bilden und in die allgemeine 
Stationaritätsbedingung (32) für das Wärmegleichgewicht einzuführen. 
Wegen 


(110) no) = e(w, 7) ®') 
erhält man für jene Mittelwerte 

(106) An - dt 
(1072) B; o(v, T) dt 
(107b‘) Br o(v, T)- dt 


und sodann auf Grund von (32) mittels des in (105) eingehenden 
Boltzmannschen Verteilungsfaktors für die inneren Energien der ru- 
henden Moleküle 


Eur En 


1) re #t. Bag, N ge HT: (AX + Bi: 0w,D)) 
Aus (109) folgt jetzt allgemein 


n"" 


n’ 


(112) OA EIER 
Et 


und damit bereits die T’emperaturabhängigkeit des Planckschen Ge- 
Gesetzes (93). Der Vergleich mit dem in seinen Grundlagen nach 
Nr. 6b wesentlich über die klassische Maxwellsche Elektrodynamik 
hinausgehenden Wienschen Verschiebungsgesetze (59a) ergibt 


221) Bezüglich der Nichtberücksichtigung der zur Ausführung der voraus- 
gesetzten Quantenübergänge benötigten Zeitdauern vgl. man Anm. 192). 

222) Der in Anm. 90) formulierte Einwand gegen (32) und damit auch (111) 
widerspricht in seiner Anwendung auf den obigen Fall dem Korrespondenzprin- 
zip (s. Nr. 14, p. 999). Er kann daher nur dort wirksam sein und ist es auch, 
wo der Übergang zu großen Werten von n’ und n”, bzw. zu kleinen Werten von 
n und n” grundsätzlich undurchführbar ist, wie bei mancherlei Arten von Schein- 
gleichgewichten, z. B. bei stationärer Anregung der charakteristischen Antikathoden- 
strahlung in der Röntgenröhre. [Vgl. dazu und zur Einseitigkeit des radioaktiven 
Zerfalls A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; $ 6, p. 298; Ztschr. f. Phys. 
28 (1924), p. 142.] 
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3 Ar 
aus Ber _ Am 
und 
(114) Ey — Eyr E h . V, 


womit (112) direkt in das Plancksche Strahlungsgesetz (93) übergeht.?**) 
Wie aus (114) hervorgeht, gibt es für jedes Paar n’, n” von statio- 
nären Zuständen nur eine einzige, ganz bestimmte Frequenz, welche 
die auf Grund von (107a) und (107b) bereits als monochromatisch 
postulierte Anregung von Übergängen zwischen » und n” durch das 
Strahlungsfeld zu bewirken vermag”), und mit der Frequenz der, 
beim analogen, spontanen Übergang n’— n” ausgestrahlten, scharfen 
Spektrallinie übereinstimmt. Diese, von Bohr seit 1913 in seiner - 
Quantentheorie der Linienspektren selbständig postulierte „Frequenz- 
bedingung“ (II. Grundpostulat der Bohrschen Theorie) besagt überdies, 
daß bei der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Innenbewegung der 
Moleküle Energie nur in ganzen Beträgen hv umgesetzt werden kann, 


223) Bei Berücksichtigung von Strahlung endlicher Spektralbreite findet man 
an Stelle von (113) 


(113)) 





s. auch E. A. Milne, Phil. Mag. 47 (1924), p. 209. — Wie der Vergleich mit 


n 
(53b) ergibt, ist der Ausdruck An -- gleich der Anzahl der Hohlraumeigen- 
hv.By 
schwingungen pro Volumeneinheit von der Frequenz ». 

224) Das fundamentale Ergebnis (114) ermöglicht es zusammen mit (95) 
unmittelbar, das Verhältnis der obigen Ableitung des Planckschen Gesetzes zu 
den in Anm. 184) angeführten Ableitungen zu überblicken. Während die letz- 
teren ausschließlich auf die Hohlraumstrahlung Bezug nehmen, knüpft die erstere 
wesentlich an die Strahlungseigenschaften der Materie an, ohne jedoch von Daten 
unabhängig bleiben zu können, welche für die reine Hohlraumstrahlung kenn- 
zeichnend sind; außer den Ansätzen für die Übergangswahrscheinlichkeiten selbst 
[(107 a), (107b) und Anm. 216)] vgl. man namentlich die Rolle von (110) und die 
in der vorigen Anm. hervorgehobene Bedeutung von (113) bzw. (113%). — Die 
Beziehung (114) beweist, daß jedes Molekül während der Ausführung eines mit 
Strahlung verbundenen Überganges zwischen zweien seiner Quantenzustände mit 
einer ganz bestimmten Hohlraumeigenschwingung in Energieaustausch tritt [vgl. 
dazu Nr. 9, Gl. (95), sowie Anm. 216)]. Den spontanen Ausstrahlungsvorgängen 
kann hierbei auch die Wechselwirkung mit einem, vorher keine Energie besitzenden 
Freiheitsgrade der Strahlung entsprechen, den positiven und negativen Einstrahlungs- 
vorgängen hingegen nur eine solche mit Hohlraumeigenschwingungen, deren Energie 
ein ganzzahliges Vielfaches von hv beträgt. 

225) Vgl. Aum. 217); bezüglich der endlichen Breite der Spektrallinien ferner 
Anm. 323) und Nr. 17. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 63 





974 V28. A Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


wobei h wieder das Plancksche Wirkungsquantum (p. 954) bedeutet.??%) 
Wie in der Theorie der Serien- und Bandenspektren (V 26, ©. Runge und 
V 27, A. Kratzer) gezeigt wird, entspricht diese der klassischen Max- 
well-Lorentzschen Elektrodynamik prinzipiell entgegengesetzte Folgerung 
dem ausnahmslos bewährten Ritzschen Kombinationsprinzip, dessen 
Gültigkeit bis zu den hochfrequentesten Röntgen- und Gammastrahlen 
hin sichergestellt ist, so daß (114) gegenwärtig als eines der experi- 
mentell bestfundierten Naturgesetze angesehen werden darf.??”) Die 
damit gewonnene Interpretation des Kombinationsprinzipes ermöglicht 
mittels (114) grundsätzlich die Berechnung sämtlicher quantenmäßig 
ausgezeichneter, diskreter Energiewerte (103) für beliebige Atome und 
. Moleküle aus der Gesamtheit ihrer spektroskopischer Eigenschaften; 
dieses Ergebnis, das von fundamentalster Bedeutung für die gesamte 
Atomtheorie ist, bietet somit eine allgemeine Sicherstellung für die 
eingangs der vorigen Nummer postulierte allgemeine Existenz statio- 
närer Zustände für beliebige Atome und Moleküle, indem es diese un- 
mittelbar mit der Fähigkeit jener Gebilde zur Aussendung diskreter, 
scharfer Spektrallinien verknüpft. Die Tragweite der universellen Be- 
ziehung (113) wird in Nr. 20 einer näheren Erörterung unterzogen 
werden. 

Die vorstehende allgemeine Ableitung der Planckschen Strahlungs- 
formel ist grundsätzlich auf Temperaturen und Gasdichten beschränkt, 
bei welchen die Wechselwirkungen benachbarter Moleküle praktisch 
noch nicht in Betracht gezogen werden brauchen; diese nach Nr. 2 


226) Die obige Aussage ist wesentlich von der Behauptung der Licht- 
quantenhypothese (Nr. 20) zu unterscheiden, nach welcher sich die Strahlungs- 
energie im Vakuum in selbständigen, räumlich konzentrierten Lichtquanten von 
der Größe hv ausbreiten soll. Vgl. Anm. 182) und Anm. 545). 

227) Vgl. dazu vor allem N. Bohr [1], [2], [3] und A. Sommerfeld [1], ferner 
W. Gerlach [1]. Im Gebiete der Röntgenspektren wurde die vorübergehend be- 
zweifelte allgemeine Gültigkeit des Kombinationsprinzipes abschließend erwiesen 
von A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 130 (1921), p. 25; Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p- 91, 
121; 7 (1921), p. 410; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 559; D. Coster, Ztschr. f. Phys. 
5 (1921), p. 139; 6 (1921), p. 185; Paris C. R. 172 (1921), p. 1176; 173 (1921), 
p. 77; Phys. Rev. 19 (1922), p. 20; Diss. Leiden 1922; A. Dauvillier, Paris C. R. 
172 (1921), p. 1350; 173 (1921), p. 35; @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 84; 
Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 437; A. Sommerfeld und @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 
7 (1921), p. 86. 

Hinsichtlich der Gammastrahlung vgl. man (©. D. Ellis, Proc. Roy. Soc. A 
99 (1921), p. 261; 101 (1922), p. 1; Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 303; L. Meitner, 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 145; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; 25 
(1924), p. 265; C. D. Ellis und H. W. B. Skinner, Proc. Roy. Soc. A 105 (1924), 
p. 165, 185. 
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auch bei beliebigen statistischen Betrachtungen im allgemeinen un- 
vermeidliche Einschränkung kann hier auch in der Form ausgespro- 
chen werden, daß die von dem Strahlungsfelde auf die Moleküle aus- 
geübten äußeren Kräfte vernachlässigbar klein sein müssen gegenüber 
den zwischen den Bestandteilen des Einzelmoleküls wirkenden inneren 
Kräften.?®®) Die Ableitung gilt nach den gemachten Voraussetzungen 
ferner zunächst bloß für ruhende Moleküle, kann aber mit Leichtig- 
keit auf den Fall thermisch bewegter Teilchen erweitert werden, indem 
man die Größen A}, By, Bi; der Ansätze (106), (107a), (107b) bzw. 
(1067), (107a’), (107b’) in entsprechender Weise von Geschwindigkeits- 
größe und -richtung des betrachteten Moleküls vor und nach jedem 
Quantenübergang n"—n" bzw. n’—n’ abhängen läßt und für die 
Anwendung der Stationaritätsbedingung (32) die vollständige Boltz- 
mannsche Verteilungsformel (105) benutzt. Eine ähnliche Betrachtung 
wie oben ergibt zugleich mit dem Planckschen Strahlungsgesetz wieder- 
um (113), während an Stelle von (114) jetzt die verallgemeinerte Fre- 
quenzbedingung 
(115) Ey + EM — Er — Ef) —=h:v 
tritt, in welcher E/®) bzw. E,"") die Translationsenergien bedeuten, die 
das Molekül vor bzw. nach Ausführung des Quantenüberganges » — n” 
bzw. n’—n' besessen hat.??”) Da die Translationsenergien praktisch 
unter allen Umständen als stetig veränderlich angesehen werden müssen, 
wird durch (115) im Gegensatz zu (114) ein kontinuierliches Spektrum 
dargestellt; dieses enthält die zugehörige „scharfe“ Spektrallinie (114) 
des ruhenden Moleküls in sich und bedingt deren thermokinetische Ver- 
breiterung, wie man im Zusammenhang mit dem Dopplerschen Prinzip 
(Nr. 20) und dem Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetze (49) 
nachweisen kann. 

Die Anwendung der Stationaritätsbedingung (32) bei den obigen 


228) Die erwähnte Einschränkung, deren letztgenannte Form von N. Bohr, 
Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, IL. Kap., $ 1, im Zusammenhang mit dem An- 
satz (106), (106) und dessen Unabhängigkeit von der Strahlungsdichte hervor- 
gehoben worden ist, kann demnach weder als eine den Einsteinschen Ansätzen 
(106°), (107a’), (107 b’), noch der bisherigen Form der Quantentheorie im allge- 
meinen, entgegenstehende Schwierigkeit gewertet werden. Bleibt de zufolge 
obiger Einschränkung in (106°) von der Strahlungsdichte e(v, T) unabhängig, so 
sieht man leicht, daß die Einsteinschen Ansätze die einzigen sind, welche das 
Plancksche Strahlungsgesetz in obiger Weise abzuleiten gestatten und dement- 
sprechend mit einem Wärmegleichgewicht zwischen Strahlung und Molekülen 
verträglich sind. 

229) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, $ 2; 
E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 301. 

63* 
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Überlegungen hat zur Folge, daß Energie und Impuls, einerseits für 
das ganze Gas, andererseits für die schwarze Strahlung, im zeitlichen 
Mittel unverändert bleiben, womit hier die Gültigkeit des Energie- und 
Impulssatzes im makroskopisch-statistischen Sinne gesichert erscheint. 
Fordert man das Bestehen dieser beiden Sätze jedoch auch noch für 
den Vorgang der Wechselwirkung zwischen der Strahlung und dem Einzel- 
molekül, so bedürfen obige Betrachtungen einer Ergänzung von prin- 
zipieller Bedeutung.?®°) Was das Bestehen des Energiesatzes beim Einzel- 
molekül anbetrifft, so wird es formal durch die aus obiger Ableitung 
hervorgegangene Bohrsche Frequenzbedingung (114) bzw. (115) aller- 
dings bereits gewährleistet. Bezüglich des Impulssatzes hingegen ist 
man auf eine eigene Betrachtung der durch die Wechselwirkung mit 
dem Strahlungsfelde bedingten Impulsschwankungen am Einzelmolekül 
angewiesen, eine Betrachtung, deren Methodik von Einstein herrührt 
und bereits in Nr. 7e geschildert worden ist. Wie dort hervorge- 
hoben, hat man zur Berechnung der Impulswirkungen auf ein im 
Strahlungsfelde bewegtes materielles Teilchen die durch Absorption 
und Emission des letzteren verursachten Energieschwankungen für jede 
beliebige Strahlrichtung getrennt zu behandeln und als voneinander un- 
abhängig anzusehen. Wird für das bewegliche Teilchen ein einzelnes 
Molekül gewählt, so ist die Größe der von ihm verursachten Einzel- 
energieschwankungen zufolge (114) bzw. (115) bereits bekannt und 
durch hv gegeben. Nach Nr. 7e ist nun zu schließen, daß dem räum- 
lich gerichteten Umsatz der Strahlungsenergie hv bei Absorption und 


Emission ein Umsatz von Strahlungsimpuls von der Größe Ar entspricht. 


Die Anwendung dieses Ergebnisses?®') liefert (vgl. Nr. ?e) mit Be- 





230) Diesen Umstand hat O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 151, 
übersehen und ist dadurch zu der unbegründeten Meinung veranlaßt worden, die 
im Texte nachfolgenden Einsteinschen Überlegungen und deren Ergebnis als 
entbehrlich ansehen zu dürfen. 

231) A. Einstein, Mitt. Phys. Ges. Zürich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18 
(1917), p. 121. 

Wie die Betrachtungen auf p. 938/939 ergeben haben, ist der Ansatz räumlich- 
gerichteter Impulsübertragungen, unabhängig von der Größe des umgesetzten Im- 
pulses, bereits für eine von einer speziellen Elektrodynamik möglichst unabhängige 
Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes erforderlich und ist daher nicht 
als eine besondere quantentheoretische Folgerung anzusehen. Wenn man sie 
nicht vollkommen exakt, sondern nur mit beliebig weitgehender Annäherung 
gelten lassen will, so ist sie, wie ©. W. Oseen, Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 202 
gezeigt hat, sogar mit der bereits mehrfach als unzulänglich erkannten Max- 
wellschen Elektrodynamik vereinbar. [Vgl. dazu jüngst auch E. Weber, Ztschr. 
f. Phys. 32 (1925), p. 370.] Allerdings verlangt die Maxwellsche Theorie dann 
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rücksichtigung von (111) und (114) bzw. (115): 
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In die Impulsgleichgewichtsbedingung 
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eingesetzt, führen diese Ausdrücke zu der Differentialgleichung 
hv 

7 8 -77 ih 

Bl 


welche wiederum das Plancksche Strahlungsgesetz (93) ergibt. 
Bedeuten 3") und 3”) die Linearimpulsvektoren des Moleküls 
vor und nach Ausführung eines Quantenüberganges n—n" bzw. 
n’—n', und bezeichnet i einen Einheitsvektor, dessen Richtung mit 
jener der dabei durch das Strahlungsfeld bewirkten Impulsübertragung 
zusammenfällt, so ist mit den zuletzt angeführten Einsteinschen Be- 
trachtungen zugleich auch die allgemeine Gültigkeit der Vektorgleichung 


‚Äh 
CAtn’) PR 4 SA ”) — 1—- 
(116) AU) as 7 ı Fr v 


für jeden elementaren Strahlungsprozeß als notwendige Folgerung der 
Gültigkeit des Impulssatzes am Einzelmolekül erwiesen. Da in (115) 
die gleiche Frequenz v auftritt, wie in (116), so kann » gegebenen- 
falls auch mittels der letzteren Beziehung bestimmt werden: die „Im- 
pulsfrequenzbedingung“ (116) tritt so unmittelbar in Parallele zu der 
„Energiefrequenzbedingung“ (115), entsprechend der naturgemäßen Ko- 


auch eine Fortpflanzung der Lichtenergie im Vakuum innerhalb eines Kegels 
von beliebig kleinem Öffnungswinkel, und dieser Kegel wird erst dann zu einer 
„unendlich dünnen Schußlinie‘‘ (Einsteinsche Nadelstrahlung), wenn man zwar 
die Maxwellsche Theorie fallen läßt, aber den (hier experimentell allerdings 
grundsätzlich unkontrollierbaren) Satz von der Erhaltung des Drehimpulses im 
Vakuumstrahlungsfelde beibehält. Vgl. W. Schottiy, Die Naturwissenschaften 9 
(1921), p. 492, 506; rechte Spalte von p. 509. — Alle derartigen Folgerungen 
über die Lichtausbreitung gehen jedoch weit über die bloße Feststellung ge- 
richteter Impulsübertragung bei Absorption und Emission hinaus und dürfen 
mit ihr ebensowenig verwechselt werden, wie der Umsatz von Strahlungsenergie 
hv mit der Existenz freier „Lichtquanten“ im Strahlungshohlraume [Anm. 182), 
226) und 545)]. S. Nr. 20. 
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ordination von Energie- und Impulssatz, welche von der Relativitäts- 
theorie aufgedeckt worden ist.”®®) Die Geringfügigkeit der in (116) 
auftretenden Größen, sowie der in (115) vorkommenden Translations- 
glieder, selbst bei beträchtlicheren Molekulargeschwindigkeiten, hat 
jedoch zur Folge, daß für die praktische Berechnung von v nur die 
ursprüngliche Bohrsche Frequenzbedingung (114) als erste Näherung 
von (115) in Betracht kommt. Bezüglich der prinzipiellen Bedeutung 
von (116) für die Erklärung des Dopplereffekts und für die Frage 
nach der Zulässigkeit der Wellentheorie vgl. man Nr. 20. 


12. Allgemeine Gesetze der Wechselwirkung zwischen Materie 
und Hohlraumstrahlung bei Wärmegleichgewicht. In der voran- 
gehenden Nummer ist für den Spezialfall isolierter, thermisch be- 
wegter Gasmoleküle gezeigt worden, daß die Absorption und Emission 
von Strahlungsenergie grundsätzlich an die Wirksamkeit monochroma- 
tischer Strahlung gebunden ist, wobei jeder dieser Elementarvorgänge 
zwischen Molekül und Strahlung wenigstens formal verknüpft gedacht 
werden muß mit dem Umsatz eines „Energiequantums“ Av und dem 


gleichzeitigen Austausch des Linearimpulsbetrages ne. Zu einer voll- 


ständigen Beschreibung des Wärmegleichgewichts zwischen den Mole- 
külen und der Strahlung reichen diese Ergebnisse indessen noch nicht 
hin: wie für den Grenzfall tieferer Temperaturen und praktisch ruhen- 
der Moleküle unmittelbar aus obiger Ableitung der Bohrschen Fre- 
quenzbedingung (114) ersichtlich wird, sollten hier sonst praktisch 
überhaupt nur Wechselwirkungen der Moleküle mit Strahlung von 


232) Während die Bohrsche Frequenzbedingung (114) sogleich allgemeine An- 
erkennung gefunden hat, haben sich einige der führenden Forscher, namentlich 
Bohr [Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117; Anm. auf p. 150], der Übertragung gerich- 


teten Impulses ad gegenüber noch längere Zeit hindurch sehr reserviert ver- 


halten. Als Erklärung hierfür mag in Betracht kommen, daß aus dieser faszi- 
nierenden Folgerung Einsteins bis vor kurzem keinerlei Schlüsse von so weit- 
tragender Bedeutung gezogen worden sind, wie aus der Frequenzbedingung (114). 
Wie in den Nrn. 20, 21, 22 näher gezeigt werden wird, hat sich das jüngst in 
ganz entscheidender Weise geändert. Unabhängig davon muß aber betont wer- 
den, daß die obige Betrachtung keine anderen hypothetischen Elemente ent- 
hält, als die eingangs dieser Nr. beim Energiegleichgewicht verwendeten Ein- 
steinschen Ansätze (106’), (107a’), (107b’) (vgl. dazu Anm. 228); die Sicherheit 
von (116) und jene von (115) bzw. (114) ist demnach die gleiche. Ein entgegen- 
gesetzter Standpunkt ist jüngst von P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 297 
zu begründen versucht worden, doch hat A. Einstein, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p- 784, darauf hingewiesen, daß Jordan eine Annahme benutzt, welche sämtlichen 
Erfahrungen über die Lichtabsorption widerspricht. 
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irgendwelchen der durch (114) gegebenen diskreten Spektralfrequenzen 
möglich sein — im Gegensatz zu der durch das ganze Spektrum hin- 
durch feststellbaren Zerstreuung und Dispersion von Strahlung belie- 
biger Frequenzen.?®) Betrachtet man ferner die Mitwirkung von so 
kurzwelliger Strahlung an dem Wärmegleichgewicht mit der Hohl- 
raumstrahlung, daß mit einer merklichen Ionisation (Nr. 18b, 25a, 
26.) oder Dissoziation (Nr. 18b, 25, 26c) der Moleküle gerechnet 
werden muß, endlich die Teilnahme beliebiger materieller Körper, auf 
welche die obigen statistischen Betrachtungen, wenn überhaupt, so 
ebenfalls nicht unmittelbar übertragen werden können, so erhebt sich 
auch hier die Frage nach den allgemeinen Gesetzen der Wechselwir- 
kung zwischen Materie und Hohlraumstrahlung. 

Die Beantwortung dieser Frage wird ermöglicht durch die An- 
wendung der allgemeinen Schwankungsbeziehung (69) auf den Energie- 
austausch zwischen einem beliebigen materiellen Körper und der durch 
das Plancksche Strahlungsgesetz (93) für das gesamte Spektrum empi- 
risch gekennzeichneten schwarzen Strahlung. Wird (93) in (69) einge- 
führt, so erhält man für das mittlere Energieschwankungsquadrat pro 
Volumeneinheit, bezogen auf einen von beliebiger Materie begrenzten Teil 
des durchstrahlten Vakuums (Nr. 7b, p. 935), 


0) 2 : 63 : 
am) RP. w—liv.gW,N) + 5le@, NP} av. 


Wie der Vergleich mit (70) lehrt, stellt das zweite Glied auf der 
rechten Seite von (117) genau die nach der klassischen Theorie von 
der Mitwirkung der Materie unabhängigen Interferenzschwankungen der 
Strahlung dar. Nach (72) beträgt also der Anteil der Moleküle an 
den Energieschwankungen der Strahlung (Einsteinsche Schwankungen) 


(12a) hv-o(v,T)-dv, 
und bezogen auf die Strahlungsdichte g(v, 7) - dv selbst, 
(115a) hv. 


Die Deutung dieses für ganz beliebige Materie gültigen Ergebnisses 
bestätigt die für isolierte Moleküle vermittels der Bohrschen Frequenz- 
bedingung (114) bzw. (115) bereits erworbene Erkenntnis im denkbar 
weitgehendsten Sinne, daß bei der Wechselwirkung zwischen Materie 
und Strahlungsfeld Energie grundsätzlich nur in ganzen „Quanten“ hv 
umgesetzt werden kann.”*) Vergleicht man nämlich (115a) mit den 


233) Otfenbar besagt das Postulat von der allgemeinen Existenz diskreter 
stationärer Zustände, daß es Gasmoleküle mit der Eigenschaft, absolut schwarze 
Körper zu sein, prinzipiell nicht geben kann. | 

234) Obige Schwankungsbetrachtung ist bereits lange vor der Bohrschen 
Theorie von Einstein herangezogen worden, um Aufschlüsse über die Strahlungs- 
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in Nr. 9 aufgedeckten statistischen Grundlagen des Planckschen Strah- 
lungsgesetzes (93), so sieht man, daß (115a) gerade dadurch seine Be- 
deutung erhält, daß es die kleinste Energiedifferenz darstellt, um welche 
sich der Energieinhalt einer Hohlraumeigenschwingung vermöge der 
Wechselwirkung mit einer beliebigen absorbierenden oder emittieren- 
den Substanz zu ändern vermag. Auf Moleküle angewandt, liefert die 
obige Schwankungsbetrachtung insbesondere eine von der vorangehen- 
den in gewisser Hinsicht unabhängige, zweite Begründung der Fre- 
quenzbedingung (114) bzw. (115).®) (1152) umfaßt außerdem die 
von Einstein schon 1905 gegebene quantitative Behandlung des Licht- 
elektrischen Effektes, sowie die erfolgreiche Deutung aller Arten von 
kontinuierlichen Spektren nach Bohr (Nr. 18b). 

Wird die Betrachtung des in Nr. 7e und auch in der vorigen 
Nummer behandelten Impulsgleichgewichtes nunmehr auch auf den vor- 
liegenden Fall der Wechselwirkung zwischen Strahlung und beliebiger 
Materie ausgedehnt, so folgt aus (115a) in Verallgemeinerung von 
(116), daß jeder derartige Vorgang von dem Austausch eines gerichteten 
Impulses vom Betrage i 

v 


(116a) — 


c 


begleitet sein muß.?®®) Der dadurch bedingte „Rückstoß“ ist beim 
lichtelektrischen Effekt von Röntgen- und Gammastrahlung experimentell 
nachweisbar??”) und scheint berufen zu sein, die quantentheoretische 
Deutung aller mit Richtungsänderungen verbundenen optischen Erschei- 
nungen, einschließlich der Interferenzvorgänge zu liefern (Nr.20, 21, 22). 


eigenschaften der Materie zu gewinnen, vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), 
p. 132; Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185. Einsteins Rückschluß auf die Fortpflan- 
zung selbständiger räumlich konzentrierter „Lichtquanten“ h» [vgl. Anm. 182), 
226), 231), 545)] im Vakuum wurde eingehend erst von L. S. Ornstein und F. Zer- 
nike (Anm. 138) zu widerlegen gesucht (Nr.6b, p. 932/933, insbesondere Anm. 141) 
und auf die oben formulierte Aussage zurückgeführt, nachdem letztere von ver- 
schiedenen Seiten, namentlich auch von Bohr, schon früher als allein bindend 
angesehen worden war. 

235) Natürlich muß hierzu strenggenommen außer dem Planckschen Strah- 
lungsgesetz auch noch das weitere Erfahrungsresultat der allgemeinen Existenz 
stationärer Zustände bei materiellen Gebilden hinzugenommen werden. Siehe 
Anm. 204). 

236) Vgl. A. Smekal, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873. 

237) A. H. Compton, Nature 112 (1923), p. 435; F. W. Bubb, Nature 112 
(1923), p. 363; P. Auger, Paris C. R. 177 (1923), p. 169; 178 (1924), p. 929, 1535; 
W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 237; 26 (1924), p. 59; L. Meitner, Ztschr. 
f. Phys. 22 (1924), p. 384; CO. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. A 104 (1923), p. 1; 
4A. H. Compton und J. ©. Hubbard, Phys. Rev. 23 (1924), p. 439. 
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Was insbesondere die oben als notwendig bezeichnete Ergänzung 
zur Behandlung des Wärmegleichgewichtes zwischen Gasmolekülen 
und schwarzer Strahlung anbetrifft, so ist durch die Ergebnisse (115a) 
und (116a) auch der Weg gewiesen, den Einfluß der Wechselwirkung 
von Molekülen mit monochromatischer Strahlung zu verfolgen, deren 
Frequenz mit den gleichzeitigen Frequenzbedingungen (115) und (116) 
unverträglich ist. Die Forderung der Gültigkeit des Energie- und 
Impulssatzes für derartige Elementarprozesse führt hier zusammen mit 
(115a) und (116a) zu der Annahme einer nur teilweisen Energieabsorp- 
tion durch das Molekül, verbunden mit der Emission von monochroma- 
tischer Sekundärstrahlung von anderer als der Primärfrequenz2.?®) Be- 
zeichnet »’ die Primärfrequenz, v” die Sekundärfrequenz und i’ bzw. 
i' die Einheitsvektoren für die Richtung der beiden Strahlungen, so 
erhält man in Verallgemeinerung von (115) und (116) als Analoga 
der positiven Einstrahlungsvorgänge 


(118a) Ex + EM IV — Er + Em) Liv" 
und 

ln’ „h A TUN ind „ 
(119a) 2 ee a 


für die Analoga der Ausstrahlungsvorgänge und negativen Einstrahlungs- 
prozesse hingegen 


(115b) Ev + EM — hvV = Eu + Er) + hv" 
und 

In’ .s h [4 el nm’ .„ h 173 
(119b) Be a REN a 


238) A. Smekal, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873; W. Pauli, Ztschr. 
f. Phys. 18 (1923), p. 272 (Schlußabsatz); A. H. Compton, Phys. Rev. 24 (1924), 
p- 168. Ferner jüngst: FH. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 
(1925), p. 681; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241 (Zusatz b. d. Korrektur) 

239) Die durch (118) und (119) gekennzeichneten Grundgleichungen für die 
Zerstreuung des Lichtes und damit auch für die Dispersion stehen demnach in 
wesentlichem Zusammenhange mit der Molekültranslation, während die Bohrsche 
Frequenzbedingung (114) für die Eigenstrahlung der Moleküle als erste Näherung 
von (115) noch für ruhende Moleküle hat abgeleitet werden können. Tatsächlich 
haben ©. @. Darwin und der Referent bei früheren Versuchen einer Quanten- 
theorie der Dispersion nur Strahlungsbeeinflussungen ruhender Moleküle voraus- 
gesetzt und kein stationäres Energiegleichgewicht erhalten können. ©. @. Darwin, 
Nature 110 (1922), p. 841; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 25; Nature 111 
(1923), p. 771; A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873. 

Ein von ganz ähnlichen Voraussetzungen wie im Texte ausgehender Beweis 
für das Wärmegleichgewicht zwischen schwarzer Strahlung und (longitudinalen) 
Kompressionswellen („Schall“wellen bzw. Wärmebewegung) in festen oder flüssigen 
Körpern ist jüngst, ebenfalls unter Hinweis auf das Dispersionsproblem, von 
E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 89 gegeben worden. 
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welche Beziehungen für v’ = 0 in (115) und (116) übergehen.?®®) Für 
die „Übergangswahrscheinlichkeiten“ eines derartigen Vorganges und 
seines inversen ergibt sich durch entsprechende Verallgemeinerung 


von (106), (107a’) und (107 b’) 

(1202) Biel‘) - 00, 7) [An (0) + Bu 0”) 0", T)]- dt, 

(1209) [Av(o) + Bew) e@, 7): Be”) e@”,T) - dt, 
beziehungsweise 

(120b) [An (@) + Bew) 0, 7)]- [AR e”) + Bro”) - e(w’,T)] 
(120b)) Bw) eW, 7): Br”) e@", N), 

wodurch das Wärmegleichgewicht mit der schwarzen Strahlung ebenso 


wie bei den in Nr. 11 betrachteten Vorgängen garantiert erscheint, 
sofern noch entsprechend (113) 
Ba Mm) Su Ale) 

0. B". (W)’ ec? BE B® w") 
vorausgesetzt wird.) Da durch die Gleichungen (118) und (119) bei 
vorgegebenen Energie- und Impulsgrößen jeder beliebigen Frequenz v 
ein bestimmtes v" zugeordnet wird, ermöglichen obige Betrachtungen zu- 
sammen mit jenen der vorangehenden Nummer einen vollständigen Be- 
weis für die Stationarität des Wärmegleichgewichtes zwischen Planck- 
scher Strahlung und Quantenmolekülen für Temperaturen, bei welchen 
Jonisation bzw. Dissoziation noch keine merkliche Rolle spielen.?*')**?) 


240) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, $ 3; 
H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 681; A. Smekal, 
Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241. 

241) Die für den Fall thermischer oder lichtelektrischer Ionisation bzw. Dis- 
soziation notwendig werdenden Ergänzungen ergeben sich aus den Betrachtungen 
von Nr. 26b und 26e. 

242) Denkt man sich die in (120a) bzw. (120a’) angezeigten Multiplikationen 
ausgeführt, so erhält man bei Beschränkung aut die „normale“ Zerstreuung 
(Nr. 21) und Berücksichtigung von (120c) einen Ausdruck, der, abgesehen von 
einem von der Strahlungsdichte unabhängigen Faktor, mit der rechten Seite 
von (117) übereinstimmt, wenn man nachträglich » = v’= v’’ setzt. Diese nähe- 
rungsweise Gleichsetzung ist sachlich begründet durch den Umstand, daß der 
Unterschied von v’ und »” für gewöhnliche Moleküle dann unmeßbar klein wird 
und nur für freie Elektronen und harte Röntgenstrahlung meßbare Beträge er- 
reichen kann. 

Im Zusammenhang mit den am Ende der Anm. 224) gemachten Bemer- 
kungen möge noch darauf hingewiesen werden, daß sich das „streuende‘‘ Mole- 
kül während des Streuvorganges sowohl mit Hohlraumeigenschwingungen in 
Wechselwirkung befinden kann, welche „energiefrei‘ sind, als mit solchen, die 
ein beliebiges ganzzahliges Vielfaches von hv’ bzw. hv’’ als Energie besitzen. — 
Über die Frage nach der Zeitdauer des Streuvorganges vgl. man Nr. 21. 


(120e) 
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Streicht man in (118a) E, und E,-, so wird bei dem betrachteten 
Strahlungsvorgange keine Änderung der inneren Energie des Mole- 
küls und damit seines Quantenzustandes vor sich gehen; für diesen 
Sonderfall, der auch die Wechselwirkung freier Elektronen mit der 
Strahlung umfaßt, lassen sich (120a) bzw. (120a’) direkt aus relati- 
vitätstheoretischen Invarianzforderungen herleiten.*?) Die Beziehungen 
(118a) und (119a) sind für praktisch als frei anzusehende Elektronen 
zuerst von A. H. Compton und P. Debye**) aufgestellt und mit Rück- 
sicht auf die bei der Zerstreuung der Röntgenstrahlen bemerkte Fre- 
quenzerniedrigung diskutiert worden (Nr. 21). 


II. Allgemeine Grundlagen der Quantentheorie. 


A. Quantentheorie isolierter Atome und Moleküle. 


13. Das Rutherford-Bohrsche Atommodell.”) In der voran- 
gehenden Darstellung der Entwicklung statistisch-mechanischer Be- 
trachtungen zur Quantenstatistik sind Atome und Moleküle im allge- 
meinen ohne Rücksicht auf ihre genauere Konstitution kurzweg als 
„mechanische“ Gebilde angesehen worden — eine aus der statistischen 
Mechanik vererbte, veraltete Bezeichnungsweise, in welcher „mecha- 
nisch“ der Sache nach aber nur im Sinne von „dynamisch“ aufgefaßt 
zu werden braucht.”%) Wie insbesondere die durch die Namen Lenard 
und Rutherford gekennzeichneten Untersuchungen über die Zerstreuung 
von Kathoden- und «-Strahlen beim Durchgang durch die Materie ge- 
zeigt haben, muß letztere universell aus elektrisch geladenen Partikeln 
aufgebaut gedacht werden: Atome und Moleküle sind elektrodynamische 
Gebilde. Ihre bisher erkannten letzten Bausteine sind (negative) Elek- 
tronen und Protonen (positive Elektronen oder Wasserstoffatomionen), 
wie etwa die Erscheinungen der Vakuumentladung und des licht- 
elektrischen Effektes, die Radioaktivität und Asions Isotopenforschung, 


243) W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 272; 22 (1924), p. 261. 

244) A. H. Compton, Phys. Rev. 21 (1923), p. 483; P. Debye, Phys. Ztschr. 
24 (1923), p. 161. 

245) Vgl. hierzu und zum folgenden allgemein A. Sommerfeld [1]; J. M. 
Burgers [1]; N. Bohr [1], [2], [3]; X. Fajans, Radioaktivität, IV. Aufl., Braun- 
schweig 1922. 

246) Damit soll gemeint sein, daß es hierbei nur auf die „Bewegung“ an 
sich ankommt, für welche man solange mit „Bewegungs“gleichungen von der 
Form (1) zu operieren versuchen wird, als dem von der Erfahrung nicht wider- 
sprochen wird. [Siehe Anm. 22) und 280).] Dieser Standpunkt ist wesentlich 
allgemeiner als z. B. jener der Newtonschen Mechanik bzw. Dynamik, den er 
aber als Spezialfall in sich schließt. 
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endlich zuletzt und wohl am direktesten die künstliche Atomzertrüm- 
merung von Rutherford und Chadwick, Kirsch und Pettersson dargetan 
haben.*%®) Über die nähere Struktur dieser Bausteine ist gegenwärtig, 
von willkürlichen und haltlosen Spekulationen (Kugelgestalt usw.) ab- 
gesehen, nichts bekannt; dem Experimentator haben sie sich bisher 
in allen Fällen als praktisch punktförmig wirksame Kraftzentren er- 
wiesen, deren unveränderliche elektrische Ladung als wahre Substanz der 
Materie erscheint. Für Elektron (— e) und Proton (+ e) ist sie, ab- 
gesehen vom Vorzeichen, durch das Elementarguantum der Elektrizität, 
e = 4,174 + 0,005 - 10-10 elektrostatische Einheiten (Millikan) ge- 
geben; für die Ruhmasse des Elektrons m hat man 0,899 - 10-°" Gramm, 
für jene des Protons m’ = 1,649 : 10=* Gramm berechnet. Weitere 
zahlenmäßig angebbare Eigenschaften der beiden Elementarladungen 
sind gegenwärtig nicht bekannt. 

Die unter normalen Umständen stets beobachtete elektrische Neu- 
tralität der Atome und Moleküle verlangt, daß gleich viel Elektronen 
und Protonen am Aufbau eines jeden derartigen @ebildes teilnehmen. 
Unabhängig von den chemischen Bindungsverhältnissen befinden sich 
nach Rutherford sämtliche im einzelnen Atom vorhandenen positiven 
Ladungen zusammen mit einer bestimmten Anzahl von Elektronen, 
auf ein Raumgebiet vereinigt, dessen Durchmessergrößenordnung ex- 
perimentell zu 10” '? bis 10-1° cm bestimmt worden ist.?*”) Die resul- 
tierende Gesamtladung + Ze dieses Atomkernes ist offenbar gleich 
dem Überschuß der Protonenanzahl Z-+ Z, über jene der Kernelek- 
tronen Z,; die Kernladungszahl Z nimmt im periodischen System der 
Elemente von Element zu Element um eine Einheit zu und heißt 
daher auch Ordnungszahl oder Atomnummer. Jedes chemische Element 
ist demnach durch eine bestimmte ganze Zahl zwischen Z=1 für 
Wasserstoff und Z= 92 für Uran gegeben; die zu einem bestimmten 
Z-Werte gehörigen verschiedenen Anzahlen Z, kennzeichnen die ein- 
zelnen Atomarten oder Isotopen des betreffenden Elementes. Experi- 
mentell hat der Verlauf von Z durch das ganze periodische System, 
und damit die „richtige“ Anordnung der Elemente, mittels des Mo- 
seleyschen Gesetzes der Röntgenspektren eindeutig festgelegt werden 
können *®); für einzelne Elemente sind die Kernladungszahlen in Über- 
einstimmung damit von Chadwick auf Grund von Zerstreuungsver- 


246a) Siebe etwa H. Pettersson und @. Kirsch, Atomzertrümmerung, Leipzig 
1925 (Akad. Verl.-Ges.). 

247) E. Rutherford, Phil. Mag. 27 (1914), p. 494; O0. @. Darwin, Phil. Mag. 
27 (1914), p. 506. 

248) Vgl. V 26 (C. Runge). 
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suchen an «-Strahlbündeln experimentell direkt bestimmt worden.*?) 
Bezieht man die Atomgewichte, wie üblich, auf Sauerstoff = 16, so 
wird das Atomgewicht eines Protons © 1; wegen der relativen Ge- 
ringfügigkeit- der Elektronenmassen wird dann das Atomgewicht jeder 
Atomart eines chemischen Elementes einfach durch die zugehörige 
Protonenanzahl Z + Z, bestimmt sein müssen, was der praktischen 
Ganzzähligkeit der Astonschen Isotopenatomgewichte entspricht. Z, muß 
also jeweils gleich der Differenz von ganzzahligem Atomgewicht und 
Atomnummer gesetzt werden; eine davon unabhängige, direkte Be- 
stimmung dieser Größe ist bisher noch nicht möglich gewesen, kann 
aber auch als entbehrlich angesehen werden für den gegenwärtigen 
Stand der Theorie, welcher die Annahme punktförmig bzw. kugelsym- 
metrisch wirksamer Atomkerne als bislang so gut wie vollständig 
ausreichende Annäherung zur Voraussetzung hat.”®) 

Außerhalb des Atomkernes werden sich beim neutralen Atom nach 
dem Vorangehenden gerade Z Elektronen befinden müssen, welche im 
„Normalzustand“ des Atoms Abstände vom Atomzentrum bis zur 
Größenordnung 10-® cm erreichen; ähnliches gilt für die Moleküle, 
welche je nach der betreffenden chemischen Verbindung aus mehreren 
Atomkernen und den entsprechenden Anzahlen von Elektronen be- 
stehen werden.??!) Nach Ausweis von Zerstreuungsversuchen mit Ka- 
thoden- und «-Strahlen sind diese Elektronen einzeln wirksam und 
umgeben die Kerne als Elektronenhülle mit einer nach innen hin zu- 
nehmenden Dichte?”) Die Anzahl Z der Hülleelektronen des Atoms 
ergibt sich aus den gleichen Versuchen in befriedigender Übereinstim- 
mung mit der Kernladungszahl, ferner aus dem .Brechungsquotientn 
für Röntgenstrahlung”®); die genaueste Methode zur erfolgreichen 
Zählung der einzelnen Hülleelektronen, welche zugleich gewisse Eigen- 
schaften ihrer mittleren räumlichen Konfigurationen zu bestimmen ge- 

249) J. Chadwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734. 

250) Bezüglich der gegenwärtigen Bedeutung der Quantentheorie für die 
Frage nach den Einzelheiten des Kernaufbaues vgl. Nr. 17, Anm. 439). 

251) Vgl. den Bericht von K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. 19 (1923), p. 259 
über die Größe der Atome, Ionen und Moleküle und die Methoden zu ihrer Be- 
stimmung. 

252) S. W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 161. Zu diesen und auch 
den übrigen Ergebnissen der Untersuchungen über den Durchgang korpuskularer 
Strahlen durch die Materie sowie ihre Bedeutung für die Fragen des Atombaues 
vgl. man ferner die zusammenfassenden Berichte von R. Seeliger, Jahrb. d. Rad. 
16 (1920), p. 19 und W. Bothe, Jahrb. d. Rad. 20 (1923), p. 46. 

253) A. H. Compton, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1121; vgl. ferner jüngst B. Davis 


und R. v. Nardroff, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 60, 384; R. v. Nardroff, 
Phys. Rev. 24 (1924), p. 143. 
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stattet, gründet sich jedoch auf Intensitätsmessungen an von kristalli- 
sierten Körpern reflektiertem Röntgenlicht.?°*) 

Das Kernproblem der Quantentheorie — letztere als Theorie der 
Materie aufgefaßt — besteht nun darin, die Elektrodynamik der Atom- 
bestandteile, zunächst der Elektronenhülle, auf Grund obiger, empirisch 
sichergestellter Tatsachen und in Übereinstimmung mit den vorangegan- 
genen Ergebnissen der Statistik zu entwickeln. Der naheliegendste Weg 
einer Anwendung der Maxwellschen Elektrodynamik auf die Bewegung 
von Z einzelnen Elektronen im Felde eines Z-fach positiv geladenen, 
massebeschwerten Atomkernes erweist sich indessen sogleich als un- 
gangbar — in Übereinstimmung mit dem bereits oben in Nr. 6b, 
ib, Te und 9 festgestellten Versagen der Maxwellschen Theorie beim 
Strahlungsproblem und ihrer Unvereinbarkeit mit den in Nr. 12 be- 
handelten allgemeinen Strahlungseigenschaften beliebiger materieller 
Körper. Wie man etwa aus der Lorentz-Ritzschen Form?) der Max- 
wellschen Elektrodynamik entnehmen kann, läßt sich das genannte Be- 
wegungsproblem zwar grundsätzlich aus einem Variationsprinzip ab- 
leiten, so daß seine Bewegungsgleichungen auf die kanonische Form 
(1) gebracht werden können ?®®); doch geht in sie wegen der Anwesen- 
heit der retardierten Potentiale die Zeit explizit ein und bewirkt, 
daß jede Art von beschleunigter Bewegung dauernd von örreversibler 
Energie- (und Drehimpuls-) Ausstrahlung begleitet wird. Dieser ununter- 
brochene Energieverlust widerspricht aber offensichtlich der nach Nr. 9 
statistisch abgeleiteten und auch experimentell direkt sichergestellten 
Energiekonstanz der Atome (und Moleküle) in ihren stationären Quanten- 
zuständen. 

Um diesem Widerspruch zu entgehen, ist immer wieder versucht 
worden, innerhalb der Maxwellschen Theorie wenigstens spezielle Typen 
von strahlungsfreien Elektronenbewegungen ausfindig zu machen”), 

254) P. Debye und P. Scherrer, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 474; W. L. Bragg, 
R.W. James und (©. H. Bosanquet, Phil. Mag. 41 (1921), p. 309; Ztschr. f. Phys. 
8 (1921), p. 77; Phil. Mag. 44 (1922), p. 433; D. R. Hartree, Proc. Cambr. Phil. 
Soe. 21 (1923), p. 625; Phil. Mag. 46 (1923), p. 1091. 

255) W. Ritz, Ann. Chim. Phys. (8) 13 (1908), p. 145; Arch. Sc. phys. et nat. 
(4) 26 (1908), p. 209; Gesamm. Werke, Paris 1911 (Gauthier-Villars), p. 317, 427. 

256) Vgl. Anm. 19). 

257) Vgl. z.B. @. Nordström, Proc. Akad. Amst. 22 (1919), p. 145; A. D. 
Fokker, Physica 1 (1921), p. 107; $. R. Milner, Phil. Mag. 41 (1921), p. 403; 44 
(1922), p. 1052; @. H. Livens, Phil. Mag. 42 (1921), p. 807; @. A. Schott, Phil. 
Mag. 45 (1923), p. 769; L. Page, Phys. Rev. 24 (1924), p. 296. Durch Abände- 
rung der Mazxwellschen Theorie hat L. Page, Phys. Rev. 18 (1921), p. 292, strah- 


lungsfreie Elektronenbahnen zu erhalten gesucht, ähnlich H. Bateman, Mess. of 
Math. 53 (1924), p. 145. 
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doch hat sich auch ihre Strahlungslosigkeit nur als eine scheinbare 
herausgestellt#®); wie sich später zeigen wird (Nr. 14), wäre es aber 
auch im Falle ihrer Existenz mit Rücksicht auf das Bohrsche Korre- 
spondenzprinzip ausgeschlossen, ihnen für die Quantentheorie irgend- 
welche Bedeutung zuzubilligen. 

Während sich die Maxwellsche Elektrodynamik bei allen Arten 
von makroskopischen Erscheinungen durchaus bewährt und auch für 
den Grenzfall hinreichend kleiner Frequenzen („langer Wellen“) in der 
Strahlungstheorie zu brauchbaren Grenzgesetzen geführt hat [Nr. 9, 
ferner V 22 und V 23 (W. Wien)], ist ihr Widerspruch zu den strah- 
lungsfreien Quantenzuständen der Rutherford- Bohrschen Atommodelle 
ein ebenso vollständiger wie zu deren quantenhaften Strahlungseigen- 
schaften (Nr. 11,12). Erwägt man den Umfang der experimentellen 
Sicherstellung der klassischen Grundlagen, so kann diese Tatsache jedoch 
nicht weiter befremdlich erscheinen.”°°) Von diesen Grundlagen darf das 
Coulombsche Gesetz der Elektrostatik im Inneren des Atoms jedenfalls 
noch als am besten gesichert angesehen werden?‘®), wenngleich es für 
sehr kleine Distanzen, etwa von 10-1? cm abwärts, auch nicht mehr 
den Tatsachen entspricht.?®?) Gegen die Allgemeingültigkeit des Biot- 
Savartschen Gesetzes im Atominnern liegen nach den quantitativen Er- 
gebnissen beim experimentellen Nachweis der Ampereschen Molekular- 
ströme durch die magnetomechanischen Effekte von Barnett?°®) und Ein- 
stein-de Haas?®®) gewichtige Bedenken vor, welche durch eine Reihe 
spektroskopischer Tatsachen [anomaler Zeemaneffekt, s. V 26 (CO. Runge) 
und V 27 (A. Kratzer)| bekräftigt zu werden scheinen.?%) Was schließ- 

258) @. A. Schott, Phil. Mag. 45 (1923), p. 769, ferner auch Phil. Mag. 36 
(1918), p. 243 und H. Bateman, Proc. Nat. Acad. Amer. 5 (1919), p. 367. 

259) S. etwa A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 20. 

260) Vgl. z.B. J. Chadwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734, $ 5. 

261) W. Lenz, München Ber. 1918, p. 355, $ 3; A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 
129 (1920), p. 455; ©. @. Darwin, Phil. Mag. 41 (1921), p. 486. S. ferner Anm. 316). 

Ob diese Abweichungen vom Coulombschen Gesetze nicht nur im Atomkern- 
bereiche, sondern auch bei der Wechselwirkung der Hülleelektronen eines Atoms 
von höherer Kernladung eine wesentliche Rolle spielen, entzieht sich gegenwärtig 
noch jeder näheren Beurteilung. 

262) S. J. Barnett, Phys. Rev. 6 (1915), p. 239; I. G. Stewart, Phys. Rev. 11 
(1918), p. 100; S. J. Barnett und L. J. H. Barnett, Phys. Rev. 17 (1921), p. 404; 
20 (1922), p. 90; Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 14. 

268) A. Einstein und J. W. de Haas, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1918), 
p. 152; E. Beck, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 109; @. Arvidson, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 88; A. P. Chattock und L. F. Bates, Nature 90 (1922), p. 721; Trans. 
Phil. Soc. (A) 223 (1922), p. 257. Der Effekt wurde übrigens bereits von 0. W. 
Richardson, Phys. Rev. 26 (1908), p. 248, vorausgesagt. 

264) Vgl. z.B. A. Lande, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 353. 
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lich das Induktionsgesetz anbetrifft, so ist unmittelbar ersichtlich, daß 
es innerhalb von Atomen mit stationären Quantenzuständen überhaupt 
nicht ohne wesentliche Modifikation formuliert werden kann. 

Wenn somit auf eine vollständige Brauchbarkeit der klassischen 
Elektrodynamik im Atominnern-von vornherein überhaupt nicht ge- 
rechnet werden kann, so wird man anderseits doch erwarten dürfen, 
wenigstens gewisse von ihren Ergebnissen für die Quantentheorie des 
Atombaues nutzbar machen zu können. Dieser in der folgenden Num- 
mer geschilderte Weg ist vor allem von Bohr?) eingeschlagen wor- 
den, und ihm verdankt man so ziemlich alles, was, abgesehen von den 
beiden fundamentalen Frequenzbedingungen (115) und (116), den 
gegenwärtigen Bestand der Atomelektrodynamik ausmacht. Die Mängel, 
mit welchen ein derartiges Verfahren notwendig behaftet ist, nament- 
lich aber die zahlreichen Lücken, welche es unausgefüllt lassen muß, 
sind anderseits so offenkundige, daß es nicht überraschen kann, wenn 
die gegenwärtige Form der Quantentheorie jene strenge Einheitlich- 
keit und Folgerichtigkeit vermissen läßt, die man an der klassischen 
Elektrodynamik innerhalb ihrer Domäne so sehr bewundern muß. 


14. Die Korrespondenz- und Stabilitätsprinzipe der Quanten- 
theorie. Um die Ergebnisse der Maxwellschen Elektrodynamik der 
Atomelektrodynamik nach Möglichkeit zugänglich zu machen, hat man 
jenes Grenzgebiet aufzusuchen, in welchem diese beiden theoretischen 
Gebiete miteinander zur Berührung gelangen müssen. Von der Strah- 
lungstheorie ausgehend, hat Planck mehrfach darauf hingewiesen, daß 
für die klassische Theorie das Wirkungsquantum h als unmeßbar klein 
angesehen werden müsse.®) Nach Planck erscheint demnach die Max- 
wellsche Elektrodynamik gewissermaßen als Spezialfall der Quanten- 
theorie für den ausgezeichneten Grenzübergang 
(121) limh—0, 
was man unmittelbar bestätigt findet, wenn man (121) z. B. auf das 
Plancksche Strahlungsgesetz (93) anwendet und damit zum Rayleigh- 
Jeansschen Strahlungsgeseiz (11a) der klassischen Theorie gelangt. 
Bringt man (121) in der Bohrschen Frequenzbedingung (114) bei end- 
lich bleibender Frequenz v zur Ausführung, so rücken die ausgezeich- 
neten Energiewerte E,,, E,, der Quantenmoleküle beliebig dicht aneinander, 
was der grundsätzlichen Zulässigkeit beliebig stetig veränderlicher Energie- 
werte bei einem klassisch-elektrodynamischen Gebilde korrespondiert. 

Einen zweiten Weg, der in einem gewissen Zusammenhange mit 


265) N. Bohr [1], [2], [3]. 
266) Vgl. z. B. M. Planck [1], p. 143, $ 140. 
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der notwendigen Strahlungsfreiheit der stationären Quantenzustände 
steht, verdankt man Bohr.°®) Nach der klassischen Theorie wird ein 
Elektron desto weniger Energie ausstrahlen, je geringfügiger die Be- 
schleunigung ist, welche es erfährt. Dies entspricht, wie man sich 
z. B. an einer einfach periodischen Elektronenbewegung leicht über- 
zeugen kann, dem Grenzübergange 


(122) lim» — 0. 


Führt man (122) im Planckschen Strahlungsgesetze bei festgehaltenem h 
aus, so gelangt man ebenfalls wieder zum Rayleigh-Jeansschen Strah- 
lungsgesetze (11a) der klassischen Theorie. Auf die Bohrsche Frequenz- 
bedingung (114) angewendet, führt (122) auf solche ausgezeichnete 
Energiewerte E,, E,, der Moleküle bzw. Atome, deren Differenzen be- 
liebig klein werden können müssen. Damit nach Bohr eine eindeutige 
Korrespondenz zwischen! klassischer und Atomelektrodynamik erzielt wer- 
den kann, muß die diskrete Reihe der ausgezeichneten Energiewerte E, 
demnach eine und nur eine Häufungsstelle besitzen. Wenn E, überdies 
nach (103°) als Funktion der u eindeutigen, voneinander unabhängigen 
Parameterinvarianten I,, (r=1,2,...,u) der inneren Molekül- bzw. 
Atombewegung dargestellt werden kann, so muß auch die diskrete Reihe 
aller ausgezeichneten Werte I,, (n= 1,2,...) je eine einzige Häufungs- 
stelle besitzen.?°”) In diesem Grenzgebiete unterscheiden sich dann — 
jetzt immer bei festgehaltenem A! — die Energien benachbarter 
Quantenzustände um im Limes infinitesimal werdende Beträge, welche 
mit den beim Übergang zwischen zwei solchen Zuständen klassisch 
ausgestrahlten Energien unmittelbar in Vergleich gezogen werden 
können. — Der Grenzübergang (122) und die daranschließenden Fol- 
gerungen bilden den Kern des Bohrschen Korrespondenzprinzipes, auf 
dessen Bedeutung für die Festlegung der stationären Zustände im 
Nachfolgenden besonders eingegangen werden wird.?®) Der Plancksche 
Grenzübergang (121), welcher die Ableitung von ganz ähnlichen Kon- 
sequenzen ermöglicht, soll zur Unterscheidung davon als Grundlage 


267) Vgl. Nr. 10 und insbesondere die Anm. 207. Das obige Ergebnis führt: 
zusammen mit (133) zu der wichtigen Folgerung, daß bei vollständiger Korre- 
spondenz zwischen klassischer und Atomelektrodynamik keine von den Quanten- 
zahlen n, in (133) eine endliche obere Grenze besitzen kann, was einzelnen in der 
Literatur aufgetretenen gegenteiligen Äußerungen widerspricht. Vgl. z. B. 
D.Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321, insbes. p. 342; P. Tartakowsky, 
Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 153, dagegen jedoch A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 26 
(1924), p. 40. 

268) Vgl. dazu namentlich auch N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, 
IL. Kap., $$ 2 und 3. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 64 
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eines „Planckschen Korrespondenzprinzipes“ weiterhin ebenfalls mit 
berücksichtigt werden.?®®) 

Um zur praktischen Auswertung der Grenzübergänge (121) und 
(122), sowie der in Verbindung damit zu fordernden allgemeinen Korre- 
spondenz zwischen klassischer und Atomelektrodynamik übergehen zu 
können, hat man zunächst eine geeignete Annahme über das Verhalten 
eines beliebigen Bohrschen Atommodells in jenem Grenzzustande ein- 
zuführen, welcher der Häufungsstelle seiner ausgezeichneten Quanten- 
energiewerte entspricht. Wegen der notwendigen Strahlungslosigkeit 
dieses Zustandes darf man voraussetzen, daß seine Bewegungsglei- 
chungen mit genügender Annäherung aus den klassisch-elektrodyna- 
mischen Bewegungsgleichungen bei Vernachlässigung aller jener Glie- 
der gefunden werden können, welche eine Ausstrahlung des Modells 
zur Folge haben müßten.?‘) \Wenn angenommen wird, daß sich das 
elektrische Vielkörpersystem in einem äußeren elektromagnetischen 
Felde mit den zeitlich konstanten Potentialen ® und X befindet, und 
wenn e,, m, Ladung und Ruhemasse seines «‘* Bestandteiles (« = 1, 
2,..,Z2+1), r, und p, seinen Koordinaten- und Impulsvektor in 
bezug auf den Massenschwerpunkt bedeuten, so lassen sich diese Be- 
wegungsgleichungen nach Darwin?!) bis auf Glieder von höherer als 


. . x . . . 
der zweiten Ordnung in —- ganz allgemein auf die kanonische Form 


269) In einer nach Niederschrift obiger Nummer erschienenen Untersuchung 
von H. A. Senftleben, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 127, wird der hier und im 
folgenden mit Berufung auf Planck benutzte Grenzübergang (121) in ganz ähn- 
lichem Sinne systematisch zur Anwendung gebracht. 

270) Diese Bewegungsgleichungen des Modells sind für das Plancksche und 
Bohrsche Korrespondenzprinzip naturgemäß gemeinsam. Bei Anwendung des 
ersteren haben sie jedoch allgemein zu gelten, während das Bohrsche Korrespon- 
denzprinzip strenggenommen nur zu der Erwartung berechtigt, daß die Glei- 
chungen für einen Modellbewegungszustand richtig sind, bei dem sowohl die Ab- 
stände der Elektronen vom Atomkern, als auch jene der Elektronen untereinander 
dauernd „sehr groß“ sind. Man beachte den Unterschied dieses Modellzustandes 
und desjenigen, der etwa allein durch hinreichende Entfernung eines Valenz- 
elektrons vom Atomrest gekennzeichnet ist! Vgl. dazu Anm. 450). 

Postuliertt man die Knergiekonstanz der Elektronenbewegungen im Atom 
ohne Rücksicht auf die klassische Ausstrahlung, so ergibt die Vereinigung dieser 
Annahme mit der klassischen Elektrodynamik eine Reihe bemerkenswerter 
„Gleichgewichtssätze“ für elektromagnetisch aufgebaute Materie, von denen 
einige in der Quantentheorie mehrfach Anwendung gefunden haben. Vgl 
W. Schottky, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 232 und dazu M.v. Laue, Phys. Ztschr. 
22 (1921), p. 46. 

271) C. G. Darwin, Phil. Mag. 39 (192v), p. 537; Proc. Cambr. Phil. Soc. 
20 (1920), p. 56. 
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1) bringen; die zugehörige Hamiltonsche Funktion ist 


Z+1 p: Z+1(ß+a) Z+1 








&263 
(123) H-D +22, a ® m’ 
o=1 a=1i 
ESS euty des 4er WenE Tl 
2 C* Mm, M3 TR nZR 
&=1 pP 
241 Zi 
+2« © er 
a=1 


und stimmt mit der Energie des Modells überein (c Lichtgeschwindig- 
keit, r,, gegenseitige Entfernung von m, und m,). Beschränkt man 
sich er den feldfreien Fall, der an SR Stelle zunächst allein in 
Betracht kommt, so sind Pr beiden letzten Glieder in (123) fortzu- 
lassen und man erhält ein dynamisches Problem, das mathematisch 
noch wesentlich schwieriger ist, wie das gewöhnliche Mehrkörperpro- 
blem, welches durch die beiden ersten Glieder von H allein gegeben 
wäre.?’?) Nach den Eigenschaften der Lösungen des gewöhnlichen Mehr- 
körperproblems [VI2,12 (E.T. Whittaker)| ist zu erwarten, daß das 
allgemeine Problem (123) neben stabilen auch instabile Lösungen be- 
sitzen wird (vgl. dazu Nr. 3A), von denen hier offenbar nur die ersteren 
in Betracht kommen können. Aber auch unter diesen Lösungen muß 
noch eine engere Wahl getroffen werden, wenn der Fähigkeit des 
Quantengebildes zu monochromatischer Energieemission und -absorption 
in einzelnen Frequenzen des durch (114) gegebenen Linienspektrums 
eine klassisch-elektrodynamische Parallele zugeordnet werden können 
soll. Damit das Modell, auch als klassisch-elektrodynamisches Gebilde 
betrachtet, befähigt sein kann, ein Linienspektrum zu emittieren oder zu 
absorbieren?'?), muß seine Bewegung, wenigstens in erster Annäherung, 
eine mehrfach periodische sein, so daß die Verschiebung & jedes ein- 


272) Die Schwierigkeiten des durch die Hamiltonsche Funktion (123) ge- 
kennzeichneten allgemeinen Falles sind so große, daß er bisher trotz seiner Be- 
deutung für das Problem des Heliumatommodelles (s. Nr. 16a) (verallgemeinertes 
Dreikörperproblem) nur für den Fall zweier Körper (Wasserstoffatommodell) inte- 
griert worden ist, Vgl. die in der vorigen Anm, zitierte Untersuchung von 
Darwin. 

273) Dieser Notwendigkeit zufolge müßte jedes klassisch-elektromagnetische 
Modell für die Zwecke der Quantentheorie verworfen werden, das die Eigenschaft 
besüße, dauernd strahlungsfrei bleiben zu können. Auf die daraus zu folgernde 
Zwecklosigkeit aller Bemühungen, strahlungslose Elektronenbahnen auf klassisch- 
elektromagnetischem Wege zu konstruieren (Anm. 257), ist bereits auf p. 987 
hingewiesen worden. 

64* 
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zelnen seiner Teilchen im Raum als Funktion der Zeit dargestellt 
werden kann durch die mehrfache Fouriersche Reihe 


(124) E= IC... 0cs2 ao, ++ 70,]t+ Ya...) 


®,...@, heißen die Grundschwingungszahlen der Bewegung°"*); ihre 
Anzahl « oder der „Periodizitätsgrad“ der Bewegung ist, da es sich 
bei derartigen Lösungen des dynamischen Problems (123) wie bereits 
erwähnt, im allgemeinen nur um bestimmte Klassen von Partikular- 
lösungen handeln kann, kleiner als die Anzahl 3Z der Freiheitsgrade 
der auf den Schwerpunkt bezogenen inneren Bewegung des Modells. 
Die Lösungen (124) von (123) scheinen ferner jedenfalls eine konti- 
nuierliche, 2u-dimensionale Mannigfaltigkeit bilden zu müssen, ent- 
sprechend den Stetigkeitseigenschaften klassisch-elektrodynamischer Ge- 
bilde.?”°) Werden für ein derartiges Gebilde die Größen C,,...., und 
@;,...., vermöge der klassischen Ausstrahlung als mit der Zeit lang- 
sam veränderlich angesehen, so wird von dem Gebilde Linienstrahlung 
ausgesendet, welche sämtliche Frequenzen 


na +. +70, 
zugleich enthalten wird, deren zugehörige Amplituden C,,...r, in (124) 


von Null verschiedene Werte besitzen. Aus den Korrespondenzprinzipien 
(121) und (122) ist nun zu folgern, daß für imA—0 bzw. limv —0 


274) Die Summation in (124) [und ebenso in (147)] ist über alle ganzzah- 
ligen Werte von r,,...,r, auszuführen. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist 
gesichert, wenn es keine ganzen Zahlen m,, ..., m, gibt, für welche eine Bezie- 
hung von der Form 

mot '':+m,o, = 0 
möglich ist. Vgl. dazu Anm. 70). 

275) Vgl. dazu ähnliche Überlegungen bei A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 
(1922), p. 294; 15 (1923), p. 58. — Obige Lösungen entsprechen der in Nr. 3A 
unterschiedenen Klasse (B) von „mechanischen“ Problemen; im Falle nicht ent- 
arteter, bedingt periodischer Systeme (Nr.15a), nach gegenwärtiger Kenntnis aber 
auch nur in diesem Falle, wird allerdings v=3Z, so daß das Problem dann 
der Klasse (4) beizuzählen wäre. Mit Rücksicht auf die kanonische Form der 
Bewegungsgleichungen von (123) wird dabei hier wie im folgenden überall vor- 
ausgesetzt, daß die mehrfach periodischen Partikularlösungen von bedingi perio- 
dischem Typus sind. Die Vermutung von P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), 
p. 242, daß es Reihenlösungen vom Fourierschen Typus (124) geben könnte, für 
welche u gegebenenfalls größer als die Anzahl der Freiheitsgrade s werden, aber 
stets S 2s — 1 sein müßte, halten wir für nieht erweisbar; jedenfalls ist bisher 
kein Beispiel für die Möglichkeit eines derartigen Falles bekannt geworden. — 
In der Tat findet 7. M. Cherry, Trans. Cambr. Phil. Soc. 23 (1924), p. 43, daß 
stets u<s sein muß, ähnlich @. Wataghin, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 41 (Zu- 
satz bei der Korrektur). 
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alle und nur diese Frequenzen mit bestimmten, aus der Bohrschen Fre- 
quenzbedingung (114) folgenden Quantenfrequenzen |asymptotisch zu- 
sammenfallen müssen: 


(125) vera, +''+7r,o,: 


Während das Quantenatom aber immer nur einzelne der Frequenzen 
(125) auszustrahlen vermag, werden vom klassischen Gebilde sämtliche 
durch (125) gegebene Frequenzen zugleich ausgesendet. Dieser prinzi- 
pielle Unterschied zwischen klassischer und Atomelektrodynamik bleibt 
somit aufrechterhalten und enthüllt den statistischen Charakter der klas- 
sischen Ergebnisse. Damit die klassische Ausstrahlung in der Grenze 
(121) oder (122) direkt als Resultat einer zeitlichen Mittelbildung auf- 
gefaßt werden kann, braucht nur noch mit Bohr gefolgert zu werden, 
daß die relative Intensität der Frequenzen (125) im klassischen Spek- 
trum als Maß für die mittlere zeitliche Häufigkeit der zeitlich vonein- 
ander unabhängig erfolgenden, spontanen, monochromatischen Ausstrah- 
lungsvorgänge des Quantenatoms angesehen werden muß. Entwickelt 


man das elektrische Moment 
Z+1 


(123 a) Ser 


a=1 


des betrachteten Modells nach einer entsprechend (124) gebauten 
Fourierreihe und bezeichnet mit A? den Mittelwert des Quadrates der 
zu einer von den Frequenzen (125) gehörigen Schwingungsamplitude, 
so sind jene Intensitäten durch Ausdrücke von der Form 


(126) AE= (2m vB. Ai 


gegeben, wo AE die auf die Frequenz v entfallende und während der 
Zeit At im Mittel ausgesandte Energie darstellt. In ähnlicher Weise 
können nach Bohr auch die Polarisationsverhältnisse der einzelnen 
Spektralfrequenzen (125) der Fourierentwicklung des elektrischen Mo- 
mentes entnommen werden.?‘®) 

Um noch die quantentheoretische Kennzeichnung der stationären 
Zustände zu ermitteln, welche der Bewegung (124) in der Grenze (121) 
bzw. (122) entsprechen, möge diese mit Hilfe der zyklischen „Winkel- 
variablen“ von der Periode 1, 


(127) w.—0,:t-+06, (r=1,2,...%) 


und der dazu kanonisch konjugierten Parameterinvarianten und „Wir- 


276) Vgl. dazu namentlich A. Sommerfeld [1], Zusatz 10. 
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kungsvariablen“ /, dargestellt gedacht werden (Nr. 3A). Wegen 


0oE 90H 
(128) a > Ana} (r=1,2,...u) 


ergibt die Bohrsche Frequenzbedingung (114) zusammen mit (125) 
für jeden der beiden Grenzübergänge (121) und (122) 


ELDER) = 3E 
h MuarindL 


r=1 





(129) lim 


Indem man die Taylorsche Entwicklung von E(I,) nach dem zweiten 

Gliede abbricht und für ein entsprechendes Verhalten des Restgliedes 

sorgt, erhält man im Falle des Planckschen Grenzüberganges für be- 

liebige Indizes », n” 

(130) lim L,.—4J 
0” 


r,® 


=g,.h (r=1,2,....,%). 


Im Bohrschen Falle (122) hingegen findet man wegen des monotonen 


Verhaltens der I, „, Z,,„, bei wachsenden Indizes »‘, n” (Nr. 10) 
(131) Jim In — Leu) r—=1,2,...u), 
n"">»% - 


vorausgesetzt, daß die Differenz n’ — n” endlich bleibt.) Man hat 
demnach allgemein für beide Grenzfälle 


(132) iml„=n,:h+h0 r—=1,2,..,%), 


wo die n, ganze Zahlen sind?"®) und die h(® beliebige, hier nicht näher 
bestimmbare Konstante von der Dimension einer Wirkungsgröße dar- 
stellen. 

Im Anschluß an (123) ist zunächst die feldfreie Bewegung des 
Modells im Grenzzustande der Erörterung unterzogen worden, doch 
sieht man ohne weiteres, daß die Ergebnisse (130) und (131) bzw. 
(132) unter den entsprechenden Voraussetzungen anch im Falle kon- 
stanter äußerer Felder zu Recht bestehen bleiben. Von besonderem 
Interesse ist nun aber auch der Fall hinreichend langsam veränder- 
licher äußerer Felder, welcher sich hinsichtlich der dynamischen Seite 
des durch (123) gekennzeichneten Problems jenem der in Nr. 3A be- 
handelten unendlich langsamen, umkehrbaren Parameterverschiebungen 
an einem beliebigen dynamischen System einordnet. Wie aus den Be- 
trachtungen von Nr. 3A hervorgeht, bleibt in diesem Falle die Gültig- 


277) Wie man sieht, hat die ganze an (129) anknüpfende Überlegung zur 
Voraussetzung, daß (128) auch noch in einer gewissen Umgebung des dynamischen 
Grenzzustandes (124) einen Sinn hat und beim Übergang gegen ihn gleichmäßig 
konvergiert. 

278) Im Bohrschen Falle müssen die n, offenbar „sehr große“ ganze Zahlen 
sein, im Planckschen können sie auch beliebig kleine ganzzahlige Werte besitzen. 
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keit der kanonischen Bewegungsgleichungen (1) noch erhalten, und 
dies wird auch hier zutreffen, wenn die Geschwindigkeit der vorge- 
nommenen Parameterverschiebungen bzw. Feldänderungen so beschränkt 
gedacht wird, daß sie mit der in (123) vorausgesetzten Vernachlässi- 
gung der klassischen Ausstrahlung verträglich bleibt. Da nach den 
Ergebnissen von Nr. 3A die Größen I, Parameterinvarianten oder 
adiabatische Invarianten sind, so ist damit auch für den Fall beliebiger 
mit (124) verträglicher, hinreichend langsam veränderlicher, makrosko- 
pischer und molekularer Parameter die Gültigkeit der Beziehungen (130), 
(131) bzw. (132) sichergestellt. Dieses Ergebnis ist anderseits aber 
auch vom Standpunkt der gewöhnlichen Dynamik aus unmittelbar 
verständlich und unerläßlich, wenn die linken Seiten von (130) bzw. 
(131) derartigen Parameteränderungen gegenüber ebenso unverändert 
bleiben können sollen, wie das für deren rechte Seite wegen des uni- 
versellen Charakters von h von vornherein ersichtlich ist.?”®) Diese 
Ergebnisse bedeuten offenbar zugleich auch eine Sicherstellung der 
Stabilität des betrachteten Modelles in seinen stationären Grenzquanten- 
zuständen (132); im Anschluß an Nr. 3A muß jedoch betont werden, 
daß dies nur für solche äußere Störungen zutrifft, welche aus einer 
u-fach periodischen Partikularlösung der Bewegungsgleichungen wieder 
eine solche hervorgehen lassen. Ob andersartige Störungen, nament- 
lich solche durch Instabilitätsparameter bewirkte (Nr. 3A), prinzipiell 
ausgeschlossen sind oder nicht, ist ebenso unbekannt wie die Gründe 
dafür, daß das Modell im Grenzzustande überhaupt nur Bewegungs- 
vorgänge ausführen zu können scheint, welche den erwähnten Parti- 
kularlösungen entsprechen. 

Um die im Vorstehenden zusammengestellten Ergebnisse nun auch 
für die Bestimmung beliebiger, nicht an die Grenzübergänge (121) oder 
(122) gebundener Quantenzustände verwerten zu können, ist man zur 
Einführung einer Reihe von Annahmen genötigt, welche das Verhalten 
der betrachteten Modelle im eigentlichen Gebiete der Atomelektro- 
dynamik betreffen und über deren Brauchbarkeit und Zulässigkeit im 
Grunde genommen nur der praktische Erfolg entscheiden kann. Am 
wenigsten bedenklich scheint die Annahme zu sein, daß es überhaupt 
Differentialgleichungen für die Beschreibung der Bewegung der Mo- 
delle in ihren stationären Zuständen gibt und diese aus einem Varia- 


279) Wie man sieht, müssen daher für das klassisch-elektrodynamische 
Modell alle in Betracht kommenden Änderungen der Größen I, mit spontaner 
Strahlungsemission verbunden sein, was im Quantenfalle den Änderungen (130) 


bzw. (131) der I, entspricht, von welchen die Emission der einzelnen Spektral- 
linien (125) begleitet wird. 


) 
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tionsprinzipe ableitbar sind, was wieder ermöglichen würde, sie in 
der kanonischen Form (1) auszudrücken.?°) Wesentlich weitgehender 
ist hingegen die in vielen Fällen bewährte Annahme der speziellen 
Hamiltonschen Funktion (123), vor allem auch noch unter Fort- 
lassung der in (123) vorkommenden Doppelsumme. Diese läuft darauf 
hinaus, «die Gesetze der klassischen Elektrodynamik unter Vernachlässi- 
gung der klassischen Ausstrahlung auch für die Bewegung in beliebigen 
Quantenzuständen versuchsweise beizubehalten und im wesentlichen bloß 
die Coulombschen Kraftwirkungen zwischen Atomkernen und Elektronen 
zu berücksichtigen. Die Vernachlässigung der Ausstrahlung bedingt 
hierbei nach Bohr prinzipiell eine gewisse Unschärfe in der Festlegung 
der Quantenzustände. Für letztere wird es entsprechend der Beibe- 
haltung der oben als für den Grenzzustand maßgebend angesehenen 
Bewegungsgesetze naheliegend sein, auch die allgemeinen „Quantenbe- 
dingungen“ (132) unverändert festzuhalten. Setzt man demzufolge un- 
abhängig von irgendwelchen Grenzbetrachtungen 

iss giade zeishn) (rie1,2,..,%) 
ER Run Sa (0 
so ist dies zwar eine mögliche und mit (132) verträgliche Quanten- 
vorschrift, aber keineswegs die einzige, welche zufolge (121) oder (122) 
in (132) übergehen würde. Die allgemeinen Quantenbedingungen (133) 
stellen demnach ein selbständiges Postulat dar, dessen Berechtigung ebenso 
bloß durch den praktischen Erfolg erwiesen werden kann, wie die all- 
einige Berücksichtigung Coulombscher Wechselwirkungskräfte im Inneren 
der Atome.?®') Auch für die Festlegung der additiven Konstanten Ah!) 
in (133) läßt sich von vornherein keinerlei Gesetzmäßigkeit zwang- 
läufig angeben.2®?) Nach Bohr und Burgers kann man zwar h zu 


280) Vgl. Anm. 19). Die Voraussetzung der Ableitbarkeit einer Gesetzlich- 
keit aus einem Variationsprinzipe besagt im Grunde genommen nur, daß die be- 
treffende physikalische Erscheinung unter geringfügigen und daher unbeobacht- 
baren Änderungen der Bedingungen für ihr Zustandekommen beobachtbar, sowie 
reproduzierbar bleibt und somit überhaupt als gesetzlich erkennbar ist. Diese 
Bemerkung rührt von W. Wirtinger her. In der Tat haben sich die physika- 
lischen Gesetzmäßigkeiten bisher ausnahmslos Variationsprinzipien unterordnen 
lassen; doch bleibt jedenfalls unsicher, ob man in Anbetracht der Diskontinui- 
täten der Quantentheorie prinzipiell noch berechtigt ist, eine derartige Schluß- 
weise bis in das Innere des Atoms fortzusetzen. Vgl. hierzu Anm. 428). 

281) In dem sonst ausgezeichneten Büchlein von E. Buchwald, Das Korre- 
spondenzprinzip, Braunschweig 1923, ist der Schluß von (132) auf die Quanten- 
bedingungen (133) versehentlich als eindeutig dargestellt. Vgl. dazu auch die 
Besprechung von W. Pauli, Die Naturwissenschaften 12 (1924), p. 36. 

282) Vgl. dazu und zu einem Versuche, eine solche aufzufinden, A. Smekal, 
Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275, 8 6. 
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(134) hrv—=0 bw =h 

festlegen, je nachdem, ob man n, in (133) mit Eins oder Null be- 
ginnen lassen will, wenn man das Zusatzpostulat einführt, daß sich 
die in gewöhnlichen kanonischen Koordinaten g,, p, geschriebene in- 
variante „Wirkungsgröße“ 


8 u 
w-/[ Din dq; 


to r=1 


von der in den „Quantelungskoordinaten“ w,, I, geschriebenen 


I y u 
SDr-,-e-WIL:o, 
PO Se! r=1 
für jede Bewegung des betrachteten dynamischen Gebildes nur um 
zeitlich periodische Glieder unterscheidet, so daß das Zeitmittel der 


Wirkungsgröße einfach durch 
(135) W=-D'1L:o, 


r=ı 

gegeben sein wird.?®®) Das Auftreten sogenannter „halber“ Quanten- 
zahlen n, bei der Deutung der Komplexstrukturen und anomalen Zee- 
maneffekte in den Serienspektren der Elemente, ferner bei den Banden- 
spektren (V 26, CO. Runge und V 27, A. Kratzer) scheint anderseits, 
wenigstens für einzelne von den u Bedingungen (133), mit (134) 
unverträglich zu sein und dürfte daher einer allgemeinen Gültigkeit 
von (135) widersprechen. 

Wie oben hervorgehoben, wird durch die adiabatische oder Para- 
meterinvarianz der Größen I, die allgemeine Gültigkeit der Beziehungen 
(132) und damit auch die Stabilität der Quantenzustände in dem oben 
gekennzeichneten Ausmaße für die Grenzgebiete (121) bzw. (122) sicher- 
gestellt. Die Ausdehnung dieses Ergebnisses auf alle beliebigen, nach 
(133) möglichen Quantenzustände kann wiederum nur im Wege eines 
neuen selbständigen Postulates vorgenommen werden, welches zuerst von 
Ehrenfest ausgesprochen worden ist und als Ehrenfestsches Adiabaten- 
prinzip bezeichnet wird.?®) Nach Bohr ist dieses Prinzip auch von 


283) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, I. Kap., $ 2; Ann. d. Phys. 
71 (1928), p. 228, "2. : 

284) Diese Annahme, welche von P. Ehrenfest bereits Ann. d. Phys. 36 (1911), 
p. 91; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 453; Proc. Acad. Amsterdam 16 
(1914), p. 591 benutzt worden ist, hat A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
16 (1914), p. 826 mit dem Namen „Adiabatenhypothese“ belegt. Ihre eingehende 
Formulierung und Diskussion bei P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327. 
N. Bohr [2] hat sie später zuerst unter dem Namen „Prinzip der mechanischen 
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grundsätzlicher Bedeutung für die Festlegung der quantenhaften Energie- 
werte, welche den Quantenbedingungen (133), (134) entsprechen; da 
alle Zwischenzustände zwischen den stationären Zuständen sonst prin- 
zipiell nicht realisierbar sind, ist es wichtig, daß man mittels gewisser 
virtueller adiabatischer Transformationsprozesse verschiedene stationäre 
Zustände ineinander überzuführen vermag.) Dieser Umstand ist auch 
von entscheidender Bedeutung für die Möglichkeit einer a priorischen 
Bestimmung von statistischen Gewichten für die einzelnen stationären 


Transformierbarkeit der stationären Zustände“ verwendet, aber jüngst, Ztschr. f. 
Phys. 13 (1923), p. 117, die obige, der zuerst gewählten verwandte Bezeichnung 
vorgeschlagen. 8. ferner P. Ehrenfest, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 543. 

Wie man sich mit Rücksicht auf die in Nr. 3 auseinandergesetzte Methode 
zur Ermittlung der Struktur des u-Raumes und die allgemeine Bedingung (82a) 
in Nr. $S für die Möglichkeit eines Entropiedifferentials leicht überzeugt, ist das 
Adiabatenprinzip als fundamentale Voraussetzung für eine allgemeine, rein quanten- 
statistische Ableitung des II. Hauptsatzes der Thermodynamik anzusehen. Siehe 
P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657; Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327; 
A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 200; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p- 117, Anmerkung auf p. 136. Im Rahmen der allgemeinen, in Nr. 2—8 ent- 
wickelten Statistik, welche (vgl. Nr. 9) die Quantenstatistik als Spezialfall mit- 
umfaßt, sind die Grundlagen des Adiabatenprinzips demnach in jenen Annahmen 
mitenthalten, welche dort hinsichtlich der dynamischen Eigenschaften der Mole- 
küle zugrundegelegt worden sind. 

Ein in mehrfacher Hinsicht anfechtbarer Versuch, die Quantenbedingungen 
(133), (134) sowie die Bohrsche Frequenzbedingung (114) mittels der „Adiabaten- 
hypothese‘‘ zu begründen, ist von K. Försterling, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 673 
unternommen worden, doch kann er seit dem Bohrschen Korrespondenzprinzip, 
zumindest was die Frequenzbedingung anbetrifft, nicht mehr aufrechterhalten 
werden. Vgl. dazu neuerdings jedoch K. Försterling, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 253. 

285) Ein Beispiel für einen derartigen Fall bei N. Bohr [2], p. 32/33, wo 
von den Eigenschaften sogenannter „entarteter‘“ Zustände (vgl. Nr. 15) wesent- 
licher Gebrauch gemacht werden muß, ferner bei H. Geppert, Ztschr. f. Phys. 24 
(1924), p. 208. Wie Bohr an der gleichen Stelle, p. 10, hervorhebt, kann man 
zur Vermittlung des Überganges aber auch immer von einem Zustand des be- 
trachteten Gebildes Gebrauch machen‘, in dem die auf alle seine Teilchen wir- 
kenden Kräfte sehr klein sind und für welchen die Energiewerte in allen sta- 
tionären Zuständen nahe miteinander zusammenfallen. Allerdings bedarf es hier- 
zu fast immer nichtrealisierbarer Verschiebungen von molekularen Parametern. 
Die Frage, ob dieser Umstand in jedem Falle als unbedenklich angesehen wer- 
den kann, ist nach den auf p. 995 gemachten Bemerkungen naheliegend, scheint 
jedoch gegenwärtig nicht beantwortbar zu sein. 

Im Rahmen der vorliegenden Darstellung erscheint der im Texte zuletzt 
berührte Punkt allerdings von untergeordneterer Bedeutung, da hier, wie in 
Nr. 9—12, im Grunde genommen von einer empirischen Bestimmung der quanten- 
haften Energiewerte ausgegangen worden ist, sei es mit Hilfe der Statistik (Nr. 9), 


der spektroskopischen Tatsachen (p. 974) oder direkt mittels des Experiments 
(Anm. 200). 
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Zustände, wie man durch Vergleich mit den in Nr. 3 auseinander- 
gesetzten Gesichtspunkten für die Ermittlung von a priori gleich- 
häufigen Molekülzuständen unmittelbar erkennen kann.”®®) Bringt man 
diese Ergebnisse auch im Gebiete der beiden Grenzübergänge (121) 
und (122) zur Durchführung, so kann leicht gezeigt werden, wie sich 
die diskontinuierliche Gewichtsverteilung der Quantentheorie hier der 
kontinuierlich-konstanten Gewichtsverteilung der älteren klassischen 
statistischen Mechanik beliebig weitgehend annähern läßt.?°”) 

Der allen vorangehenden Folgerungen für beliebige Quanten- 
zustände zugrundeliegende Gedanke einer allgemeinen Korrespondenz 
zwischen den Ergebnissen der klassischen Elektrodynamik und den 
entsprechenden Ansätzen in der Atomelektrodynamik legt weiterhin 
gewisse Annahmen über die Strahlungseigenschaften der Quantenatome 
und -moleküle nahe, welche ebenfalls jenen der klassisch-elektrodyna- 
mischen Gebilde in dem durch (121) bzw. (122) gekennzeichneten 
Grenzgebiete nachgebildet sind. So wird man aus der Fähigkeit der 
letzteren zu spontaner Emnergieausstrahlung, zu „positiver“ und „nega- 
tiver“ Einstrahlung, endlich zur Zerstreuung des Lichtes bei Wechsel- 
wirkung mit dem umgebenden Strahlungsfelde, auf das Bestehen ana- 
loger Eigenschaften der ersteren schließen, auf welchen Annahmen in 
der Tat auch die in Nr. 11 und 12 benutzten Zinsteinschen Ansätze 
(106), (107a’), (107b’) beruhen.#’®) Vor allem aber wird man mit 
Bohr trachten, die oben (p. 993) für den Fall der Grenzübergänge 
(121) und (122) erwähnten Ergebnisse über die Intensitäts- und Pola- 


286) Auch dieser Punkt ist (vgl. die vorangehende Anmerkung) für die 
gegenwärtige Darstellung von geringerer Aktualität, weil nach Nr. 9 die Be- 
stimmung der Gewichte zugleich mit jener der Quantenenergiewerte aus der 
Statistik erfolgen kann, falls hierzu geeignete makroskopische Daten vorliegen. 
Vgl. aber Nr. 24. 

287) Vgl. N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, I. Kap., $ 5, wo auch 
der Sonderstellung der „entarteten Systeme‘‘ besonders gedacht wird. Ferner 
z.B. N. Bohr [2], p. 34 und Nr. 24. 

2874) Für Gebilde von einem Freiheitsgrade hat M. Planck [1] [siehe auch 
Arm. 217) und 219)] die Korrespondenz der Einsteinschen Ansätze (106’), (107 a)), 
(107b’) mit der klassischen Elektrodynamik systematisch benutzt; für Gebilde mit 
zwei und drei Freiheitsgraden ist diese Korrespondenz allgemein von J. H. Van 
Vleck, J. Opt. Soc. Amer. 9 (1924), p. 27; Phys. Rev. 24 (1924), p. 330, 347, und 
K. F. Niessen, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 743, nachgewiesen worden. — Die 
Zerstrewung des Lichtes (Nr. 21) durch Quantengebilde von beliebig vielen Frei- 
heitsgraden ist auf Grund der quantentheoretischen Deutung dieser Erscheinung 
von A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873, korrespondenzmäßig durch- 
geführt worden von H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p. 681 (Zusatz bei der Korrektur). 
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risationsverhältnisse der einzelnen Spektrallinien (125) auch für die bei 
Übergängen zwischen beliebigen Quantenzuständen nach (114) ausge- 
strahlten Spektrallinien nutzbar zu machen. Sind n,',n,',...,n, und 
N Ng 3, N, die ganzzahligen Werte der Quantenzahlen n, in (133) 
vor bzw. nach einem beliebigen, ins Auge gefaßten Quantenübergang 
und wird 
(136) ,=n —n, r—=1,2,..,%) 
gesetzt, so ordnet Bohr alle jene Quantenübergänge, für welche die 
Anzahlen r, in (136) mit jenen in (125) übereinstimmen, der mittels 
des Grenzüberganges (122) erhaltenen Spektralfrequenz (125) des 
klassisch-elektrodynamischen Modelles zu. Dieser Frequenz muß eine 
ganz bestimmte harmonische Schwingungskomponente in der allge- 
meinen Fourierentwicklung für das elektrische Moment (123a) des 
betrachteten Atomgebildes entsprechen. Ist sie im konkreten Falle 
tatsächlich vorhanden, so werden alle mit den Bedingungen (136) ver- 
träglichen Quantenübergänge als möglich anzunehmen sein; ist sie hin- 
gegen abwesend — d.h. ist ihre Intensität Null — so werden alle 
diese Quantenübergänge als unausführbar zu gelten haben.??®) Diese für 
(136) maßgebende harmonische Schwingungskomponente, welche natur- 
gemäß auch außerhalb des Grenzzustandes (122) aufgesucht werden 
kann, heißt nach Bohr die zu den betreffenden Quantenübergängen 
„korrespondierende“ Schwingungskomponente in der Bewegung des 
Atoms; der Inhalt obiger Aussagen wird von Bohr neuerdings als 
„Korrespondenzprinzip“ im engeren Sinne des Wortes bezeichnet und 
stellt ein auch ohne Bezugnahme auf die klassische Elektrodynamik 
formulierbares, rein quantentheoretisches Postulat dar.?®”) 

Während man ohne weitere Schwierigkeiten annehmen können 
wird, daß der Polarisationszustand aller Spektrallinien 


(136) »— ;[E@/) — Ea/)], 


für welche (136) gilt, der gleiche ist und mit jenem übereinstimmt, wel- 
cher der „korrespondierenden“ Schwingungskomponente entspricht, ist eine 
ähnliche Aussage hinsichtlich der Intensitätsverhältnisse schon deswegen 
unmöglich, weil das Intensitätsmaß (126) die Spektralfrequenz v ex- 


288) Für gewisse Quantenzahlen ist ein derartiges „Auswahlprinzip“ etwa 
gleichzeitig mit der Aufstellung des wesentlich allgemeineren Bohrschen Korre- 
spondenzprinzipes und unabhängig davon von A. Rubinowiez, Phys. Ztschr. 19 
(1918), p. 441, 465, formuliert und auf Betrachtungen über die Erhaltung des 
Drehimpulses während der Ausstrahlungsvorgänge gegründet worden. Vgl. dazu 
N. Bohr [2], p: 46, 84, ferner A. Sommerfeld [1], V. Kap., $$ 1, 2. 

289) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, II. Kap., $ 2. 
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plizit enthält. Da an der Aussendung jeder Spektrallinie nach der 
Quantentheorie zwei verschiedene Quantenzustände teilnehmen, der 
Intensitätsausdruck (126) hingegen einen Amplitudenquadrat-Mittel- 
wert für einen einzigen Bewegungszustand des Modelles enthält, so 
kann man überdies nur versuchen, diesen Faktor für beide beteiligten 
Quantenzustände zu berechnen und einen geeigneten Mittelwert dieser 
Ergebnisse an Stelle von A? in (126) einzuführen.) Dieses provi- 
sorische Verfahren wird durch die Möglichkeit nahegelegt, nach (133) 
mittels 

(137) L,)=h-.[n" + Mn —nN)]+ı0 (r—=1,2,...,u) 


einen Parameter A (O<A<1) einzuführen, welcher die Frequenzen 
(136a) in Anlehnung an (125) durch 


1 u 

(137 a) v -/3 (n’—n,”)-o,(4)-da 

v r=ı 
darzustellen gestattet.*') Die speziellen Darstellungen (137) bzw. (137a) 
für eine derartige Mittelbildung werden allerdings gegenstandslos, wenn 
man es unternimmt, das Korrespondenzprinzip und die damit zusammen- 
hängenden Aussagen in Anlehnung an die Folgerungen des Planck- 
schen Grenzüberganges (121) zu formulieren; im übrigen gelangt man 
dabei aber zu Annahmen, welche mit den oben geschilderten in 
allen Punkten übereinstimmen. 

Wenn man die oben in formaler Analogie zu dem Verhalten 
klassisch-elektrodynamischer Modelle im Grenzzustande (121) oder (122) 
entwickelten Annahmen zusammenfassend überblickt, so heben sich als 
Grundpfeiler der gegenwärtigen Form der Quantentheorie für ruhend 








290) H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, III (1918). Ein dagegen von 
N. Bohr [2], p. 121 seinerseit geäußertes Bedenken, ist von ihm Ztschr. f. Phys. 
13 (1923), p. 117, p. 145, 149 inzwischen selbst entkräftet worden. — Versuche, 
auf rechnerischem Wege und durch Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 
die passendste Mittelungsfunktion ausfindig zu machen, hat F. C. Hoyt, Phil. 
Mag. 46 (1923), p. 135; 47 (1924), p. 826, unternommen, 

291) Bei Systemen mit einem Freiheitsgrade und demnach einer einzigen 
Quantenbedingung (133) wäre es anstatt derartiger Mittelungsprozesse naheliegen- 
der, den Intensitätsausdruck (126) versuchsweise einfach für jenen Bewegungs- 
zustand des Modells zu berechnen, für welchen die Spektralfrequenz » mit der 
„korrespondierenden“ Schwingungsfrequenz rw der Bewegung numerisch über- 
einstimmt. Ein derartiger Ersatz des Quantengebildes durch ein klassisch-stetiges 
ist gelegentlich bereits von @. Mie, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 237, jedoch zu 
ganz anderen Zwecken, benutzt worden. Wie man leicht sieht, ist eine der- 
artige Möglichkeit jedoch grundsätzlich auf den Fall eines Freiheitsgrades be- 
schränkt. 
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gedachte, isolierte Bohrsche Atom- und Molekülgebilde aus ihnen die 
Quantenbedingungen (133) und das Ehrenfestsche Adiabatenprinzip als 
Stabilitätsprinzipien hervor. Demgegenüber werden die Strahlungs- 
vorgänge als Geschehnisse, welche mit dem zeitweilig-vorübergehenden 
Instabilwerden der stationären Zustände verknüpft sind, im wesentlichen 
von der Bohrschen Frequenzbedingung (114) und dem Bohrschen Korre- 
spondenzprinzip (136) beherrscht. Alle diese Grundlagen bleiben ersicht- 
lich anwendbar, auch wenn man für die Quantengebilde an Stelle der 
klassisch-elektrodynamischen, künstlich strahlungslos gemachten Näherungs- 
gleichungen?”?) beliebige kanonische Differentialgleichungen einführt , so- 
fern letztere nur die Eigenschaft besitzen, für die Grenzübergänge (121) 
und (122) in die ersteren überzugehen und Partikularlösungen vom 
allgemeinen Typus (124) zuzulassen. Sollte sich im Verlaufe der künf- 
tigen Entwicklung der Quantentheorie zeigen, wofür aber gegenwärtig 
noch keine entscheidenden Anhaltspunkte bestehen, daß Differential- 
gleichungen überhaupt nicht geeignet sind, das Verhalten der Atom- 
systeme in ihren stationären Zuständen zu beschreiben, dann würden 
allerdings sowohl die Quantenbedingungen (133) als das Bohrsche 
Korrespondenzprinzip in seiner engeren Fassung (136) durch weiter- 
gehende Annahmen ersetzt werden müssen.’”) Die Gültigkeit der 


292) Diese Gleichungen werden in der quantentheoretischen Literatur merk- 
würdigerweise als „mechanische‘“ bezeichnet, wohl wegen der bisher fast aus- 
schließlichen Beschränkung auf jene Näherung, welche mit alleiniger Berück- 
sichtigung der elektrostatischen Coulombschen Kräfte verbunden ist. Man hat 
daher gelegentlich vom „Versagen der Mechanik“ in der Quantentheorie gespro- 
chen (Nr. 16a), was dem Obigen zufolge aber nicht mit dem Versagen der allge- 
meinen dynamischen Differentialgleichungen (1) verwechselt werden darf [vgl. dazu 
Anm. 246), 280)]. Eine diesbezügliche Unklarheit findet sich auch bei N. Bohr, 
Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, im Texte auf p. 134; vgl. dazu und zu der 
dortigen Anmerkung A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 58. 

293) Das erstere scheint Bohr vor Augen zu haben, wenn er Ztschr. f. Phys. 
13 (1923), p. 117, auf p. 135, jedoch ohne nähere Formulierung, von der Einfüh- 
rung eines allgemeinen „Prinzips der Existenz und Permanenz der Quantenzahlen“ 
spricht, welches auch weiterhin die Zuordnung von bestimmten Quantenzahlen 
zu den verschiedenen stationären Zuständen ermöglichen müßte. Was das Korre- 
spondenzprinzip in seiner engeren Fassung anbetrifft, so würde bei dem Verzicht 
auf Differentialgleichungen die zu (136) „korrespondierende“* Schwingungskom- 
ponente der Bewegung außerhalb eines der beiden Grenzzustände (121) und (122) 
nicht mehr definiert werden können und das Gleiche würde sich auch im Bohr- 
schen Grenzfalle (122) aus praktischen Gründen herausstellen — möglicherweise 
jedoch nicht im Planckschen Falle (121). Unabhängig von dieser Frage würde 
es aber jedenfalls genügen, allen Quantenübergängen, welchen (156) für feste 
Quantenzahldifferenzen r, gemeinsam ist, die gleichen „Auswahl“- und Polarisa- 
tionsverhältnisse zuzuordnen. Dieses formale Verfahren hat sich, ohne Rücksicht- 
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Bohrschen Frequenzbedingung (114) erscheint demgegenüber empirisch 
dureh das Plancksche Strahlungsgesetz und das Ritzsche Kombinations- 
prinzip der Serienspektren bereits ebenso allgemein gesichert, wie das 
Ehrenfestsche Adiabatenprinzip durch seine Beziehungen zu den sta- 
tistischen Grundlagen des II. Hauptsatzes der Thermodynamik.?*) 

In den nächstfolgenden Nummern wird nun die Anwendung der 
vorstehend besprochenen allgemeinen Prinzipien, vornehmlich jene 
der Quantenbedingungen (133) auf die quantentheoretische Behand- 
lung konkreter Atom- und Molekülprobleme auseinandergesetzt, wo- 
mit sich zugleich ein Bild ihrer bisher erkannten Tragweite ergeben 
wird. Hingegen sollen im folgenden verschiedene ihrer Anwendungen 
auf fiktive Systeme unberücksichtigt gelassen werden, womit jedoch 
keineswegs beabsichtigt ist, deren fördernder und klärender Bedeutung 
für den Verlauf der bisherigen Entwicklung der Quantenlehre die An- 
erkennung zu versagen.?”*) 


15. Quantentheorie bedingt periodischer Systeme. Modell des 
Woasserstoffatoms und des einfach positiv geladenen Heliumatoms. 

15a. Das störungsfreie Modell. Nach dem allgemeinen Ruther- 
ford-Bohrschen Atommodell (Nr. 13) besteht das Wasserstoffatommodell 
aus einem Proton als Atomkern (Z= 1), um welches ein einziges 
Elektron seine Bahnen beschreibt; ähnliches gilt für das Modell des 
einfach positiv geladenen Heliumatoms, bei dem jedoch der Kern durch 


nahme auf die Frage nach der Existenz oder Nichtexistenz einer „korrespon- 
dierenden“ Schwingungskomponente, bei der Deutung der optischen Serien- 
spektren, ihrer Komplexstrukturen und Zeemaneffekte, sowie bei den Röntgen- 
spektren längst ausgezeichnet bewährt und namentlich in den Händen von 
A. Sommerfeld und A. Lande zu den bewundernswertesten Erfolgen geführt. 
Vgl. V 26, ©. Runge und V 27, A. Kratzer. 

294) Z. B. Oszillatoren von mehreren Freiheitsgraden: H. A. Lorentz, Versl. 
Akad. Amst. 20 (1912), p. 1103; M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), 
p. 407, 438; Ann.d. Phys. 50 (1916), p. 385; F' Reiche, Ann. d. Phys. 58 (1919), 
p. 657, Anhang I u. II; R. Gans, Ann. d Phys. 61 (1920), p. 400. 

Asymmetrische Oszillatoren: P. Debye, Wohlfskehl-Vorträge, Göttingen 1913, 
erschienen Leipzig 1914, p. 17; P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327; 
M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140; E. Schrödinger, Ztschr. 
f. Phys. 11 (1922), p. 170; P. Tartakowsky, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 153. — 
In sämtlichen bisher angeführten Arbeiten werden zugleich auch quantenstatistische 
Fragen eingehender behandelt. 

Periodisch gestörter Rotator: P. Ehrenfest u. @. Breit, Ztschr. f. Phys. 9 
(1922), p. 207; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 146/147 u. p. 152; 
P. Ehrenfest und R. C. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287. 

Rayleighsches Pendel: @. Krutkow u. V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 195; 
T. H. Havelock, Phil. Mag. 47 (1924), p. 754. 

Ferner zahlreiche Beispiele bei N. Bohr [2] und J. M. Burgers [1). 
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ein Alphateilchen von der zweifachen Elementarladung (Z = 2) ersetzt 
zu denken ist, ebenso für das Modell des doppelt positiv geladenen 
Lithiumatoms mit einem dreifach geladenen Kern (Z= 3), usf. Rechnet 
man dieses Modell nach der klassischen Elektrodynamik durch, so er- 
geben sich bei fortdauernder Energieausstrahlung Spiralbahnen des 
Elektrons um seinen Kern, welche mit der schließlichen Vereinigung 
der beiden Partikel endigen. Um dieser „Katastrophe“ gegenüber eine 
den Tatsachen gemäße Stabilität der Atome zu gewährleisten, hat Bohr 
1913 die Quantentheorie auf das Modell angewendet und damit den 
ersten und zugleich grundlegendsten Schritt, für die gesamte neuere 
Atomlehre gewagt.?”) Vernachlässigt man mit Bohr die Ausstrahlung 
und sieht das Coulombsche Gesetz für die Kraftwirkung zwischen Kern 
und Elektron als allein maßgebend an, so hat man es bei Anwendung 
der Gesetze der klassischen Dynamik mit einem elektrischen Analogon 
zum Keplerschen Planetensystem zu tun; die Bewegung des Elektrons 
wird elliptisch und damit einfach periodisch. Indem Bohr in gewisser 
Anlehnung an die Plancksche Behandlung des linearen Oszillators 


(138) —B,=n-h5 n=1,2,...) 
setzte, wo ® die Umlaufsfrequenz der Bewegung bedeutet, erhielt er 
(139) E,— — zeit, Bee 


und mittels der als Postulat eingeführten Frequenzbedingung (114) die 
allgemeine Spektralformel 
1 1 


(140) v2. R(4— 4): 


u 
(140) ergab für Z=1 die Balmersche Serienformel für sämtliche 
Spektralfrequenzen des Wasserstoffatoms und ermöglichte in ganz be- 
sonders überzeugender Weise für Z=2 die Identifizierung der Linien 
des Heliumfunkenspektrums, sowie deren Unterscheidung von den Balmer- 
linien, indem an Stelle der Rydbergschen Konstante R bei ruhend (d.h. 
unendlich schwer) gedachtem Kern (M = o) 


2n?. et 








(141) Ro = sm, 

jene des mitbewegten Kernes von der Masse M 
2n.e m-M 

(141a) R- — ae 


in (140) eingeführt werden konnte, welche für H und Het zu merk- 
lich unterscheidbaren Zahlwerten führt. (Vgl. V 26, C. Runge und 


295) N. Bohr [1], Abhandlung I—II; hier auch die ältere Literatur zur 
Geschichte des Problems. 
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V 27, A. Kratzer.) Läßt man n’ und zugleich n” sehr groß werden, 
jedoch so, daß die Differenz n — n” klein bleibt und in der Grenze 
n’=n" gesetzt werden darf, so man aus (140) 


(142) „im v ar m —H).0, 

on 
entsprechend (131) und (125).°°) Für das Impulsmoment des Elek- 
trons in seinen Quantenbahnen bekommt man in der Bezeichnungs- 
weise von Nr. 14 nach (139) 
(143) mon. IE I ER 


2a 


in Übereinstimmung mit (133) und (134); die Anwendung der Quanten- 
theorie auf die Atomprobleme hat demnach von allem Anfang an einen 
Weg eingeschlagen, welcher zu identischen Ergebnissen führt, wie der 
in der vorigen Nummer auseinandergesetzte, allgemeine und bewußt 
möglichst weitgehende Anschluß an die Folgerungen der Maxwellschen 
Theorie. 

Die vorstehend angedeutete, erste quantentheoretische Behandlung 
der Atommodelle mit einem einzigen Elektron reicht indessen trotz 
ihrer erwähnten, glänzenden Anfangserfolge nicht hin, um alle ge- 
naueren Einzelheiten der Linien des balmer- und Heliumfunkenspek- 
trums, ihre Feinstruktur, sowie ihren Stark- und Zeemaneffekt quanti- 
tativ wiederzugeben. Dies und damit den ferneren Ausbau der Theorie 
ermöglicht zu haben, ist das Verdienst von A. Sommerfeld.?°”) Indem 
Sommerfeld die zur Behandlung der „relativistischen“ Keplerbewegung 
geeigneten Methoden entwickelte, war die Anwendung der Quanten- 
theorie auf Systeme von mehreren Freiheitsgraden mit gewissen Pe- 
riodizitätseigenschaften?”®) bereits so weit klargestellt, daß kurz darauf 


296) N. Bohr [1], Abhandlung X, ferner vor allem [2] [3]. 

297) A. Sommerfeld, Münchn. Ber. 1915, p. 425, 459; 1916, p. 131; Ann. d. 
Phys. 51 (1916), p. 1, 125, ferner vor allem [1]. 

298) Ein zeitlich etwas früherer Versuch von W. Wilson, Phil. Mag. 29 
(1915), p. 795, ferner 31 (1916), p. 156, beschränkt sich im wesentlichen auf die 
Formulierung der gleichen Quantenbedingungen wie bei Sommerfeld, ohne Er- 
kenntnis ihrer Tragweite, und ist in den Händen seines Urhebers ebenso un- 
fruchtbar geblieben, wie die anfechtbare Theorie von I. Ishiwara, Tokyo Sugaki- 
Buturgakkwai Kizi, 224 Ser., Vol. 8, Nr. 4, p. 166, bezüglich welcher auf N. Bohr 
[1], p. 142 verwiesen werden muß. 

Eine der Sommerfeldschen Behandlung der Quantenprobleme von mehreren 
Freiheitsgraden nahezu völlig äquivalente und ebenfalls gleichzeitige Lösung 
rührt hingegen von M. Planck, Verhandl, Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 
438; Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 385, her und geht von einer tiefgründigen Ana- 
lyse der geometrischen Verhältnisse im u-Phasenraum (vgl. Nr. 8) aus. Die er- 
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deren endgültige Präzisierung durch Untersuchungen von Schwarz- 
schild und Epstein herbeigeführt werden konnte.2®®) 

Die „relativistische“ Keplerbewegung des Wasserstoffatomelek- 
trons®®) gehört zu jenen Problemen der Dynamik, deren Hamilton- 
Jacobische partielle Differentialgleichung (5) sich durch Separation der 
Variablen vollständig integrieren läßt. In diesem Falle hat die „Wir- 
kungsfunktion“ (6) als vollständige Lösung der Differentialgleichung 
die spezielle Form 


62) Ss + D Sl.) + 0, 
k=1 


wodurch es möglich wird, jede der s Impulsgrößen », mittels (4) durch 
die zugehörige, kanonisch konjugierte Koordinate g, und die s will- 
kürlichen Integrationskonstanten «&,,...,«, auszudrücken: 


(4 a) Pı = (9% duye.y e,) (k Ars 1, 2, ..-. s).?%) 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Möglichkeit 
einer derartigen Darstellung sind von Levi-Civita?®) aufgestellt wor- 


s(s—1) 


5 — partiellen 


den und bestehen aus dem folgenden System von 


Differentialgleichungen: 
1)  PHOH @H oHoH om aHom @H 
Op, 09: 0% 04 09 09 0% OP; 09, 0 P, 09,09; 
oHöH @®H _ 
T 94, 2 Omen 
k=1,2,..,5;10=12..,k—L,k+1,..,s) 


Bei gegebener, von der Zeit unabhängiger und dann zugleich mit der 





wähnte Äquivalenz wurde für Systeme mit den entsprechenden Periodizitäts- 
eigenschaften von P.$. Epstein, Berl. Ber. 1918, p. 435 nachgewiesen, ferner hat 
H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, gezeigt, daß die Planckschen Quante- 
lungsprinzipien jene Periodizitätseigenschaften notwendig zur Folge haben. 

299) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548; P. $. Epstein, Ann. d. Phys. 
50 (1916), p. 489; 51 (1916), p. 168. 

300) Vgl. dazu die Untersuchung von @. Jaffe, Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 212. 

301) Im Gegensatz zu der in (6) und auch sonst in Nr. 3 und 3A bevor- 
zugten Schreibweise sehen wir im folgenden von der Angabe der Parameter a 
bzw. a* als Argumente der vorkommenden Funktionen ab, da alle mit den Para- 
metern in Zusammenhang stehenden und hier noch in Betracht kommenden 
Fragen durch Nr. 3A und die Ausführungen in Nr. 14 über das Ehrenfestsche 
Adiabatenprinzip als erledigt angesehen werden können. 

302) T. Levi-Civitä, Math. Ann. 59 (1904), p. 383; vgl. auch H. Kneser, Math. 
Ann. 84 (1921), p. 277, $ 3. Eine vollständige Diskussion der Bedingungen (144) 
ist von Levi-Civita für s=2 ausgeführt worden; bezüglich s=3 vgl. man 
F. A. Dall’ Acqua, Math. Ann. 66 (1909), p. 398. 
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‚Energie übereinstimmender Hamiltonschen Funktion H(q,,::,9,P1:-+.P,) 
der Bewegungsgleichungen (1) ist es somit ein Leichtes, festzustellen, 
ob diese Bedingungen für irgendwelche kanonische Variable g,, p, 
erfüllt sind oder nicht. Ist ersteres für bestimmte q,,p, der Fall, so 
wird diese Eigenschaft offenbar auch noch für alle jene kanonischen 
Veränderlichen @,, P, erhalten bleiben, für welche 


(145) Q, e 9. (4) (k =1,2,..,8) 
ist. Gibt es außer den durch (145) gekennzeichneten kanonischen Ver- 
änderlichen noch weitere, in welchen die allgemeinen Bedingungen 
(144) erfüllbar sind, so nennt man das System „entartet“ und kann sich 
leicht davon überzeugen, daß es dann durch geeignete Transformationen 
in ein solches mit weniger als s Freiheitsgraden übergeführt werden 
kann. — Erweist sich ein vorgelegtes dynamisches Problem in ver- 
schiedenen bequem zugänglichen Variablen q,, p, nicht als „separier- 
bar“, so wäre der Nachweis zu erbringen, ob es überhaupt kanonische 
Veränderliche geben kann, in denen die Separation möglich wird.?®) 
Zu diesem Zwecke hätte man die Bedingungen für jene Berührungs- 
transformationen aufzusuchen, deren Anwendung auf das vorgelegte 
Problem die Befriedigung des Differentialgleichungssystems (144) er- 
möglichen würde. Die allgemeine Erledigung dieser an sich recht be- 
deutsamen Fragestellung ist bisher nicht gelungen, sie ist im vorliegen- 
den Falle der Dynamik Bohrscher Atom- und Molekülmodelle aber 
auch von geringerem Interesse, da die allgemeine Theorie des .Drei- 
und Mehrkörperproblems (Nr. 16) erkennen läßt, daß die Separations- 
methode grundsätzlich nur im Falle störungsfreier oder durch äußere 
Kraftfelder gestörter Atommodelle mit einem einzigen Elektron an- 
wendbar sein kann. 

In der gewöhnlichen Mechanik ist die Differentialgleichung (5) 
vom zweiten Grade, so daß man im Falle der Separation für (4a) 


(4a) Pı = Vr( u.» 0%) (k=1,2,..,5) 
erhält, und Gleiches gilt auch z. B. im Falle der relativistischen Kepler- 
bewegung. Sind a, und b, zwei aufeinanderfolgende, reelle und ein- 
fache Wurzeln des Radikanden in (4a’) und ist die Bedingung 
a,<q,<b, für alle Freiheitsgrade simultan realisierbar, so kann ge- 
zeigt werden, daß die q,, wenn sie einmal zwischen a, und b, gelegen 


waren, dauernd zwischen diesen festen „Librationsgrenzen“ hin und 
her pendeln. Die Wirkungsfunktion (6a) wächst hierbei nach jeder 





303) Über teilweise separierbare Systeme vgl. man P. $. Epstein, Verhandl. 
Deutsch, Phys. Ges. 19 (1917), p. 116, $ 4. 
65* 
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einzelnen Schwingung und für jedes g, um den festen „Periodizitäts- 
modul“ 


dk 
(146) PU RZACH &r...,0,) dg; (k=1,2,...,); 
ak 


die Bewegung des Gesamtsystems ist dann stabil (vgl. Nr. 2, 3 und 
3A) und, wenn das Problem nicht entartet ist, gerade s-fach periodisch. 
Derartige Systeme heißen bedingt periodisch, weil man mittels geeig- 
neter Bedingungen für die @,,...,«, in (4a’) und (146) die Länge der 
s verschiedenen Perioden kommensurabel und damit die Systembe- 
wegung einfach periodisch machen kann.?”!) Ist das Problem hingegen 
entartet, so wird die Bewegung u-fach periodisch, wobei u gleich der 
Anzahl jener Freiheitsgrade wird, auf welche das System im äußer- 
sten Falle zurückgeführt werden kann. Man findet demnach, daß der 
„Periodizitätsgrad“ u eines bedingt periodischen Systems <s sein muß, 
je nachdem „Entartung“ vorliegt oder nicht.) 

Will man die Bewegung nun entsprechend den allgemeinen An- 
forderungen der vorangehenden Nummer, insbesondere des .Bohrschen 
Korrespondenzprinzipes, durch u-fache Fouriersche Reihen darstellen, 
so hat man eine Berührungstransformation auszuführen, welche die 


Separationsvariablen g,, 2, in solche „Uniformisierungsvariable“ w,, I, 
überführt, daß z. B. die 


(147) 9% =)» Oi cos 2n(t,w, + 3.44 + T,W, + Ir...) 

km 1,2,.,,8.4S8)°*) 
und ebenso die p, in den w, periodisch von der Periode 1 werden, 
wobei die „Winkelvariablen“ w, überdies den Relationen (127) und 


(128) gehorchen müssen und gegebenenfalls auch die Bedingung (135) 
hinzugenommen werden kann.?)®0) Dann erhält man allgemein in 





304) P. Stäckel, Habilitationsschrift, Halle 1891, p. 16; Paris C. R. 116 
(1893), p. 485; 121 (1895), p. 489; C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, 
Bd. J, Leipzig 1902. 

305) Der Begriff der „Entartung‘“ ist von K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, 
p. 548, geprägt und zuerst im Zusammenhange mit den Quantenproblemen er- 
örtert worden. — Zu obiger Stelle des Textes vgl. man auch Anm. 275). 

306) Vgl. dazu vor allem J. M. Burgers [1], wo von derartigen Berührungs- 
transformationen für die Atomprobleme an zahlreichen Beispielen systematischer 
Gebrauch gemacht wird. Ferner etwa N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, 
I. Kapitel, $ 2. — Faßt man die Gleichungen (4) und (7) in Nr. 8 als Ausdruck 
einer Berührungstransformation auf, so werden die 9,2, (k=1,2,...,8) dadurch 
zunächst in die kanonischen Größen «,, ß; @=1,2,...,s) übergeführt. Die im 
Text erwähnte Berührungstransformation kann dann durch eine solche ersetzt 
werden, welche die &,,..., «3; ßı,.. „„ß, weiterhin in die Größen I,,...„Z, 


15. Quantentheorie bedingt periodischer Systeme. 1009 


den Separationskoordinaten q,, p, 





b. 
0S 
(148) @ = 2 fr, dq, - PVG, &, ..., «,) . dq, = dq. . dq, 
# r=1,2,..,uu<s), 


oder in beliebigen kanonischen Veränderlichen q,, p, geschrieben (vgl. 
(11”)): 


[7 
(148 a) 1 fan In Em: r=1,2,..,u); 


für einen von Anfang an zyklischen Freiheitsgrad z, welcher einer 
stabilen Bewegung entspricht (z. B. Rotationswinkel und Drehimpuls) 
ergibt sich an Stelle von (148) insbesondere 


27 
(148) J; - Pr. dq, = fi 2,:44,—2n:P,. 
0 


Wendet man jetzt die Quantenbedingungen (133) auf den vor- 


liegenden Fall an, 
Be din (0) (dran 34; U<S) 
(149) Pe AN 


so besagen sie nach (146), daß bei bedingt periodischen Systemen die 
Periodizitätsmoduln der Wirkungsfunktion, abgesehen von den even- 
tuellen additiven Konstanten h, ganze Vielfache des Planckschen Wir- 
kungsquantums h sein müssen.?®) Führt man sie aus, so werden da- 


a Wr Wyr Bars By, überführt. Die dadurch neu eingeführten 
Konstanten &,, ß, j=1,2,..,8— u) sind gewisse, für die Periodizitätseigen- 
schaften des Salinfishen Dystäkie belanglose Funktionen der «,, f; @=1,2,...,s) 
und werden daher im folgenden nicht weiter berücksichtigt; eine besondere Be- 
deutung kommt ihnen jedoch in der Störungstheorie (Nr. 15b, Fall I, 2) zu, wo 
sie die Veranlassung zum Auftreten der „säkularen‘“ Störungen geben. 

307) Mit Rücksicht auf die weiter unten (Nr. 15b) zu besprechende Be- 
handlung bedingt periodischer Systeme, bei welchen die Separation der Variablen 
praktisch nur mittels einer unendlichen Folge von Berührungstransformationen 
bewerkstelligt werden kann, möge noch darauf hingewiesen werden, daß jede 
Darstellung der allgemeinen Lösung eines dynamischen Problems (1) von der 
Form (147) die Zurückführung auf kanonisch konjugierte Uniformisierungsver- 
änderliche w,, I, ermöglicht und diese daher mit ihr gleichbedeutend ist. Der 
Beweis hierfür stammt von @. Herglotz, siehe Anm. 69), 

308) Bezüglich des für die Anwendung des Ehrenfestschen Adiabatenprin- 
zips (Nr. 14) bedeutsamen allgemeinen Nachweises dafür, daß die „Quanteninte- 
grale‘‘ in (149) für bedingt periodische Systeme Parameterinvarianten oder adia 
batische Invarianten sind, vgl. man Nr. 3A, namentlich aber die in Anm. 71) 
zitierte Literatur. 
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durch — wegen der notwendigen Eindeutigkeit der Integrale 
(9a) 4,(4,2,)= u, G=1,2,..,8) 


im Separationsfalle — bei nicht entarteten Problemen die Werte der 
bisher willkürlich gebliebenen Integrationskonstanten «,,...,«, ein- 
deutig festgelegt, und ebenso bei entarteten Systemen jene u von 
diesen Konstanten, welche für den Bewegungsverlauf allein maßgebend 
sind; die in (127) eingehenden Phasenkonstanten Ö,, welche mit den 
willkürlichen Integrationskonstanten ß,,..., ß, in (7) zusammenhängen, 
bleiben hingegen beliebig wählbar. Zu jedem einzelnen der abzählbar 
unendlich vielen Quantenzustände, welchen entsprechend (103) nach 
(149) die eindeutig bestimmten, ausgezeichneten Energiewerte 


(150) ER AGOR BET 1.53 er E(n,h + h,  ) N,h + h%) 


zugehören, gibt es demnach noch u-dimensional-kontinuierlich viele 
verschiedene mögliche Einzelbewegungen, deren Verhalten für hinrei- 
chend lange Zeiten betrachtet, jedoch übereinstimmt.?®) Setzt man 
h® in (149) gemäß (134) fest, so erhält man für quasiperiodische 
Systeme genau die von Sommerfeld?) und Wilson?) vorgeschlagene 
Form des Quantenansatzes, für allgemeine bedingt periodische Systeme 
jene von Schwarzschild und Epstein.?'%)®!!) Zur praktischen Berechnung 


309) Der Beweis erfolgt auf Grund eines Satzes von P. Stäckel (Anm. 304), 
welcher dem Poincare-Caratheodoryschen Wiederkehrsatz (Nr. 3A) bei bedingt 
periodischen Systemen entspricht. Siehe Anm. 52) und 66). 

310) Siehe Anm. 299), ferner auch P. Debye, Gött. Nachr. 1916, p. 1; Phys. 
Ztscehr. 17 (1916), p. 507. — Eine Formulierung der Quantenbedingungen, welche 
analog der oben im Anschluß an (146) gewählten, von Sommerfeld herrührenden 
Fassung bloß auf das Verhalten der Wirkungsfunktion (6) Bezug nimmt, hat 
A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 82, aufgestellt, wozu 
auch noch auf P. $. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 116, 
zu verweisen ist. Die damit verfolgte Absicht, eine Übertragung der Quanten- 
bedingungen auch auf nicht bedingt periodische Systeme zu ermöglichen, hat 
sich jedoch leider nicht verwirklichen lassen, wie sich allgemein im Zusammen- 
hang mit dem in Anm. 69), 307) erwähnten Herglotzschen Satz beweisen läßt, 
und auch von H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, $ 6, gezeigt worden ist. 
Weitere Formulierungen, die ebenfalls nichts Neues zu liefern imstande waren, 
rühren her von E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 224, und V. Trkal, Proc. 
Cambr. Phil. Soc. 21 (1922), p. 80; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 3 (1922), 
p. 48. Zur letzterwähnten Untersuchung vgl. man noch eine Erweiterung von 
J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 22 (1923), p. 547. 

Einen eigenartigen Versuch zu einer Neuformulierung der Quantenbedin- 
gungen von Sommerfeld- Wilson, Schwarzschild und Epstein hat W. Wüson in 
einer dem Referenten im Original nicht zugänglich gewesenen Veröffentlichung, 
Proc. Roy. Soc. A 102 (1922), p. 478 unternommen. Mit Rücksicht auf die all- 
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sind die „Quantenintegrale“ in (149) von Sommerfeld als komplexe 
Integrale aufgefaßt worden, wie in (148) und (149) durch Angabe des 
Zeichens für einen geschlossenen Integrationsweg bereits angedeutet 
worden ist, womit der rechnenden Quantentheorie ein mächtiges funk- 
tionentheoretisches Hilfsmittel an die Hand gegeben worden ist.’'?) 


gemeine Relativitätstheorie wird für mehrfach (?) periodische Systeme allgemein 


Sorte W-dy—nm-h (k—1,2, 3,4) 
gesetzt (A Vierer-Vektorpotential). Während drei derartige Bedingungen für 
Raumkoordinaten eine sachgemäße Behandlung des z. B. durch ein äußeres ho- 
mogenes Magnetfeld gestörten Wasserstoffatommodells (Nr. 15b) ermöglichen 
[vgl. A. M. Mosharrafa, Proc. Soy. Soc. A 102 (1922), p. 529], würde eine vierte 
Bedingung, deren Integrationsbereich zudem unklar bliebe, zu Ergebnissen führen, 
welche dem Korrespondenzprinzip gegenüber absurd erscheinen müßten. Wie 
O. W. Richardson, Phil. Mag. 46 (1923), p. 911 besonders zeigt, kann n, schon 
bei einfach periodischen Systemen im allgemeinen nicht mehr ganzzahlig sein, 
was aber von ihm mit dem beim anormalen Zeemaneffekt, bei der Komplex- 
struktur und bei den Bandenspektren auftretenden „halben‘ Quantenzahlen (siehe 
p. 997) in Verbindung gebracht wird. Ein dem obigen verwandter Versuch rührt 
von $. ©. Kar, Phil. Mag. 45 (1923), p. 610, her, doch liegt dessen Unzulänglich- 
keit unmittelbar auf der Hand, vgl. A. Smekal, Phys. Ber. 4 (1923), p. 1083. — 
Die Bedeutung der gewöhnlichen Quantenbedingungen (149) für die Weylsche Er- 
weiterung der allgemeinen Relativitätstheorie wird in hochinteressanter Weise von 
E. Schrödinger, Ztschr. f. Phys. 12 (1922), p. 13 diskutiert; die dabei auftretende 
Weylsche Linearform scheint in direkter Beziehung zu den ersten drei Quanten- 
bedingungen in der obigen neuen Form von W. Wilson zu stehen. Zu den letz- 
teren vgl. man auch die Bemerkungen von M. v. Laue, Ann. d. Phys. 73 (1924), 
p. 190, zur @. A. Schotischen Form der relativistischen Dynamik. 

311) In den ersten Arbeiten, welche von den genannten Autoren der Be- 
gründung und Anwendung obiger Quantenbedingungen gewidmet worden sind, 
hat vor allem die Frage nach den zur Quantelung eines vorgelegten Systems ge- 
eigneten Koordinaten eine wesentliche Rolle gespielt. Demgegenüber ist der 
obigen Darstellung, insbesondere der allgemeinen Schreibweise in (1484) zu ent- 
nehmen, daß die Größen I, zeitfreie Integrale der Bewegungsgleichungen (1) und 
als solche beliebigen (kanonischen oder nicht kanonischen) Transformationen der 
benutzten Variablen gegenüber invariant sind. Die Eindeutigkeit der obigen 
Quantenvorschriften besteht daher für ganz beliebige q,, p, zu Recht, und die 
Quantenintegrale (148) bzw. (148a) können grundsätzlich in ganz willkürlichen 
Veränderlichen berechnet werden. Die durch die Bedingungen (145) gekenn- 
zeichnete Gruppe von Separationsvariablen ist aber dadurch ausgezeichnet, daß 
wegen ihrer unmittelbaren Beziehung zu den Periodizitätseigenschaften der be- 
dingt periodischen Systeme, die Ermittlung der Quantenintegrale durch sie auf 
dem einfachsten und natürlichsten Wege ermöglicht wird; am unmittelbarsten 
findet dies seinen Ausdruck darin, daß die Veränderlichen w,, I,, wie man un- 
mittelbar auch aus (5°) entnehmen kann, der Gruppe der Separationsvariabeln 
selbst mitangehören. 

312) Vgl. namentlich A. Sommerfeld [1], Zusatz 6 und 7. — Einwendungen 
gegen die dabei benutzte Entwicklungsmethode der Quantenintegrale sind von 
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Spezialisiert man die Quantenbedingungen (149) für einfach periodische 
Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden, so hat man es im Falle 
s>1 stets mit eniarteten Systemen zu tun und erhält die einzige 
Quantenbedingung 1 


(151) I=/p-dg=n.h+M0 (n—=0,1,2..) 
0 


worin & die Umlaufsfrequenz der Bewegung darstellt.) Für die 
Energie des linearen Planckschen Oseillators (52) bzw. für jene einer 
beliebigen Hohlraum- oder Festkörpereigenschwingung von der Frequenz 
v (s=1) (Nr. 6b) erhält man daraus nach (55) 


(152) E,=n:hv-+ h0v 0.9), 


Der Vergleich mit den aus der Statistik (Nr. 9) erhaltenen Daten (95) 
bzw. (100) zeigt, daß in der Strahlungstheorie h® = 0 zu setzen ist, 
wie dies Planck von Anbeginn der Quantentheorie an auch für not- 
wendig befunden hatte; für den festen Körper hingegen scheint A von 
Null verschieden und nach p. 962 entweder gleich 4:h oder gleich 1-h 
zu sein. Bei der einfach periodischen und darum entarteten®“*), „nicht- 


E. ©. Kemble, Proc. Nat. Acad. Amer. 7 (1921), p. 283 erhoben, von A. Sommer- 
feld, J. Opt. Soc. Amer. 6 (1922). p. 25 und P. $. Epstein, Proc. Nat. Acad. Amer. 
8 (1922), p. 251, jedoch als unberechtigt zurückgewiesen worden. 

313) Eine einheitliche Quantentheorie rein periodischer Systeme, wie sie 
auf Grund von (151) allgemein entwickelt werden könnte, ist von Bohr 1916 
verfaßt, wegen des gleichzeitigen Erscheinens Sommerfelds grundlegender Unter- 
suchungen (Anm. 297) damals jedoch nicht publiziert worden; sie ist nunmehr 
als Abhandlung X bei N. Bohr [1] abgedruckt. Die Bohrsche Behandlung stützt 
sich wesentlieh auf das in Anm. 114) zitierte mechanische Theorem von Boltz- 
mann, das für einfach periodische Systeme beliebig vieler Freiheitsgrade gilt und 
seit 1913 von Ehrenfest für die Quantentheorie nutzbar gemacht worden ist. 

314) Während Bohr die nicht-relativistische Keplerbewegung konsequent 
als entartetes ebenes Problem (s—2) mit der einzigen Quantenbedingung (151) 
behandelt, ist sie von Sommerfeld (Anm. 297), ferner [1]) ursprünglich als nicht 
entartetes ebenes Problem mit zwei Bedingungen von der Form (151) gequantelt 
worden. Obwohl das Endergebnis formal mit jenem der Bohrschen Behandlung 
übereinstimmt, bestehen doch mancherlei wesentliche Unterschiede zwischen den 
beiden Darstellungen. Die Bohrsche Auffassung läßt Ellipsenbahnen von beliebig 
stetig veränderlicher Exzentrizität zu, nach der Sommerfeldschen hingegen sind 
nur quantenhaft ausgezeichnete Exzentrizitäten möglich. Während die adiaba- 
tische Invarianz von (151) für periodische Systeme auf Grund des in der vorigen 
Anmerkung genannten Satzes von Boltzmann sichersteht, sind die beiden Sommer- 
feldschen Quantenintegrale im Falle der nicht-relativistischen Keplerbewegung 
(aber auch nur in diesem Falle) keine adiabatischen Invarianten, sondern nur 
deren Summe, welche mit (151) übereinstimmt. Da nach Nr. 14 überdies wegen 
des Korrespondenzprinzipes ausschließlich der Periodizitätsgrad der Bewegung 
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relativistischen“ Keplerbewegung des Elektrons im H- oder He*-Atom- 
modell nach Bohr (s—=2 für das ebene, s—=3 für das räumliche 
Problem!), ist zufolge (143), wie oben bereits bemerkt, h(® jedoch 
wiederum durch (134) gegeben. Ä 

Im Falle des ebenen „relativistischen“ Keplerproblems (s = 2) 
hat man für die mit der Energie identische Hamiltonsche Funktion 


(123) H= len ‚ ER 





% 


wobei v® die Geschwindigkeit des Elektrons und r seinen Abstand vom 
ruhend gedachten Atomkern mit der Ladung + Z-e bedeuten und 
nur die Coulombsche Anziehung zwischen Kern und Elektron berück- 
sichtigt ist.°') Bezeichnet man mit p, den zu r kanonisch konju- 
gierten Impuls, ebenso mit p, das zum Polarwinkel p gehörige Im- 
pulsmoment des Elektrons, so findet man unschwer 
. E m?v? 
pP; + Pr} 1, Baar Pr 


a 





Mit der Energiegleichung vereinigt, ergibt dies nach Substitution von (4) 
die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung (5) des Problems 
oS\2, 1 /08\? 2mZe? 1 Ze’\2 
an a et 
Wie man sieht, läßt sich die Gleichung in den Polarkoordinaten r, 
unmittelbar separieren; eine genauere Untersuchung lehrt, daß die Be- 
wegung doppelt periodisch und somit nicht entartet ist und einer Ellipse 
mit Periheldrehung entspricht. Da p für das Problem zyklisch ist, 

hat man nach (148°) und (149) als „azimutale“ Quantenbedingung 


“ I,=22p2,=n,:h (n,=1,2,...) 
für die Art der Anwendung und die Zahl der Quantenbedingungen maßgebend 
sein darf, so kann mit Rücksicht auf das Adiabaten- und Korrespondenz- 
prinzip gegenwärtig nur die Bohrsche Behandlung der nicht-relativistischen 
Keplerbewegung als folgerichtig angesehen werden. Die Sommerfeldsche Dar- 
stellung ergibt sich formal unmittelbar aus der im Text weiter unten behandelten 
und mit den späteren Bohrschen Prinzipien übereinstimmenden Sommerfeldschen 
Behandlung der relativistischen Keplerbewegung, indem man den Relativitäts- 
einfluß vernachlässigt und hierzu die Lichtgeschwindigkeit ce unendlich setzt. 

315) Vgl. dazu und zu der nachfolgend angedeuteten Rechnung etwa 
A. Sommerfeld [1], Zusatz 16. — Entwickelt man die Quadratwurzel bis ein- 


” 
schließlich der Glieder in (£) ‚ so entspricht dies den ersten drei Gliedern der 


allgemeinen Hamiltonschen Funktion (123) in Nr. 14, bei Vernachlässigung der 
dort implizite mitberücksichtigten Kernmitbewegung. 
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Die „radiale“ asien hingegen ist von der Form 


L-PVAa+”? +53 -dr= — 2ni: (VO- = Rr: h 


(n,=1,2,...), 





worin für 
E: ZeE Z3ei 
ARZMEH B=mZe+ ar -—- 4 —ı 


ec? 





gesetzt ist. Indem man p, mittels der azimutalen Quantenbedingung 
eliminiert, bekommt man für die Energie E des Modells den geschlos- 
senen Ausdruck 

5 2. Ziu: 
(1398) E,—=me + az = ei 
oder, wenn man nach Potenzen der dimensionslosen Sommerfeldschen 
„Feinstrukturkonstante“ 





4 _ ı; 








N 2ne? 
(153) m he 
entwickelt, 
Oo r RESENEEN 2 Ä 1 Zre? & t a ... 
(139) E,= — ZR.h I, En): Bu nt‘ (4 T is u 


ow-13..) @-01%..). 


Setzt man n,+Nn,—=n, so stimmt dies für c= oo bzw. «—=(0 ge- 
nau mit dem ursprünglichen .Bohrschen nicht-relativistischen Energie- 
ausdruck (139) überein, wobei die Rydbergsche Konstante R, wieder 
durch (141) gegeben ist. Um hier nachträglich noch der Mitbewegung 
des Atomkernes Rechnung zu tragen, ist es ausreichend, R, in (139a’) 
mit Sommerfeld einfach durch R gemäß (141a) zu ersetzen. Die strenge 
Behandlung dieses Problems, welche auf Grund der Hamiltonschen 
Funktion (123) außerdem noch den Einfluß der Retardierung der Po- 
tentiale berücksichtigt, ist von Darwin?!) ausgeführt worden und er- 


316) ©. @. Darwin, Phil. Mag. 39 (1920), p. 537. — Eine Anwendung der 
allgemeinen Relativitätstheorie auf das oben behandelte Modell, jedoch ohne Be- 
rücksichtigung von Kernmitbewegung und Retardierung der Potentiale, ist (mit 
Unterstützung von Bohr und Kramers) von Th. Wereide, Phys. Rev. 21 (1923), 
p- 391 veröffentlicht worden. Das Ergebnis fällt praktisch mit (139°) und (139 b) 
zusammen, indem an Stelle von 4 im zweiten Klammergliede auf der rechten 
Seite von (139a’) eine mittels der Beobachtungsdaten zu bestimmende Konstante 
tritt, zu deren exakter Festlegung die gegenwärtige Meßgenauigkeit aber nicht 
hinreicht; wie man unmittelbar sehen kann, ist der Wert dieser Konstante für 


die allein durch das Verhältnis (32) bedingte relative Lage der Feinstruktur- 
p 


kompomenten ebenso belanglos, wie das in (139b) gegenüber (139a’) hinzugekom- 
mene konstante Glied. — Die auf p. 987 angegebene Grenze für die Gültigkeit 


15. Quantentheorie bedingt periodischer Systeme. 1015 


gibt das von (139a”) kaum merklich verschiedene Resultat 





m 
I: PD N, 
M, 


Während n, in er. mit den spektralen Tatsachen der 
Normierung (134) der Quantenintegrale genügt, welche hier den Um- 
stand zum Ausdruck bringt, daß „== 0 sein muß, damit es zu keinem 
Zusammenstürzen von Kern und Elektron kommt, kann I, = 0 wer- 
den, was dem von .bohr bereits vor Sommerfeld berechneten Relati- 
vitätseffekt an Kreisbahmen entspricht.°) Um die Normierung (134) 
bei !beiden Quantenbedingungen möglich zu machen, kann man mit 
Bohr?'?) n, als Impulsquantenzahl „k“ allgemein beibehalten, an Stelle 
von n, aber als Hauptquantenzahl „n“ die bereits hervorgehobene 





des Coulombschen Gesetzes soll nach Wereide mittels der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie qualitativ hinreichend erklärt werden können. 

Den Einfluß der Gravitation auf die relativistische Keplerbewegung hat 
jüngst auch K. Ogura, Japan. J. of phys. 3 (1924), p. 85, untersucht und dessen 
Unmerklichkeit bestätigt. 

317) N. Bohr [1], Abhandlung VI; [2], p. 9%. 

318) N. Bohr [3], p. 78, hier jedoch auch aus Gründen der Analogie zu 
den Serienspektren der übrigen Elemente benutzt. — Um die in Anm. 314) er- 
wähnte Beziehung zwischen den Behandlungen der nicht-relativistischen Kepler- 
bewegung von Bohr und Sommerfeld näher zu erläutern, möge zunächst darauf 
hingewiesen werden, daß sich die mittels mehrfacher F'ourierscher Reihen vom 
Typus (147) darstellbaren Lösungen beliebiger dynamischer Probleme jeder ganz- 
zahligen, linearen Transformation ihrer Uniformisierungsvariablen w,, I, gegen- 
über invariant verhalten und daß dies nach (133) auch für deren stationäre 
Quantenzustände gilt. Führt man bei der relativistischen Keplerbewegung etwa 
die kanonische Transformation 


w—a,w,4+ 4U%,, L,=4f+%1 
u’ = W,+ a,u,, I,=aIl’-+aT” 


aus, so bleiben alle an die Benutzung der früheren Variablen und ihrer Quanten- 
werte geknüpften Folgerungen ungeändert. Für ein entartetes System ist nun die 
in Anm. 274) angegebene Eindeutigkeitsbedingung nicht erfüllt, indem z. B. bei 
der entarteten, nicht-relativistischen Keplerbewegung o,— s und daher bis auf 
eine Phasenkonstante w,—= w,, wird. Setzt man speziell =, —=1,1,—=0, 
@ =—1 und bezeichnet w, w”, I’, I” jetzt mit w,, wu Z., Z4, so wird 
w=U—U, konstant und gibt die nun willkürliche Perihellage ES Bewegung 
an, ferner “. =w,, sowie ,=I,+J2, wd I,=],. Indem Bohr diese Va- 
zahlen auch” noch zur Beschreibung und BUBEN SONDER, Behandlung der 
relativistischen Keplerbewegung benutzt, ordnet er der sich jetzt langsam ver- 
ändernden Perihellage w, das Sommerfeldsche azimutale Quantenintegral I zu, 
während die Summe der beiden Sommerfeldschen Quantenintegrale I, — 1, +1 
jetzt als Hauptquantenintegral der Radialbewegung zugehört. 
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Quantensumme n, + n, einführen, welche offenbar ebenfalls (134) ge- 
horeht; mit diesen Bezeichnungen erhält man für die große Achse 2a 
und den Parameter 2p (Länge der Sehne im Brennpunkt, senkrecht 


zu 2a) der relativistischen Keplerellipse — für letzteren mit einer 
Annäherung, welche (139a’) entspricht — die symmetrischen Aus- 
drücke 

h? h? 
a, dam Mıgazem:: RT Emzanı 


wobei nk=1,2,..., aber stets n > %k sein muß. 

Wie Sommerfeld zeigen konnte, gibt (139a) bzw. (139a’) (und 
ebenso auch (139b)) eine quantitative Deutung für die Feinstruktur 
der Balmer- und Heliumfunkenlinien®"); sie wird bestätigt und ver- 
vollständigt durch die Anwendung des Korrespondenzprinzipes auf 
die relativistische Keplerbewegung, welche Bohr vorgenommen und 
Kramers zur Ermittlung der Intensitäts- und Polarisationsverhältnisse 
der Feinstrukturkomponenten verarbeitet hat.®?°) Die dem Problem ent- 
sprechende Fourierentwicklung der Bewegung, welche dem allgemeinen 
Ansatz (124) in Nr. 14 bzw. (147) analog ist, wird hier, wenn x und 
y in der Elektronenbahnebene gelegene, rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, von der Gestalt: 


7T=+» 
& DC, cos2z[(ro, + 0@,)t+ 6], 


155) 


= +o 
+y=D)0,sin2a[(ro, +0 )t+eJl, 
wo r eine beliebige ganze Zahl und ®, und ®, die den beiden 
Quantengrößen I, und I, nach (128) zugeordneten Grundschwingungs- 
zahlen der Bewegung darstellen. Wegen der Gleichheit der Koeffi- 
zienten CO, in den beiden Entwicklungen kann die Bewegung aufge- 
faßt werden als Überlagerung einer Anzahl zirkularer harmonischer 
Schwingungen, deren Umdrehungssinn jenem des Elektrons um den 
Kern gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem die Größe rw, + ®, 
positiv oder negativ ist. Da 7 beliebig, der Koeffizient von ®, hin- 
gegen gleich Eins ist, folgt aus dem Korrespondenzprinzip (136), daß 
überhaupt nur solche Quantenübergänge des störungsfreien Atoms mög- 
lich sind, bei denen sich die azimutale oder Impulsquantenzahl n, = k 


319) Vgl. Anm. 297) und [1], 8. Kap. „Theorie der Feinstruktur“. 

320) N. Bohr [2], II. Teil, $ 2; H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, III 
(1918), 8$ 2, 7. — Ein vor Aufstellung des Korrespondenzprinzips unternommener 
Versuch zur theoretischen Deutung der Intensitätsverhältnisse rührt her von 
A. Sommerfeld, Münchn. Ber. 1917, p. 83. 
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um + 1 ändert"), während n,' — n,” beliebig groß werden kann; dies, 
sowie die auf Grund von (155) zu erwartenden Intensitätsverhältnisse 
für die einzelnen Quantenübergänge haben sich an den Paschenschen 
Feinstrukturbeobachtungen der Heliumfunkenlinien auf das überzeu- 
gendste bestätigen lassen. 

Was die Frage anbetrifft, mit welcher Genauigkeit man von vorn- 
herein erwarten kann, die spektralen Tatsachen durch obige Theorie 
der relativistischen Keplerbewegung numerisch wiederzugeben, so läßt 
sich darauf zunächst nur für die durch (121) oder (122) gekennzeich- 
neten Grenzzustände des Modells aus der Vernachlässigung der klas- 
sischen Ausstrahlung folgern, daß man von allen jenen Größen bei 
der praktischen Berechnung abzusehen hat, welche von derselben Ord- 
nung klein sind, wie das Verhältnis der klassisch-elektrodynamischen 
Strahlungskräfte zu den Hauptkräften der vom Kern auf das Elek- 
tron ausgeübten Anziehung.”””) Die Benutzung der künstlich strah- 
lungsfrei gemachten, klassisch - elektromagnetischen Bewegungsglei- 
chungen auch für beliebige Quantenzustände des Modells legt es nahe, 
den erwähnten Genauigkeitsgrad auch im Gebiete der letzteren für 
maßgebend anzusehen; diese von Bohr???) vertretene Annahme ist aber 


321) Dies ist, wie N. Bohr [2], p. 45/48, 83/84 gezeigt hat, auch für achsen- 
symmetrische Atommodelle mit beliebig vielen Elektronen der Fall und entspricht 
der auch von A. Rubinowiez (Anm. 288) betrachteten Erhaltung des Drehimpulses 
bei den Ausstrahlungsvorgängen. 

322) Für den Grenzzustand (122) entspricht dies genau der in (123) berück- 
sichtigten Annäherung in den relativistischen Gliedern, 

323) N. Bohr [2], p. 5, 94. Bohr hebt an letzterer Stelle und ebenso Ztschr. 
f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 150/152 auch die Beziehung dieser Frage zu 
jener nach der Schärfe der Spektrallinien und der Größe der endlichen Zeitdauer 
eines Strahlungsvorganges (Abklingungsdauer, s. Anm. 192) hervor, welche nach 
der klassischen Elektrodynamik gerade von der Größenordnung obigen Genauig- 
keitsgrades sein müßten, und von jener der Strahlungszeit, welche von einem mit 
gleicher Amplitude und Frequenz harmonisch schwingenden Elektron benötigt würde, 
um klassisch die gleiche Energiemenge auszustrahlen, welche dem „Quantum“ h» 
der betreffenden Spektrallinie entspricht. Auf dies und den Umstand, daß die 
Unschärfe, mit welcher darnach die Quantenzustände und damit die ausgezeich- 
neten Energiewerte vorausberechnet werden können, vermittels der Bohrschen 
Frequenzbedingung (114) rein quantentheoretisch zu einer Unschärfe der ausge- 
sandten Spektralfrequenzen führt, haben A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Ztschr. 
f. Phys. 10 (1922), p. 393, Betrachtungen und Berechnungen über die „wahre“ 
Spektrallinienbreite angestellt; wie Bohr hervorgehoben hat, scheint aber eine 
völlig zwangläufige Behandlung dieses Problems auf Grund des Korrespondenz- 
prinzipes gegenwärtig noch nicht durchführbar zu sein. 

Wie diese Andeutungen erkennen lassen dürften, wird in den genannten 
Untersuchungen die Diskussion von dem ursprünglichen Ausgangspunkt einer 
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naturgemäß ebensowenig die einzig mögliche und zulässige, wie der 
Versuch einer Beibehaltung der den Grenzzuständen entsprechenden 
Bewegungsgleichungen im gleichen Gebiete, so daß gerade ihre Prü- 
fung an der Erfahrung stets im Auge zu behalten sein dürfte.°*) Für 
den vorliegenden Fall ergibt die Bohrsche Annahme, daß in der Ent- 
wicklung von (139a) Glieder von gleicher oder höherer Größenord- 
nung wie Z?- (&) zu vernachlässigen wären, was für kleine Werte 
von Z der Näherung (139a’) entspricht. Für große Werte von Z 
hingegen kann noch mindestens ein weiteres Entwicklungsglied hinzu- 
genommen werden®?), was sich an der faszinierenden Anwendung der 
Feinstrukturtheorie auf die Röntgenspektren durch Sommerfeld bestä- 
tigt®?®), deren modellmäßige Deutung von einer endgültigen Klar- 





praktischen Unzulänglichkeit der benutzten Methoden auf eine prinzipielle Un- 
möglichkeit hin verschoben, die stationären Zustände mit größerer Schärfe fest- 
zulegen, als jener, welche durch den angegebenen Genauigkeitsgrad bedingt 
sein soll. Ein Gesichtspunkt der letzteren Art ist jedenfalls im höchsten Maße 
beachtenswert, doch muß es wohl noch als gänzlich ungeklärt angesehen werden, 
ob nicht weit eher die Vernachlässigung der Retardierung der Potentiale im Zu- 
sammenhang mit den zwischenatomaren und -molekularen Wechselwirkungen (Nr.17) 
als eine grundsätzliche Ursache für die Unmöglichkeit einer absolut scharfen 
Quantelung in Betracht kommt, um so mehr als für die Vernachlässigung der 
Energieausstrahlung in den klassisch-elektrodynamischen Bewegungsgleichungen 
ja ohnehin durch die nach (114) festgelegte quantenhafte Ausstrahlung ein ge- 
eignetes Äquivalent vorliegt. Da die allgemeine Gültigkeit der außerhalb des 
„Grenzzustandes“ benutzten Bewegungsgleichungen überdies aus theoretischen 
(Nr. 14), vor allem aber auch aus empirischen (Nr. 16) Gründen fraglich erscheint, 
soll die weitergehende Frage nach der erzielten Genauigkeit der theoretischen 
Darstellung im Texte wesentlich von ihrer, letzten Endes allein maßgeblichen, 
empirischen Seite her betrachtet werden. Jedenfalls aber ist es durch Ver- 
knüpfung der Intensitätseigenschaften einer beliebigen Spektrallinie von der Fre- 
quenz » mit den klassisch-elektrodynamischen Strahlungseigenschaften eines Mo- 
delloszillators von der gleichen Frequenz möglich, die Frage nach der „wahren“ 
Spektrallinienbreite und der Abklingungsdauer auf dem von Bohr angeregten 
Wege auch unabhängig von einer speziellen Annahme über die Beschaffenheit der 
Bewegungsgleichungen der Atome in ihren stationären Zuständen zu behandeln. 

324) So wäre es z. B. denkbar, daß im Gebiete kleiner Quantenzahlen die 
Genauigkeit der obigen Darstellung eine wesentlich größere sein könnte, als die 
Bohrsche Annahme erwarten ließe. Eine weitgehende Unvoreingenommenheit in 
diesem Punkte scheint jedenfalls überall dort von besonderer Wichtigkeit zu 
sein, wo man zu der Vermutung Anlaß hat, daß die für die Anzahl der Quanten- 
bedingungen (133) bzw. (149) so wichtige Bestimmung des Periodizitätsgrades 
eines vorgelegten Bewegungsproblems von der Berücksichtigung höherer als der 
nach Bohr zugelassenen Entwicklungsglieder abhängig sein könnte (Nr. 15b, 16a). 

325) N. Bohr [2], p. 95. 

326) A. Sommerfeld [1], 8. Kap.; ferner A. Sommerfeld und W. Heisenberg, 
Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 393. 
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stellung allerdings noch ziemlich weit entfernt zu sein scheint.??”) 
Vergleicht man die absolute Größe des von der Theorie nach (139a’) 
ermittelten „Wasserstoffdubletts“ mit den experimentellen Ergebnissen, 
so zeigt sich, daß einige Autoren zu einer völligen numerischen Über- 
einstimmung gelangen, während andere um 10—20%, kleinere Werte 
gemessen haben — ein Ergebnis, das unter allen Umständen als weit- 
gehende Bestätigung für die der Bohr-Sommerfeldschen Theorie zugrunde- 
liegenden Voraussetzungen angesehen werden muß. Wenn die Meinung 
zutreffen sollte, daß die bisher erkannten Fehlerquellen im Sinne einer 
scheinbaren Vergrößerung des gemessenen Dublettabstandes wirken 
müssen??®®), so wäre es denkbar, daß künftige Untersuchungen die 
Realität einer derartigen Diskrepanz und damit gewisser Grenzen für 
die Anwendbarkeit der obigen Theorie sicherstellen könnten; in An- 
betracht der theoretisch vorauszusehenden großen Empfindlichkeit der 
fraglichen Feinstrukturen gegenüber Störungen der leuchtenden Atome 
durch homogene oder inhomogene äußere Felder (Nr. 15b) muß eine 
solche Möglichkeit einstweilen aber noch als sehr unwahrscheinlich 
angesehen werden. 


15b. Theorie der Störungen des Modells durch äußere makro- 
skopische Kraftfelder. Wenn das im vorigen Abschnitte betrachtete 
Modell eines Atoms mit einem einzigen Elektron der Wirkung eines 
äußeren elektrischen oder magnetischen Feldes ausgesetzt wird, so ist 
seine bisher stillschweigend angenommene Isoliertheit insofern aufge- 
hoben, als es nunmehr mit jenen Konfigurationen von anderen, neu- 
tralen oder elektrisch geladenen Atomen und Molekülen in Wechsel- 
wirkung tritt, durch welche jene Felder erzeugt werden. Wenn diese 
Felder aber hinreichend ausgedehnt sind und zeitlich konstante oder 
nur wenig veränderliche Feldstärken besitzen, so wird es durch ge- 
eignete räumlich-zeitliche Mittelbildungen über das Verhalten jener 
äußeren Molekülanordnungen immer möglich sein, den Einfluß der 
molekularen Struktur dieser Anordnungen praktisch beliebig weit- 





327) A. Lande, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 391; 24 (1924), p. 88; 25 
(1924), p. 46; R. A. Millikan und J.S. Bowen, Phys. Rev. 24 (1924), p. 209, 223. 
In diesen Arbeiten wird überdies gezeigt, daß die Sommerfeldschen Feinstruktur- 
gesetze auch für die Komplexstrukturen der optischen Serienspektren maßgebend sind. 

328) Man vgl. den zusammenfassenden Bericht über diese Messungen von 
E. Lau, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 60, welcher zu der theoretischen Seite des 
Problems allerdings in unzureichender Weise Stellung nimmt. — Mit der Frage, 
wie als real anzusehende Abweichungen von der vorausberechneten Größe des 
„Wasserstoffdubletts“ innerhalb der Theorie aufgeklärt werden könnten, haben 
sich beschäftigt H. A. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A) 102 (1923), p. 9; J. D.v d. 
Waals jr., Arch. Neerl. (IIIA) 8 (1924), p. 136. 
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gehend zum Verschwinden zu bringen. Versteht man nun unter einem 
makroskopischen Felde ein solches, welches praktisch außer etwa „im 
Unendlichen“ keinerlei weitere Singularitäten aufweist, so wird das 
Atom in diesem prinzipiell natürlich niemals realisierbaren Falle wie- 
der in gewissem Sinne als „isoliert“ gelten können, indem die äußeren 
Störungen nun wenigstens jedes molekularstrukturellen Charakters 
entkleidet sind. 

Was nun den Ansatz für die Wirkung eines derartigen störenden 
elektromagnetischen Feldes anbetrifft, so wird er nach den Darlegungen 
von Nr. 14 für die durch (121) bzw. (122) gekennzeichneten „Grenz- 
zustände“ des gestörten Modells einfach mittels der beiden letzten 
Glieder der allgemeinen Hamiltonschen Funktion (123) zu bestimmen 
sein. Entsprechend der in Nr. 14 postulierten, sowie in Nr. 15a be- 
reits bewährten Gültigkeit der strahlungsfrei gemachten, klassisch- 
elektrodynamischen Bewegungsgleichungen auch für beliebige stationäre 
Quantenzustände, wird es naheliegend sein, die näherungsweise Gültig- 
keit jenes Ansatzes ebenfalls für beliebige Quantenzustände anzunehmen.?”?) 
Das Bewegungsproblem eines auf solche Art gestörten elektrischen 
Zweikörpermodells unterscheidet sich seiner funktionentheoretischen 
Seite nach qualitativ nicht mehr von jenem des ungestörten Modells, 
so daß von der „gestörten“ Bewegung erwartet werden darf, daß sie 
ebenso bedingt periodischen Charakters sein wird, wie dies von der 
„ungestörten“ Bewegung in Nr. 15a gezeigt werden konnte. 

Betrachtet man nun zunächst den Einfluß eines unveränderlichen 
homogenen elektrischen Feldes auf die „nicht-relativistische“‘ Keplerbewe- 
gung des Elektrons, so zeigt sich, daß das Problem durch Separation 
der Variablen gelöst und somit tatsächlich unmittelbar als bedingt 


329) Diese Annahme und die obigen auf sie hinführenden Überlegungen 
ergeben jene Rechtfertigung für den Ansatz makroskopischer Feldwirkungen, den 
J. Stark, Jahrb. d. Rad. 17 (1920), p. 161 in den bisherigen Darstellungen der 
Quantentheorie mit einem gewissen Rechte vermißt. Eine weitere Rechtfertigung 
kann auf den oben in Nr. 14 gekennzeichneten statistischen Charakter der Max- 
wellschen Theorie gegenüber der Quantentheorie bezogen werden; da für statio- 
näre Wirkungen das Ergebnis der zeitlichen Mittelung über eine Größe mit ihrem 
Konstantwerte übereinstimmt, so kann der Maxwellsche Ansatz für konstante, 
oder nur unendlich langsame, umkehrbar veränderliche äußere Felder unbedenk- 
lich übernommen werden, vgl. A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 
(1921), p. 20. — Daß die Wirkungen unendlich langsam und umkehrbar ver- 
änderlicher Felder als Spezialfall einer der in Nr. 3A betrachteten allgemeinen 
Parameterverschiebungen angesehen werden können und daher quantentheoretisch 
dem Ehrenfestschen Adiabatenprinzip (Nr. 14) unterliegen, ist von N. Bohr [2] 
und Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, hervorgehoben worden und wird auch 
weiter unten im Texte berührt. 
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periodisch erkannt werden kann. Die Bewegung wird hierbei infolge 
des orientierenden Einflusses durch das Feld räumlich und somit nicht 
entartet (s = 3) und entspricht jener eines Teilchens, das unter der 
anziehenden Wirkung zweier fester Zentren steht, von denen sich 
eines im Unendlichen befindet°®®); nach Nr. 15a erhält man hier so- 
mit drei voneinander unabhängige Quantenbedingungen und für die 
rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen der Zeit im allgemeinen 
dreifache Fouriersche Reihenentwicklungen (u = 3) vom Typus (124). 
Die Anwendung dieser Ergebnisse auf den von Stark an den Balmer- 
linien beobachteten und gemessenen Starkeffekt des elektrischen Feldes 
hat zu einer bis in die kleinsten Einzelheiten gehenden quantitativen 
Darstellung der Beobachtungen geführt, wie hinsichtlich der Lage der 
Starkeffektkomponenten von Schwarzschild und namentlich von Ep- 
stein®°*), hinsichtlich ihrer Polarisations- und Intensitätsverhältnisse von 
Bohr und Kramers???) gezeigt werden konnte.?®?) Ebenso ist eine be- 


330) Da die Bewegung unter dem Einfluß der Anziehung zweier fester, im 
Endlichen befindlicher Zentren nach Jacobi in elliptischen Koordinaten separier- 
bar ist (vgl. Nr. 16), so kommen im vorliegenden Falle parabolische Koordinaten 
für die Separation in Betracht. 

331) Vgl. Anm. 299). Die ersten‘ Ergebnisse von P. $. Epstein erschienen 
Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 148. Auf die Möglichkeit, den Starkeffekt quanten- 
theoretisch mittels des Bohrschen Wasserstoffatommodells zu deuten, hatte be- 
reits E. Warburg, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 1259 hingewiesen, 
während nur wenig später und unabhängig davon N. Bohr [1], Abhandlung VI, 
die Lage der Hauptkomponenten des Effektes berechnete. Vgl. ferner einen rein 
klassischen Erklärungsversuch von K.Schwarzschild, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
16 (1914), p. 20. 

332) N. Bohr [2], I. Teil, $4; H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, 
II (1918), 8$ 3, 6; N. Bohr, Proc. London Phys. Soc. 35 (1923), p. 275. 

333) Die erzielte Übereinstimmung ist von solcher Güte, daß selbst ein so 
erbitterter Gegner der Quantentheorie wie J. Stark ihr seine Anerkennung nicht 
versagt hat. Eine unter gewissen Umständen auftretende, von J. Stark, Jahrb. 
d. Rad. 17 (1920). p. 161 allein als unerklärt bezeichnete Intensitätsdissymmetrie 
der Starkeffektkomponenten hat A. Rubinowiez, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 331 
gedeutet; vgl. auch N. Bohr [1], Abhandlung VI. An anderer Stelle [Proc. London 
Phys. Soc. 35 (1923), p. 275, auf p. 294] hat Bohr dann darauf hingewiesen, daß 
jene von den experimentellen Bedingungen abhängige Intensitätsdissymmetrie als 
anschaulicher Beweis für die Unabhängigkeit jener monochromatischen Elementar- 
prozesse aufzufassen ist, welchen die einzelnen Komponenten nach der Quanten- 
theorie ihre Entstehung verdanken. f 

Der von Stark bereits anläßlich der Entdeckung des nach ihm benannten 
Effektes ausgesprochene Gedanke, daß die Ursache für die Verbreiterung der 
Spektrallinien in der Beeinflussung der leuchtenden Atome durch die Nachbar- 
atome bzw. das zwischenmolekulare Feld (vgl. Anm. 25) zu suchen sei, ist von 
Holtsmark auf Grund der obengenannten Ergebnisse über den Starkeffekt einer 
quantitativen Theorie dieser Verbreiterung zugrunde gelegt worden. Vgl. Anm, 375). 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 66 
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friedigende theoretische Wiedergabe der experimentellen Grobzerlegung 
des Starkeffektes an den Funkenlinien der Fowlerschen Heliumserie 
von Nyquist und Stark möglich gewesen.’*) In allen diesen Fällen 
handelt es sich um den Einfluß von elektrischen Feldstärken, welche 
Störungen der Elektronenbahn bewirken, die um so vieles beträcht- 
licher sind als die Unterschiede zwischen der „relativistischen“ und 
„nicht-relativistischen“ Bewegung des ungestörten Modells, daß die Ver- 
nachlässigung des Relativitätseffektes vollauf gerechtfertigt erscheint; 
gleichwohl ist es in dem Ausdruck für die Energie des Modells nicht 
notwendig, Glieder von höherer als der ersten Ordnung in der stören- 
den Feldstärke beizubehalten.?®) Erst für sehr hohe Feldstärken er- 
hält man den von Takamine und Kokubu an den Balmerlinien beob- 
achteten „Starkeffekt zweiter Ordnung“, zu dessen theoretischer Deu- 
tung das in der Feldstärke quadratische Energieglied noch mit heran- 
gezogen werden muß; die erhaltene Übereinstimmung ist qualitativ 
befriedigend®®®), doch muß es einstweilen wohl noch weiteren Beob- 
achtungen vorbehalten bleiben zu entscheiden, ob hier ebenfalls eine 
quantitative Übereinstimmung erhalten werden können wird, oder ob 
hier der Beginn reeller Abweichungen von der Theorie erreicht wor- 
den ist, deren man nach den Ausführungen von Nr. 14 stets gewärtig 
sein muß. — Befindet sich das betrachtete Modell in einem äußeren 
makroskopischen, konstanten aber inhomogenen elektrischen Felde, so 
bleiben obige Ergebnisse für jeden einzelnen Punkt des Feldes zu Recht 
bestehen, da dieses für den Bereich eines einzelnen Atoms dann immer 


334) H. A. Kramers, Anm. 332); P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 553. 
Zu der letzteren Untersuchung vgl. man auch H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 3 
(1920), p. 199, Anm. 3 auf p. 217. 

335) Wie N. Bohr [2], II. Teil, $ 4 mittels der im Text weiter unten ge- 
schilderten Methoden der guantentheoretischen Störungstheorie gezeigt hat, ist die 
Bewegung des Elektrons bei Beschränkung auf diesen Genauigkeitsgrad in der 
Entwicklung des Energieausdruckes entartet und bloß doppeltperiodisch (u = 2). 
Dies hatte schon K. Schwarzschild in seiner in Anm. 299) zitierten Untersuchung 
gefunden, worauf P. $. Epstein, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 168 betonte, daß diese 
Entartung verschwindet, sobald man auch quadratische und höhere Glieder in 
der Feldstärke zuläßt. 

336) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 36. — In Unkenntnis der 
bereits von Epstein (Anm. 331) vorgenommenen Berechnung des in der Feldstärke 
quadratischen Gliedes hat auch A. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 43 (1922), p. 943; 
44 (1922), p. 371 den quadratischen Effekt berechnet und mit den Beobachtungen 
verglichen. Auf die Fehlerhaftigkeit eines das quadratische Glied betreffenden, 
abweichenden Ergebnisses von H. O.Newboult, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1031, 
haben A. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 751 und P. $. Epstein, Phil. 
Mag. 46 (1923), p. 964 hingewiesen. 
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als hinreichend homogen angesehen werden kann; die Inhomogenität 
des Feldes bewirkt aber weiterhin das Auftreten einer ponderomoto- 
rischen Kraft an dem Atom, welche, zunächst wenigstens theoretisch, 
die Trennung der verschiedenen diskreten stationären Quantenzustände 
bei schnell bewegten Atomstrahlen ermöglichen muß.??") 

Der Einfluß eines konstanten, homogenen, äußeren Magnetfeldes auf 
die Elektronenbewegung läßt sich ebenso ohne besondere Schwierig- 
keiten behandeln wie der Fall des elektrischen Feldes, wenn man für 
hinreichend große Feldstärken den Relativitätseinfluß vernachlässigt 
und von dem geringfügigen, in der Feldstärke quadratischen Gliede 
des Energieausdruckes absieht. Die Variablenseparation erfolgt hier 
in einem um die Feldrichtung rotierenden Polarkoordinatensystem; 
man erhält formal drei Quantenbedingungen vom Typus (149), doch 
erweist sich die Bewegung innerhalb der erwähnten Annäherung als 
doppeltperiodisch und darum entartet (s—= 3, u = 2). Wie Sommerfeld 
und Debye zeigen konnten, ermöglicht die Theorie eine zutreffende 
Wiedergabe der beim Zeemaneffekt des Weasserstoffes beobachteten 
Linienaufspaltungen®®®); die Beschränkung der letzteren auf das nor- 
male Lorentzsche Triplett ist dann von Bohr als Folge des Korrespon- 
denzprinzipes gedeutet worden, ebenso wie die Polarisations- und In- 
tensitätsverhältnisse der Zeemankomponenten.®”) Wie Sommerfeld 
bereits anläßlich seiner ersten Untersuchungen über die Quantelung 
des Wasserstoffatommodells fand *°), kann die Bahnebene des Elektrons 
(u= 2!) bei hinreichend kleinen Feldstärken nur eine beschränkte 


337) O. Stern, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 476. 

338) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 491; P. Debye, Phys. Ztschr. 
17 (1916), p. 507, auch Gött. Nachr. 1916. Eine andere Darstellung, welche die 
in Anm. 310) erwähnte Formulierung der Quantenbedingungen von W. Wilson 
zugrunde legt, hat A. M. Mosharrafa, Proc. Roy. Soc. A 102 (1922), p. 529 ver- 
öffentlicht. Die Schlußformel für die Größe der Linienaufspaltung stimmt mit 
der auf klassischem Wege, nämlich mittels des Larmorschen Satzes erhaltenen 
Lorentzschen Deutung überein; dies wird, wie A. Sommerfeld [1], p. 369 hervor- 
hebt, dadurch möglich, daß aus ihr bei der Berechnung mittels der Frequenz- 
bedingung (114) das Plancksche Wirkungsquantum Ah herausfällt. — Ältere 
quantentheoretische Versuche, den Zeemaneffekt zu begründen, welche mit dem 
gegenwärtigen Stande der Theorie jedoch nicht mehr vereinbar sind, haben 
K. F. Herzfeld, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 193 und N. Bohr [1], Abhandlung VI 
(und X) unternommen. Zu der letztgenannten Untersuchung vgl. man ferner das 
Geleitwort von Bohr zu N. Bohr [1], sowie N. Bohr [2], p. 115, Anm. 2). 

339) N. Bohr [2], I. Teil, $ 5. 

340) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 1; hier wird die „räum- 
liche“ Quantelung auf ein „magnetisches Feld von der Stärke Null“ bezogen, 
dessen Richtung als vorgegeben angesehen wird. 

66* 
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Anzahl von diskreten Orientierungen gegen das Magnetfeld annehmen, 
welche durch die Bedingung bestimmt werden, daß die zur Feldrich- 
tung parallele Komponente des Drehimpulsvektors ebenso wie der 
letztere selbst, entsprechend (148°) und den Quantenbedingungen nur 


ein ganzzahliges Vielfaches von 2 betragen kann. Dieses auch für die 


diskrete Einstellung des Drehimpulsvektors von Atommodellen mit 
beliebig vielen Elektronen gegen das Feld maßgebende Resultat *!) 
sollte nach Stern®*?) direkt verifiziert werden können, indem man die 
von einem inhomogenen Magnetfelde auf die Atome in ihren verschie- 
denen Einstellungen ausgeübten verschiedenen ponderomotorischen Kräfte 
benutzt, um durch die magnetische Ablenkung schnell bewegter Atom- 
strahlen eine Trennung der verschiedenen Quantenzustände herbeizu- 
führen. Die Ausführung des Experiments durch Stern und Gerlach an 
Silberatomstrahlen ergab in der Tat eine direkte Bestätigung für die 
Existenz einer scharfen „Richtungsquantelung“ im magnetischen Felde.) 

Wie bereits hervorgehoben, gelten die geschilderten Theorien des 
Stark- und Zeemaneffektes nur für Feldstärken, welche hinreichend 
groß sind, um den Einfluß der relativistischen Feinstruktur der Balmer- 
und Heliumfunkenlinien völlig zu verwischen. Versucht man aber 
das Problem der Einwirkung eines äußeren elektrischen oder magne- 
tischen Feldes auf die relativistische Keplerbewegung nach den gleichen 
Methoden zu behandeln, so zeigt sich, daß eine Separation in den 
verschiedenen leicht zugänglichen Koordinatensystemen nicht bewerk- 


341) Vgl. z.B. A. Lande, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 441, wo auch die ver- 
schiedenen, durch den anomalen Zeemaneffekt bedingten Abweichungen von der 
Ganzzahligkeit der Quantenzahlen zusammengestellt sind, für die eine endgültige 
modellmäßige Deutung noch aussteht. Diese Abweichungen von der Ganzzahlig- 
keit laufen auf eine der Festlegung (134) widersprechende Verfügung über h(® 
hinaus. für die zur Zeit noch mehrere verschiedene Möglichkeiten in Betracht ge- 
zogen werden können. Wie den Ausführungen von Nr. 14, p. 996, zu entnehmen 
ist, kann die Festlegung von Ah{P’ nach der gegenwärtigen Form der Quanten- 
theorie überhaupt nur auf empirischem Wege vorgenommen werden; daß diese 
beim anomalen Zeemaneffekt halbzahlig auszufallen scheint, besagt natürlich 
nicht das Geringste für oder gegen die Gültigkeit der „Mechanik“ (vgl. Anm. 246), 
292) in der Quantentheorie, wie in der Literatur mehrfach angenommen zu wer- 
den scheint. — Hinsichtlich einer ganz analogen Einstellungsvorschrift für den 
Drehimpulsvektor von Atomen mit beliebig vielen Elektronen gegen ein inhomo- 
genes elektrisches Feld beim „normalen“ und „anomalen“ Starkeffekt vgl. man 
O. Stern, Phys. Ztschr. 32 (1922). p. 476. 

342) O. Stern, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 249. 

343) W. Gerlach und O. Stern, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 110; 9 (1922), 
p. 349, 353; Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 673. Vgl. dazu auch Nr. 9 Ende, ferner 
für weitere prinzipielle Folgerungen aus dem Experiment Nr. 17. 
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stelligt werden kann. Trotzdem ist es denkbar, und aus analytischen 
Gründen sogar wahrscheinlich, daß für die genannten Probleme mit- 
tels (144) und einer, gegebenenfalls unendlichen Folge von Berührungs- 
transformationen Separationsvariable gefunden werden können.’*) Da 
man mit Rücksicht auf das Korrespondenzprinzip letzten Endes doch 
nur an Darstellungen der Bewegung interessiert ist, welche die Aus- 
gangsveränderlichen g,, p, entsprechend (124) direkt als u-fache Fou- 
rierreihen der kanonischen zyklischen Uniformisierungsvariablen w,, I, 
erscheinen lassen, so wird es hinreichen, für die allgemeine Lösung des 
Problems mittels eines beliebigen Verfahrens u-fache Fourierreihen 
nach der Zeit aufzusuchen, welche die Bewegung darstellen, d. h. gleich- 
mäßig konvergieren; es ist dann stets möglich"), zu den kanonischen 
Veränderlichen w,, I, überzugehen, welche mit den nun nicht mehr 
interessierenden Separationsvariablen (145) entsprechend (148) zu- 
sammenhängen werden. 

Ergebnisse von der gewünschten Beschaffenheit, deren Konvergenz 
allerdings in jedem Falle als fraglich angesehen werden muß, liefern 
die Methoden der astronomischen Störungstheorie (VI 2,12, E. T. Whit- 
taker), welche für die Quantentheorie zuerst von Burgers und Bohr 
nutzbar gemacht worden sind.) Handelt es sich, wie bei den oben 
genannten Problemen, um den Einfluß von störenden Feldern, deren 
Wirkung gegenüber jener der inneren Atomkräfte im allgemeinen ge- 
ringfügig ist, so bietet sich als naturgemäß die namentlich von Poin- 
care und Lindstedt’**) benutzte Methode (I) der Entwicklung nach 





344) Wie H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 199, auf p. 201 ohne 
genauere Kennzeichnung vermerkt, ist ihm und O. Klein der Nachweis gelungen, 
daß das Siarkeffektproblem der relativistischen Feinstruktur in „räumlichen Ko- 
ordinaten“ nicht separierbar ist; im Texte ist jedoch an ganz beliebige kano- 
nische Separationskoordinaten p,, gr gedacht. 

345) J. M. Burgers [1], N. Bohr [2]. Die Darstellung von Burgers ist aus- 
gezeichnet durch den systematischen Gebrauch von Berührungstransformationen, 
dem sich Bohr in seiner letzten zusammenfassenden Arbeit, Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 117, I. Kap., $ 3 anschließt; vgl. auch H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 
3 (1920), p. 199. Die Bohrsche Behandlungsweise beschränkt sich grundsätzlich 
auf die Ermittlung einer ersten Näherung, entsprechend der von Bohr postulierten 
Genauigkeitsschranke für die mögliche Festlegung der stationären Zustände (vgl. 
dazu Anm. 323), 324). Die quantentheoretische Einkleidung der Methoden zur 
Bestimmung höherer Annäherungen ist hingegen (mit Ausnahme der von Epstein 
behandelten Delaunayschen Methode, Anm. 347), 348) von M. Born und seinen 
Mitarbeitern vorgenommen worden. Siehe Anm. 350). 

346) Vgl. etwa H. Poincare, Methodes nouvelles de la mecanique celeste, 
Paris 1893, Bd. II, Kap. IX ff.; zur Bohlinschen Methode ebenda, Bd. II, Kap. XIX 
oder ©. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Leipzig 1902, Bd. II. — Ferner: 
VI», 12 (E. T. Whittaker), Nr. 11. 
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Potenzen eines kleinen störenden Parameters & dar, welche für den 
Fall der Entartung des ungestörten Systems durch ein von .Bohlin®*®) 
herrührendes Verfahren ersetzt werden muß. Will man hingegen die 
Methode der Entwicklung nach einem kleinen konstanten Parameter 
vermeiden, bzw. kommt ein solcher in dem betrachteten Falle nicht 
vor, so hat man sich mit Epstein®) einer von Delaunay in der Mond- 
theorie benutzten Methode®**) (II) zu bedienen. 


I. Die erstgenannte Methode besteht in folgendem: Das ungestörte 
System habe s Freiheitsgrade und sei etwa auf Grund der in Nr. 15a 
geschilderten Separationsmethode als u-fach bedingt periodisch erkannt; 
seine Bewegung wird dann bestimmt sein durch die 24 Uniformisierungs- 
variablen w,, I, (r=1,2,...,u) sowie weitere 2(s — u) willkürliche 
Integrationskonstanten der Bewegung «,, B, G=1,2,:..,5— u).%) 
Seine Hamiltonsche Funktion HZ%(I,9,...,Z,®) hängt dann von den 
I,® allein ab und stimmt mit seiner Energie E) überein. Das ge- 
störte System besitze hingegen, in den Variablen des ungestörten 
Systems ausgedrückt, die Hamiltonsche Funktion 


() Fr (0): + At 
H(L‘ ), ie | Le, a9, ET we u, BT wo, BI, a B® ) 


PO 0,0) + OO, 20; 0, BP) + EHR (..) +, 
wo H®W, H®, ... wegen der Eindeutigkeit von H in den w® perio- 
disch mit der Periode Eins sein werden, im übrigen aber beliebige 
Funktionen der 1,0, «0, Bo darstellen.#) Wie man aus der Gültig- 
keit des Energiesatzes für das gestörte System unmittelbar entnimmt, 
werden die 1,0, «9, po jetzt aber im allgemeinen nicht mehr kon- 
stant und die w(® nicht mehr wie etwa in (127) bloß lineare Funk- 
tionen der Zeit sein; mittels der kanonischen Differentialgleichungen 
(1) und der Beziehungen (128) erhält man für ihre Änderungen 


347) Dieses Verfahren wurde von Epstein bereits 1917 ausgearbeitet, aber 
erst kürzlich publiziert, siehe P. $. Epstein, Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 211, 305, 
auch Phys. Rev. 19 (1922), p. 578. Zur Kritik des Verfahrens an sich vgl. man 
M. Born und W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 137; ferner A. Smekal, 
Phys. Ber. 3 (1922), p. 1108. 


348) Vgl. dazu den II. Bd. des in Anm. 346) genannten Werkes von H. Poin- 
care; ferner: E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, II. Aufl., Cambridge 1917, 
wo das Delaunaysche Verfahren nach Epstein indessen unzureichend bzw. un- 
vollständig dargestellt ist. Die Whittakersche Form der Theorie hat Burgers 
(Anm. 345) angewendet — Ferner: VI», 12 (E. T. Whittaker), Nr. 10. 

349) Ein derartiges System wird mitunter auch als „Normalsystem“ be- 
zeichnet, insbesondere für den Fall s= u. 
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41® 2Hw 2H® 
a tt); 
(157a) dw” 3Hw „au, ,_ (r=1,2,..,u) 
Ba eg o,+ 8 219 BE Frau u 
az” (61) (2) 
(ir ar en +); 
Mt 0 eo 
(157 b) aß; ui aHW R 9 H“ ) ad u 2, .Y De u). 


Morde a FE 


Um die Integration dieser Differentialgleichungen zu bewerkstelligen, 
wird man die zugehörige Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (5), 
nämlich 


08 
(158) Aloe ’ wi) ’ Zar ’ po ) — 


mittels einer „Wirkungsfunktion“ S zu lösen haben, welche man so 
zu konstruieren trachtet, daß sie zugleich eine Berührungstransfor- 
mation von den „ungestörten“ kanonischen Uniformisierungsvariablen 
ER a N, B®,...,B® „ zu neuen kano- 
nischen Uniformisierungsvariablen für das gestörte System zu liefern 
imstande ist. Da nach dem bereits oben Gesagten vermutet werden 
darf, daß derartige Veränderliche für die im vorliegenden Abschnitt 
in Betracht kommenden Fälle tatsächlich gefunden werden können, so 
wird man für die gestörte Bewegung einen bestimmten Periodizitätsgrad 
w erwarten, der von « verschieden sein können wird, und die ge- 
wünschten Veränderlichen mit 


(159a) se. 
(159b) %, SE, e... Bı, A B;i% 
bezeichnen. Wenn man nun 

(160) S= SQ +89) + 8859 +... 


setzt, so werden die S®, S®,... offenbar periodische Funktionen der 


u 
w®, während S® z.B. für u = uw gleich 21, - w) ist. Die gewünschte 


Berührungstransformation lautet dann 





EN 0 — = ra1,2,...%) 

(161) Br eB BEA ar 
ne 28 3 Wahn.) 

Su 08, G=12%...,8—W) 


und man hat nun $ mittels sukzessiver Approximationen als Funktion 
von den w9, 8%; L,, «, zu bestimmen. Wenn das Verfahren etwa 
bis einschließlich der m‘ Näherung durchgeführt und der dabei er- 
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mittelte Periodizitätsgrad wieder mit u’ bezeichnet wird, so hat man 
z. B. für W> u | 

(162a) L=I9 +.19 + .-.-+.”.17® (r.=1,2,.:.,%) 
12) L=-P%+:M)+.:..+.8:-Im ("=u-+l,...,w) 
und ähnliche Entwicklungen gelten für die w, « und ß; für die Energie 
E des gestörten Systems erhält man 

(163) E=EV -:EV +... + "Em, 

Ist „= u, so spricht man von dem alleinigen Auftreten periodischer 
Störungen, bei einer Zunahme des Periodizitätsgrades der Bewegung 
(u > u) hingegen von säkularen Störungen; der letztere Fall ist nament- 
lich durch das Vorkommen der Größen nullier Ordnung I}, ,,:- ‚Ir 
in (162b) gekennzeichnet, welche ungleich jenen in (162a) für das 
ungestörte System nicht charakteristisch sind und bei jedem individu- 
ellen Störungsproblem gesondert bestimmt werden müssen. 

Die allgemeine Durchführung der vorstehend angedeuteten Rechen- 
operationen verdankt man Born und seinen Mitarbeitern.°°) Um ihre 
wesentlichen Züge kennen zu.lernen, genügt es jedoch, sich auf die 
Ermittlung der ersten Näherung zu beschränken, die bereits früher 
von Bohr®*°) dargestellt worden war. Um die Gleichungen (157a), 
(157b) in der gewünschten Weise in erster Annäherung zu inte- 
grieren, entwickelt man zunächst H® in eine u-fache Fourierreihe 
nach den w®: 


(164) HV = IP, (9, &, BP) - cos 2m(mu) + -- 
ea ls T,wD + Yı...tu) 9) 


und hat nun zwei wesentlich verschiedene Hauptfälle voneinander zu 
unterscheiden: 

1. Wenn die ungestörte Bewegung entweder nicht entartet (u = s) 
oder so beschaffen ist, daß bei u<s die Größen «)), Bo in (164), 
zumindest aber in das erste Glied P, in (164), nicht eingehen, so tritt 
an Stelle von (161) die infinitesimale Berührungstransformation 


PIS®® 98 
L= 10 — :-—, v,—w) + 2570 (v.==1,2,..,%) 


(161 ER 
ı ERRR 7 DERIR a ß OL 6 G=12,..,s—-u) 
j j PT ; da J ey . 


Zur Bestimmung der Transformationsfunktion $® bedient man sich 
der Bedingung, daß die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (158) 


350) M. Born und W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 137; M. Born 
und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 44; L. Nordheim, Ztschr. f. Phys. 
17 (1923), p. 316; 21 (1923), p. 242. 
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in erster Näherung mittels der Ansätze (160) und (163) befriedigt 
werden muß, was die Differentialgleichung 


a H® a9 
(465) BO + Den 
r=1 
für S® ergibt. Bildet man das Zeitmittel über diese Beziehung, so 
gibt das zweite Glied auf der linken Seite wegen der Periodizität 
von $S® in den w® Null, während das erste Glied zufolge (164) ®, 


liefert. Man hat demnach 

(166) EU W,, 

und damit den Satz, daß die Energie des gestörten Systems als Funk- 
tion der I, in erster Näherung gleich jener des ungestörten Systems ist 
vermehrt um den Zeitmittelwert der „Störungsfunktion“ in erster Nähe- 
rung eH® bzw. des Potentials der störenden Kräfte, genommen über 
die ungestörte Bewegung: 

(163,) Em ENT, I) Fe U 

Die Integration der nach Abzug von (166) aus (165) resultierenden 
Differentialgleichung ergibt nun mit Benutzung von (128) 


1 7, SER . 
Ten in 2 + 


Wirt 





wo die Summation über alle ganzzahligen Kombinationen der r,,...,z 
ausgenommen , =. -=1r,=(), zu erstrecken ist.®°!) 


u 


351) Zur Ermittlung der höheren Näherungen geht man mit Born und Pauli 
(Anm. 350) nun ganz ebenso vor, indem man die zu (165) analogen Bedingungen 
für die einzelnen Näherungen aufstellt und sukzessive integriert, was mittels der 
Ergebnisse der vorangegangenen Näherungen stets möglich ist, wenn die H®, 


H®; ... von den &, Bi” unabhängig sind. Unter diesen Voraussetzungen de- 
generieren die letzten 2(s— u) Gleichungen (161,) in 
3-0, BP ES a 


für beliebig hohe Näherungen. Setzt man jedoch wie im Text nur die Unab- 
hängigkeit von #, von den «, Bi” voraus, so muß man sich zur Ermittlung 
der höheren Näherungen einer Fortsetzung des Verfahrens bedienen, welche der 
unter 2. geschilderten Methode angepaßt ist. — Das mathematisch äußerst ele- 
gante Verfahren ergab sich Born und Pauli durch Verallgemeinerung einer von 
Born und Brody auf die spezielle Behandlung eines Systems von gekoppelten 
Resonatoren mit schwach unharmonischer Bindung zugeschnittenen Methode. 
Siehe M. Born und E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140 oder V 25 (M. Born), 
Nr. 30, wo p. 671—673 die Methode ebenfalls geschildert ist, ferner E. Schrö- 
dinger, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 170. 

Da der Ausdruck r, 0" +--.+r,o(?) bei beliebigen festen o(P,..., o(0) für 
absolut genommen hinreichend große positive und negative Anzahlen r, beliebig 
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Wie das Ergebnis (161,) zeigt, besitzt das gestörte System in 
erster Näherung hier die Eigenschaften eines bedingt periodischen 
Systems mit dem gleichen Periodizitätsgrad wie das ungestörte System. 
Die Größen I, in (161,) bzw. (162a) werden daher innerhalb dieser 
Näherung zufolge Nr. 3 A adiabatische oder Parameterinvarianten dar- 
stellen und den allgemeinen Quantenbedingungen (133) zu unterwerfen 
sein. Die Anzahl der Quantenbedingungen des ungestörten und des ge- 
störten Systems sind hier also gleich. Wie aus (161,) unmittelbar er- 
sichtlich ist, werden diese Quantenbedingungen in jene des ungestörten 
Systems übergehen, wenn man 2—(0 macht und damit die äußeren 
Störungen zum Verschwinden bringt; indem man diesen Vorgang un- 
endlich langsam und umkehrbar vor sich gehen läßt, erkennt man, 
daß er sich in keiner Weise von den in Nr. 3A betrachteten Para- 
meterverschiebungen unterscheidet. Durch Umkehrung dieses Gedanken- 
ganges und Benutzung des Eihrenfestschen Adiabatenprinzips ist damit 
die auch prinzipiell bedeutsame Möglichkeit gegeben, die Quantelung 
des gestörten Systems direkt aus jener des ungestörten Systems abzu- 
leiten ®®?), wobei E in (163,) seine ursprünglichen Quantenwerte bei- 
behält. 


2. Wenn die ungestörte Bewegung entartet ist (w<s) und die 
Größen &), BO in der Störungsfunktion erster Ordnung (164), nament- 
lich aber in P, vorkommen, so gibt die unter 1. vorgenommene infi- 
nitesimale Berührungstransformation (161,), (167) wieder die ge- 
wünschten Uniformisierungsveränderlichen I,, w, für die ersten u Frei- 
heitsgrade in erster Näherung; die Größen «,, Ri welche ihr zufolge 
aus den «{), ER hervorgehen mögen, sind nun aber ungleich den «,, ß, 
in (161,) noch Funktionen der Zeit, die nach (157b), (164) und (167) 
jetzt den kanonischen Differentialgleichungen 


klein gemacht werden kann, und zwar unendlich oft innerhalb des Summations- 
bereiches von (167) („höhere Kommensurabilitäten“ der Himmelsmechanik), so 
konvergiert die Reihe, wie Bruns gezeigt hat, nur für Verhältnisse oP : {9 :...: | 
von bestimmten zahlentheoretischen Eigenschaften [vgl. z. B den II. Band des in 
Anm. 346) genannten Werkes von Charlier, p. 307, oder VI a, 12 (E.T. Whittaker), 
Nr. 12]. Der dadurch verursachte Mangel an gleichmäßiger Konvergenz von 
(167) ist bei bedingt periodischen Störungsproblemen naturgemäß nur in der an- 
gewendeten Methode begründet und braucht daher innerhalb der vorliegenden 
Nummer nicht weiter in Betracht gezogen zu werden. Bei nicht bedingt perio- 
dischen Systemen hingegen, z. B. beim Dreikörperproblem, ist diesem Umstande 
prinzipielle Bedeutung beizumessen, s. Nr. 16. 

352) Siehe z.B. P. Ehrenfest, Ann. d, Phys. 51 (1916), p. 327, namentlich 
aber N. Bohr [2], I. Teil, $ 2 und Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, I. Kapitel, 
$ 4, ferner p. 998 und Anm. 285). 
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(168) need en en _ ; = a 
genügen müssen. In diesen Größen ausgedrückt, erscheint an Stelle 
des Energieausdruckes in erster Näherung (163,) jetzt die von der 
Zeit abhängige Funktion 

(163,') E= BTL;:-. „4 u) "er Ph... BR 4, e, KOER? Plate I; Pike R Br 
Durch die Aufstellung der Gleichungen (168) für die „säkularen“ Stö- 
rungen ist die weitere Behandlung des Problems auf jene eines be- 
liebigen Systems von s — u Freiheitsgraden zurückgeführt. Für die 
in der vorliegenden Nummer allein in Betracht kommenden Fälle 
kann vermutet werden, daß die Lösungen von (168) bedingt periodi- 
scher Natur, etwa vom Periodizitätsgrad wW — u, sind und daher ent- 
weder direkt durch Variablenseparation (Nr. 15a) oder mittels der hier 
geschilderten störungstheoretischen Methoden (I, II) aufgefunden wer- 
den können.??®) Man erhält dann entweder exakt oder in entsprechen- 
der Annäherung an Stelle der I Br neue, uniformisierende kanonische 
Variable wur17-- Wu; Turin + Zu (vgl. (162b)) mit den neuen Be- 
Ka hr yes Bir Be, welche die säkularen 
Störungen (168) jetzt A beschreiben, wie vordem die Größen 
w®, ..., w®; 19, ..., ZO und «®,..., «0 ;B®,..., ß® das ungestörte 
Bewegungsproblem; denkt man sich die beiden Berührungstransforma- 
tionen, welche hier zur vollständigen Ermittelung der ersten Nähe- 
rung in den gewünschten Uniformisierungsvariablen erforderlich waren, 
zu einer einzigen zusammengefaßt, so entspricht ihre Transformations- 
funktion, dem allgemeinen Ansatz (160) zufolge, dessen beiden ersten 
Gliedern SO + 285®, wo S® nun natürlich von (167) verschieden ist. 
Für die Energie erhält man in erster Näherung mittels der neuen 
Veränderlichen aus (163,”) 

(168) VESEM(L,..., I) Fe (55 DL, Z) 

woraus unmittelbar deutlich wird, daß dr Periodizitätsgrad des ge- 
störten Systems hier jenem der ungestörten Bewegung gegenüber zuge- 
nommen hat. Will man die Bewegung mit höherer als der ersten An- 
näherung kennen lernen, so hat man, je nach den Umständen, wieder 
den unter 1. oder 2. geschilderten Rechenvorgang zur Anwendung zu 
bringen.°®*) 

353) Man wird dann %#, etwa nach einem darin auftretenden, kleinen kon- 
stanten Parameter n entwickeln und die unter 1. oder 2. skizzierten Methoden 
zur Anwendung bringen, oder, falls ein solcher Parameter nicht zur Verfügung 
steht, das unter II. geschilderte Verfahren zu benutzen trachten. 


354) Vgl. $2 der in Anm. 350) genannten Arbeit von Born und Pauli, wo 
indessen bloß des Falles gedacht wird, daß (168) sich direkt mittels Separation 
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Um die stationären Zustände eines säkular gestörten Systems fest- 
zulegen, hat man nach Nr. 14 die allgemeinen Quantenbedingungen 
(133) auf die « Größen I,,..., I, Iurı ---, Z, anzuwenden, wodurch 
die Energie des Systems nach (163,) ebenso eindeutig festgelegt wird, 
wie etwa zufolge (163,) für ein bloß periodisch gestörtes Problem mit- 
tels der u Größen 1L,,...,I,. Die stationären Zustände eines säkular 
gestörten bedingt periodischen Systems werden also durch eine größere 
Anzahl von Quantenbedingungen bestimmt als jene des ungestörten oder 
periodisch gestörten Systems. Während die adiabatische oder Parameter- 
invarianz der Zahlwerte der I,,...,I,, Iur1,---, Z, innerhalb der vor- 
gesehenen Annäherung auf Grund der Ergebnisse von Nr. 3A allge- 
mein sichersteht, solange & = 0, wird sie für &— 0 offenbar nur mehr 
bei den Z,,..., I, erhalten bleiben können °®®), trotzdem dann auch die 


Funktionen I, yı,---, I, gegen endliche Grensfunktionen TI}, ».--.,I& 


konvergieren, wie aus der in (162b) gewählten Schreibweise entnom- 
men werden kann.?°®) 

3. Abgesehen von den beiden in 1. und 2. geschilderten Haupt- 
fällen kommen namentlich für die quantentheoretischen Anwendungen 
zwei möglicherweise wichtige Nebenfälle in Betracht, bei welchen die 


der Variablen lösen läßt. Über die Bedeutung jener Fälle, in welchen die all- 
gemeine Lösung von (168) nicht von bedingt periodischer Natur ist, und über 
deren Bewertung in der Literatur vgl. man Nr. 16a. Jedenfalls ist (168) für 
alle bisher durchgerechneten Störungsmöglichkeiten des Wasserstoffatommodells 
(und damit ebenso für das Het) separierbar gewesen, so daß sich innerhalb des. 
vorliegenden Abschnittes ein Eingehen auf die anders beschaffenen Möglich- 
keiten erübrigt. 

355) Wie man sich etwa durch Anwendung von (128) auf (163,) und (163,) 
leicht überzeugen kann, sind die Grundschwingungszahlen @,,...,@, für das 
periodisch gestörte System oder für die ersten «, periodisch gestörten Freiheits- 
grade des säkular gestörten Systems stets endlich, während jede der Grund- 
schwingungszahlen ®,,7,--:,@,. zugleich mit & proportional den störenden 
Kräften wird. Läßt man & gegen Null gehen oder von Null aus anwachsen, so 
wird es also unmöglich sein, die Änderung der äußeren Störungen beliebig klein 
gegen jene der ®@,,,,...,@,, zu machen, so daß eine Änderung von s während 
dieses Grenzüberganges nicht als „unendlich langsam und umkehrbar“ gelten 
kann, wie dies nach Nr. 3A für den Beweis der Parameterinvarianz von I, ,12..L, 
unerläßlich wäre. Vgl. dazu etwa auch N. Bohr [2], I. Teil, $ 3, p. 30—31. — 
Über die Frage, wie sich das säkular gestörte Atom während der Entstehung 
äußerer Felder verhält, vgl. man Nr. 17, Anm. 436). 

356) Um #) in (163,) zu berechnen, hat man ähnlich wie auf p. 1029 das 
Zeitmittel des Potentials der Störungskräfte über die ungestörte Bewegung zu 
bilden, hier aber gerade über diejenige, bei welcher die I,,1,-.-,I,. in (162b) 
durch die im Texte erwähnten Grenzwerte I% ..,1% für &= 0 ersetzt wor- 
den sind. 


+17" 
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vorausgesetzten Entartungszustände des ungestörten Systems von der bis- 
her aufgetretenen „eigentlichen Entartung“ als „zufällige Entartung“, so- 
‚wie als „Grenzentartung‘“ unterschieden werden. 

Während die eögentliche Entartung gegenüber dem nicht entarteten 
Bewegungszustand durch das allgemeine Verschwinden von s— u Grund- 
schwingungszahlen ®, des Systems gekennzeichnet werden kann, wird 
bei der zufälligen Entartung vorausgesetzt, daß etwa 6 von den u 
Grundschwingungszahlen ®, der Bewegung (u<s) nur für ganz be- 
stimmte Wertesysteme I{®, ..., 1/D verschwinden.®") Wie sich zeigt, wird 
der allgemeine Ansatz (160) für die Wirkungsfunktion 8 des Störungs- 
problems unter diesen Umständen hinfällig und muß, der .Bohlinschen 
Methode entsprechend, durch eine Entwickelung nach aufsteigenden 
Potenzen von Ve ersetzt werden. Die Analyse der säkularen Störungen 
ergibt hier das Auftreten einer Anzahl u neuer Grundschwingungen 
(u <s— u), für welche die zugehörigen kanonischen Uniformisierungs- 
variablen w,+1,..., urn; Iu+i13 «--, Zur in erster Näherung ermittelt 
werden können; da die Entwickelungen der Größen Iu+ı, -., Ju+u 
aber mit zu Vs proportionalen Gliedern beginnen, so daß die I,+ı, 
..., Zutu für &—0 zugleich mit den neuen Grundschwingungszahlen 
stetig gegen Null gehen müssen, so sieht man unmittelbar, daß sie in 
bezug auf hinreichend kleine Werte von & keine adiabatischen oder 
‚Parameterinvarianten der Bewegung darstellen können.”®) 

Im Falle der Grenzentartung handelt es sich um ähnliche Ver- 
hältnisse; sie tritt ein, wenn einige der J, des ungestörten Systems 
die Grenzwerte einer Realitätsbedingung annehmen. Setzt man z. B. 


357) Hierfür genügt auch schon das Auftreten zufälliger Kommensurabili- 
täten zwischen den ©,, da man dann, ähnlich wie in Anm. 318), eine Berüh- 
rungstransformation dazu benutzen kann, um einige von den @r auf Null zu 
transformieren. Die zufällige Entartung entspricht daher den sogenannten nie- 
deren Kommensurabilitäten der Himmelsmechanik (z. B. Kommensurabilität der 
Planetenbahnen); da die Quantentheorie jeweils ganz bestimmte Werte der I, 
auszeichnet, kann sie für einzelne Quantenzustände bestimmter Modelle von be- 
sonderer Bedeutung sein. Sie wird es aber jedenfalls für die allgemeine Beur- 
teilung des Effektes unendlich langsamer, wmkehrbarer Parameterverschiebungen 
sein, welche einen vorgelegten stationären Zustand so verändern, daß während der 
Verschiebung gewisse Kommensurabilitäten zwischen den w, entweder direkt oder 
mit großer Annäherung passiert werden. Siehe dazu Anm. 360). — Auf das Be- 
stehen von Schwierigkeiten dieser Art bei Parameterverschiebungen hat bereits 
J. M. Burgers [1], p. 244, in Verbindung mit seinem Beweise für die Parameter- 
invarianz der I, (Anm. 71) hingewiesen, doch hat jüngst M.v. Laue, Ann. d. 
Phys. 76 (1925), p. 619, zeigen können, daß derartige Kommensurabilitäten für 
jenen Nachweis in vielen Fällen unbedenklich sind (Zusatz bei der Korrektur). 

358) Vgl. dazu Anm. 355). 
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bei der relativistischen Keplerbewegung (s=u=2) (Nr. 15a) n=k, 
während im allgemeinen » > k ist (p. 1016), so erhält man Kreisbahnen 
mit den beiden inkommensurablen Grundschwingungszahlen ©, und @,; 
die allgemeine relativistische Keplerellipse, welche einen zweidimensio- 
nalen Kreisring in der Bahnebene überall dicht bedeckt, geht hier- 
bei in eine eindimensionale und geschlossene Grenzkurve über. Die 
säkularen Störungen eines derartigen Bewegungstypus lassen sich auch 
wieder mittels Uniformisierungsveränderlichen beschreiben, welche für 
&—0 gleich den zugehörigen Grundschwingungszahlen stetig gegen 
Null gehen, so daß die betreffenden Iy+1,..., Ju+u für hinreichend 
kleine Werte von & auch wieder keine Parameterinvarianten darstellen 
können.?’®) 

Die quantentheoretische Behandlung derartiger Fälle bietet ge- 
wisse Schwierigkeiten, welche eben damit zusammenhängen, daß die 
neuauftretenden Größen Iy+ı,..., Zur für &—>0 gegen Null gehen, 
während die erhaltenen Entwickelungen der benutzten Methode zu- 
folge im allgemeinen nur für so kleine Werte von s konvergieren, 
daß damit die Anwendung ‘der mittels (134) normierten Quanten- 
bedingungen (133) auf sie illusorisch würde. Ist jene Konvergenz in- 
dessen für hinreichend große Werte von & vorhanden, so kann mit 
Rücksicht auf das Korrespondenzprinzip wohl nicht daran gezweifelt 
werden, daß die Anwendung von (133) hier ebenso zu erfolgen hat, 
wie bei den unter 2. behandelten säkularen Störungen eigentlich ent- 
arteter Systeme.?®’) Unabhängig von dieser Frage ist es aber von In- 
teresse, die Konsequenzen der Annahme 
(169) L+ı=0,..., Lrau=0 
für das gestörte System zu verfolgen, da (169) nach dem Obigen jeden- 
falls für die ungestörte Bewegung gilt, und eine diesbezügliche Ver- 
fügung über die Konstanten h( in den betreffenden Quantenbedin- 
gungen (133) solange freisteht, als ihr von der Erfahrung nicht wider- 
sprochen wird. Wie sich zeigt, bedeutet (169) dann das Bestehen und 
die Erhaltung ganz bestimmter Phasenbeziehungen im gestörten System, 
so daß die gestörte Bewegung den gleichen Periodizitätsgrad u behält 
wie die ungestörte Bewegung.?°®) 








359) Diese Folgerung scheint hingegen von Born und Heisenberg bzw. 
Nordheim (Anm. 350) geleugnet zu werden, ohne daß dafür eine genauere Be- 
gründung ersichtlich wäre. Vgl. jedoch Anm. 360) und bereits J. M. Burgers 
[1], $ 26, p. 143/144. 

360) Dieses Ergebnis ist auf Grund der Anm. 318), 357) wohl ohne weiteres 
einleuchtend; seine eingehende Begründung geben Born und Heisenberg bzw. 
Nordheim (Anm. 350), welche auch zeigen, daß im allgemeinen eine endliche 
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II. Wenn in dem zu integrierenden Störungsproblem kein kleiner 
konstanter Parameter zur Verfügung steht, so kann man mit Delaunay 
und Epstein?®!) ein bedingt periodisches System von der gleichen An- 
zahl von Freiheitsgraden wie an dem vorgelegten Problem als Aus- 
gangssystem wählen, dessen Bewegung der zu untersuchenden „mög- 
lichst nahe“ kommen soll?®) Ist H®(I®,..., 10) die Hamiltonsche 





Anzahl verschiedener zulässiger Phasenbeziehungen möglich ist, zwischen denen 
dann noch eine anschließende Stabilitätsuntersuchung zu entscheiden hat. Zu ihrer 
Ermittlung kann man bei der zufälligen Entartung die Größen w, 41H Wr 
I,z19**"» Zur, Als Konstante betrachten und das Störungsproblem nach 1. oder 
2. mit beliebiger Annäherung durchführen. Im Ausdruck (163) für die Energie 
des gestörten Systems sind dann EW, E'®,... nach Ausführung von (169) noch 
von den w abhängig. Man bestimmt sie, indem man die u Glei- 


chungen 


ur m Wuru 


BT Ta 
—-0 (=u+l,..,u+u 
Een ( u +) 





nach den w,,43---,,%,,, auflöst, wodurch für die verschiedenen möglichen 
Wurzelsysteme Funktionen der I,,...,, erhalten werden. Setzt man diese in 
den Energieausdruck ein, so bekommt man EW, E®,... ebenso wie E(” als 
Funktion der I,,...,/, allein; bei einer quantenmäßigen Festlegung der 
I,..., I, nach (133) erscheint E daher ebenso allein durch Quantengrößen be- 
stimmt, wie bei den vorangegangenen Hauptfällen 1. und 2. — Bei der Grenz- 
entartung führt (169) an Planetenbahnen zu den periodischen Lösungen 1. Art 
von Poincare [siehe z. B. VI sa, 12 (E. T. Whittaker), Nr. 5 u. 6]. 

Würde man (169) als alleiniges Ergebnis einer formalen, durch das Korre- 
spondenzprinzip jedoch nicht zu begründenden Anwendung der Quantenbedin- 
gungen auffassen, so wäre damit der von Bohr aus dem Korrespondenzprinzip 
in Übereinstimmung mit (133) gefolgerte allgemeine Satz in gewissem Sinne 
durchbrochen, daß die Anzahl der Quantenbedingungen beliebiger ungestörter oder 
gestörter Systeme mit deren Periodizitätsgrad übereinstimmen muß. Eine gewisse 
Begründung für den Ausschluß aller übrigen Quantenstufen von (133) mit h{ = 0 
=u-+1,..,uw-+ u) gegenüber (169) kann nur in der vielleicht plausiblen 
Forderung gesucht werden, daß die gestörte Bewegung bei e>0 stetig in die un- 
gestörte Bewegung übergehen möge. Wie am Ende von 1. hervorgehoben, ist sie 
dort von selbst erfüllt und bei 2. gilt ähnliches wenigstens für bestimmte von 
den ungestörten Bewegungen, falls man die h{P in (133) für das ungestörte und 
das gestörte System in entsprechender Weise festlegt. Ein starkes Argument 
gegen den Ausschluß der erwähnten Quantenstufen in (169) bildet jedoch die im 
Zusammenhang mit Anm. 357) wichtige Bemerkung, daß es nur bei Anwendung 
der vollständigen Quantenbedingungen (133) möglich zu sein scheint, den störenden 
Einfluß der niederen Kommensurabilitäten bei der Ausführung unendlich lang- 
samer, umkehrbarer Parameterverschiebungen möglichst weitgehend zu unterdrücken. 

361) Siehe Anm. 347) und 348), namentlich aber VI 3, 12 (E. T. Whittaker), 
Nr. 10, wo die Methode in wesentlich speziellerer Form am Dreikörperproblem 
auseinandergesetzt wird. 

362) In diesem Punkte wurzeln die Vor- und Nachteile der Methode zu- 
gleich. Welche Bewegung kommt der erst zu untersuchenden „möglichst nahe“? — 


\ 
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Funktion dieses Hilfssystems (der „ersten intermediären Bewegung“) und 
bedeuten die Größen v9), IM(r=1,2,...,u); «®, BO(j=1,2,..,s— u) 
seine Uniformisierungsvariablen bzw. Bewegungskonstanten, so werde 
vorausgesetzt, daß die Hamiltonsche Funktion HZ des zu untersuchen- 
den Problems in der Form 


(170) H(10, u), 0, BO) = HO(19) 
A D,...r, 608 2n(,w® ee tw + 7%) 2) 


dargestellt werden kann. Nun hat man ebenso wie bei I. zwei Haupt- 
fälle voneinander zu unterscheiden: 

1. Wenn das gewählte Hilfssystem entweder nicht entartet (u = s) 
oder so beschaffen ist, daß u <s die Größen «{P, $(® in den Entwicke- 
lungskoeffizienten ®,,...., von (170) nicht vorkommen, so kann ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit ®,= 0 angenommen werden. Dann 
sei ®%..., derjenige von den Entwickelungskoeffizienten, welcher den 
numerisch größten Wert besitzt; man definiert nun durch 


(171) HW(IO, 0) — HO(IO) 


+ ER (IP). cos 22, ww + + rw 4 Pa...) 
die Hamiltonsche Funktion der „zweiten intermediären Bewegung“. Da 
nach dem Energiesatz in dieser Näherung H® — E sein muß, können 
die Z® nicht mehr konstant und die w(® nicht länger lineare Funk- 
tionen der Zeit sein. Die kanonische Transformation 


179) N) in 7, w +...4+ rw” + Yu...203 I® = 1,19 
wn— 0), I9— 19 +1,10 ((=2,3,...,%) 


liefert zunächst 
(171) HV — Ho(I®, I®, Ba I®) 
+ MR. „4 m, I®, RR I®) » COS oWE j 


Während diese Frage allgemein wohl unbeantwortbar bleibt, wird die andere 
nach der Unabhängigkeit des Endergebnisses von dem gewählten Hilfssystem 
wohl unter einigermaßen definierten Voraussetzungen erbracht werden können. 
Wenn man sich dem Gegenstande der vorliegenden Nummer entsprechend, auf 
voraussichtlich bedingt periodische Probleme beschränkt, so fehlt auch hier noch 
der Nachweis, ob und inwieweit der Entartungszustand des benutzten Hilfs- 
systems das Endergebnis beeinflußt, namentlich was seinen Periodizitätsgrad an- 
betrifft. [Vgl. dazu Epstein (Anm. 347), $ 10, Ende.] Alle diese Bedenken, über 
welche man sich gegenwärtig wohl nur durch Ignorierung aller Schwierigkeiten 
hinwegsetzen kann, kommen bei den unter I. geschilderten Methoden ganz von 
selbst nicht in Betracht. — Eine wesentlich günstigere Stellungnahme zu II. 
gegenüber I. vertritt jüngst J. Woltjer, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 107 (Zusatz 
bei der Korrektur). 
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welcher Beziehung offenbar eine separierbare Hamilton-Jacobische Diffe- 
rentialgleichung entspricht, da | 


(172) 12 = const. (= 2,3,...,u) 


wird. Führt man anstatt #(, I) das Paar wD, I® von neuen Uni- 
formisierungsvariabeln ein, was rechnerisch allerdings nur mit Be- 
nutzung von Entwickelungen nach einem kleinen konstanten Parameter 
durchführbar ist?®®), so bekommt man mittels der neuen Veränder- 
lichen für H® eine Funktion von den I®,..., I® allein; (170) er- 
hält dann die Form 


170) H=HWIM)+ 2 Du... cos 2u(nw) +--- 


Ar zu Ar Pin 


auf welche das Verfahren nun wiederum von neuem angewendet wer- 
den kann, bis zu dem gewünschten Grade der Annäherung. Offenbar 
liegt es in der Methode selbst begründet, daß man nicht ohne weiteres 
in der Lage sein wird, auf diese Weise einen bestimmten vorgegebenen 
Annäherungsgrad zu erzielen. Eine unerwünschte Folge dieses Um- 
standes ist, daß die adiabatische oder Parameterinvarianz der „Wir- 
kungsvariablen“ I dann genau genommen nur für die (m +1)" 
„intermediäre“ Bewegung einen exakt angebbaren Sinn besitzt, für 
die wirkliche Bewegung gegebenenfalls aber nur von höchst proble- 
matischem Werte sein kann, namentlich dann, wenn die Konvergenz 
von (170) eine sehr schlechte ist. Wie man sieht, stimmt der Periodizi- 
tätsgrad der durch die verschiedenen intermediären Bewegungen zu 
ersetzenden gestörten Bewegung hier mit jenem des Hilfssystemes über- 
ein, und dies gilt auch für die Anzahl der Quantenbedingungen, welche 
man dann für die I nach (133) einzuführen haben wird. — Während 
die soeben geschilderte Methode dem unter I behandelten Falle 1. der 
periodischen Störungen entspricht, bekommt man das Analogon zu den 
säkularen Störungen (2.). 


2. wenn das gewählte Hilfssystem entartet ist (u</s) und die 
Größen «6 in den Entwickelungskoeffizienten ®,,...., von (170) 


vorkommen. Hier muß zunächst das Glied ®,(19, «9, B®) in (170) 


362a) Vgl. P. S. Epstein, Anm. 247, $$ 7,8. Es zeigt sich, daß die mittels 
der 1(, #4) beschriebene Bewegung von; zweierlei Charakter sein kann .[,„Libra- 
tion“ und „Periodizität* (nach Epstein) bzw. „Rotation“ (nach Born und Pauli)], 
von denen jedoch der erstere von der Whittakerschen Methode (vgl. Anm. 348) 
nicht mitumfaßt wird. Eine ganz analoge Duplizität tritt nach Born und Pauli 
(Anm. 350) bei I. auf, jedoch nur im Falle 2. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 67 
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berücksichtigt werden, falls es von Null verschieden ist.®%) Dann ist 
die zweite intermediäre Bewegung durch die Hamiltonsche Funktion 
H®= H®%-+- ©, definiert; wegen | 

I®—= IO®— const. r=1,2,...,u) 


reduzieren sich ihre Bewegungsgleichungen auf das System von 
2(s— u) kanonischen Differentialgleichungen 


da” 08 ap" 98 

a a a ae | = este 
(173) 0 pm’ dt os am G or 1, 2, 8 u), 
in welchen ®&, analog zu &%, in (168) durch einen entsprechenden 


363) Dieser Fall tritt bei Epstein [Anm. 247), $ 10] nur in sehr undurch- 
sichtiger Form auf, indem (170) dort für den vorliegenden Fall ebenso wie für 
u=s in eine s-fache Fouriersche Reihe entwickelt wird, welches Verfahren bloß 
rein formal ist, da es unendlich viele konstante Reihenglieder ergibt, deren Auf- 
einanderfolge und ‚Größe von der benutzten, unendlich vieldeutigen Wahl der 
„uneigentlichen‘ Uniformisierungsvariablen w(0 |,...,w; I, |, ..., I” wesent- 
lich abhängen. An Stelle dieser Teilreihe konstanter Glieder von (170), welche 
z. B. divergieren kann, ergibt die obige, konsequentere Behandlungsweise den 
Entwicklungskoeffizienten ®,, so daß man nun überblicken kann, zu welchen 
bedenklichen Konsequenzen die Voraussetzung führen muß, ®, durch eine solche 
konvergente Reihenentwicklung ersetzen zu dürfen. Während die natürlich eben- 
falls nicht immer unbedenkliche Voraussetzung einer konvergenten Entwickelbar- 
keit von H nach einer u-fachen Fourierreihe implizit auch in dem unter I. be- 
nutzten Verfahren steckt [vgl. dazu Anm. 351), namentlich aber Nr. 16], wird 
die obige, von Epstein stillschweigend gemachte weitergehende Annahme zum 
Ursprung der unrichtigen Behauptung, daß das Verfahren 1I., ungleich jenem 
von 1., stets mit beliebiger Annäherung zu für die Quantelung geeigneten Unifor- 
misierungsvariablen führen müsse. Wie im Text hervorgehoben, trifft dies nur 
dann zu, wenn das hier auftretende, zu (168) analoge System von kanonischen 
Differentialgleichungen mittels solcher Veränderlicher integriert werden kann, 
was ebenso wie bei I. nur für die innerhalb der vorliegenden Nummer in Be- 
tracht kommenden Fälle vermutet werden kann. Indem Epstein jedes einzelne 
seiner Entwicklungsglieder von ®, für sich mit HZ(® bzw. H®,... vereinigt 
und als eigene, neue „intermediäre“ Bewegung ähnlich wie unter II., 1. behan- 
delt, bleiben jene entscheidenden Schwierigkeiten unbemerkt; da man praktisch 
doch immer nur endlich viele Glieder einer unendlichen Entwicklung. berück- 
sichtigen kann, läuft der Mangel der Epsteinschen Behandlung darauf hinaus, 
daß sie nicht einmal den Einfluß des aperiodischen Gliedes ®, in (170) voll zu 
berücksichtigen vermag.‘ 

Die vorstehende Diskussion würde im Zusammenhang mit dem in Anm. 362) 
Bemerkten den. Gedanken nahelegen, als richtig gewähltes Hilfssystem überhaupt 
nur ein solches gelten zu lassen, bei welchem von vornherein ®D,—=0 wird. Da- 
durch würde wenigstens eine untere Grenze für den Periodizitätsgrad des Hilfs- 
systems festgelegt werden können, hingegen bleibt die Frage, inwieweit die ge- 
wählte Bewegung der zu untersuchenden „möglichst nahe“ angepaßt ist oder 
nicht, weiterhin unbeantwortet. 
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Zeitmittelwert von H — H, genommen über die erste intermediäre .Be- 
wegung, erhalten werden kann, und zwar auch dann noch, wenn keine 
Entwickelung von der Gestalt (110) möglich ist?) Wie unter I kann 
vermutet werden, daß die Gleichungen (173) für die in der vorliegen- 
den Nummer in Betracht kommenden Fälle separierbar oder mittels 
einer der hier behand.lten störungstheoretischen Methoden bei Be- 
nutzung von u — u neuen Uniformisierungsvariablen (u < s) integrier- 
bar sind; analog (163,) wird 709 -+ ®, dann durch die « früheren 
und die «— u neu hinzugekommenen „Wirkungsvariablen /® allein 
dargestellt werden können. Der Periodizitätsgrad hat hier demnach 
gegenüber jenem des benutzten Ausgangssystems zugenommen und ähn- 
liches gilt auch für die Anzahl der Quantenbedingungen, welche der 
intermediären Bewegung nach (133) auferlegt werden können, falls 
man nach ihrer Ermittelung das Verfahren abbricht. Will man zu 
weiteren Annäherungen übergehen, so hat man (170) mittels der neuen 
Uniformisierungsveränderlichen auszudrücken und nun ähnlich wie 
unter 1. einzelne periodische Glieder zu H® + ©, hinzuzunehmen. 
Wenn w<s, können die Entwicklungskoeffizienten noch 2(s — u‘) 
von den Größen «)), B®) enthalten, so daß die Integration eines neuen, 
aus 2(s — u”) Gleichungen bestehenden und zu (173) analog gebauten 
kanonischen Differentialgleichungssystems notwendig werden und eine 
weitere Erhöhung des Periodizitätsgrades zur Folge haben kann. Was 
den erzielbaren Annäherungsgrad dieses Verfahrens und die Parameter- 
invarianz der von ihm gelieferten „Wirkungsvariablen“ anbetrifft, so 
gilt hier das gleiche, wie es oben bereits unter 1. hervorgehoben 
worden ist. 

Überblickt man die geschilderten störungstheoretischen Methoden, 
so findet man, daß der Periodizitätsgrad der gestörten Bewegung nicht 
immer schon innerhalb der ersten Näherung ermittelt werden kann (1], 2.; 
II, 2.). Dies, sowie die Tatsache, daß unter Umständen auch die in 
den störenden Kräften quadratischen Glieder zu beobachtbaren Effekten 
Anlaß geben können, lassen es angezeigt erscheinen, dann auch den 
höheren Näherungen eine wesentliche physikalische Bedeutung für die 
betreffenden Atomprobleme zuzuschreiben. Aus den am Ende von 
Nr. 15a angeführten Gründen für einen bestimmten Genauigkeitsgrad 
der Quantenrechnungen hingegen wird von Bohr der Standpunkt ver- 


364) In diesem Falle kann man also wenigstens zu einer ersten Näherung 
mittels (173) gelangen. — Der im Text betonte Umstand wird von Epstein, 1. c., 
p. 317/318 hervorgehoben und ebenso wie oben mit dem von Bohr. benutzten Er- 
gebnis (168) von I. in Parallele gebracht, merkwürdigerweise jedoch ohne den 
in der vorigen Anm. gezogenen Folgerungen nachzugehen. 
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treten, daß für die Festlegung der stationären Quantenzustände im 
wesentlichen allein die erste Näherung einer störungstheoretischen 
Untersuchung in Betracht zu kommen hat.°®) 

Von den in den Bereich der vorliegenden Nummer fallenden 
quantentheoretischen Anwendungen der störungstheoretischen Methoden 
ist vor allem die korrespondenzmäßige Behandlung des Stark- und Zee- 
maneffektes der Balmer- und Heliumfunkenlinien bei hinreichend star- 
ken äußeren homogenen Feldern zu nennen, mit welcher Bohr die Er- 
gebnisse von Schwarzschild und Epstein, Sommerfeld und Debye (p. 1021, 
1023) in-erster Näherung bestätigt und die dabei auftretenden und 
bereits früher erwähnten Entartungsverhältnisse geklärt hat. In glei- 
cher Weise hat Bohr ferner eine störungstheoretische Behandlung der 
relativistischen Keplerbewegung (Nr. 15a) geben können, indem er zeigte, 
daß die von der Relativitätstheorie bedingten Abweichungen von der 
gewöhnlichen Keplerbewegung in erster Annäherung auch als durch ein 
schwaches äußeres zentrales Zusatzfeld hervorgerufen angesehen wer- 
‚den können, dessen Potential dem Entfernungsquadrate verkehrt pro- 
portional ist.?®) Von besonderer Tragweite für den Vergleich der 
Sommerfeldschen Feinstrukturtheorie mit der Erfahrung ist namentlich 
die Untersuchung des Einflusses kleiner äußerer homogener elektrischer 
und magnetischer Störungsfelder auf die relativistische Keplerbewegung, 
welche von Sommerfeld, Debye und namentlich von Bohr behandelt?®”), 
von Kramers in allen Einzelheiten, insbesondere für elektrische Felder 
beliebiger Stärke, ausgeführt worden ist.?®) Die dabei zutage ge- 
tretene große Empfindlichkeit der Feinstrukturkomponenten bereits gegen- 
über ganz minimalen äußeren Feldstärken läßt es vollkommen erklär- 


865) Vgl. z.B. N. Bohr [2], [3]; Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117. — Wie 
bereits in Anm. 323) hervorgehoben, kommen hier die beiden Gesichtspunkte 
einer praktischen Unzulänglichkeit der benutzten Bewegungsgleichungen und einer 
prinzipiellen Unmöglichkeit absolut scharfer Quantelung miteinander zur Berüh- 
rung. Wenn man, wie am Schluß von Anm. 323) angedeutet, das Problem der 
Spektrallinienbreite auf Grund der klassisch-elektrodynamischen Eigenschaften 
eines „Ersatzoszillators“ mit Spektrallinienfrequenz zu lösen versucht, so dürfte 
das zulässige Genauigkeitsmaß für die Quantenrechnung mit dem oben im Text 
gegenüber Bohr eingenommenen Standpunkt im allgemeinen verträglich sein, 
wodurch der Bohrschen Forderung auf etwas anderem Wege Rechnung zu tragen 
versucht werden kann. 

366) N. Bohr [2], II. Teil, $ 3. 

367) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 491; P. Debye, Phys. Ztschr. 
17.(1916), p. 507; N. Bohr [2], II. Teil, 8$ 4, 5; Proc. London Phys. Soc. 35 
(1923), p. 275. 

368) H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, III (1918), $$ 4, 7, 8; Ztschr. 
f. Phys. 3 (1920), p. 199. 
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lich erscheinen, daß die bisherigen Messungen der Größe des „Wasser- 
stoffdubletts“ bei verschiedenen Autoren noch immer merkliche Unter- 
schiede voneinander zeigen°?®) und zum Teil von Sommerfelds theo- 
retischem Werte abweichen; da die bei den Messungen in Betracht 
kommenden Störungen vor allem durch die inhomogenen und zeitlich 
variablen molekular-elektrischen Felder der den leuchtenden Atomen 
benachbarten Ionen und Moleküle verursacht werden, für welche eine 
hinreichende theoretische Behandlung bisher noch nicht möglich ge- 
wesen ist, so muß man überdies auf eine noch wesentlich weitgehen- 
dere Beeinflußbarkeit der Feinstrukturzerlegungen gefaßt sein, als sie 
bisher von Kramers für makroskopische und konstante Felder voraus- 
berechnet werden konnte. Die gleichen störenden Einflüsse dürften 
sich voraussichtlich auch bei der magnetischen Zerlegung der Fein- 
strukturkomponenten in erheblichem Maße geltend machen, wo eine 
volle Übereinstimmung zwischen der zuerst von Sommerfeld und De- 
bye?) gefolgerten Aufspaltung jeder einzelnen Feinstrukturkompo- 
nente in ein normales Lorentzsches Triplett mit den Beobachtungen °*”) 
bisher nicht erzielt werden konnte. Die bei der gleichzeitigen Wirkung 
starker äußerer, homogener elektrischer und magnetischer Felder auf die 
(nicht-relativistische) Keplerbewegung zu erwartenden Verhältnisse sind 
zuerst von Bohr?"®) diskutiert worden, doch stehen für diesen Fall 
gegenwärtig noch keinerlei Beobachtungen zur Verfügung, welche 
einen Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen ermöglichen wür- 
den. Während es Bohr verhältnismäßig einfach gelang, den Fall par- 
alleler oder aufeinander senkrechter Feldrichtungen zu erledigen, glaubte 
er, daß es für die säkularen Störungen bei unter einem beliebigen Winkel 


369) Siehe etwa H. M. Hansen und J. 0. Jacobsen, Dansk. Vid. Selsk. Medd. 
11, III (1921), sowie K. Försterling und @. Hansen, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
p. 26, ferner die dort zitierte ältere Literatur. Während die erstgenannten For- 
scher an He* im wesentlichen eine qualitative Bestätigung der Theorie erbalten, 
finden Försterling und @. Hansen an H, und H, eine Art Paschen-Backeffekt 
vom Typus der Alkalidubletts (vgl. dazu V 26, O. Runge). Da eine Verschieden- 
heit aus Modellgründen wohl so gut wie ausgeschlossen ist, kann der beobach- 
tete Unterschied direkt als Beweis für die Wirksamkeit der in beiden Fällen ja 
mit Sicherheit verschiedenen störenden Einflüsse der Nachbaratome angesehen 
werden. Eine theoretische Behandlung jener Einflüsse wird vermutlich auch 
wesentlich auf die Orientierung Rücksicht nehmen müssen, welche die Nachbar- 
atome bzw. -moleküle durch das Magnetfeld erfahren. — Der störende Einfluß 
eines schwachen, homogenen, zum Magnetfelde senkrechten elektrischen Feldes . 
auf den Zeemaneffekt der Feinstrukturkomponenten ist jüngst von H. C. Urey, 
Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 86; Dansk. Vid. Selsk. Skr. VI (1924), Nr. 2, ein- 
gehender untersucht worden (Zusatz bei der Korrektur). 

„70) N. Bohr [2], I. Teil, $ 5. 
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gekreusten Feldern unmöglich sei, die durch das Differentialgleichungs- 
system (168) gegebene Bewegung mittels für die Quantelung geeig- 
neter Uniformisierungsvariablen zu beschreiben. Dieses Problem ist 
dann unabhängig erst von Epstein®") und Klein®?) mit positivem Er- 
gebnisse befriedigend erledigt worden ?"*), wobei sich Epstein im Gegen- 
satz zu allen übrigen bisher angeführten störungstheoretischen Unter- 
suchungen der von ihm entwickelten, oben unter II. geschilderten Me- 
thode bediente. Ebenso wie der gleichzeitige Einfluß elektrischer und 
magnetischer Felder hat sich bisher auch der störungstheoretisch be- 
rechenbare Zeemaneffekt 2. Ordnung?) der Beobachtung entzogen.?”) 


16. Quantentheorie nicht bedingt periodischer Systeme. Wenn 
ein elektrodynamisches Gebilde aus mehr als zwei beweglichen elek- 
trischen Ladungen besteht, so werden für seine Bewegung in den 
Grenzzuständen (121) oder (122), wie bereits in Nr. 14 (p. 992) an- 
gedeutet worden ist, nur mehrfach periodische Partikularlösungen des 
durch die Hamiltonsche Funktion (123) gekennzeichneten allgemeinen 
dynamischen Problems in Betracht kommen können. Erweitert man 
den Gültigkeitsbereich der strahlungsfrei gemachten klassisch-elektro- 
dynamischen Bewegungsgleichungen nun wiederum versuchsweise auch 


371) P. S. Epstein, Phys. Rev. 22 (1923), p. 202, doch wurde das Ergebnis 
bereits Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 319 angekündigt. 

372) O. Klein, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 109. 

373) Vgl. ferner W. Lenz, Ztschr. f. Phys. 24 (1922). p. 197, wo das Ergeb- 
nis sogar ohne Benutzung der Störungstheorie auf elementarem Wege hergeleitet 
wird. — Eine störungstheoretische Behandlung von O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 
18 (1923), p. 287 gibt im Gegensatz zu den übrigen Autoren kein Resultat in 
geschlossener Form, sondern in jener einer unendlichen Reihe von jedoch frag- 
licher Konvergenz. 

374) A. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 514 berechnet den Effekt 
für die relativistische Keplerbewegung auf Grund der von ihm und von W. Wilson 
(Anm. 310) aufgestellten Form der Quantenbedingungen, ähnlich wie bei seiner 
Behandlung des gewöhnlichen Zeemaneffektes (Anm. 338). Für die nicht-relati- 
vistische Keplerbewegung hat O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 352 eine 
Berechnung veröffentlicht, jedoch ohne den zugehörigen Energieausdruck explizit 
aufzustellen, so daß eine Nachprüfung der beiden Ergebnisse aneinander eine 
genauere Untersuchung erfordern würde. 

375) Schließlich ist von Burgers auch noch ein Versuch zur quantentheo- 
retischen Erfassung der Druckverschiebung der Spektrallinien gemacht worden, 
vgl. J. M. Burgers [1], $ 25. Die damit in unmittelbarem Zusammenhange ste- 
hende Frage nach der Druckverbreiterung der Spektrallinien hat J. Holismark, 
Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 577; Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 73; Ztschr. f. Phys. 
31 (1925), p. 803, im Anschluß an die oben erwähnte Theorie des Starkeffektes 
eingehend und quantitativ zu beantworten gesucht. Siehe ferner W. Lenz, Ztschr. 
f. Phys. 25 (1924), p. 299. 
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auf ganz beliebige stationäre Quantenzustände derartiger Gebilde, so 
ergibt sich, daß die Quantenzustände der Modelle beliebiger Atome und 
Moleküle, abgesehen vom Wasserstoffatommodell (Nr. 15), gewissen 
stetigen, mehrfach periodischen Partikularlösungsfamilien der nicht be- 
dingt periodischen Bewegung dieser Modelle angehören müpßten.?'®) 
Bezeichnet man die Anzahl der „mechanisch“ (bzw. „dynamisch“ 2) 
gezählten Freiheitsgrade eines derartigen, ruhend gedachten Modelles 
wieder mit s, so wäre z.B. für ein ‚neutrales, durch äußere makro- 
skopische Felder (p. 1020) gestörtes Atom mit Z-fach positiv geladenem 
Kern, s = 3Z, wie bei der gestörten räumlichen Bewegung des Wasser- 
stoffatommodelles speziell für Z= 1. Ebenso wie beim Wasserstoffatom- 
modell erniedrigt sich diese Anzahl jedoch um Eins für den feldfreien Fall, 
infolge der hier willkürlichen Orientierung der invariablen Ebene des 
Modells im Raume.?’”’) Da nun der Periodizitätsgrad u einer mehrfach 
periodischen Partikularlösung eines nicht bedingt periodischen Pro- 
blems offenbar höchstens s— 1 sein kann°”®), so muß z. B. für ein 
Atommodell bei Z>2, u<3Z— 2 sein. Der Periodizitätsgrad und 
zufolge (133) auch die Anzahl der Quantenbedingungen sind demnach 
für Atome (Z>2) und Moleküle grundsätzlich kleiner als die Anzahl 
ihrer „mechanischen“ Freiheitsgrade. Tatsächlich ist die Anzahl « der 
„Quantenfreiheitsgrade“, wie man aus den Atom- und Molekülspektren 
auf empirischem Wege entnehmen kann, sogar im allgemeinen ganz 
wesentlich kleiner als s— 2 und spricht damit neben zahlreichen 
anderen Argumenten physikalischer und namentlich valenzchemischer 
376) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294; 15 (1923), p. 58. Siehe 
auch die Übersicht über das Problem, welche jüngst von M. 8. Vallarta, J. Math. 
and Phys. Massach. Inst. Techn. 3 (1924), p. 109 gegeben ‘worden ist. In we- 
niger systematischer Form und ohne Bezugnahme auf das ‘in Nr. 14 benutzte 
und erst später aufgestellte Bohrsche Korrespondenzprinzip ist obiger Satz auch 
bereits von J. M. Burgers [1], $ 26 ausgesprochen worden. Tatsächlich hat man 
sich seiner, wenn auch unausgesprochen, jedoch von den ersten Untersuchungen 
Bohrs angefangen, bei sämtlichen bisherigen Versuchen zur Aufstellung brauch- 


barer Atom- und Molekülmodelle bedient, wie auch aus deren Schilderung weiter 
unten im Text entnommen werden kann. 

377) Vgl. etwa J. M. Burgers [1], $ 16; dieser Umstand ist in einer älteren 
Veröffentlichung des Referenten, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 26 übersehen worden. 

378) Wäre er nämlich gleich s, so müßte die Bewegung nach dem in 
Anm. 307) erwähnten Satze von Herglotz von bedingt periodischem Charakter sein, 
was nach den Theoremen von Bruns und Poincare über die Eigenschaften der 
Integrale der Vielkörperprobleme (vgl. VI2, 12, E. T. Whittaker, Nr. 4) unmög- 
lich ist. Allerdings unterscheidet sich das elektrische Vielkörperproblem von jenem 
der Gravitation durch das prinzipielle Auftreten von Massenkommensurabilitäten 


und abstoßenden Kräften neben den anziehenden, doch wird die Gültigkeit der 
erwähnten Theoreme davon nicht berührt. 
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Natur zugunsten weitgehender Symmetrieeigenschaften der in den sta- 
tionären Zuständen auftretenden Bewegungstypen. 

Eine allgemeine Methode zur Ermittlung jener stetigen, mehrfach 
periodischen Partikularlösungstypen nicht bedingt periodischer Systeme, 
welche den größtmöglichen Periodizitätsgrad besitzen, ist gegenwärtig 
noch nicht bekannt; in einigen Fällen scheint hierzu die von Poincare 
herrührende Methode der charakteristischen Exponenten?"”) geeignet zu 
sein, welche es ermöglicht, mehrfach periodische Partikularlösungen in 
der Umgebung einer bereits anderweitig bekannten einfach periodischen 
Partikularlösung zu bestimmen.?®°) Von grundsätzlicher Bedeutung ist 
in diesem Zusammenhange, daß es im allgemeinen einfach periodische 
Partikularlösungen „verschiedener Instabilität“ gibt, welche durch stetige 
Veränderung der Integrationskonstanten der Bewegung nicht ineinander 
übergeführt werden können. Die solchen Lösungen entsprechenden Fa- 
milien von mehrfach periodischen Partikularlösungen werden dann 


379) H. Poincare, Acta Math. 13 (1890), p. 249; ferner VI 2,12 (E.T. Whit- 
taker), Nr. 12, p. 552. ; 

380) Vgl. A. Smekal, Anm. 376). Die Poincaresche Methode bezweckt ur- 
sprünglich eine Untersuchung der Stabilität einer vorgelegten rein periodischen 
Partikularlösung gegenüber kleinen Änderungen in den Werten der Integrations- 
konstanten der Bewegung. Aus dem Verhalten der charakteristischen Expo- 
nenten kann nun geschlossen werden, welche von den einzelnen Freiheitsgraden 
„Störungen“ periodischer oder säkularer Natur erleiden; die säkularen Störungen 
bedürfen dabei allerdings einer über das Poincaresche Verfahren hinausgehenden 
Untersuchung, um im Anschluß daran den Periodizitätsgrad der der Ausgangs- 
bewegung benachbarten und an sie stetig anschließenden mehrfach periodischen 
Partikularlösungen ermitteln zu können. Diejenigen Änderungen der Bewegungs- 
konstanten, welche die Stabilität der Ausgangsbewegung im Sinne von Nr. 3A 
aufheben, entsprechen der Verschiebung von „Instabilitätsparametern“ und müssen 
nach Nr. 3A und Nr. 14 (p. 995) für ausgeschlossen erklärt werden (siehe auch 
weiter unten im Text); das gleiche gilt für solche Änderungen der Bewegungs- 
konstanten, welche zwar die Stabilität unberührt lassen, jedoch zu Nachbarbe- 
wegungen von nicht bedingt periodischem Charakter führen. Zur Illustration 
des letztgenannten Falles sei auf das in Anm. 10) und 11) erwähnte Herglotz- 
Artinsche Beispiel eines quasiergodischen Systems von zwei Freiheitsgraden hin- 
gewiesen. [Da für s>2 jedes quasiergodische System nicht bedingt periodisch 
ist, kommen für die Quantentheorie nur seine mehrfach periodischen Partikular- 
lösungen) in Betracht, während seine allgemeinen quasiergodischen Bahnkurven 
ausgeschlossen werden müssen; im Gegensatz hierzu würde die ältere statistische 
Mechanik (Nr. 1) zufolge dem in Anm. 165) Bemerkten gerade den Ausschluß 
jener Partikularlösungen fordern müssen.] 

Ersetzt man die rein periodische Ausgangslösung durch eine mehrfach perio- 
dische Partikularlösung, so kommt man mittels der Poincareschen Methode u. a. 
zu Ergebnissen, welche in naher Beziehung zu den in Nr. 15b unter I, 3 ge- 
schilderten störungstheoretischen Fragen stehen. 
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ebenfalls voneinander völlig unabhängig sein und gegebenenfalls 
sogar einen verschiedenen Periodizitätsgrad besitzen können. Da 
nach dem Korrespondenzprinzip (Nr. 14) nur Quantenübergänge zwi- 
schen stationären Zuständen möglich sind, welche einem einheitlichen 
Grenzeustande (121) oder (122) zugeordnet sind, so muß ein Atom, 
dessen stationäre Zustände aus derartigen voneinander unabhängigen 
Partikularlösungsfamilien mittels der Quantenbedingungen (133) ausge- 
wählt sind, mehrere voneinander völlig unabhängige Spektralserien be- 
sitzen, welche untereinander keine „Kombinationslinien“ besitzen.°®') Jede 
dieser Spektralserien nimmt dann ihren Anfang von einem energie- 
ärmsten Zustand des Atoms, unter denen wiederum jener mit der ab- 
solut kleinsten Energie als Normalzustand des Atoms anzusehen sein 
wird; da der Übergang aus einem der anderen Serienanfangsquanten- 
zustände in ihn jetzt nur mehr auf strahlungslosem Wege (Nr. 18a) mög- 
lich ist, kann man jene als „metastabile“ Atomzustände bezeichnen, im 
Anschluß an die von J. Franck und seinen Mitarbeitern anläßlich des 
experimentellen Nachweises dieser Erscheinung beim He eingeführten 
Terminologie. Daß das Spektrum des neutralen Heliums in Überein- 
stimmung damit aus zwei, völlig unabhängigen, miteinander nicht kom- 
binierenden Spektralserien („Ortho“- und „Parhelium“spektrum) besteht, 
entspricht obiger Voraussage und ist im Zusammenhange mit dem Korre- 
spondenzprinzip namentlich von Bohr immer wieder hervorgehoben wor- 
den.#2) Diese Übereinstimmung von Tatsachen und aus dem Korrespon- 


381) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294, wo in Anm. 1) auf p. 299 
auch entsprechende Beispiele am Dreikörperproblem angegeben sind, die für das 
Problem des Heliumatommodells von Bedeutung werden. Daß es bei Hinzunahme 
individueller Bedingungen, etwa bestimmter Stabilitätsforderungen, auch schon bei 
bedingt periodischen Systemen voneinander unabhängige Partikularlösungsfamilien 
geben kann, freilich nicht analytisch, sondern nur im Sinne jener Zusatzforde- 
rungen, ist z. B. den Untersuchungen von Pauli und Niessen (Anm. 415) über 
das Zweizentrenproblem zu entnehmen. Siehe etwa W. Pauli, 1. c., Ende von $ 8. 

382) N. Bohr [2], III. Teil, $ 2; [3], 2. Vortrag, p. 62 ff., 3. Vortrag, p. 100f. 
— Mit Rücksicht auf die große prinzipielle Tragweite einer solchen Tatsache 
muß jedoch hervorgehoben werden, daß die beobachtete Nichtexistenz der er- 
wähnten Kombinationslinien immer auch durch die Annahme sehr kleiner Über- 
gangswahrscheinlichkeiten für die betreffenden Quantenübergänge gedeutet wer- 
den könnte — eine zwar mögliche Auffassung, die aber mit Rücksicht auf die 
Feinstruktur der beiden He-Serienspektren (Anm. 404), sowie die Eigenschaften 
des „metastabilen“ He-Zustandes von Franck als höchst unwahrscheinlich an- 
gesehen werden muß. (Die erwähnten Übergangswahrscheinlichkeiten brauchen 
hierzu etwa bloß von der Größenordnung des Verhältnisses : Elektronenmasse zu 
Kernmasse zu sein!) — Die jüngst von T. Lyman, Nature 113 (1924), p. 785 ge- 
fundene He-Kombinationslinie entsteht vermutlich erst unter dem Einfluß eines 
störenden elektrischen Feldes (Zusatz bei der Korrektur). 
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denzprinzip gezogenen theoretischen Folgerungen scheinen dafür zu 
sprechen, daß die strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodynamischen 
Bewegungsgleichungen zumindest in qualitativer Hinsicht auch für Atom- 
probleme mit mehr als zwei beweglichen Ladungen ausreichend sind 
und bei einem durchaus zu gewärtigenden Versagen in quantitativer 
Hinsicht (p. 996, 1022) nicht etwa so abgeändert werden müßten, daß 
derartige Probleme nunmehr bedingt periodisch würden. Aus ähnlichen 
Gründen entnimmt man auch, daß die in Nr. 15b geschilderten stö- 
rungstheoretischen Methoden für eine Behandlung solcher Probleme 
im allgemeinen nicht in Betracht kommen können.’®?”) Was schließ- 
lich die Stabilität der stationären Quantenzustände anbetrifft, welche 


383) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. — Eine genauere Begrün- 
dung dieser Behauptung hat zunächst darauf hinzuweisen, daß alle diese Pro- 
bleme nach Anm. 378) wesentlich nicht bedingt periodisch sind, so daß z. B. die 
allgemeinen Lösungen der Differentialgleichungen (168) bzw. (173) für die säku- 
laren Störungen, welche eine beliebige Bewegung durch ein neu hinzukommendes 
Elektron erfährt (Einfangen eines Elektrons durch ein Atom- oder Molekülion!), 
nicht mehrfach periodischen Charakters sein können. Im allgemeinen wird für 
diese Probleme überdies auch noch die, sämtlichen störungstheoretischen Methoden 
von Nr. 15b zugrundeliegende Voraussetzung unerfüllbar sein, daß bei ihnen Ent- 
wicklungen nach mehrfachen Fourierschen Reihen wie in (164) oder (170) über- 
haupt möglich und konvergent sind (vgl. Anm. 363). Eine Divergenz der störungs- 
theoretischen Entwicklungen muß daher bei solchen Problemen von prinzipieller 
Bedeutung sein, im Gegensatz zu jener, welche bei bedingt periodischen Problemen 
in den benutzten Methoden selbst begründet sein kann (vgl. Anm. 351). Diese 
Divergenz rührt im allgemeinen davon her, daß die störungstheoretischen Me- 
thoden für die allgemeinen Lösungen eines nicht bedingt periodischen Problems 
formal und automatisch einen höheren Periodizitätsgrad voraussetzen, als er bei 
geeignet gewählten Partikularlösungen im günstigsten Falle verwirklicht sein kann. 
Erst wenn der Periodizitätsgrad jener Partikularlösungen irgendwie ermittelt ist, 
kann eine, meist beschränkte Anwendung der störungstheoretischen Methoden 
auf legitime Art möglich werden. 

Während die im Texte bevorzugte Argumentation wesentlich auf Folge- 
rungen aus dem Bohrschen Korrespondenzprinzipe beruht, hat N. Bohr [2] ur- 
sprünglich mehr auf die als selbständiges Postulat für sich betrachteten, for- 
malen Quantenbedingungen (149) bzw. (133), (134) gestützte Gesichtspunkte ver- 
treten. Wenn man den Unterschied zwischen allgemeinen Lösungen und Parti- 
kularlösungen bestimmter Periodizitätseigenschaften bei nicht bedingt periodischen 
Problemen außer Betracht läßt, kann man so mit Born und Pauli (Anm. 350) 
zu der Auffassung kommen, daß eine „scharfe Quantelung“ hier unmöglich sei 
und daß z. B. das Heliumatom, ebenso wie alle schwereren Atome und die Mole- 
küle, prinzipiell unscharfe Spektrallinien besitzen müsse. Mit Rücksicht auf die 
im Text genannten Belege zugunsten der direkt auf das Korrespondenzprinzip 
fundierten Auffassung erübrigt es sich indessen wohl, auf die anderen Schwierig- 
keiten jenes älteren Standpunktes einzugehen, der gegenwärtig überdies als all- 
gemein verlassen angesehen werden kann. 
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aus den mehrfach periodischen Partikularlösungen nicht bedingt perio- 
discher Systeme mittels der allgemeinen Quantenbedingungen (133) 
auszuwählen sind, so ist bereits oben in Nr. 14 (p. 995) hervorgehoben 
worden, daß sie der Natur der Sache nach durch das Ehrenfestsche 
Adiabatenprinzip nur für solche äußere Störungen gesichert werden 
kann, welche jene Bewegungen in solche vom gleichen analytischen 
Charakter überführen würden. Betrachtet man die Quantenbedingungen 
als außermechanische, kinematische Zusatzrelationen zu den allgemeinen 
Bewegungsgleichungen solcher Probleme, so wäre es denkbar, die er- 
wartete Stabilität auch andersbeschaffenen Störungen gegenüber zu 
erhalten °®*); demgegenüber könnte jedoch auch vermutet werden, daß 
die Stabilität der stationären Zustände nur in dem oben gekennzeich- 
neten Ausmaße besteht und so auch den normalen zwischenmoleku- 
laren Wechselwirkungen gegenüber hinreicht®®), außer wenn es sich 
um direkte Stoßvorgänge (Nr. 18) handelt, welche durch entsprechend 
raschen Ablauf und ein bestimmtes Ausmaß gegenseitiger Annäherung 
gekennzeichnet sind. 

Da die vorstehenden Ausführungen allein gewisse analytische 
Eigenschaften der Lösungen beliebiger kanonischer Differentialgleichungs- 
systeme zur Grundlage genommen haben, so werden sie für die Quanten- 
theorie nicht bedingt periodischer Systeme auch dann noch maßgebend 
sein, wenn sich die strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodynami- 
schen Bewegungsgleichungen quantitativ endgültig als unzureichend 
erweisen sollten (p. 1053), ohne daß es damit zugleich unmöglich würde, 
die innere Bewegung der Atome und Moleküle in ihren stationären 
Quantenzuständen überhaupt mittels Differentialgleichungen beschreiben 
zu können.??°) 


16a. Spezielle Atommodelle mit mehreren Elektronen und idea- 
lisierte Atommodelle. Im Zusammenhange mit der auf Grund von 


384) Versuche in dieser Beziehung sind für Elektronenringsysteme (vgl. 
weiter unten im Text) von N. Bohr [1], I. Abhandlung, und L. Föppl, Phys. 
Ztschr. 15 (1914), p. 707 unternommen worden, nachdem sich bereits J. W. Ni- 
cholson, Monthly Not. 72 (1911/12), p. 49, 139, 677, 729; 74 (1913/14), p. 204, 
486, 623, mit der Stabilisierungsuntersuchung derartiger und verwandter Be- 
wegungen befaßt hatte. Siehe hierzu ferner J. M. Burgers [1], $ 27, wo auch 
eingehendere Literaturangaben zu finden sind. 

385) Wenn auch die zwischenmolekularen Wechselwirkungen provisorisch 
Quantengesetzen unterworfen würden (Nr. 17), so könnten sie nach den Ausfüh- 
rungen der vorliegenden Nummer wiederum nur mehrfach periodischer Natur 
sein, was die im Text geäußerte Vermutung begünstigen würde. 

386) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 58. Vgl. dazu Anm. 19), 22), 
246), 280), aber auch Nr. 23, letzter Absatz. 
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(151) anfangs nur für einfach periodische Systeme möglichen Anwen- 
dung der Quantentheorie hatte Bohr, und bereits vor ihm Nicholson, 
ursprünglich ebene, aus mehreren, konzentrisch angeordneten Elektronen- 
„ringen“ bestehende Atommodelle angegeben ®®”), bei welchen man in der 
Folge mit Rücksicht auf die im periodischen System der Elemente zum 
Ausdruck kommenden Valenzverhältnisse?®®), sowie auf eine numerische 
Darstellbarkeit einiger Hauptlinien der Röntgenspektren®®®) in geeig- 
neter Weise über die Besetzungsanzahlen der einzelnen „Ringe“ zu 
verfügen suchte.) Jeder Elektronenring erscheint hierbei als ein- 
fachste periodische Partikularlösung des entsprechenden Vielkörper- 
problemes ausgezeichnet und wird zunächst als von seinen Nachbarn 
völlig unabhängig behandelt; er heißt ein-, zweiquantig usw., je nach- 


dem, welchem ganzzahligen Vielfachen von n der Drehimpuls des ein- 


zelmen Ringelektrons gleichgesetzt wird.) Um die nur rohe nume- 
rische Wiedergabe zu verbessern, welche für die Frequenzen der wich- 
tigsten Röntgenlinien auf Grund der Annahme eines innersten ein- 
quantigen, eines nächsten zweiquantigen Elektronenringes usw. im 
Normalzustand der Atome erzielt werden konnte, ist man alsbald da- 
zu übergegangen, die gegenseitigen Störungen solcher Ringsysteme 
zu berücksichtigen, ferner quantenmäßig vorbestimmte Neigungen der 
verschiedenen Ringebenen zu prüfen und auch elliptische Bewegungs- 
zustände der Ringelektronen zuzulassen.?”) Gestützt auf eine ein- 


387) N. Bohr [1], namentlich Abhandlung I—III, ferner J. W. Nicholson, 
Anm. 384) und die übrige, bei J. M. Burgers [1], $ 26—27, aufgezählte ältere 
Literatur. Siehe auch A. Sommerfeld [1]. 2. Kapitel, $$ 3, 4. 

388) N. Bohr [1], Abhandlung III; J. W. Nicholson, Phil. Mag. 27 (1914), 
p. 558; A. v. d. Broek, Elster - Geitel- Festschrift, Braunschweig 1915, p. 428; 
L. Vegard, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 344. 

389) N. Bohr [1], Abhandlung I, III, IX; A. Sommerfeld, Münchn. Ber. 1916, 
p. 131; Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 125. 

390) P.Debye, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 276; L. Vegard, Verhandl. Deutsch. 
Phys. Ges. 19 (1917), p. 328; J. Kroo, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 307; L. Vegard, 
Phil. Mag. 35 (1918), p. 294; 37 (1919), p. 237; Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 97, 121. 

391) Nach (151) wäre es, wie J. M. Burgers [1], p. 138, Anm. 1), hervor- 
hebt, allein gerechtfertigt, jenen Drehimpuls dem vollständigen Elektronenring 
(anstatt jedem Elektron einzeln) zuzuordnen, wie dies auch von Nicholson ge- 
legentlich gemacht worden ist. Eine Rechtfertigung des obigen Ansatzes wäre 
nur auf Grund bestimmter Vorstellungen über die sukzessive Bildung eines mehr- 
fach besetzten Elektronenringes aus einzelnen Elektronen denkbar, doch haben 
gerade derartige Gesichtspunkte mit zu der im nachfolgenden erwähnten Auf- 
gabe der Elektronenringvorstellung beigetragen. 

392) F. Reiche und A. Smekal, Naturwissenschaften 6 (1918), p. 304; Ann. 
d. Phys. 57 (1918), p. 124; A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 127 (1918), p. 1229; 
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gehende numerische Prüfung der Konsequenzen dieser und einiger 
weiterer noch in Betracht kommender Möglichkeiten, hat indessen 
Smekal schließlich zeigen können, daß die Elektronenringvorstellung 
quantitativ überhaupt unbrauchbar ist und verworfen werden muß°”), 
nachdem ähnliche Ergebnisse von kristallgittertheoretischer?”*) und valenz- 
chemischer?) Seite zum Teil bereits früher zugunsten räumlicher Atom- 
modelle?°®) vorgelegen hatten. Der Mißerfolg der Elektronenringvor- 
stellung wird begreiflich, wenn man die maximale Instabilität ebener 
Modelle überhaupt in Betracht zieht?””) und bedenkt, daß die klassisch- 
elektrodynamische Ausstrahlung derartiger Elektronenbewegungen zu- 
gleich mit deren geometrischen Abmessungen von desto höherer Ord- 
nung unendlich klein wird, je mehr Elektronen einem einzelnen Ringe 
angehören”); nach dem Bohrschen Korrespondenzprinzip (Nr. 14) wür- 
den.sich derartige Bewegungszustände auch in quantentheoretischer 
Hinsicht als praktisch strahlungsunfähig erweisen müssen, außerdem 
erscheint es nach dem gleichen Prinzipe unmöglich, Elektronenringe 
als Endprodukt einer sukzessiven Bindung einzelner Elektronen durch 
die verschiedenen Ionisierungsstufen der Atome zu erhalten, wie es im 
Wege ihrer verschiedenen Serienspektren experimentell verfolgt werden 


A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 297; A. Lande, Verhandl. Deutsch. 
Phys. Ges. 21 (1919), p. 578, 585; A. D. Fokker, Arch. Neerl. (IIIA) 5 (1921), 
p. 193. 

393) A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 128 (1919), p. 639; 129 (1920), p. 635; Phys. 
Ztschr. 21 (1920), p. 505; L. Vegard, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 271; A. Smekal, 
Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 400. 

394) A. Johmsen, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 269; M. Born und A. Lande, 
Berl. Ber. 1918, p. 1048; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 210; A. Thir- 
ring, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 281; H. Tertsch, Wien. Ber. (1) 129 (1920), p. 91; 
Doelter-Festschrift, Leipzig 1921, p. 68; M. Born, V 25, Nr. 38; ferner die in 
Anm. 238) genannte experimentelle Literatur. 

395) W. Kossel, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 229; @. N. Lewis, J. Amer. Chem. 
Soc. 38 (1916), p. 762; M. Born, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20. (1918), p. 230. 

396) M. Born, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 230; A. Smekal, 
Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 309. — Ähnliche Würfelatommodelle mit ruhenden 
Elektronen, wie sie Born zu qualitativen Zwecken in der genannten Arbeit in 
Betracht zieht, kommen bereits 1916 bei @. N. Lewis (Anm. 395) und später bei 
J. Langmuir, J. Amer. Chem. Soc. 41 (1919), p. 868. vor. 

397) Bezüglich eines Versuches, die quantentheoretische Kalseankibiskiit 
ebener Modelle nachzuweisen, vgl. man O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
p- 344, wo allerdings nicht-realisierbare Parameterverschiebungen (s. Anm. 285) 
benutzt werden. 

398) L. Page, Phys. Rev. 20 (1922), p. 18. Bezüglich des vernachlässigbar 
geringen Einflusses der zugelassenen klassisch-elektrodynamischen Ausstrahlung 
auf die zwecks numerischer Wiedergabe der Röntgenspektren betrachteten Ring- 
modelle vgl. man auch A. D. Fokker, Arch. Neerl. (IIIA) 5 (1921), p. 193. 
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kann (V 26, C. Runge). Ähnliche entscheidende Schwierigkeiten knüpfen 
sich an räumlich dynamische Atommodelle, bei welchen an Stelle der 
früheren Elektronenringbewegungen ebenfalls wieder einfach periodische 
Partikularlösungen der zugehörigen Vielkörperprobleme, diesmal je- 
doch von räumlich maximaler Symmetrie, auftreten.°®) Tatsächlich hat 
Bohr in letzter Zeit, allerdings auf halbempirischem Wege unter wesent- 
licher Benutzung des experimentellen Materials über die Serienspektren 
der Elemente und deren Anregungsbedingungen, feststellen können, 
daß die Elektronenbewegung im Normalzustande der Atome als eine 
wesentlich verwickeltere angesehen werden muß.) Eine formale Deu- 
tung der Bohrschen Ergebnisse in der Terminologie der vorliegen- 
den Nummer würde ergeben, daß sich die Elektronen im Innern der 
Atome in enger Beziehung zu den Gesetzmäßigkeiten des periodischen 
Systems der Elemente auf einzelne Untergruppen von maximal zwei, 
vier, sechs oder acht Individuen verteilen müssen, deren phasengebundene 
Bewegung in jedenfalls räumlich symmetrischen, mindestens doppeltperio- 
dischen Bahnen („harmonische Wechselspiele“) verläuft; über die Art 
der nicht unbeträchtlichen wechselseitigen Beeinflussungen dieser Unter- 
gruppen ist jedoch noch so wenig bekannt, daß es gegenwärtig auch 
nicht annähernd möglich wäre, Aussagen über die analytische Be- 
schaffenheit und namentlich über den Periodizitätsgrad jener Parti- 
kularlösungen der atomaren Vielkörperprobleme zu machen, welche 
dem Normalzustand der Atome entsprechen sollten, falls die in der 
vorliegenden Nummer benutzten Begriffe und Grundlagen zu dessen Be- 
schreibung überhaupt ausreichend sind.*°') 

7 399) A. Lande, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), p. 2, 644, 653; 
Berl. Ber. 1919, p. 101; Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 191; 2 (1920), p. 83, 87, 380; 
E. Madelung und A. Lande, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 230; T. Rella, Ztschr. f. 
Phys. 3 (1920), p. 157. — Eine vierdimensionale Verallgemeinerung derartiger 
Modelle ist gegeben worden von N. H. Kolkmeijer, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 457; 
Proc. Acad. Amsterdam 23 (1922), p. 1419, 1428, 1434. 

Die allen diesen Atommodellen zugrundeliegende These einer einfach perio- 
dischen Bewegung aller Elektronen der gleichen „Elektronenschale“ kann auch 
so ausgedrückt werden, daß alle jene Elektronen gleichzeitig miteinander ‚in 
Phase“ schwingen. Die gleiche Annahme wird für die Bewegung sämtlicher Elek- 
tronen des Atoms in seinem. Normalzustande neuerdings von M. Born und 
W. Heisenberg (Anm. 350) im Zusammenhang mit den in Nr. 15b unter I, 3 be- 
sprochenen störungstheoretischen Ergebnissen vertreten, jedoch ohne daß auf die 
eingangs dieser Nummer besprochenen prinzipiellen Schwierigkeiten einer störungs- 
theoretischen Behandlung derartiger Probleme näher eingegangen werden würde. 

400) N. Bohr [3], 3. Vortrag; N. Bohr und D. Coster, Ztschr. f. Phys. 12 
(1923), p. 342; N. Bohr, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228. Vgl. ferner V 26, 


C. Runge und V 27, A. Kratzer. 
401) Siehe Nr. 28, letzter Abschnitt. 
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Untersuchungen rein theoretischer Natur, welche ähnlich wie beim 
‚Wasserstoffatommodell (Nr. 15) darauf gerichtet waren, sämtliche be- 
obachtbaren atomaren Eigenschaften bloß auf Grund universeller Kon- 
stanten wiederzugeben, sind nach dem Mißerfolg der oben aufgezählten, 
allgemeineren Versuche nur mehr am Heliumatommodell (Z= 2) an- 
gestellt worden. Aus der großen Anzahl bisher zu diesem Zwecke vor- 
geschlagener und zum Teil wenigstens mit Rücksicht auf ihre Ioni- 
sierungsenergie durchgerechneter Modelle für das He-Atom 0°), welche 


402) 1. Einquantiger „Ring“ von zwei Elektronen: N. Bohr [1], p. 38; vgl. 
auch A. Sommerfeld [1], p. 84, 428, 726. — Falsche Ionisierungsspannung, wider- 
spricht überdies dem Korrespondenzprinzip. 

2. Störungstheoretische Behandlung des Dreikörperproblems (vgl. dazu jedoch 
Anm. 383!): P. $. Epstein, Naturwissenschaften 6 (1918), p. 230, $ 18; Ztschr. f. 
Phys. 8 (1922), p. 211, 305; A. Lande, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 228; 21 (1920) 
p. 114; N. Bohr [3], p. 63. — Falsche Termwiedergabe für den Ortho- und Par- 
heliumzustand, Widerspruch mit dem Korrespondenzprinzip. 

3. Ebenes Modell mit halbkreisbogenförmigen Elektronenschwingungen: 
J. Langmuir, Science 51 (1920), p. 605; H. O. Newboult, Phil. Mag. 45. (1923), 
p. 1085; .R. de Laer Kronig, Science 58 (1923), p. 537. — Widerspricht dem 
Korrespondenzprinzip. 

4. Modell des Parheliumzustandes mit zwei symmetrischen einquantigen, 
unter 120° gegeneinander geneigten Elektronenkreisbahnen: E. C. Kemble, Phil. 
Mag. 42 (1921), p. 123; N. Bohr [3), p. 100. — lonisierungsspannung berechnet 
und fehlerhaft befunden von J. H. Van Vleck, Phil. Mag. 44 (1922), p. 842 und 
H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 312. Spektralterme des angeregten 
Modells störungstheoretisch (vgl. Anm. 383!) berechnet und fehlerhaft befunden 
ven J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 21 (1923), p. 372 und M. Born und W. Heisen- 
berg, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 229. ; 

5. Ebenes Modell des Orthoheliumzustandes mit innerer einquantiger und 
äußerer zweiquantiger Elektronenbahn (nahe verwandt zu 2.). N. Bohr, Ann. d. 
Phys. 71 (1923), p. 228, $ 7, nach gemeinsamen Untersuchungen mit H. A. Kra- 
mers. — Spektralterme des angeregten Modells störungstheoretisch berechnet und 
fehlerhaft befunden von M. Born und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), 
p. 229. Stabilitätsfragen: O. Halpern (nach Mitteilungen von A. Rubinowiez und 
W. Pauli), Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 344. 

6. Modell mit Elektronenbahnen ohne gegenseitige Störungen: L. Silber- 
stein, Astrophys. J. 56 (1922), p. 119; 57 (1923), p. 248; Nature 110 (1922), p. 247; 
111 (1923), p. 46. — Nach W. M. Hicks, Nature 111 (1923), p. 146; ©. V. Raman, 
Nature 110 (1922), p. 700; C. V. Raman und A. S. Ganesan, Astrophys. J. 57 
(1923), p. 243; 59 (1924), p. 61 ist im Gegensatz zur Behauptung Silbersteins keine 
brauchbare Wiedergabe der He-Linien zu erzielen, außerdem widerspricht das 
Modell. dem Korrespondenzprinzip. 

7. Modell mit verschiedenen gegenseitigen Neigungen der Elektronenbahn- 
ebenen: L. Silberstein, Astrophys. J. 57 (1923), p. 257; Nature 111 (1923), p. 567; 
112 (1923), p. 53. — Widerspricht dem Korrespondenzprinzip. 

8. Ebenes Modell des Parheliumzustandes mit bemerkenswerter Anwendung 
der Quantenbedingungen: A. Sommerfeld, J. Opt. Soc. Amer. 7 (1923), p. 509. — 


1052 V28. A.Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


nahezu alle, verschiedene von den einfach oder doppelt periodischen 
Partikularlösungen des Dreikörperproblems benutzen, tritt ein einziges, 
von Kemble und Bohr herrührendes Modell hervor*®), dem von An- 
fang an mit Rücksicht auf die bereits oben (p. 1045) berührten spek- 
tralen Eigentümlichkeiten des He und das Korrespondenzprinzip eine 
erhebliche Wahrscheinlichkeit zugebilligt werden konnte. Wie aber 
namentlich die Berechnung der von dem experimentellen Werte ver- 
schiedenen Größe der Ionisierungsspannung des Modells durch Yan 
Vleck und Kramers dargetan hat“), muß entweder das Modell *%) 
oder die Benutzung der strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodyna- 
mischen Bewegungsgleichungen®®) als unzulässig angesehen werden. 
Der letztere Standpunkt wird namentlich von Bohr vertreten und er- 
scheint durch mancherlei Schwierigkeiten gestützt, welche sich jedem 








Ionisierungsspannung noch nicht berechnet, vgl. dazu und zu einem ähnlichen, 
noch unpublizierten Modell von W. Heisenberg: O. Laporte, Phys. Ber. 5 (1924), 
p- 91. Modell vermutlich instabil. 

9. Ein theoretischer Versuch von F'. J. de Wisniewski, Phys. Ztschr. 25 (1924), 
p. 135, scheint zwar angenähert richtige Termwerte zu liefern, enthält aber will- 
kürliche Abänderungen der Bewegungsgleichungen, welche nach W. Heisenberg, 
Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 175, mit den bisherigen quantentheoretischen Grund- 
lagen unvereinbar sind. Bezüglich eines analogen Versuches am Li-Atommodell 
siehe F\. J. de Wisniewski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 330. 

403) Siehe 4. und 5. der vorigen Anmerkung; während der Parheliumzustand 
dem Normalzustand des Heliumatoms entspricht, stimmt der Orthoheliumzustand 
mit dem auf p. 1045 erwähnten „metastabilen“ Heliumzustande überein, der von 
J. Franck und seinen Mitarbeitern festgestellt worden ist. 

404) Hierfür käme in Betracht, daß die für den Parheliumzustand gewählte 
doppelt-periodische Partikularlösungsfamilie des Dreikörperproblems nicht die 
richtige sein könnte, wofür vielleicht spricht, daß es hier voraussichtlich auch 
drei- und vierfach-periodische Partikularlösungen geben kann. Wenn es als ge- 
rechtfertigt anzusehen wäre [vgl. jedoch den in Anm. 399) erwähnten Standpunkt 
von Born und Heisenberg], mit Rücksicht auf die Stabilitätsverhältnisse des Modells 
die Realisierung jener mehrfach periodischen Partikularlösungen zu erwarten, 
welche den größtmöglichen Periodizitätsgrad besitzen, so könnte der bisherige Miß- 
erfolg der Theorie wenigstens teilweise auf diesen Umstand zurückgeführt werden. 
Tatsächlich scheint die Existenz einer Feinstruktur der He- und Li*-Linien sehr 
zugunsten eines Periodizitätsgrades u > 2.zu sprechen. Bezüglich der ersteren 
vgl. man für He: W. Lohmann, Ztschr. f. wiss. Phot. 6 (1906), p. 1, 41; A. E. Ruark, 
P._D. Foote und F. L. Mohler, J. Opt. Soc. Amer. 8 (1924), p. 17; L. 8. Ornstein 
und H.C. Burger, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 57; R. Brunetti, Rend. Acad. Lincei 
(5) 33 (1924), p. 413; für Lit: H. Schüler, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 292. 

405) Wie bereits in Anm. 272) hervorgehoben, ist es beim Heliumatom- 
modell bisher noch nicht versucht worden, die Retardierung der Potentiale ge- 
mäß (123) zu berücksichtigen, so daß hier noch eine weitere Lücke (vgl. die 
vorige Anm.) auszufüllen wäre, um den im Texte weiterhin gezogenen Folge- 
rungen eine endgültige Rechtfertigung zu verleihen. 
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Versuche einer von den Gesichtspunkten der vorliegenden Nummer 
ausgehenden theoretischen Deutung der in den Serienspektren auf- 
tretenden Komplexstrukturen und anomalen Zeemaneffekten entgegen- 
zusetzen scheinen.*®) Wenn man bedenkt, daß bei jeder Art gegen- 
seitiger Wechselwirkung von Elektronen im Atomverbande auf das 
Einzelelektron dauernd quasiperiodisch veränderliche Kraftwirkungen 
ausgeübt werden, deren Frequenzen von der gleichen Größenordnung 
sind wie jene der ausgesandten Spektralfrequenzen, so kann man in der 
Tat vermuten, daß jene Wechselwirkungen ebensowenig auf strahlungs- 
los-klassisch-elektrodynamischem Wege berechenbar sein werden, wie 
dies nach der Bohrschen Frequenzbedingung (114) für die Spektral- 
frequenzen möglich ist. Ob diese Analogie aber weiter zu der Er- 
wartung berechtigen darf, auch derartige Wechselwirkungen mit Hilfe 
gewisser Differenz- oder Mittelungsprozesse entsprechend (114) bzw. 
(137a) wiedergeben zu können ), muß noch als ebenso fraglich an- 
gesehen werden wie jeder Versuch einer direkten Abänderung der 
strahlungsfrei-klassisch-elektrodynamischen Bewegungsgleichungen für 
das Gebiet „niederer“ Quantenzahlen, 


Die vorstehend angedeuteten, selbst von einer vorläufigen Auf- 
lösung wohl noch ziemlich weit entfernten Schwierigkeiten haben be- 
wirkt, daß eine wenigstens qualitative T’heorie der spektralen (Gesetz- 


406) Vgl. z.B. N. Bohr, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228; A. Lande, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 441; R. A. Mülikan und J. $. Bowen, Phys. Rev. 24 (1924), 
p: 209, 223; A. Lande, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 88; 25 (1924), p. 46; ferner 
jüngst W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 373. 

407) Ein diesbezüglicher, sehr beachtenswerter Versuch rührt von W. Heisen- 
berg her, ist jedoch erst nach der Niederschrift der obigen Nummer Ztschr. f. 
Phys. 26 (1924), p. 291 erschienen; die benutzten Bewegungsgleichungen scheinen, 
soweit sich das gegenwärtig schon übersehen läßt, gegebenenfalls mit den strah- 
lungsfrei gemachten klassisch-elektrodynamischen Bewegungsgleichungen über- 
einstimmen zu können (jedenfalls aber im Grenzfalle „hoher‘‘ Quantenzahlen), 
sind jedoch für die Bewegung in den stationären Quantenzuständen nur mehr 
sozusagen indirekt maßgebend. Ein der Heisenbergschen Untersuchung ver- 
wandter Versuch auf störungstheoretischer Grundlage rührt von M. Born, Ztschr. 
f. Phys. 26 (1924), p. 379 her; entgegen ausdrücklicher Angabe sind dessen Über- 
legungen auch nur wieder auf mehrfach-periodische Partikularlösungen der Viel- 
körperprobleme legitim anwendbar (vgl. Anm. 383), ebenso wie die Betrachtungen 
der vorliegenden Nummer (Anmerkung nach Abschluß des Manuskriptes). Vgl. 
dazu auch die sich den vorliegenden Schwierigkeiten auf mehr empirischem 
Wege annähernden Betrachtungen von W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 765, 
die auf eine neuartige, wichtige quantentheoretische Deutung des periodischen 
Systems der Elemente von E. C. Stoner, Phil. Mag. 48 (1924), p. 719, Bezug 


nehmen, an welche auch A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 26, RR, p- 70, anknüpft 
(Zusatz bei der Korrektur). 


Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 68 


1054 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


mäßigkeiten (V 26, ©. Runge) für Atome mit mehreren Elektronen von 
stark idealisierten Grundannahmen auszugehen genötigt war. Im An- 
schluß an die bahnbrechenden Untersuchungen von Sommerfeld und 
seinen Schülern betrachtet man hierzu mittels der Methoden von 
Nr. 15 die Bewegung des „Serien“- oder „Leucht“elektrons eines be- 
liebigen Atoms in dem zunächst als unveränderlich vorgestellten Felde 
des Atom,rumpfs“, das man sich etwa durch eine Kugelfunktionen- 
entwieklung mit unbestimmten Koeffizienten gegeben denken kann. 
Man erhält so im allgemeinen durch drei Quantenbedingungen fest- 
gelegte präzessierende Zentralbahnen, welche den Rydbergschen und 
Ritzschen Typus der Serienformeln“”), samt den daran wahrgenom- 
menen Sonderfällen‘), im Einklang mit dem .Bohrschen Korrespon- 
denzprinzipe*!”) wiederzugeben gestattet haben. Das gleiche ideali- 
sierte Atommodell hat auch die grundsätzliche Verschiedenheit des 
Stark-*) und Zeemaneffektes'”) an den Serienlinien gegenüber der 
an den Wasserstofflinien gefundenen Form dieser Effekte (Nr. 15 b) 
theoretisch vorherzusehen ermöglicht. Um auch die Komplexstruktur der 
Serienlinien und ihre anomalen Zeemaneffekte wiedergeben zu können, 
erweist es sich indessen als unumgänglich, bestimmte, weitergehende 
Annahmen über die Wechselwirkung zwischen Serienelektron und Atom- 


408) A. Sommerfeld, Münchn. Ber. 1916, p. 131, ferner [1], 6. Kapitel. Vgl. 
‚auch eine der Sommerfeldschen Untersuchung verwandte, jedoch speziellere Unter- 
suchung von F. Tank, Ann. d. Phys. 59 (1919), p. 293. Zu der teilweise auch 
auf empirische Argumente gestützten Weiterführung der Theorie vgl. man 
E. Fues, Ztschr. f. Phys. 11 (1922),.p. 364; 12 (1922), p. 1; N. Bohr, Ann.d. 
Phys. 71 (1923), p. 228, auf p. 257— 259; @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 19 
(1923), p. 53. 

409) E. Schrödinger, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p: 347; N. Bohr, Nature, 
24. März 1921; [3], 3. Vortrag; Th. v. Urk, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 268 (An- 
fangsterme der „scharfen“ Nebenserie, „Tauchbahnen“); @. Wentzel, Ztschr. f. 
Phys. 19 (1923), p. 53 („gebrochene“ Rydbergserien). Zum Inhalt der in dieser 
und der vorhergehenden Anmerkung genannten Untersuchungen vgl. man vor 
allem die systematische Darstellung von A. Sommerfeld und @. Wentzel in Marx’ 
Handbuch der Radiologie, Bd. VI (Leipzig 1924), p. 206 ff.: „Theorie der Spektral- 
terme‘*, 

410) N. Bohr, Phil. Mag. 43 (1922), p. 1112; [3], 3. Vortrag; Ann. d. Phys. 
71 (1923), p. 228. 

411) R. Becker, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 332; ferner bereits N. Bohr 
[2], III. Teil, sowie Literatur bei R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 51. 
Der „inhomogene‘“ und der „anomale* Starkeffekt wird behandelt von O. Stern, 
Phys. Ztschr. 23 (1922), p 476; die Bedeutung der Quantentheorie des Stark- 
und Zeemaneffektes für die Theorien des Kerr- und Faradayeffektes diskutiert 
K,F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 369. 

412) A. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 177. 
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rumpf zu benutzen“"?), was jedoch zu den bereits oben angedeuteten 
grundsätzlichen Schwierigkeiten führt. Bei allen diesen Untersuchungen 
spielt, unabhängig von der übrigen Bewegung und ihrer quantentheo- 
retischen Behandlung, die auf die Quantenbedingung (148) gestützte 
Annahme eine wesentliche Rolle, daß der G@esamtdrehimpuls eines be 
liebigen Atoms durch ein ganzzahliges (oder halbzahliges!) Vielfaches 


von s eceben sei 
%x g g 7 


16b. Molekülmodelle. Es ist klar, daß die im Vorstehenden 
berührten quantentheoretischen Schwierigkeiten für eine Theorie des 
Atombaues sich in noch weit höherem Maße dem Versuch einer guan- 
titativen Theorie des Molekülbaues entgegenstellen müssen. Tatsächlich 
sind, von einigen älteren, auf die inzwischen erledigte Elektronenring- 
vorstellung (p. 1049) gegründeten allgemeinen Versuchen?!) abgesehen, 
bisher nur die beiden denkbar einfachsten Molekülmodelle einer quanten- 
theoretischen Behandlung unterzogen worden: das Modell des Wasser- 
stoffmolekülions und das des Wasserstoffmoleküls selbst. Das erstere 
Modell läßt sich nach Niessen und Pauli*') auf das Problem der An- 
ziehung eines Elektrons durch zwei feste, positive Einheitsladungen 
tragende Zentren zurückführen, wenn man die Bewegung der beiden 
Wasserstoffatomkerne wegen ihrer im Verhältnis zu jener des Elek- 
trons großen Massen in erster Annäherung vernachlässigt; da das Zwei- 
zentrenproblem nach Jacobi in elliptischen Koordinaten separierbar 
ist*1%), können hier die in Nr. 15a entwickelten Methoden der quanten- 
theoretischen Behandlung bedingt periodischer Systeme zur Anwen- 
dung gebracht werden, wobei die vernachlässigte Kernbewegung eine 


413) A. Sommerfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 257; W. Heisenberg, Ztschr. 
f. Phys. 8 (1921), p. 273; A. Sommerfeld [1], 6. Kapitel und Nachtrag hierzu; 
A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 131; A. Lande, 
Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 353; 15 (1923), p. 189; 19 (1923), p. 112; W. Pauli, 
Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 155; 20 (1924), p. 371; A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 
70 (1923), p. 32; N. Bohr, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228; A. Lande, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 441; W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 291. 

414) N. Bohr [1], namentlich Abhandlung III, siehe ferner J. M. Burgers [1], 
8 27ff. Die Dispersion derartiger Molekülmodelle hat A. Sommerfeld, Elster- 
Geitel-Festschrift, Braunschweig 1915, p. 549, Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 497 
untersucht, die Rotationsdispersion hingegen F. Pauer, Ann. d. Phys. 56 (1918), 
p. 261. Über die Zerstreuung des Lichtes durch solche Modelle vgl. M. Born, 
Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 16, über ihre spezifische Wärme (Nr. 24): 
G. Laski, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 269, 550. 

415) K. F. Niessen, Physica 2 (1922), p. 345; Diss. Utrecht 1922; Ann. d. 
Phys. 70 (1923), p. 129; W. Pauli, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177. 

416) Vgl. hierzu Anm. 330). 
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ergänzende Stabilitätsuntersuchung für die einzelnen gefundenen Bahn- 
typen erforderlich macht.*!”) Mangels hierzu geeigneter experimen- 
teller Daten ist eine Prüfung der so gewonnenen Ergebnisse einst- 
weilen nicht möglich gewesen.‘!®) Die bisherigen Versuche einer 
quantentheoretischen Behandlung des Wasserstoffmolekülmodells hin- 
gegen, welche sich sämtlich gewisser mehrfach periodischer Partikular- 
lösungen des Vierkörperproblems mit praktisch in Ruhe befindlichen 
Kernen bedienen, haben ausnahmslos zu negativen Ergebnissen und 
ähnlichen Schwierigkeiten wie beim oben besprochenen Problem des 
Heliumatommodells geführt.*?) 


417) Diese Stabilitätsuntersuchung schließt z. B. alle Typen der Bewegung 
im ebenen Zweizentren-Problem aus, auf welche sich eine frühere Untersuchung 
des Modells durch J. Marshall, Proc. Edinb. Roy. Soc. 42 (1922), p. 247, von 
vornherein beschränkt hatte. Ähnlich wie in Nr. 16a findet man also auch hier, 
daß ein ebenes Modell aus Stabilitätsgründen als unbrauchbar angesehen wer- 
den muß. 

Ein anderes ebenes Modell des Wasserstoffmolekülions, bestehend aus zwei, 
ein ruhendes Elektron in einquantiger Kreisbahn umlaufenden Protonen (vgl. 
das unbrauchbare ältere Bohrsche Heliumatommodell, Anm. 402), 1.!), hat 
M. Wolfke, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 407, benutzt und mit dem Viellinien- 
spektrum des Wasserstoffes in Verbindung gebracht. 

417a) Diese Prüfung ist seither von H. D. Smyth, Proc. Roy. Soc. A 105 
(1924), p. 116, durch Messung der lonisierungsspannung des H} ermöglicht wor- 
den; der gefundene Wert widerspricht dem theoretisch vorausberechneten, so daß 
die Theorie sich hier ebenso wie bei dem neutralen H, (s. weiter unten) als un- 
zulänglich erweist. 

418) 1. Das Bohr-Debyesche Wasserstoffmolekülmodell besteht aus zwei 
ruhenden Protonen und einem einquantigen „Ring“ von zwei Elektronen, dessen 
Mittelpunkt den Kernabstand halbiert und dessen Ebene zu letzterem senkrecht 
steht (vgl. das analog gebaute He-Modell von Bohr, Anm. 402), 1.!): N. Bohr [1], 
III. Abhandlung, P. Debye, Münchn. Ber. 1915, p. 1. Die Strahlungseigenschaften 
des Modells hat M. Wolfke, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 71, betrachtet, seine .Dis- 
persion ist von P. Debye (l. c.) berechnet worden, seine Rotationsdispersion von 
P. Scherrer, Diss. Göttingen 1916; Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 71 und F'. Pauer, 
Ann. d. Phys. 56 (1918), p. 261, der die Scherrerschen Ergebnisse berichtigt hat. 
Außer der Dispersion hat R. Gans, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 81, für das Mo- 
dell noch die Depolarisation des Tyndall-Lichtes, die Kerrkonstante und den 
Absorptionskoeffizienten berechnet. Im Gegensatz zu der dabei erhaltenen, meist 
ziemlich befriedigenden Übereinstimmung mit der Erfahrung erweist sich die 
zuletzt von M. Planck, Berl. Ber. 1919, p. 914, eingehend diskutierte Dissozia- 
tionswärme des Modells als unrichtig. Die Instabilität des Modells gegenüber 
gewissen äußeren Störungen hat H. J. van Leeuwen, Proc. Acad. Amsterdam 18 
(1916), p. 1071; Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 196 festgestellt und A. Rubinowiez, 
Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 187 eingehend untersucht. Bezüglich weiterer Ein- 
wände gegen das Modell vgl. man W. Lenz, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 
(1919), p. 632 und W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen 
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Diese Mißerfolge der quantitativen Modellversuche haben ähnlich 
wie bei den Atombauproblemen dazu genötigt, allgemeine Gesetzmäßig- 
keiten, wie die Struktur der Bandenspektren (V 27, A. Kratzer), so- 
wie die Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärme mehratomiger 
Moleküle („Rotationswärme“) (Nr. 24b) bloß qualitativ und ausschließ- 
lich auf Grund geeignet ödealisierter Molekülmodelle quantentheoretisch 
zu behandeln. In der Tat gestattet bereits die quantentheoretische 
Behandlung der Rotationsbewegung eines beliebigen starren Molekül- 
modells die Grundzüge der genannten Erscheinungen wiederzugeben, 
wobei zweiatomige Moleküle als „Hantel“modelle durch gewöhnliche 
Rotatoren von einem Freiheitsgrade ersetzt werden können‘!?), mehr- 
atomige Moleküle hingegen als Kreisel von auch mehr als einem 
Freiheitsgrade Behandlung zu finden haben.“?°) Läßt man die An- 


des neuen Wärmesatzes, Halle 1918, p. 153. Hinsichtlich einer Verallgemeinerung 
des Bohr-Debyeschen Modells mit Bezug auf mehrquantige, nicht-kreisförmige 
Elektronenbewegungen vgl. man die erwähnte Untersuchung von M. Planck, 
ferner H. Kallmann, Diss. Berlin 1920. 

2. Das ebene „Fahrrad“-Modell von W. Lenz, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges, 
21 (1919), p. 632, ist vermutlich (vgl. Anm. 417) instabil. 

3. Modell wie unter 1., aber mit halbkreisbogenförmigen Elektronenschwin- 
gungen: J. Langmuir, Science 52 (1920), p. 433 (vgl. das analoge He-Modell von 
Langmuir, Anm. 402), 3.). Bildungsmöglichkeit des Modells fraglich. 

4. Ein „Pendelbahn“-Modell (ebenfalls im Anschluß an 1.) hat A. Eucken, 
Naturwissenschaften 10 (1922), p. 533, 947, erwogen und seine Bildungsmöglich- 
keit gegenüber M. Born, Naturwissenschaften 10 (1922), p. 677 diskutiert. 

5. Ein Modell mit „gekreuzten‘“ einquantigen Elektronenbahnen wie beim 
Bohr-Kembleschen He-Modell (Anm. 402), 4.) hat M. Born, Naturwissenschaften 
10 (1922), p. 677 zu begründen versucht. Die eingehende störungstheoretische 
Untersuchung desselben durch L. Nordheim, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 69, hat 
indessen seine Unbrauchbarkeit dargetan. 


419) Dieser Gesichtspunkt ist zuerst von N. Bjerrum, Nernst- Festschrift 
1912, p. 90, mit der Quantentheorie in Verbindung gebracht worden. Bezüglich 
der gesamten älteren Literatur zu den Fragen der Molekülmodelle vgl. man den 
zusammenfassenden Bericht von A. Eucken, Jahrb. d. Rad. 16 (1920), .p. 361, be- 
züglich der Moleküldimensionen insbesondere auch Ztschr. f. Elektrochem. 26 
(1920), p. 377 und den Bericht von K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Elektrochem. 19 
(1923), p. 259. | 

Zur quantentheoretischen und statistischen Behandlung von einfachen Ro- 
tatoren vergleiche man vor allem M. Planck [1], ferner Ann. d. Phys. 52 (1917), 
p. 491; 53 (1917), p. 241 und Nr. 24h. 


420) Die älteste quantentheoretische Behandlung des allgemeinen Kreisel- 
problemes rührt von M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 415; 
Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 385 und K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548, her. 
Den symmetrischen Kreisel haben speziell mit Rücksicht auf das Bohr- Debyesche 
Wasserstoffmolekülmodell (Anm. 418),1.) und die spezifische Wärme des Wasser- 
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nahme starrer Verbindungen zwischen den Atomen des Einzelmoleküls 
fallen und berücksichtigt deren gegenseitige Bewegungen zunächst in 
der Form von selbständigen harmonischen Schwingungen*?‘), so erhält 
man Zusammenhänge zwischen den Einzelbanden eines Bandenspek- 
trums.?®?) Eine weitere Annäherung an die wirklichen Verhältnisse, 
welche jedoch ebenfalls nur mehr für die Theorie der Bandenspek- 
tren von Bedeutung ist, wird erzielt, wenn man die Wechselwirkungen 
zwischen der Rotation und jenen Atomschwingungen berücksichtigt, die 
nun überdies auch als anharmonisch in Rechnung gesetzt werden 
müssen.) Während die bisherigen Annäherungen bis auf die etwa 
empirisch zu berücksichtigenden energetischen Beiträge der Bewegung 
eines „Leucht“elektrons von starren Atomen Gebrauch machen, kann 
man, ähnlich wie in der allgemeinen Theorie der Serienspektren (p.1054), 
nun auch noch versuchen, der Bewegung des Leuchtelektrons quanten- 
mäßig scharf definierte Drehimpulswerte zuzuschreiben*”*), welche dann 
von der gleichen Größenordnung sein müssen, wie jene der Molekül- 
drehung selbst, und die Kreiselbewegung wesentlich beeinflussen. Eine 
noch weitergehende Annäherung hinsichtlich des Problems der inneren 
Bewegungen eines Moleküls würde nun schon auf die Betrachtung 
konkreter Molekülmodelle hinauslaufen müssen, welche wie die oben 
betrachteten einfachsten dieser Art, aus einzelnen Atomkernen und 
Elektronen aufgebaut gedacht werden müssen. Ansätze dafür, wie 
die aufgezählten Näherungsschritte als sukzessive Approximationen 


stoffes P. S. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 398; Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 289; F. Krüger, Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 346; 51 (1916), p. 450 
und H. Kallmann, Diss. Berlin 1920, untersucht. Die Quantentheorie des asym- 
metrischen Kreisels haben F‘. Reiche, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 394 und M. Planck, 
Berl. Ber. 1918, p. 1166, sowie @. Thomsen, Math. Ann. 94 (1925), p. 146, behan- 
delt. Bezüglich der allgemeinen Theorie und der Deutung der Bandenspektren 
vergleiche man vor allem T. Heuerlinger, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 188; Ztschr. 
f. Phys. 1 (1920), p. 82 und W. Lenz, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), 
p- 632; ferner auch die Darstellung bei A. Sommerfeld [1], sowie die Berichte von 
A. Kratzer, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), p. 3156 und R. Mecke, Phys. 
Ztschr. 26 (1925), p. 217. 

421) Vgl. insbesondere die in Anm. 419) zitierten Untersuchungen von 
Bjerrum. 

422) H.Sponer, Diss. Göttingen 1920; Jahrb. d. Phil. Fak. Gött. 1921, p. 153; 
A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 289; 16 (1923), p. 353; Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 552; Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 127; 71 (1923), p. 72; Münchn. Ber. 
1922, p. 107; Naturwissenschaften 11 (1923), p. 577. 

423) A. Kratzer, s. die vorige Anmerkung; M. Born und E. Hückel, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 1. 

424) A. Kratzer, l.c., ferner H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p- 343; H. A. Kramers und W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 351. 
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des allgemeinen Bewegungsproblems solcher Molekülmodelle darge- 
stellt werden können, sind für zweiatomige Moleküle von Kratzer*”°), 
für beliebige mehratomige Moleküle jüngst auch von Born und Heisen- 
berg*?°) gegeben worden.‘?”) 


B. Quantentheorie unabgeschlossener Systeme. 


17. Allgemeine Gesichtspunkte zu einer einheitlichen Anwen- 
dung der Quantentheorie. Die bisherigen Betrachtungen haben sich 
ausschließlich auf in Strenge isolierte bzw. durch äußere makrosko- 
pische Felder (Nr. 15b) gestörte Atomsysteme bezogen. Ihre Anwend- 
barkeit scheint demgemäß zunächst die gleiche, prinzipiell mit beliebig 
weitgehender Annäherung mögliche Isolierbarkeit derartiger Gebilde 
von ihrer raumzeitlichen Umgebung zur Voraussetzung zu haben, wie 
sie die grundsätzliche Sietigkeit, z. B. der klassisch-physikalischen Zu- 
standsgrößen zu rechtfertigen erlauben würde.) Die Annahme einer 


425) A. Kratzer, Anm. 422). 

426) M.Born und W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 1. 

427) Da die experimentelle Untersuchung des Stark- und Zeemaneffektes 
an Bandenlinien bisher noch keinen größeren, einem quantitativen Vergleiche 
günstigen Umfang erreicht hat, ist der theoretischen Behandlung der durch 
äußere Felder gestörten Molekülbewegung noch wenig Mühe gewidmet worden. 
Die Quantelung der Bewegung eines magnetischen Dipols im magnetischen Felde 
haben mit Rücksicht auf Fragen des Paramagnetismus F. Reiche, Ann. d. Phys. 
54 (1917), p. 401; S. Rotszajn, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 181 und A. Smekal, 
Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 376, untersucht; sie stimmt mit jener eines elektri- 
schen Dipols im elektrischen Felde überein, doch reicht die benutzte Annäherung 
zur Berechnung des Starkeffektes der Bandenlinien nicht aus, welche später von 
G. Hettner, Ztschr. f. Phys. 4 (1920), p. 349, veröffentlicht worden ist, Das Ver- 
halten elektrischer Dipole in inhomogenen äußeren Kraftfeldern ist von H. Kall- 
mann und F. Reiche, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 352 untersucht worden. Die 
gegenseitige elektrische Beeinflussung von Dipol- und Quadrupolmolekülen hat 
P. Debye in den in Anm. 25) zitierten Arbeiten behandelt, vgl. ferner auch die 
ebendort genannten Untersuchungen von J. Holtsmark zum Problem der Spektral- 
linienverbreiterung. 

428) Eine wenigstens bis zu gewissen Genauigkeitsgraden realisierungsfähige 
Isolierbarkeit ist für die gesamte theoretische Physik makroskopischer Systeme un- 
erläßlich und kann in dem hierzu notwendigen Ausmaße gewiß auch als experi- 
mentell erwiesen gelten; sie ermöglicht die Feststellung bzw. definiert (vgl. 
Anm. 280) den Bereich der überhaupt als gesetzmäßig erkennbaren Erscheinungen 
und gestattet, jene als Konsequenzen eines Variationsprinzipes (vgl. Anm, 19 u. 
280) darzustellen. Eine prinzipiell vollständige Isolierbarkeit dagegen wäre schon 
aus allgemeinen Erkenntnisgründen unmöglich. — Wenn die Stetigkeit der 
klassisch-physikalischen Zustandsgrößen eine mit beliebig weitgehender Annäherung 
verwirklichbare Isolierbarkeit eines beliebigen Gebildes zu folgern gestattet, so 
geht sie hierin ersichtlich weit über die Möglichkeit jeder direkten experimen- 
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allgemeinen derartigen Stetigkeit auch für die quantentheoretischen 
Zustandsgrößen (insofern solche überhaupt generell definierbar sind) *?°) 
widerspräche indessen offensichtlich den für jene isolierbaren Gebilde 
postulierten Eigenschaften, vor allem der Existenz diskreter stationärer 
Quantenzustände (Nr. 9,10), sowie ihrer Fähigkeit zur Emission scharfer 
Spektrallinien (Nr. 11).4?°) Der Umstand, daß namentlich erstere Eigen- 
schaft nach Nr. 9 auch für makroskopische Gebilde, nämlich für Debye- 
Born-Kärmansche Festkörper, als erwiesen gelten darf, scheint hierbei 
den sonst denkbaren Ausweg zu versperren, die Quantengesetze in 
ihrer Gänze als provisorische Grenzgesetze für Gebilde von bloß 
molekularer Größenordnung anzusehen. Legt man der Quantentheorie 
daher eine Auffassung zugrunde, welche wenigstens in den beiden 
eben erwähnten Punkten Grundzüge von ganz allgemeiner Tragweite 
erblickt,. so ergibt sich, wie zuerst Schotiky und Smekal‘?!) betont 
haben, daß eine beliebig weitgehende Isolierung sowohl molekularer als 
makroskopischer Gebilde von ihrer raumzeitlichen Umgebung prinzipiell 
unmöglich sein muß.*”*) Daß speziell die Wechselwirkung benachbarter 


tellen Kontrolle hinaus. Eine solche wird indessen sofort entbehrlich, wenn 
man sich auf Grund der aus der Theorie der thermischen Schwankungserschei- 
nungen (Nr. 7) ableitbaren empirischen Aussagen über die energetischen und 
Impulswechselwirkungen zwischen Strahlung und beliebigen molekularen und 
makroskopischen Gebilden (Nr. 11, 12) klarmacht, daß jene klassische Folgerung 
tatsächlich nicht zu Recht bestehen kann. Siehe weiter unten im Text und 
Anm. 432). 

429) Siehe Nr. 28, letzter Absatz, wo auf die erkenntnistheoretischen Fol- 
gerungen aus den im Texte berührten Gesichtspunkten hingewiesen wird. 

430) W. Schottky, Naturwissenschaften 9 (1921), p. 492, 506; A. Smekal, 
Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245. 

431) Siehe Anm. 430, ferner vor allem A. Smekal, Wien. Anz. 1922, p. 79 
(auch Naturwissenschaften 11 (1923), p. 411). Implizit findet sich eine derartige 
Anschauung bereits in den Untersuchungen zur Theorie der Reaktionsgeschwin- 
digkeiten von M. Polanyi, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 90; 3 (1920), p. 31, doch 
konnte K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 132 den dort vorgelegenen 
Anlaß zur Einführung derartiger Vorstellungen auch auf Grund klassisch-kine- 
tischer Annahmen aufklären. Eine teilweise Wiederaufnahme des Polanyischen 
Standpunktes findet sich indessen später bei J. A. Christiansen und H. A. Kra- 
mers, Ztschr. f. phys. Chem. 104 (1923), p. 451, auf p. 463/464. — Von anderen, 
zum Teil wesentlich spezielleren Momenten ausgehend, sind ferner auch H. Tetrode, 
Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 317 und H. Skaupy, Ztschr. f. Phys. 12 (1922), p. 184, 
auf Anschauungen bzw. Vermutungen gekommen, welche den im Text vertretenen 
Standpunkt zur Voraussetzung haben. 

432) Dem in Anm. 428 Gesagten zufolge wird diese Nicht-Isolierbarkeit im 
allgemeinen jedoch nur innerhalb molekularer Genauigkeitsschranken praktisch 
fühlbar werden können und müssen. Allerdings wären auch beliebig große, 
„zufällige“ makroskopische Ausnahmen von diesem Verhalten denkbar und mög- 
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Atomsysteme in Übereinstimmung mit den experimentellen Ergeb- 
nissen über den gegenseitigen Zusammenstoß molekularer Gebilde 
(Nr. 18) und über den lichtelektrischen Effekt (Nr. 18b) nicht auf 
Grund der klassischen Bewegungsgesetze allein gedeutet werden 
kann*®®), ist daraufhin unmittelbar einleuchtend, doch ist einstweilen 
jeder Versuch, genauere Angaben über die tatsächlichen Gesetze jener 
Wechselwirkungen zu erschließen, fehlgeschlagen.“**) 

Würde man indessen die Anwendung der in den vorangehenden 
Nummern formulierten Grundpostulate der Quantentheorie zumindest 
provisorisch auch auf die zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
auszudehnen versuchen, so würde man die immerhin bereits quali- 
tativ bedeutungsvolle Aussage erhalten, daß sich freie Elektronen, 
Ionen, Atome und Moleküle im Felde ihrer wechselseitigen Kraftwir- 
kungen ebenso in ganz bestimmten Quantenbahnen bewegen sollten, wie 
dies nach Nr. 14—16 für die Elektronenbewegungen im Inneren dieser 


lich, müßten jedoch von der gleichen Seltenheit („praktischen Unmöglichkeit“) 
sein, wie Abweichungen ähnlicher Größenordnung vom II. Hauptsatz der makro- 
skopischen Thermodynamik (Nr. 8). 

433) Vgl. z.B. N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, II. Kapitel, $ 5. 

434) Man kann diese Lücke aus der Welt zu schaffen suchen, indem man 
die Möglichkeit, derartige Wechselwirkungen eingehender zu beschreiben, über- 
haupt leugnet und einen geeigneten Ersatzmechanismus benutzt, welcher wenig- 
stens eine formelle Verknüpfung der bei solchen Wechselwirkungen auftretenden 
Energie- und Impulsbilanzen gewährleistet. Daß die Inanspruchnahme eines 
derartigen Bildes jedenfalls dazu nötigen müßte, dem Energie- und Impulssatz 
beim elementaren Strahlungsvorgange eine bloß statistische Bedeutung zuzuschreiben, 
ist von W. Schottky und dem Referenten gelegentlich einer (an die in Anm. 430) 
zitierte Veröffentlichung von W. Schottky anschließenden) im September 1921 statt- 
gefundene, unpublizierte Unterredung gefolgert worden. Die Aufgabe dieses 
Standpunktes wurde indessen trotz weitergehender, aussichtsreicher Konsequenzen, 
namentlich in bezug auf die Strahlungsfragen, durch gewisse Impuls-Schwierig- 
keiten nahegelegt, sowie durch die gänzliche Entfernung einer derartigen 
Theorie von den Erfahrungstatsachen. Betrachtet man es als eigentliche Auf- 
gabe der theoretischen Physik, Zusammenhänge zwischen beobachtbaren Erschei- 
nungen aufzusuchen und möglichst quantitativ zu formulieren, so kann allen 
jenen Bildern, welche nur um den Preis von experimentell grundsätzlich un- 
kontrollierbaren Annahmen jene Bedingungen indirekt zu erfüllen geeignet wären, 
wohl kaum viel mehr als bestenfalls heuristische Bedeutung zugeschrieben wer- 
den. Annahmen dieser Art scheinen auch wesentliche Grundlagen einer jüngst 
von N. Bohr, H. A. Kramers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 69, 
vertretenen strahlungstheoretischen Deutung der Quantenvorgänge (Nr. 20) zu bil- 
den, welche in vielen Punkten mit dem oben erwähnten unpublizierten Versuch 
übereinstimmt. In der vorliegenden Fassung ist diese Theorie allerdings nur auf 
hochverdünnte Gase anwendbar, so daß sie für das im Texte berührte Problem 
einstweilen keine neuen Gesichtspunkte geliefert hat. 


1062 V 28. A.Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


Gebilde zutreffen soll.*®) In der Tat scheint die experimentell sicher- 
gestellte Richtungseinstellung der Stern-Gerlachschen Atomstrahlen im in- 








435) A. Smekal, Wien. Anz. 1922, p. 79; Naturwissenschaften 11 (1923), 
p. 411; Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294, $ 6. Man wird indessen nicht daran 
vorübergehen können, festzustellen, daß es sich hier häufig um Quantenzustände 
handeln wird, deren „mittlere Lebensdauer‘ von der gleichen Größenordnung 
sein wird, wie einzelne Perioden der gequantelten Bewegungsvorgänge selbst, 
was bei isolierten Atomsystemen (Nr. 14—16) nicht vorkommt, bzw. vorzukommen 
braucht. Wenn Bohr in solchen und einigen anderen Fällen (vgl. z. B. Ztschr. 
f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 146/147) mit besonderer Rücksichtnahme auf das 
Korrespondenzprinzip von einer Grenze für die Anwendbarkeit der in Nr. 14 ent- 
wickelten Quantenpostulate spricht, so möchten wir glauben, daß dies mehr hin- 
sichtlich der Zulässigkeit gewisser beim isolierten Wasserstoffatommodell (Nr. 15) 
bewährter Vereinfachungen und Vernachlässigungen (z. B. Benutzung der strah- 
lungsfrei und zeitunabhängig gemachten Bewegungsgleichungen) angenommen 
werden brauchte, nicht aber bezüglich der Existenz diskreter strahlungsfreier 
Quantenbewegungen selbst. Jedenfalls wird es aber als zweckmäßig angesehen 
werden können, mit P. Ehrenfest und R. C. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287, 
die bei isolierten Atomsystemen meist auftretenden Verhältnisse als „starke‘ 
Quantelung qualitativ von den oben erwähnten Fällen mit „schwacher“ Quante- 
lung zu unterscheiden. 

Ein weiterer Unterschied zwischen der Quantelung isolierter Atomsysteme 
und jener bei Berücksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen liegt 
darin, daß bei letzteren „entartete‘“ Bewegungen (p. 1008), welche sonst von einer 
räumlich beliebigen Orientierung der Atomsysteme herrühren könnten, im allge- 
meinen nicht auftreten werden. Wegen der willkürlichen räumlichen Lage der 
invariablen Ebene eines beliebigen isolierten Atom- und Molekülmodelles im feld- 
freien Raum müßten letztere sonst in der Tat sämtlich als „entartet‘‘ angesprochen 
werden; die obige Auffassung hingegen trägt automatisch der von P. $. Epstein, 
Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 168, geäußerten Idee Rechnung, welche „entartete“ 
Systeme als einen grundsätzlich nicht realisierten Idealfall ansieht. Daß nach Aus- 
weis der Statistik (Nr. 24) trotzdem im makroskopisch feldfreien Raume alle mög- 
lichen Orientierungen der Moleküle vorkommen, läßt auf einen räumlich-zeitlich 
ungeordneten Charakter der zwischenmolekularen Wechselwirkungen schließen, wie er 
auch aus den praktischen Erfolgen der Statistik (s. Anm. 438) notwendig gefolgert 
werden muß. Nach dieser Auffassung würde die Gesamtzahl aller an einer be- 
stimmten Raumstelle und zu einem bestimmten Zeitpunkte möglichen Orientierungen 
zwar durch die Sommerfeldsche Theorie der Richtungsquantelung (Nr. 15b) ge- 
geben sein, die individuelle Orientierung des einzelnen Büschels von zugelassenen 
Richtungen hingegen von Ort zu Ort verschieden und mit der Zeit im Tempo des 
zwischenmolekularen Wechselfeldes veränderlich sein. Man vgl. hierzu eine ähn- 
liche Art von „Orientierungsquantelung“ der im übrigen ungeordneten Wärme- 
bewegung, welche Schrödinger zur quantentheoretischen Behandlung der Molekül- 
translation (Nr. 19) eingeführt hat, ferner einen verwandten strahlungstheoretischen 
Fall in Anm. 548. Einen Beleg für die Brauchbarkeit derartiger Vorstellungen 
liefert die Intensitätstheorie der Mehrfachlinien in den Serienspektren nicht- 
wasserstoffähnlicher Atome, welche von äußeren makroskopischen Feldern unbe- 
einflußt sind. Wie namentlich A. Sommerfeld, Ztschr. f. techn. Phys. 6 (1925), 
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homogenen Magnetfelde®*°) allein auf Grund dieser Folgerung wider- 
spruchsfrei verstanden werden zu können“) Um sie rechnerisch 
näher verfolgen zu können, hätte man die unter dem Einfluß ihrer 
Wechselwirkungskräfte vor sich gehende Bewegung sämtlicher Pro- 
tonen und Elektronen eines hinreichend großen“”) Raumgebietes der 


p- 2, gezeigt hat, sind die Intensitätsverhältnisse der Komplexstrukturen aus der 
Theorie der Richtungsquantelung in äußeren makroskopischen Feldern voraus- 
berechenbar; vgl. dazu auch die grundlegenden Arbeiten der Utrechter Schule, 
H. B. Dorgelo, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 170; H.C. Burger und H. B. Dorgelo, 
Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 258; L. S. Ornstein und H. C. Burger, Ztschr. f. 
Phys. 24 (1924), p. 41; 28 (1924), p. 135; 29 (1924), p. 241. Der Erfolg der 
Theorie auch an einem feldfreien Problem erscheint ohne die obige Auffassung 
unverständlich, falls man ohne Bezugnahme auf bestimmte Gewichtsansätze für 
entartete Systeme (Nr. 24) das Auslangen zu finden wünscht. 

436) A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 4 (1923), p. 16, wo die 
Gründe angegeben sind, welche gegen die übrigen, von A. Einstein und P. Ehren- 
fest, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 31, sowie N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p. 117; Anm. 1 auf p. 149, diskutierten Deutungsmöglichkeiten des Stern-Gerlach- 
schen Effektes sprechen. Eine ähnliche Bedeutung wie diesem kommt für die 
im Text berührte Frage auch der Einstellung von beliebigen Atomen und Mole- 
külen in anwachsenden homogenen äußeren Kraftfeldern zu. 

Von anderen Effekten, welche zugunsten obiger Folgerung gedeutet wer- 
den können, kommen gewisse reaktionskinetische Einzelheiten (vgl. Anm. 430), so- 
wie Beobachtungen von S. Datta, Proc. Roy. Soc. A 101 (1922), p. 539 in Betracht, 
welcher die K-Hauptserie bis zum 42. Gliede in Absorption beobachtete und von 
deren 37. Gliede an Abweichungen von der serientheoretischen Lage der Linien 
fand, die auf den Einfluß der Nachbaratome zurückgeführt werden müssen, ohne 
daß dies wie bei der gewöhnlichen Linienverbreiterung eine Einbuße an Linien- 
schärfe zur Folge gehabt haben konnte. Auf die Bedeutung der Erfolge der 
Quantentheorie der Festkörper wird in obigem Zusammenhange weiter unten im 
Texte verwiesen. Vgl. schließlich auch die quantenthermodynamischen Ergeb- 
nisse von A. Byk (Anm. 195), welche, soweit sie sich nicht restlos auf das Vor- 
handensein einer Nullpunktsenergie zurückführen lassen sollten, auch im obigen 
Sinne gedeutet werden können. Übrigens kann bei prinzipieller Berücksichtigung 
aller zwischenmolekularen Wechselwirkungen auch eine derartige Nullpunkts- 
energie nur im obigen Sinne verstanden werden, wie für Gase noch im Beson- 
deren aus den Betrachtungen von Nr. 19 entnommen werden kann. 

437) Während prinzipiell zwar die ganze Welt hierzu in Betracht gezogen 
werden müßte, genügt innerhalb atomar homogener Bereiche, sowie bei nor- 
malen Druck- und Temperaturverhältnissen jedenfalls bereits die näherungsweise 
Betrachtung von Raumteilen submikroskopischer Abmessungen. Zur Beurteilung 
des auf diese Weise erzielbaren Annäherungsgrades kann man sich etwa zwei 
derartige Bereiche, einmal voneinander getrennt, das andere Mal miteinander 
vereinigt, untersucht denken; man vgl. hierzu eine analoge, speziell für Debye- 
sche Festkörpereigenschwingungen, jedoch zu ganz anderem Zwecke durchge- 
führte Betrachtung bei M. Born, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 185. — Besonder- 
heiten treten bloß an den Grenzflächen kondensierter Phasen, ferner bei extrem 
niederen Drucken und Temperaturen (2. B. Supraleitung) auf. 
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Welt als einheitliches Quantenproblem*??) aufzufassen und deren statio- 
näre Zustände auf Grund der allgemeinen, in Nr. 16 entwickelten 
Methoden zu ermitteln.*?®) Der in Nr. 16 hervorgehobene, bisherige 
quantitative, vielleicht aber auch prinzipielle Mißerfolg dieser Methoden 
lehrt indessen die gegenwärtige Aussichtslosigkeit eines derartigen 
Beginnens. Nur im Falle der Kristallgittertheorie der Festkörper 
(Nr. 6b, 9 und V 25, M. Born) ist dieses Verfahren, übrigens bereits 
seit langem und mit quantitativ ganz besonders erfolgreichen Ergeb- 
nissen durchführbar gewesen; hier ist es aber einstweilen unumgänglich, 
die Gitterionen durch näherungsweise statische Gebilde zu idealisieren.*:) 


438) Dieser Umstand hat zur Folge, daß z. B. die Betrachtungen der 
Quantenstatistik (Nr. 1—12) nur innerhalb der in Anm. 428 gekennzeichneten Ge- 
nauigkeitsschranken zulässig (vgl. dazu etwa p. 974/975, vor Anm. 228, sowie diese 
Anm. selbst), außerhalb dieser hingegen prinzipiell unzulässig sind, im Gegen- 
satz zu jenen der klassischen Statistik, welche bei geeignet gewählten äußeren 
Bedingungen stets mit beliebig weitgehender Genauigkeit anwendungsfähig 
bleiben. Vgl. A. Smekal, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245, $ 3. Bezüglich 
der bei Berücksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen anzu- 
wendenden Methodik vgl. man z. B. die Bebandlung des Problems der Elek- 
tronenleitfähigkeit bei E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 189, 405, oder 
von einem ganz anderen Gesichtspunkt aus A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 (1925), 
p- 613. 

439) Eine wörtliche Durchführung dieses Programmes würde u. a. auch 
eine Quantentheorie des Atomkernbaues notwendig machen, für welche neben 
theoretischen Ansätzen auch bereits experimentell bedeutsame Ergebnisse vor- 
liegen. Bezüglich des Nachweises der Gültigkeit des Kombinationsprinzipes an 
der Kerngammastrahlung vgl. man die in Anm. 227 hierzu erwähnte Literatur; 
die daraus zu folgernde Existenz diskreter stationärer Zustände in den Atomkernen 
wird von den in Anm. 261) zitierten Arbeiten von W. Lenz und A. Smekal bereits 
vorausgesetzt und zusammen mit den experimentellen Daten über die Raum- 
beanspruchung der Atomkerne dazu benutzt, die Gültigkeitsgrenzen des Coulomb- 
schen Gesetzes im Atominneren abzuschätzen. Zur quantentheoretischen Deutung 
der radioaktiven Zerfallsvorgänge vgl. man die in Anm. 218 genannten Arbeiten 
von A. Smekal und S. Rosseland, von welchen die des ersteren auch auf die grund- 
sätzlich quantenmäßige Wechselwirkung zwischen Kernbau und Elektronenhülle 
hinweisen. Die Frage nach dem Einfluß einer statischen Anisotropie des Kern- 
kraftfeldes auf die Elektronenhülle und deren optische Spektren hat L. Selber- 
stein, Phil. Mag. 39 (1920), p. 46, nach P. $. Epstein, Phys. Ber. 1 (1920), p. 648, 
freilich in unzureichender Weise behandelt. Bezüglich der quantentheoretischen 
Deutung der experimentell sichergestellten geringfügigen Abweichungen der 
Spektren isotoper Elemente voneinander vgl. man P. Ehrenfest und N. Bohr, 
Nature 109 (1922), p. 745, über die mögliche Bedeutung des Kernaufbaues für 
das Abbrechen des periodischen Systems der, Elemente mit dem Uran 8. Rosseland, 
Nature 111 (1923), p. 357. 

440) Mit Rücksicht auf den fehlenden Anteil hypothetischer „freier“ Elek- 
tronen an der spezifischen Wärme der Elektronenleiter wird deren Leitfähigkeit 
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Ähnliche Beschränkungen, jedoch zusammen mit noch wesentlich weit- 
‚gehenderen Vereinfachungen baben sich in der Quantenkinetik (Nr. 18), 
sowie bei allen Versuchen zu einer wenigstens qualitativen guanten- 
theoretischen Behandlung der Molekültranslation (Nr. 19) als notwendig 
erwiesen — Fragen, welche demgemäß in direktem Anschluß an den 
Gegenstand der vorliegenden Nummer zur Darstellung gelangen sollen. 

Sucht man den im Vorstehenden angedeuteten Versuch einer An- 
wendung des Postulates von der Existeng stationärer Quantenzustände (bzw. 
Quantenbewegungen) auf die zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
nun auch noch durch die Benutzung von (115a) als Bohrsche Frequenz- 
‚bedingung nach der Seite der Strahlungsfragen hin zu ergänzen‘!), 
so begegnet man gewissen prinzipiellen, einstweilen noch unüber- 
wundenen Schwierigkeiten, welche mit der endlichen Ausbreitungs- 
geschwindigkeit des Lichtes zusammenhängen und die Abgrenzung 
bzw. überhaupt die Endlichkeit jener räumlichen Bereiche betreffen, 
‚deren materieller Inhalt an einem einzelnen elementaren Strahlungs- 
vorgange grundsätzlich teilnimmt.“??) Diese Schwierigkeiten scheinen 
indessen in vielen Fällen (Nr. 18) wenigstens praktisch bedeutungslos 
zu sein für die Anwendung des Energie- und Impulssatzes, welche 
nach dem gegenwärtigen Stande der Strahlungsfragen in der Quanten- 
theorie zufolge (115) und (116) hier vor allem in Betracht zu kom- 
men hat. Die Anwendung dieser Frequenzgesetze ergibt allgemein, 
daß die Lichtemission eines beliebigen atomaren Gebildes wenigstens 
prinzipiell von dessen Wechselwirkung mit seiner Umgebung abhängig 
sein muß“), wodurch unmittelbar verständlich wird, daß alle Spektral- 


‚zweifelsohne durch relativ stark gebundene Valenzelektronen bewerkstelligt wer- 
‚den müssen (Nr. 19), deren Bahnen grundsätzlich nicht mehr auf die Wirkungs- 
sphäre einzelner Gitteratome bzw. -Ionen beschränkt sind. (Die Bahnen könnten 
etwa „Tauchbahnen“ (vgl. Anm. 409) sein, bei welchen das Wieder,eintauchen“ 
‚jedoch stets in die Elektronenhülle eines beliebigen Nachbaratoms erfolgt.) Diese 
insbesondere für die Deutung der Supraleitung wohl unerläßliche Annahme wider- 
spricht jedoch der oben im Texte hervorgehobenen Beschränkung auf statische 
Gitterbausteine, was es bisher unmöglich gemacht hat, eine befriedigende Theorie 
‚der Temperaturabhängigkeit der elektronischen Leitfähigkeit aufzustellen. 

441) Die prinzipielle Bedeutung der Strahlungsfragen und der nach Nr. 11 
(unabhängig von den in Anm. 438) zur Quantenstatistik gemachten Bemerkungen) 
‚als statistisch auzusehende Charakter der elementaren Strahlungsvorgänge be- 
wahrt jenen Versuch davor, auf die tatsächliche Statuierung einer „prästabilierten 
Harmonie‘ hinauszulaufen, wie sie, sonst allerdings mit viel geringerer Trag- 
weite, jedem klassisch-stetigen Weltbilde zugrundegelegt werden muß. 

442) Wenn es möglich sein sollte, die Lorentz-Ritzsche Auffassung der 
Mazxwellschen Elektrodynamik, welche den der Materie gegemübergestellten Begriff 
«des Strahlungsfeldes völlig entbehrlich macht, auf die Quantentheorie auszudehnen, 
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linien, auch vom Dopplereffekt abgesehen, eine endliche Breite haben 
müssen“*°), deren untere Grenze, ihre „wahre“ Breite, somit ebenfalls 
durch jene Wechselwirkungen bedingt sein muß.) Die vorausgesetzte 
Anwendbarkeit der jeweils nur eine einzige, „scharfe“ Frequenz lie- 
fernden Bohrschen Frequenzbedingung wird dabei zur Folge haben, 
daß jene experimentell scheinbar kontinuierlich‘) erfüllte Spektral- 
linienbreite in Wahrheit nur eine beliebig dichte Zusammendrängung 
einzelner „scharfer“ Spektralfrequenzen darstellen kann“®), wie auch die 


so wäre damit, wie bereits in Anm. 216) angedeutet, das Eingehen der Strah- 
lungsdichte in die Einsteinschen Ansätze (107a’), (107b’) bzw. (107a), (107b) 
unmittelbar verständlich gemacht. Wie man leicht sieht, muß aber im Falle 
einer prinzipiellen Berücksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
auch die Einsteinsche „Übergangswahrscheinlichkeit“ (106) für spontane Strah- 
lungsemission von den „Feldgrößen‘‘ abhängig werden. Daß sie es in Nr. 11 
nicht zu sein braucht, hängt mit der grundsätzlich unvermeidbaren Vernach- 
lässigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen bei molekular-statistischen 
Betrachtungen (Anm. 438) zusammen, wie sie an jener Stelle vorliegen und 
worauf auch p. 974/975 bereits hingewiesen worden ist. (Siehe auch Anm. 228.) 

443) Bezüglich des Dopplereffektes vgl. man die Bemerkungen im Anschluß 
an (115) und Nr. 20; ferner zur Verbreiterung der Spektrallinien durch Stark- 
effekt in benachbarten Molekularfeldern Anm. 333), 375). Magnetische Molekular- 
felder als Verbreiterungsursache scheinen bisher noch nicht diskutiert worden 
zu sein, kommen aber praktisch aus quantitativen Gründen wohl meist nicht in 
Betracht. 

444) Vgl. dazu Anm. 323). — Zur klassischen Theorie der Spektrallinien- 
breite vgl. man Lord Rayleigh, Phil. Mag. 29 (1915), p. 274; H. A. Lorentz, Proc. 
Acad. Amsterdam 18 (1915), p. 134; zu deren quantentheoretischer Behandlung: 
A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 393; @. Green, 
Phys. Rev. April 1923; @. Breit, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 244; ferner 
die in Anm. 323) eingehender gewürdigten Ansichten von Bohr. 

445) Siehe Anm. 211). 

446) Dieser Folgerung liegt offensichtlich noch die stillschweigende Voraus- 
setzung zugrunde, daß die Lichtemission eines Atoms in einem zeitlich veränder- 
lichen, inhomogenen Molekularfelde ausschließlich durch den Momentanwert des 
Feldes beeinflußt wird und daher mit der Lichtemission eines in einem zeitlich 
konstanten, homogenen äußeren Felde von entsprechender Stärke befindlichen 
Atoms übereinstimmt. Daß die Lichtemission rasch bewegter Atome durch in- 
homogene, makroskopische Felder in jedem Feldpunkte genau so modifiziert wird, 
wie die Lichtemission daselbst ruhender Atome, ist durch Versuche von J. Stark, 
Ann.d.Phys. 43 (1914), p. 965, 991; 48 (1915), p. 193; sowie H. Rausch v. Trauben- 
berg, Vortrag auf der Naturf.-Versamml. Innsbruck 1924, auch Phys. Ztschr. 25 
(1924), p. 607, experimentell festgestellt worden und kann für nicht allzu rasch 
veränderliche Molekularfelder zur Rechtfertigung obiger Annahme herangezogen 
werden. Was die quantentheoretische Deutung der genannten Erscheinung an- 
betrifft, so muß sie sich vor allem auf die aus den Ergebnissen der Statistik 
(Nr. 9) zu ziehende Folgerung stützen, daß die einzelnen elementaren Strahlungs- 
vorgänge von vernachlässigbar kurzer Zeitdauer sein müssen [vgl. Anm. 192), 191), 
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kontinuierlichen Spektren der Atomsysteme (Nr. 18b) gleich dem kon- 
tinuierlichen Spektrum der Wärmestrahlung (Nr. 18b, 19) grundsätz- 
lich nur als hinreichend dichte Aufeinanderfolgen solcher Frequenzen 
angesehen werden dürften. Zieht man die Möglichkeit in Betracht, 
daß der von einem Atom emittierte, individuelle Betrag hv an Strah- 
lungsenergie von einem entfernten Atom absorbiert werden kann, so 
folgt aus der in dieser Nummer provisorisch vertretenen Anwen- 
dung der Quantenpostulate auf die zwischen-molekularen Wechsel- 
wirkungen, daß das emittierende und das absorbierende Atom prinzi- 
piell als miteinander gekoppelt angesehen werden müssen, was für 
die Quantentheorie der Dispersion (Nr. 21) von Bedeutung zu sein 
scheint.*??) 

18. Quantenkinetik. Wenn man die Wohldefiniertheit der Atome 
und Moleküle (Nr. 13) bei der Betätigung der meisten ihrer physika- 
lischen und chemischen Eigenschaften, insbesondere im Gaszustande, 
als Ausdruck dafür auffaßt, daß ihren gegenseitigen Wechselwirkungen 
in vielen Fällen, vor allem energetisch, eine nur höchst untergeord- 
nete Bedeutung zukommt, so wird man von den letzteren nicht nur 
absehen können bei der Beurteilung der spektralen Eigenschaften von 
isolierten Atomsystemen (Nr. 14—16)*?), sondern auch bei der Frage 
nach den Folgen der Wechselwirkung von nur ganz wenigen derartigen 
Gebilden. Wenn jene Wechselwirkung nach vorübergehender gegen- 
seitiger Annäherung praktisch wieder belanglos geworden ist, werden 
sich die beteiligten Gebilde, deren Anzahl sich unterdessen durch Zer- 
fall, Ionisation, Dissoziation oder Wiedervereinigung geändert haben 
mag, dann ebenso wie vor ihrer Begegnung, in ganz bestimmten 


560), 579)], wie es auch von der Lichtquantentheorie (Nr. 20) gefordert zu werden 
scheint. Eine andere Deutung des erwähnten Effektes, welche den oben ver- 
folgten Gedankengängen jedoch völlig fernliegt, entwickeln Bohr, Kramers und 
Slater in ihrer in Anm. 434) erwähnten Veröffentlichung. 

447) A. Smekal, Wien. Anz. 1922, p. 79; @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), 
p- 193. — Einer ähnlichen Vorstellung scheint sich anfangs auch Slater bedient 
zu haben, vgl. J. C. Slater, Nature 113 (1924), p. 307, sowie N. Bohr, H. A. Kra- 
mers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 69, auf p. 70. 

448) Die Frage, inwieweit etwa jene Wechselwirkungen grundsätzlich für 
die Stabilität verschiedener Atomsysteme maßgebend oder mitbestimmend sein 
könnten, wird damit naturgemäß jeder Beantwortungsmöglichkeit entzogen. Daß 
dieser Frage in Verbindung mit jener nach der Konstitution des festen und 
flüssigen Aggregatzustandes eine erhebliche, bislang noch wenig gewürdigte Be- 
deutung zukommt, scheint unzweifelhaft. Hingegen dürften nach den bisher be- 
xannten experimentellen Tatsachen die Wechselwirkungen zwischen Elektronen- 
hülle und Atomkernen für die Stabilität der letzteren von untergeordneter Be- 
deutung sein (vgl. indessen letztes Zitat von Anm, 439). 
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stationären Zuständen befinden müssen“”), gleich dauernd isolierten 
Atomsystemen. Hat jene Wechselwirkung („Zusammenstoß“) eine blei- 
bende Veränderung der beteiligten Gebilde zur Folge gehabt, so 
ist diese nach Nr. 14 nur dann auf klassischem Wege berechenbar, 
wenn der ganze Vorgang im Sinne des Ehrenfestschen Adiabaten- 
prinzips als umkehrbar, unendlich langsam angesehen werden kann; 
die bisher vorliegenden Erfahrungen haben indessen gezeigt, daß 
den wirklichen Vorgängen im allgemeinen keine diesem Grenzfalle 
eigentümlichen Bedingungen zukommen.) Eine Ausnahme hiervon 
bilden bloß jene Stoßvorgänge, bei welchen die beteiligten Atom- 
systeme sich vor und nach ihrer Wechselwirkung in stationären Zu- 
ständen mit hohen Quantenzahlen befinden; hier wird man jedenfalls 
hinsichtlich aller beobachtbaren Mittelwerte auf Grund von Über- 
legungen, ähnlich jenen von Nr. 14, eine weitgehende Annäherung 
an die von der kinetischen Gastheorie gelieferten klassischen Ergebnisse 
erwarten dürfen.‘°!) Für die Möglichkeit einer künftigen, genaueren 
quantentheoretischen Beschreibung von Stoßvorgängen muß man es mit 
Bohr jedenfalls als bedeutsam ansehen, daß die quantentheoretischen 
Gesetze der Festlegung stationärer Zustände für isolierte Systeme 
(Nr. 14), sowie der Überführung solcher Zustände ineinander (Nr. 11), 
den für klassische Gesetze charakteristischen Forderungen der Relati- 
vität der Bezugssysteme und der Umkehrbarkeit der Prozesse ge- 
nügen — Eigenschaften, welche auch für eine Durchführung des in 
der vorangehenden Nummer geschilderten allgemeinen Programmes 
von prinzipieller Bedeutung sind. Da die Ermittlung jener Quanten- 


449) N. Bohr [1], Abhandlung I, p. 19. 

450) Dies hat sich sowohl bei der Frage nach der Möglichkeit einer „adia- 
batischen“ Bildung von Wasserstoffmolekülen aus Bohrschen Wasserstoffatomen 
herausgestellt, welche Born und Nordheim (s. Anm. 418) unter 5.) diskutiert 
haben, wie bei der Anlagerung von Elektronen an bereits eine Elektronenhülle 
besitzende Atomionen. Der letztere Punkt ist von prinzipieller Tragweite für die 
halbempirische Quantentheorie des Atombaues von Bohr (Anm. 400); wenn Bohr 
und Lande (Anm. 406) hier von einem unerwarteten „Versagen der Mechanik“ 
(Anm. 292) sprechen, so ist dies insofern nicht vollständig berechtigt, als die 
Brauchbarkeit der strahlungsfrei gemachten, klassisch-elektrodynamischen Be- 
wegungsgleichungen für diesen Fall nach Anm. 270) von vornherein überhaupt 
gar nicht erwartet werden kann. 

451) Vgl. hierzu und zu Folgerungen, welche hieraus auch für den Fall 
niedriger Quantenzahlen versuchsweise extrapoliert werden können, W. Pauli, 
Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177, $ 3, ferner N. Bohr, Ztschr. f. Physik. 13 (1923), 
p- 117, IL Kapitel, $ 4 und insbesondere Anm. 1) auf p. 130. 


Daß obige Vorstellungen erfolgreich sind, hat $. Rosseland, Phil. Mag. 45 
(1923), p. 164 gezeigt. 
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gesetze aber noch aussteht, ist es einstweilen bloß möglich, die Stoß- 
vorgänge durch bilanzmäßige Anwendung des Energie-, Impuls- und 
Drehimpulssatzes auf die beteiligten Atomsysteme vor und nach dem 
Stoße näher zu kennzeichnen. Wir beschränken uns hierbei auf den 
Fall zweier zusammenstoßender Gebilde, da Dreier- und Mehrfachstöße 
im allgemeinen nur in der Theorie der Reaktionsgeschwindigkeit von 
wesentlicher Bedeutung sind®°?), welche jedoch außerhalb des vor- 
liegenden Berichtes gelegen ist*®); im Anschluß an die allgemeinen 
Ausführungen der vorangehenden Nummer erscheint es jedenfalls un- 
erläßlich, die Translation der beiden Gebilde für hinreichende Entfer- 
nungen von der Zusammenstoßstelle als strahlungsfreie Quantenbewegungen 
aufzufassen. Zumindest insofern die zu betrachtenden Stoßvorgänge 
durch das Eintreten von Änderungen der stationären Quantenzustände 
der beteiligten Gebilde oder durch Strahlungsvorgänge gekennzeichnet 
sind, muß ihr tatsächliches Zustandekommen ebenso wie jenes der zu 
ihnen inversen Vorgänge als von gewissen „Übergangswahrscheinlich- 
keiten“ abhängig angesehen werden; diese Annahme entspricht den 
diesbezüglichen allgemeinen Ansätzen (18), (18a) der Statistik und 
stellt zugleich eine rationelle Verallgemeinerung der für beliebige 
Quantenübergänge isolierter Atomsysteme in Nr. 11 und 12 erforderlich 
gewesenen Ansätze (106), (107a), (107b) dar, welche für eine voll- 
ständige Behandlung des thermodynamisch-statistischen Gleichgewichts 
zwischen Strahlung und Materie (Nr. 26b, 26e) unerläßlich erscheint. 


18a. Strahlungslose Zusammenstöße und Quantenübergänge. 
Denkt man sich die Bewegung auf den gemeinsamen Schwerpunkt 
der zusammenstoßenden Gebilde mit den Massen M, und M, bezogen, 
so beträgt deren kinetische Energie vor dem Zusammentreffen 4uv?, wo 
zB M, 3 M, 
PTm+M 





(174) 


ist und die anfängliche Relativgeschwindigkeit v nach Nr. 3 und 19 
als zumindest praktisch stetig veränderlich angesehen werden darf. Die 
beim Zusammenstoß gegebenenfalls zum Umsatz gelangende Translations- 
energie kann daher ebenso wie der Linearimpuls des gemeinsamen Schwer- 
punktes beliebige Werte annehmen. Im Gegensatz hierzu würde es nahe- 
liegen, für den gemeinsamen Drehimpuls der beiden Gebilde auf Grund 


von (148'), (149) und (134) bloß die diskreten Werte 0," , 2", 2" 


’ 20’ An’ An?" 


452) Siehe etwa K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 132; J. A. Chri- 
stiansen und H. A. Kramers, Ztschr. f. phys. Chem. 104 (1923). p. 451. 
453) Vgl. V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. 6, 9. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 5. 69 


1070 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie, 


zu erwarten.) Man überzeugt sich jedoch leicht, daß eine derartige 
Bedingung bei nachträglicher Berücksichtigung der Wechselwirkungen 
mit benachbarten Atomsystemen in vielen Fällen wesentlich abgeändert, 
wenn nicht vollkommen umgestoßen werden müßte, so daß man ihr Ver- 
sagen im allgemeinen auch bei anfänglichen Relativgeschwindigkeiten 
der stoßenden Gebilde, welche jene der umgebenden Gasmoleküle um 
Bedeutendes übertreffen, zu gewärtigen haben wird.) 

Wenn die innere Energie jedes der beiden zusammenstoßenden 
Gebilde vor und nach dem Zusammentreffen dieselbe ist, erleiden jene 
bloß Änderungen hinsichtlich ihrer Translationsenergie und Geschwin- 
digkeitsrichtung; im Gegensatz zu den hierfür in der könetischen Gas- 
theorie benutzten schematisierenden mechanischen Voraussetzungen ®®°) 
muß jeder Versuch einer rechnerischen Verfolgung solcher Vorgänge 
an realen Atomsystemen auf die individuelle Natur derartiger Gebilde 
(Nr. 13) und die zwischen ihnen wirksamen elektrischen Kräfte Rück- 
sicht nehmen. Wie Debye®°') indessen für neutrale Rutherford-Bohr- 
sche Atom- und Molekülmodelle allgemein zeigen konnte, werden bei 
beginnender gegenseitiger Annäherung stets anziehende Kräfte geweckt, 
welche erst von einer individuellen Minimaldistanz an in abstoßende 
Kräfte umschlagen. Ist einer der Stoßteilnehmer ein Elektron (M, = m), 
so kann das getroffene Atom oder Molekül wegen seiner verhältnis- 


454) P. $. Epstein, Proc. Acad. Amsterdam 23 (1922), p. 1193, ferner auch 
P. M. S. Blackett, Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 56, wo ein derartiger An- 
satz insbesondere auf die Anregung von Spektrallinien angewendet wird. — In 
einer früheren Arbeit, Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 815, hat Epstein eine (in- 
zwischen fallen gelassene) vollständige Quantelung der von ihm allein behan- 
delten relativistischen Hyperbelbewegung vorgeschlagen, welche obige Drehimpuls- 
vorschrift bereits in sich geschlossen hatte. 

455) Dies trifft in der Tat zu für den von Epstein (Anm. 454) betrachteten 
Spezialfall der Erzeugung von „H-Strahlen“ durch «-Strahlstoß in (molekularem) 
Wasserstoffgas, wo die vernachlässigten Wechselwirkungen des einen stoßenden 
Teilchens (H-Kern) mit seiner Umgebung jedenfalls ganz erhebliche sind; vgl. 
A. Smekal, Phys. Ber. 3 (1922), p. 1112. 

Von obiger Formulierung wohl zu unterscheiden wäre hingegen die weit 
eher in Betracht zu ziehende Annahme, daß sich ein anfänglich beliebiger Dreh- 


impuls als Folge des Zusammenstoßes nur um ganzzahlige Vielfache von ni 
ändern könnte. 

456) V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl). Eine Ausnahme von obiger Behaup- 
tung bilden nur Zusammenstöße von praktisch als hinreichend punktförmig an- 
zusehenden Gebilden, wie z. B. die Erzeugung von H-Strahlen in Wasserstoffgas 
durch «-Strahlstoß, an welchen dann zugleich die eindrucksvollsten Bestätigungen 
für die Gültigkeit des Energie- und Linearimpuls-Satzes in der Quantenkinetik 
erbracht werden können. Vgl. E. Rutherford, Phil. Mag. 37 (1919), p. 538. 

457) Siehe Anm. 25). 
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mäßig ungeheuren Masse (M,) als praktisch ruhend angesehen werden; 
dann ist nach (174) u = m, also die Stoßenergie 4mv?, oder in Volt V 
gemessen, e- V, und das Elektron wird von dem Atom praktisch ohne 
Energieverlust, jedoch mit Richtungsänderung „elastisch“ reflektiert. 
Für hinreichend große Geschwindigkeiten folgt hieraus die Zerstreuung 
von Kathoden- und B-Strahlen beim Durchgang durch die Materie, deren 
quantitative Verfolgung unter Zugrundelegung Coulombscher Wechsel- 
wirkungskräfte mit den verschiedenen Atombestandteilen, gleich jener der 
a-Strahlstreuung, die in Nr. 13 bereits vorweggenommenen experimen- 
tellen Grundlagen des Atombaues geliefert haben.“”®) Die von Ram- 
sauer entdeckte??®*) experimentelle Tatsache, daß sehr langsame Elel;- 
tronen in großer Anzahl anscheinend strahlungsfrei und ohme merk- 
liche Richtungsänderung Atome zu durchdringen vermögen, hat mehr- 
fach quantentheoretische Deutungsversuche veranlaßt, welche auch 
wieder genötigt waren, auf die allgemeine elektrische Struktur sol- 
cher Gebilde Bedacht zu nehmen“®), ohne jedoch bisher zu allseitig 
befriedigenden Ergebnissen gelangen zu können.?) 

Wird durch den Zusammenstoß zweier Atomsysteme bewirkt, daß 
eines von ihnen hierbei aus dem Quantenzustande m in den Quanten- 
zustand n’ übergeht, so muß für die Translationsenergie vor bzw. nach 
dem Stoß, je nachdem, ob E,, größer oder kleiner als E,, ist, 


(175) 4uv? > Eu — E, (n’, n” beliebig) 
sein; wenn E,< E,,, spricht man von strahlungslosen Stößen 1. Art, 
wenn E,>E,,, von strahlungslosen Stößen 2. Art. Für Elektronen- 


458) Siehe Anm. 252), ferner insbesondere @. Wentzel, Ann. d. Phys. 69 
(1922), p. 335; 70 (1923), p. 561. — Der Hauptgrund, warum die Theorien der 
«- und ß-Strahlzerstreuung gerade in der Quantenkinetik mitangeführt werden 
müssen, liegt in der vorausgesetzten und durch den damit erzielten Erfolg ge- 
rechtfertigten Strahlungslosigkeit der betreffenden Elementarvorgänge. 

458a) C. Ramsauer, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 513; 66 (1921), p. 546; 72 
(1923), p. 345; H. F. Mayer, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 451. 

459) Bezüglich der allgemeinen Bahneigenschaften eines Elektrons mit 
hyperbolischer Anfangsgeschwindigkeit im Felde einer positiven Punktladung 
vgl. man die in Anm. 252) angegebene Literatur, für die Bewegung im Felde 
von Dipol- oder Quadrupolmolekülen hingegen: D. Wrinch, Phil. Mag. 43 (1922), 
p. 993; @. Greenhill, Phil. Mag. 46 (1923), p. 364; F. Zwicky, Phys. Ztschr. 24 
(1923), p. 171. 

460) F. Hund (nach einem Gedanken von J. Franck), Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 241; F. Zwicky, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 171. Zur Kritik der Er- 
gebnisse, ferner zu den experimentellen Tatsachen vgl. man den zusammen- 
fassenden Bericht von R. Minkowski und H. Sponer, Ergebnisse der exakten 
Naturwiss. 3 (1924), p. 67, zu der Untersuchung von Hund ferner @. Wentzel, 
Ztschr. f. Phys. 25 (1923), p. 172; E. Rüchardt, Ztschr. f. Phys. 25 (1923), p. 164. 

69” 
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stöße 1. Art ist (175) zuerst von Franck und Hertz bei der Deutung 
ihrer Versuche über die Anregung von Spektrallinien durch Elektronen- 
stoß verwendet und bewahrheitet worden®), für die Anregung durch 
Atom-, Molekül- oder Ionenstöße hingegen haben Joos und Kulenkampff 
(175) erst jüngt eingehender diskutiert.) Die notwendige Existenz 
der Stöße 2. Art ist auf Grund von Betrachtungen über die Erhaltung 
des statistisch-thermodynamischen Gleichgewichtes gegenüber den Stößen 
1. Art (Nr. 26a) für Elektronenstöße zuerst von Klein und Rosseland, 
für Molekülstöße von Franck ausgesprochen“®), von Franck und seinen 
Mitarbeitern auch experimentell erwiesen und verwertet worden.?®) 
Wird die kinetische Energie der stoßenden Gebilde so weit ge- 
steigert, daß sie die Jonisierungsarbeit für irgendeine Elektronengruppe 
eines derselben (z.B. K-, L-, M-, ... Valenzelektronen) übertrifft, 
(176) u? >E, (bzw. Ex, Er,...), 
so wird das betreffende Gebilde nach dem Stoße in ein (Atom- oder 
Molekül-)Ion und ein freies Elektron zerlegt sein können, während 
das andere Gebilde im allgemeinen‘) unverändert bleibt; wird bei 
Molekülstößen die Dissoziationsenergie eines der Stoßteilnehmer von der 
verfügbaren Translationsenergie übertroffen, so kann der Zusammen- 
stoß auch die Bildung mehrerer Atom- (bzw. Molekül-)/onen zur Folge 


461) Siehe die in Anm. 200) genannte Literatur, ferner die an der gleichen 
Stelle im Text hervorgehobene Tragweite jener Untersuchungen für die Quanten- 
theorie des Atombaues. 

462) @. Joos und H. Kulenkampff, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 257. Vgl. 
inzwischen auch J. Franck, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 312. 

463) O. Klein und $. Rosseland, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p 46; J. Franck, 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 259. Überlegungen, welche im wesentlichen anf die 
Mitwirkung von Stößen 1. und 2. Art mit hinauslaufen, sind jedoch bereits 
früher von M. Polanyi, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 31 benutzt und Ztschr. f. 
Phys. 2 (1920), p. 90 sogar zur Aufstellung einer Theorie der Reaktionsgeschwin- 
digkeiten herangezogen worden; hier muß auch noch damit gerechnet werden, 
daß angeregte Stoßteilnehmer ihre Energie beim Stoße strahlungslos einbüßen 
und daß diese Anregungsenergie zugleich mit der verfügbaren Translations- 
energie Anregung bzw. Ionisation und Dissoziation (s. im Text weiter unten) bei 
anderen Stoßteilnehmern bewirkt. 

464) J. Franck, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 259; @. Cario, Ztschr. f. Phys. 
10 (1922), p. 185; G. Cario und J. Franck, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 161; 
V. v. Keußler, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 19; @. Cario und J. Franck, Ztschr. 
f. Phys. 17 (1923), p. 202. Vgl. ferner etwa noch H. Kautsky und H. Zocher, 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 267; F. Haber und W. Zisch, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), 
p. 302, sowie den zusammenfassenden Bericht von J. Franck, Ergeb. d. exakten 
Naturwiss. 2 (1923), p. 106. 

465) Vgl. jedoch die Bemerkung zu Polanyis Theorie der Reaktionsge- 
schwindigkeiten in Anm. 463). 
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haben. Alle diese Vorgänge sind tatsächlich beobachtbar*) und ent- 
sprechen gewissermaßen den vorgenannten Stößen 1. Art; mit Rück- 
sicht auf die Rolle derartiger Vorgänge bei Wärmegleichgewicht (Nr.26b) 
schließt man“) wiederum auch auf das notwendige Vorkommen der 
zu ihnen inversen Vorgänge, welche den Stößen 2. Art analog werden 
und das Zusammentreffen von mindestens drei verschiedenen Gebilden 
zur Voraussetzung haben, von welchen zwei nach dem Stoße mit- 
einander vereinigt sein müssen.?®) 

Wenn das Zusammentreffen zweier Atomsysteme schließlich zu 
einer strahlungslos erfolgenden Vereinigung führen soll, so überzeugt 
man sich leicht, daß dies, wenn überhaupt, so praktisch nur bei ganz 
bestimmten Werten ihrer kinetischen Relativenergie möglich sein kann, 
da das aus dem Zusammenstoß hervorgehende einheitliche Gebilde 
sich in einem bestimmten stationären Quantenzustand mit zugehörigem 
diskreten Energiewert befinden muß. Während die Vereinigung zweier 
Atome zu einem Molekül ohne Mitwirkung eines dritten Stoßteil- 
nehmers auch dann keine besondere Tragweite für wirkliche Reak- 
tionsvorgänge zu besitzen scheint, wenn erstere sich in angeregten 
Zuständen befinden *#®), ist die strahlungslose Bindung freier Elektronen 
durch Atomionen oder angeregte Atome zumindest von großer prin- 
zipieller Bedeutung. Da der dazu inverse Vorgang der Ausführung 
eines strahlungslosen Quantenüberganges durch ein isoliertes Atomsystem 
unter Aussendung eines Elektronen,strahls“ entspricht, sieht man un- 
mittelbar ein, daß solche Vorgänge nur an zumindest in ihren inneren 
Elektronengruppen angeregten Atomen vor sich gehen können. Tat- 
sächlich liegen auch bereits Beobachtungen von Rutherford und Ro- 
binson, sowie M. de Broglie vor“®”), welche von Rosseland als strahlungs- 
lose Quantenübergänge der eben erwähnten Beschaffenheit aufgefaßt 
worden sind*’®), nachdem die radioaktive Korpuskularemission bereits 


466) Für die gewöhnliche lonisation und Dissoziation vgl. man die in 
Anm. 200) und 462) genannte Literatur, sowie etwa A. Sommerfeld [1], für die 
Anregung der Röntgenniveaus der Atome außer dem letztgenannten Werke auch 
noch M. Siegbahn, Spektroskopie der Röntgenstrahlen, Berlin 1924 (Springer). 

467) Vgl.z. B. R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 325; R. H. Fowler, 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 257. 

468) Vgl. die reaktionskinetische Tragweite solcher Dreierstöße in den in 
Anm. 452) genannten Untersuchungen. 

469) E. Rutherford und H. Robinson, Phil. Mag. 26 (1913), p. 717; M. de 
Broglie, Paris C. R. 172 (1921), p. 746, 806; J. de phys. et le Radium (6) 2 
(1921), p. 265. Vgl. jüngst auch P. Auger, Paris C. R. 180 (1925), p. 65; J. de 
phys. et le Radium (6) 6 (1925), p. 205. 

470) S. Rosseland, Ztschr.f. Phys. 14 (1923), p.173,$1; implizit aber findet sich 
eine derartige Deutungeigentlich bereits bei ©.D..Ellis, Proc.Roy.Soc. A 101 (1922), p.3. 
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vorher schon von Smekal?"!) in diesem Sinne gedeutet worden war. 
Diese Ergebnisse legen es nahe, überhaupt allgemein zu erwarten, daß 
ein in seinen inneren Elektronengruppen angeregtes Atomsystem grund- 
sätzlich sowohl zu strahlungslosen als zu mit Strahlungsemission verbun- 
denen spontanen Quantenübergängen befähigt sein wird; die ersteren 
haben allerdings stets eine spontane Ionisierung des Atoms zur Folge, 
welche bei den letzteren unmöglich ist. Betrachtet man auch die 
Atomkerne als nach Quantengesetzen aufgebaute Gebilde*?”), so erscheint 
die spontane Emission von a- und B-Strahlen durch radioaktive Atom- 
kerne ganz von selbst als Ergebnis sirahlungsloser Quantenübergänge, 
wobei an Stelle der Selbstionisation die spontane Elementumwandlung 
tritt; wie die experimentell wohlbekannten Energieverhältnisse der 
radioaktiven Korpuskularstrahlungen und der ihnen zugehörenden 
Rückstoßatome erkennen lassen, darf die zu Beginn dieser Nummer 
vorausgesetzte Gültigkeit des Energie- und Linearimpulssatzes in der 
Quantenkinetik insbesondere hier als auf das Schlagendste bestätigt 
gelten?’?), und das gleiche gilt auf Grund des radioaktiven Zerfalls- 
gesetzes von dem angenommenen wahrscheinlichkeitstheoretischen Cha- 
rakter der quantenkinetischen Vorgänge?) Durch Umkehrung der strah- 
lungslosen radioaktiven Quantenübergänge läßt sich ohne Schwierigkeit 
voraussehen, unter welchen Bedingungen der Aufbau radioaktiver Ele- 
mente, und auf ähnlichem Wege wohl aller Elemente überhaupt, zu- 
standekommend gedacht werden kann.?") 


1Sb. Strahlungsbedingte Zusammenstöße, kontinuierliche Spek- 
tren und lichtelektrischer Effekt. Während gegenwärtig kaum Nä- 
heres über das Vorkommen von Zusammenstößen bekannt ist, durch 
welche einer der (gegebenenfalls angeregten) Stoßteilnehmer zu sofor- 
tiger Spektrallinienemission oder -absorption veranlaßt werde würde®'#), 


471) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; 25 (1924), p. 265; ferner 
S. Rosseland, 1. c. 

472) Literatur siehe etwa bei St. Meyer und E. v. Schweidler, Radioakti- 
vität, Leipzig 1916 (Teubner). 

473) Daß das experimentell begründete Zerfallsgesetz der radioaktiven Um- 
wandlungen formal mit dem Ansatz (106) für spontane Lichtemission isolierter 
Atomsysteme übereinstimmt, ist bereits in Nr. 11 und Anm. 218) hervorgehoben 
worden. Dies entspricht aber vollkommen der eingangs dieser Nummer ge- 
machten Annahme eines allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Charakters 
der quantenkinetischen Vorgänge, so daß letzterer durch die radioaktiven Tat- 
sachen — und bisher wohl durch diese allein — als experimentell direkt gerecht- 
fertigt angesehen werden darf. 

474) Diese Möglichkeit erscheint namentlich bei Zusammenstößen ange- 
regter Atome mit Ionen oder freien Elektronen naheliegend, wenn man erwägt, 
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muß allen jenen Stoßvorgängen eine ganz besondere Tragweite, nament- 
lich auch in prönzipieller Hinsicht, zugeschrieben werden, bei welchen 
die kinetische Relativenergie der Stoßteilnehmer für den eintretenden Strah- 
lungsvorgang von wesentlicher Bedeutung ist. Dies gilt vor allem für 
die bereits im Vorangehenden betrachtete Vereinigung der beiden Stoß- 
teilnehmer, wo der Energiesatz in Übereinstimmung mit dem Experi- 
ment ergibt, daß ein derartiger Vorgang bei beliebigen Werten der 
anfänglichen kinetischen Relativenergie im allgemeinen tatsächlich nur 
unter Strahlungsemission vor sich gehen kann. 

Wenn die Vereinigung zu einem, in seinem n‘* Quantenzustande 
befindlichen Gebilde erfolgt und P, den bei der Vereinigung selbst 
freiwerdenden Energiebetrag bezeichnet, so wird die Frequenz v des 
„Anlagerungsleuchtens“ bei Vernachlässigung von (116a) und formaler 
Anwendung von (115a) durch 
(177) hv=$3u” +P, (n = 1,2,3,...) 
gegeben sein. Da v praktisch als stetig veränderlich angesehen werden 
muß, folgt, wiederum formal, aus (177), daß der betrachtete Mecha- 
nismus durch das Neben- und Nacheinander sehr vieler verschiedener 
Zusammenstöße mit beliebigen Relativgeschwindigkeiten v zur Ent- 
stehung eines kontinwierlichen Spektrums Anlaß geben muß, das eine 
scharfe, langwellige Grenze v, besitzen wird, welche durch 


(178) hv,_=P, rn=1,2,3,...) 
bestimmt sein wird. Betrachtet man z. B. die Anlagerung eines Elek- 
trons an einen Wasserstoffatomkern, so wird nach (139) PP, =—E, 


(n—=1,2,...), und da ne nach (140) die Häufungsstelle (Serien- 
grenze) der durch ”’—=n gekennzeichneten Wasserstoffserie darstellt, 
so fällt diese nach (178) gerade mit v, zusammen. Wie demgemäß 
bereits von Bohr und Debye*'°) hervorgehoben worden ist, beginnen 
die kontinuierlichen Spektren des Wasserstoffes in Übereinstimmung 
mit den Ergebnissen von Laboratoriumsuntersuchungen und stellar- 
spektroskopischen Feststellungen sowohl in Emission als in Absorp- 
tion*'®) an den Seriengrenzen seines Linienspektrums und erstrecken 


daß die elektrodynamischen Wirkungen der Strahlung durch dieselben Kräfte 
hervorgerufen werden, wie jene, welche eine beschleunigte Elementarladung nach 
der klassischen Elektrodynamik auszuüben befähigt ist, und bedenkt, daß eine 
die Lichtemission auslösende Wirkung der Strahlung nach (107a) und (107b) 
bereits sichersteht. 

475) N. Bohr [1], Abhandlung I, p. 17; [2], II. Teil, $ 6; P. Debye, Phys. 
Ztschr. 18 (1917), p. 428. 

476) Emission: J. Evershed, Phil. Trans. Roy. Soc. A 197 (1901), p. 399; 
W. H. Wright, Lick Observ. Bull. Nr. 291 (1917) [vgl. ferner noch einer Deutung 
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sich von da aus unbegrenzt in der Richtung abnehmender Wellen- 
längen, sofern nicht etwa durch eine in den speziellen Versuchsbedin- 
gungen begründete endliche Maximalgeschwindigkeit v, der schließ- 
lich zur Anlagerung kommenden Elektronen eine endliche Mazximal- 
frequenz v,» 

(179) hvn—zun + Ps, (n=1,2,3,...) 


erzeugt wird, welcher eine kurzwellige Grenze des kontinuierlichen Spek- 
trums entspricht.) Ahnliche Verhältnisse gelten auch für die ge- 
wöhnlichen und röntgenoptischen kontinuierlichen Spektren beliebiger 
Atome, Moleküle und Ionen.’®) 

Eine gewisse Vertiefung der obigen, einstweilen bloß auf (115a) 
und den Energiesatz gegründeten Folgerungen wird ermöglicht, wenn 
man auf die betrachteten Vorgänge mit Bohr Gesichtspunkte zur An- 
wendung bringt, welche jenen des Korrespondenzpringipes (Nr. 14) ent- 
sprechen.’?) Betrachtet man hierzu nämlich die beiden zusammen- 
stoßenden Atomsysteme vor und nach ihrer Vereinigung als einheit- 
liches, in strahlungsfreien Quantenzuständen befindliches Gebilde, so kann 
man zunächst anstatt (115a) direkt die Bohrsche Frequenzbedingung 
(114) bzw. die verallgemeinerte Frequenzbedingung (115) zur Be- 
gründung von (177) heranziehen. Denkt man sich nun einen der 
Grenzzustände (121) bzw. (122) des Gebildes aufgesucht, so zeigt sich, 
daß der grundsätzlich unperiodische Charakter der Bewegung vor der 
Strahlungsemission keine Zuordnung der letzteren zu diskreten Grund- 
schwingungszahlen der Bewegung gestatten kann“), wie dies in 


bedürftige Ergebnisse des gleichen Verf., Nature 109 (1922), p. 810]; J. Stark, 
Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 255. — Absorption: W. Huggins, An Atlas of Re- 
presentative Stellar Spectra, 1899, p. 85; J. Hartmann, Phys. Ztschr. 18 (1917), 
p. 429. 

477) Daß auch die Intensitätsverteilung in den kontinuierlichen Spektren 
wesentlich von den Versuchsumständen, namentlich von der Geschwindigkeits- 
verteilung der stoßenden Elektronen, abhängig sein kann, wird von J. Stark, Ann. 
d. Phys. 52 (1917), p. 255, auf p. 264, hervorgehoben. 

478) Z.B. Na: R.W. Wood, Physical Optics, 1911, p. 513; J. Holtsmark, 
Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 88; J”: W. Steubing, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 673; 
J. Franck, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 428; Br”: J. M. Eder und E. Valenta, 
Beiträge zur Photochemie und Spektralanalyse, p. 358 ff.; W. Steubing, Ztschr. f. 
Phys. 1 (1920), p. 426; Cl=: E. v. Angerer, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 167. Be- 
züglich der kontinuierlichen Röntgenspektren der Atome möge etwa verwiesen 
werden auf W. Kossel, Ztschr. f. Physik 1 (1920), p. 119, ferner auf das in 
Anm. 466) zitierte Werk von M. Siegbahn. 

479) N. Bohr [2], II. Teil, $ 6; Ztschr. f. Phys. 13 (1923). p. 117, $ 5. 

480) Bei diesen Bewegungen fällt auch der sonst in Nr. 14 und 16 be- 
schrittene Ausweg fort, die quantentheoretisch zugelassenen Bewegungen auf 
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Nr. 14 — durch Extrapolation dann auch außerhalb jener Grenzzu- 
stände — bei isolierten Atomsystemen möglich war. In allen Einzel- 
heiten lassen sich diese Verhältnisse wiederum am klarsten bei der 
Anlagerung eines Elektrons an einen Wasserstoffatomkern verfolgen, 
dessen vor der Lichtemission beschriebene Keplersche Hyperbelbewegung 
mittels Fourierscher Integrale durch einen kontinuierlichen Bereich von 
Grundschwingungszahlen dargestellt werden kann“®'); indem man diese 
Eigenschaft der Bewegung nun wieder ähnlich wie in Nr. 14 allge- 
mein mit der zu erwartenden Strahlungsemission verknüpft, ergibt 
sich mit Rücksicht auf die quantenmäßige Unbestimmtheit der Re- 
lativbewegung somit auch im Rahmen korrespondenzmäßiger Betrach- 
tungen der kontinwierliche Charakter der durch (177) beschriebenen 
Spektralerscheinung.**?) 

Fragt man endlich noch nach den Aussagen, welche eine Hinzu- 
nahme des Linearimpulssatzes und die Berücksichtigung des Strahlungs- 
rückstoßes (116a) hinsichtlich der räumlichen Orientierung der durch 
(177) in erster Annäherung beschriebenen Strahlungsvorgänge zu 
machen erlauben, so zeigt sich, daß man hier nur durch weitere ein- 
schränkende Voraussetzungen zu bestimmten, experimentell prüfbaren 
Ergebnissen kommen kann. Hierbei wird vor allem auf die Ergeb- 
nisse der klassischen Elektrodynamik Rücksicht genommen werden 


mehrfach-periodische Partikularlösungen zu beschränken, da auch solche hier 
nicht auftreten können, wie man sich z. B. leicht an der Keplerschen unrelati- 
vistischen oder relativistischen Ayperbelbewegung überzeugen kann. 

481) Vgl. dazu die vorige Anmerkung, ferner etwa H. A. Kramers, Phil. 
Mag. 46 (1923), p. 836; @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 27 (1924), p. 257. Allerdings 
hat P. S. Epstein (Anm. 454), eine gewisse Singularität der Hyperbelbewegung 
benutzend, den Versuch zu einer vollständigen Quantelung dieses Bewegungstypus 
unternommen, welche zu einer Auslese diskreter Bahnformen geführt hat, in- 
zwischen aber aufgegeben worden ist. 

482) Allerdings wird man sich darüber keiner Täuschung hingeben dürfen, 
daß diese Analogie zu den Korrespondenzbetrachtungen an isolierten, abgeschlos- 
senen Atomsystemen (Nr. 14) in manchen, nicht unwesentlichen Punkten versagt. 
So ist hier z. B. die Mittelwertdarstellung (137a) grundsätzlich unmöglich, und 
ähnliches gilt für die an (126) geknüpften Intensitätsbetrachtungen; in beiden 
Fällen wird der Umstand entscheidend bemerkbar, daß der Anfangs- und End- 
zustand des betrachteten einheitlichen Gebildes analytisch verschiedenen Be- 
wegungstypen angehören. Daß dieser Umstand weiterhin zu keiner Unsicherheit 
bezüglich des allgemeinen Charakters der eintretenden Strahlungsvorgänge führt, 
ist nur durch die alleinige Bestimmtheit der letzteren durch einen von diesen 
beiden verschiedenen Zuständen bedingt, nämlich jenen, in welchem das Gebilde 
zu spontaner Strahlungsemission befähigt ist; hierdurch erscheint dann auch der 
allgemeine Charakter der zu diesen Vorgängen inversen Art von Strahlungs- 
absorption (lichtelektrischer Effekt, s. im Text weiter unten) eindeutig mitbestimmt. 
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müssen, von welchen man erwarten wird, daß sie sich, als räumlich- 
zeitliche Mittelwerte aufgefaßt, für imv— 0 (122) brauchbar er- 
weisen werden. Handelt es sich insbesondere um Anlagerung von 
Elektronen genügend hoher Geschwindigkeit‘®) an Atome oder Atom- 
ionen, so scheint der emittierte Strahlungsimpuls genähert allein auf 
Kosten des Elektronenimpulses geliefert zu werden, und zwar so, daß 
jene Komponente des Elektronenimpulses, welche in die Emissions- 


richtung fällt, gerade er beträgt‘®), was der klassischen Theorie**°) 


qualitativ jedenfalls nicht widerspricht und, ebenfalls zumindest qua- 
litativ, die beobachtete Asymmetrie der beim Auftreffen von Kathoden- 
strahlen auf Materieschichten hervorgerufenen Strahlungsemission *°°) 
wiedergibt. 

Wie die Umkehrung der bisher betrachteten Strahlungsvorgänge 
ergibt, muß durch Absorption von Strahlung der Frequenz v Jonisation 
bzw. Dissoziation von isolierten abgeschlossenen Atomsystemen bzw. Mole- 
külen stets dann herbeigeführt werden können, wenn v größer als v, in 
(178) ist. Dieser als löchtelektrisch bezeichnete Effekt wird daher im 
allgemeinen die Erzeugung sowohl negativer oder positiver Ladungs- 
träger zur Folge haben können, deren Relativgeschwindigkeit v jetzt 
als durch (177) gegeben angesehen werden muß; handelt es sich spe- 
ziell um die Losreißung von Elektronen auf lichtelektrischem Wege, 
so wird (177) mit dem von Einstein bereits 1905 aufgestellten Quanten- 
gesetz der lichtelektrischen Elektronenemission“?‘) identisch, für welches 


483) Bezüglich einer analogen Sonderstellung hoher Geschwindigkeiten bei 
strahlungslosen Elektronenstößen (Nr 18a) vgl. man die in Anm. 462) zitierte 
Untersuchung von Joos und Kulenkampff. 

484) Vgl. die Ansätze von O. W. Richardson, Phil. Mag. 25 (1913), p. 144; 
F. W. Bubb, Nature 113 (1924), p. 237; Phys. Rev. 23 (1924), p. 289; 24 (1924); 
p. 177; Phil. Mag. 49 (1925), p. 824; W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 74. 

485) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 969. 

486) Vgl. z. B. J. Stark, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 902; W. Friedrich, Ann. 
d. Phys. 39 (1912), p. 377; W.W.Loebe, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1033; 
E. Wagner, Jakrb. d. Rad. u. Elektr. 16 (1920), p. 190. 

487) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132; vgl. dazu auch Anm. 234). 
Setzt man in (177) bzw. (180) n—=1 und bedenkt, daß für alle zu dem betref- 
fenden Anregungsvorgang gehörigen Spektrallinien des lichtelektrisch ionisierten 
Gebildes »*<», ((178), für n = 1) ist, so erhält man mit »*<» die von Einstein 
in der gleichen Untersuchung auf Grund von (115a) und dem Energiesatz be- 
wiesene Stokessche Fluoreszenzregel. Ist hingegen n >1, so zeigt sich, daß die 
Stokessche Regel für nicht zu große » allgemein nicht richtig sein kann; die 
gleiche Folgerung ergibt sich auf Grund der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
auch schon für die durch gewöhnliche Lichtabsorption (ohne Ionisation bzw. 
Dissoziation) an Atomen und Molekülen bewirkte Fluoreszenzstrahlung, sofern 


18. Quantenkinetik. 1079 


man auch 

(180) hv=e:-V+P., n=12,3,...) 
erhält, wenn es vorgezogen wird, die Elektronenenergie in Volt aus- 
zudrücken. Die Gleichung (180) ermöglicht es offensichtlich, die Fre- 
quenz einfarbigen Lichtes unabhängig von der ursprünglich auf wellen- 
theoretischer Grundlage entwickelten Interferenzspektroskopie zu bestimmen 
und auf das Ergebnis einer Geschwindigkeitsmessung zurückzuführen %9®) ; 
sie gilt ferner für den lichtelektrischen Effekt an festen Körpern und 
. Flüssigkeiten“), wo sie u. a. von Millikan auch zu einer Präzisions- 
bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums h angewendet worden 
ist?) und wo an Stelle von P, in (177) bzw. (180) eine individuelle, 
mehr oder minder unscharfe „Ablösungsarbeit“ zu treten hat. Schließ- 
lich enthält (177) auch noch das von Einstein formulierte photoche- 
mische Äquivalentgesetz“°'), nach welchem die Anzahl der absorbierten 
Beträge hv gleich der Anzahl der gerade infolge Absorption von 
Strahlung der Frequenz v zerfallenden Moleküle sein soll.*”) — Hin- 
sichtlich der räumlichen Orientierung der lichtelektrischen Elektronen- 
emission gegenüber der Einfallsrichtung der wirksamen Strahlung gilt 
ebenfalls die genaue Umkehrung der oben bereits bezüglich des An- 
lagerungsleuchtens gemachten Angaben. In Korrespondenz mit den Fol- 
gerungen der klassischen Theorie, wonach die Elektronen in der Rich- 
tung des elektrischen Vektors, d. h. senkrecht zur Strahlrichtung fort- 
gerissen werden sollten, zeigt sich eine durchweg seitliche Elektronen- 
emission, welche die Wirksamkeit einer in die Strahlrichtung fallenden 
Linearimpulskomponente von der nach (116a) zu erwartenden Größen- 


diese Gebilde sich bereits vor ihrer Absorption in angeregten Zuständen befunden 
haben. In der Tat sind derartige Widersprüche zur Stokesschen Regel bei der 
Anregung von Bandenspektren (V 27, A. Kratzer) mehrfach beobachtet worden. 

488) Abgesehen von ihrer prinzipiellen Bedeutung hat diese Methode es 
auch ermöglicht, die Spektrallücke zwischen Millikanschem Ultraviolett und 
langwelliger Röntgenstrahlung zu überbrücken, sowie die Wellenlängen der kür- 
zesten Gammastrahlung zu ermitteln. 

489) Für das Gesamtgebiet des lichtelektrischen Effektes, namentlich für 
die experimentelle Literatur vgl. man etwa R. Pohl und P. Pringsheim, Die licht- 
elektrischen Erscheinungen, Braunschweig 1914 (Vieweg); W. Gerlach [1], ferner 
A. Sommerfeld [1], für die Beziehungen zwischen lichtelektrischer und thermi- 
scher Elektronenemission z. B. A. Becker, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 30. 

490) Literatur s. Anm. 183). 

491) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 182; 37 (1912), p. 832; 38 
(1912), p. 881; J. Stark, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 889; Ann.d. Phys. 38 (1912), p. 467. 

492) Über den Umfang der Bestätigung dieses unmittelbar nur auf ideale 
photochemische Vorgänge anwendbaren Gesetzes vgl. man etwa den Bericht von 
M. Bodenstein, Ergebn. d. exakten Naturwiss. 1 (1922), p. 210. 
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ordnung n erkennen läßt‘) und damit auch die Asymmetrie der bei 


der senkrechten Bestrahlung ebener Materieschichten durch Röntgen- 
oder Gammastrahlen lichtelektrisch ausgelösten Elektronenemission *) 
qualitativ verständlich macht. 

Wie die Quantentheorie der Streustrahlung (Nr. 21) ergeben hat, 
muß wesentlich mit der Annahme gerechnet werden, daß die > 
tion eines hinreichend großen Strahlungsenergiebetrages hv’ neben 
Ionisation oder Dissoziation des absorbierenden Gebildes auch noch 
das Auftreten einer Streustrahlung von niedrigerer Frequenz v” als jener 
der absorbierenden Primärstrahlung v’ zur Folge haben kann. Die 
Theorie dieses Effektes ist erst kürzlich von A. H. Compton*®”) näher 
entwickelt worden und führt im Gegensatz zu (177) bzw. (180) bei Ver- 


493) Vgl. die Literaturangaben in Anm. 257). Daß die Elektronenemission 
in und entgegengesetzt der Strahlrichtung praktisch verschwindet, hat insbe- 
sondere W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 59 experimentell erwiesen. Über 
spezielle theoretische Ansätze zur Deutung aller dieser Verhältnisse s. Anm. 484). — 
Daß — entsprechend den Folgerungen der klassischen Theorie — die lichtelek- 
trische Elektronenemission bei Anregung mit linear polarisierter Strahlung nach 
F. W. Bubb, Phys. Rev. 23 (1924), p. 137, die Richtung des „elektrischen Vek- 
tors“ merklich bevorzugt, muß trotz eines diesbezüglichen Deutungsversuches 
des gleichen Verfassers, Phys. Rev. 24 (1924), p. 177, einstweilen als quantentheo- 
retisch unverständlich angesehen werden. Wie Bubb zutreffend hervorhebt, muß 
hierzu ein quantentheoretisches Analogon zu dem klassischen „elektrischen Vektor“ 
eines linear polarisierten Lichtstrahls gefunden werden. Es erscheint denkbar, 
daß diese Schwierigkeit nur durch die bereits am Ende von Nr. 17 betonte 
Möglichkeit behebbar sein wird, Emission und Absorption eines individuellen 
Energiebetrages hv prinzipiell als miteinander gekoppelte Vorgänge anzusehen. 

494) Vgl. z. B. das von W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 59 und 
L. Meitner, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 334, diskutierte (übrigens nicht voll- 
ständige) experimentelle Material. Allerdings wird jene Asymmetrie von Meitner 
zuungunsten des lichtelektrischen Effektes vor allem auf die durch den Compton- 
effekt (s. weiter unten im Text und Nr. 21) bewirkte Asymmetrie zurückgeführt, 
eine Annahme, welche nach der Untersuchung von Bothe jedenfalls nur für sehr 
kurzwellige Strahlung volle Berechtigung haben dürfte. Unabhängig von dem 
Ergebnis einer quantitativen Trennung der beiden stets gleichzeitig auftretenden 
(und eigentlich ineinander übergehenden) Effekte bleibt hingegen der Hinweis 
auf jene Asymmetrie, welche bei dem zum lichtelektrischen Effekte inversen 
„Anlagerungsleuchten“ auftritt, wo eine Störung durch den Comptoneffekt prak- 
tisch ausgeschlossen sein dürfte. Das Ergebnis der in Anm. 486) angeführten 
Untersuchungen spricht demnach ebenfalls für eine merkliche Asymmetrie beim 
lichtelektrischen Effekte allein. 

495) A. H. Compton, Phys. Rev. 24 (1924), p. 168. Dieser Effekt bedeutet 
nichts anderes als einen Spezialfall der zuerst von A. Smekal, Naturwiss. 11 (1923), 
p. 873, angegebenen „anomalen Zerstreuung“ (Nr. 21), welche durch ihn somit 
ihre experimentelle Bestätigung findet. 
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nachlässigung von (116a) als erster Annäherung zu der Energiebe- 
dingung 
(181) hv—=zu” +P,+ hr", (ne 1,2,3,.:5) 


‘ 


aus welcher hervorgeht, daß das Spektrum der auftretenden Streu- 
strahlung kontinuierlich sein muß und sich von einer kurzwelligen 
Grenze angefangen bis zu beliebig langen Wellen herab erstrecken 
wird; für letztere wird Av” unmerklich, so daß (181) dann in die 
Gleichung (177) des lichtelektrischen Effektes übergeht. Der Ver- 
gleich mit den experimentellen Ergebnissen über den Comptoneffekt**°) 
zeigt, daß der Energie- und Linearimpulssatz hier ebenso wie beim 
gewöhnlichen lichtelektrischen Effekt für eine vollständige Kennzeich- 
nung der räumlichen Vorgänge nicht ausreichen. Die zum Compton- 
effekt inversen Vorgänge, deren Existenz aus dem allgemeinen ther- 
mischen Gleichgewicht zwischen Strahlung und Materie (Nr. 12) ge- 
folgert werden muß, lassen auf Grund von (181) erkennen, daß ein 
„Anlagerungsleuchten“ von der Frequenz v’ auch unter dem: direkten 
Einfluß monochromatischer Strahlung von der Frequenz v” auf zwei 
miteinander zusammenstoßende Gebilde zustandekommen kann. 

Die im Vorangegangenen in Verbindung mit dem kontinuier- 
lichen Charakter des Anlagerungleuchtens angestellten korrespondenz- 
mäßigen Betrachtungen legen die Erwartung nahe, daß es bei dem 
Zusammenstoß zweier Atomsysteme auch ohme nachfolgende Vereinigung 
und auf alleinige Kosten ihrer Translation®”) zu Strahlungsemission 
oder -absorption kommen kann. Diese ebenfalls zuerst von Bohr be- 
trachtete und zur Deutung des kontinwierlichen Untergrundes im Wasser- 
stoffspektrum herangezogene Möglichkeit??°) scheint insbesondere ganz 
allgemein von fundamentaler Bedeutung zu sein für die Interpretation 
des kontinuierlichen Spektrums der Wärmestrahlung überhaupt.) Be- 
deuten v, und v, (etwa <v,) die quantentheoretisch unbestimmt blei- 
benden Relativgeschwindigkeiten der beiden (unendlich weit vonein- 


496) Vgl. Anm. 495), ferner etwa die in Anm. 494) zitierte Arbeit von 
L. Meitner. 

497) Da nach (115) und (116) (vgl. Nr. 20) schon bei der spontanen Aus- 
strahlung isolierter, abgeschlossener Atomsysteme eine Einbuße von innerer und 
Translationsenergie notwendig stattfindet, so wäre es (u. a. auch aus Gründen, 
welche den in Anm. 474) angeführten verwandt sind) naheliegend, auch Zu- 
sammenstöße für möglich zu halten, bei welchen innere und Translationsenergie, 
letztere in beliebigem, stetig veränderlichem Betrage, von beiden Stoßteilnehmern 
gemeinsam zur Ausstrahlung bzw. zur Absorption durch Strahlung gelangt. 

498) N. Bohr [2], I. Teil, $ 6. 

499) Vgl. hierzu auch die in Nr. 19 gegebene Deutung jenes Spektrums, 
welche der obigen in mehrfacher Hinsicht als verwandt angesehen werden muß. 
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ander zu denkenden) Gebilde vor und nach dem Zusammenstoße, so 
ergibt der Energiesatz nach (115a) und bei Vernachlässigung von 
(1162) die Bedingung 

(182) hv— gun) — yuvy; 

sie zeigt — ebenso wie auch eingehender die angedeutete korrespon- 
denzmäßige Betrachtung — daß das resultierende Spektrum in Emis- 
sion, wie auch bei Umkehrung von (182) in Absorption, in der Tat 
ein kontinuierliches sein wird, im welchem für ganz beliebige Werte 
von v, und v, beliebig kleine und beliebig große Frequenzen auftreten. 
Wenn die Versuchsumstände jedoch, wie z. B. bei der Bremsung der 
Kathodenstrahlelektronen durch das Antikathodenmaterial einer mit 
der Spannung V,, betriebenen Röntgenröhre, einen endlichen Maximal- 
wert der nach (182) in Strahlung umsetzbaren Stoßenergie bedingen, 
so wird das entstehende kontinuierliche Spektrum analog (179) eine 
scharfe kurzwellige Grenze besitzen müssen, deren Frequenz »,, z. B. im 
Falle des kontinuierlichen Spektrums der Röntgenröhre durch das 
. auf das vollkommenste bestätigte Duane-Huntsche Gesetz 

(183) hv„=e-V, 

gegeben erscheint.?°) Eine eingehende Theorie der Intensitätsverteilung 
im kontinuierlichen Röntgenspektrum ist von Kramers und Wentzel auf 
Grund der angedeuteten Korrespondenzüberlegungen, allerdings nicht 
ohne hier einstweilen noch willkürlich bleibende Zusatzannahmen, 
ausgearbeitet worden!) und hat zu einer recht befriedigenden Über- 


500) Siehe etwa W. Gerlach [1] oder das in Anm. 466) zitierte Werk von 
M. Siegbahn. — Eine andere Anwendung von (183), bei welcher V,, die Ge- 
schwindigkeit radioaktiver Primär-Betastrahlen mißt, ist zur Deutung eines kon- 
tinuierlichen Beta- und Gammastrahlspektrums diskutiert worden von $. Rosse- 
land, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 173, $2 und A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 25 
(1924), p. 265, 88 3, 5. 

501) H. A. Kramers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836; @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 
27 (1924), p. 257. — Eine rechnerische Auswertung von Korrespondenzüber- 
legungen erscheint hier gegenüber der in Anm. 482) bezüglich des Anlagerungs- 
leuchtens gekennzeichneten Sachlage insofern aussichtsreich, als der Anfangs- 
und Endzustand des betrachteten Quantenüberganges jetzt dem gleichen un- 
periodischen Bewegungstypus angehören. Allerdings muß es einstweilen noch als 
völlig ungeklärt angesehen werden, wie man aus der Fouwrierschen Integraldar- 
stellung der Keplerschen Hryperbelbewegung, welche die Intensitätsverteilung im 
klassisch gerechneten Bremsspektrum vorstellen würde, auf die Intensitätsver- 
teilung im quantentheoretischen Bremsspektrum zu schließen hat; beim abge- 
schlossenen Atomsystem hat diese Frage in Nr. 14 im Anschluß an (136) und 
’136a) völlig eindeutig und konsequent beantwortet werden können — eine Mög- 
lichkeit, die wesentlich an das Vorhandensein einer diskreten Anzahl von klas- 
sischen Eigenschwingungen gebunden ist und bei der hier vorliegenden konti- 
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einstimmung mit der Erfahrung geführt.°’) Diese Theorie umfaßt 
auch eine die Grenzfrequenz (103) ausnehmende Richtungsabhängigkeit 
jener Intensitätsverteilung in bezug auf das die Bremsstrahlung er- 
zeugende Kathodenstrahlbündel; diese Richtungsabhängigkeit kann nach 
Bohr’) als besonderes Zeugnis dafür aufgefaßt werden, daß die von 
der Theorie vorausgesetzten strahlungsbedingten Stoßvorgänge auch 
tatsächlich realisiert werden. 


19. Quantentheorie der Molekültranslation. Wie bereits in Nr.17 
allgemein ausgeführt und von der speziellen Quantenkinetik in Nr. 18 
mehrfach benutzt worden ist, scheint es unumgänglich zu sein, die 
strahlungsfreie Translationsbewegung von Atomen, Molekülen, Ionen . 
oder freien Elektronen im Felde ihrer gegenseitigen Wechselwir- 
kungen als Quantenbewegung in einem ähnlichen Sinne zu betrachten, 
wie etwa jene eines Elektrons in den stationären Zuständen des Wasser- 
stoffatommodells (Nr. 15). Diese Auffassung entspricht den prinzi- 
piellen Folgerungen, welche Nernst aus dem von ihm aufgestellten 


nuierlichen Verteilung derselben hinfällig wird. Während Kramers die Intensi- 
täten miteinander übereinstimmender klassischer und Quantenfrequenzen des 
Bremsspektrums einander gleichsetzt und daher genötig ist, den von (183) sich 
bis ins Unendliche erstreckenden Teil des klassischen Spektrums einfach zu 
unterdrücken, benutzt Wentzel eine dem Linienspektrum des Wasserstoffatoms 
entnommene Umrechnung von klassischen Frequenzen auf quantentheoretische 
Frequenzen gleicher Intensität und vermag so das gesamte unendliche klassische 
Bremsspektrum für die Quantentheorie in Anspruch zu nehmen. 

502) Ältere Versuche einer Theorie des kontinuierlichen Röntgenspektrums 
rühren her von B. Davis, Phys. Rev. 9 (1917), p. 64; L. Brillouin, Paris C. R. 
170 (1920), p. 274; A. March, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 209, 429; Ann. d. Phys. 
65 (1921), p. 449; 75 (1924), p. 711; H. Behnken, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 241. 

503) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 154/155. — Nach 
Bohr soll allerdings in dem vorliegendem Falle zum ersten Male die Schwierig- 
keit auftreten, daß kein bestimmtes materielles Bezugssystem angegeben werden 
könne, in welchem die Frequenz » in (182) gemessen werden soll. Daß diese 
Schwierigkeit wegen des Eingehens der Translation in (115) und (116) indessen 
schon bei abgeschlossenen Einzelatomsystemen allgemein auftreten muß, wird in 
Nr. 20 gezeigt, ist bei letzteren allerdings (vgl. auch Bohr, 1. c., p. 150, Anm. 1) 
quantitativ völlig zu vernachlässigen, sobald der Dopplereffekt außer Betracht 
bleiben darf. Die Existenz eines nicht-materiellen Bezugsystems von der ge- 
wünschten Eigenschaft kann aber prinzipiell bereits durch das Auftreten des 
Einsteinschen „Nadelstrahlungsimpulses“ (115) bzw. (115a) an sich als gesichert 
gelten (Nr. 20). — Eine andere, offene Frage bei den betrachteten Vorgängen 
ist es hingegen, ob der Fehler, den man zwecks Anwendung der Bohrschen 
Frequenzbedingung (114) bei der Energieberechnung durch die willkürliche Iso- 
lierung (8. Nr. 17) eines zusammenstoßenden Paares von Atomsystemen von dessen 
Umgebung begeht, nicht wesentlich größer ausfällt, als bei der Isolierung eines 
einzelnen Atomsystems. Vgl. dazu die allgemeinen Bemerkungen auf p. 1065. 


1084 V 28. A.Smekal. Allgem.Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


Wärmetheorem auch für das Verhalten der Gase bei sehr tiefen Tem- 
peraturen gezogen und als Gasentartung bezeichnet hat°"%); allerdings 
sind praktische, insbesondere experimentell prüfbare Konsequenzen 
von Belang diesen Folgerungen bisher kaum beschieden gewesen.’®) 
Bei einer derartigen Sachlage ist so gut wie ausschließlich die Fest- 
stellung von Interesse, ob die quantentheoretische Behandlung der 
Translation mit jenen negativen Ergebnissen verträglich ist oder nicht. 
Tatsächlich ist dies auch — neben der ungleich bedeutsameren Ab- 
leitung des quantentheoretischen Ausdruckes für die chemische Konstante 
(Nr. 25) — mehr oder minder das Ziel aller der zahlreichen Unter- 
suchungen, welche der Gasentartung bisher gewidmet worden sind. 
Diesen ist überdies das Auftreten einer charakteristischen Länge ge- 
meinsam, welche indirekt?) oder direkt?) mit der Quantenbewegung 


504) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des 
neuen Wärmesatzes, Halle 1918 (Knapp); zur thermodynamischen Theorie der 
Gasentartung vgl. man ferner H. Mache, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 363. 

505) Vgl. die Betrachtungen von W. Nernst, Berl. Ber. 1919, p. 118 ferner 
etwa eine mögliche Deutung der Ergebnisse von Byk (Anm. 195), 436)). Nernst 
versucht, die Temperaturabhängigkeit der Gasreibung bei sehr tiefen Tempera- 
turen auf Grund seiner Entartungstheorie (Anm. 504), 508)) vorauszuberechnen, 
was mit den verfügbaren experimentellen Daten stimmt und auch durch die 
Untersuchungen von P. Günther, Berl. Ber. 1920, p. 720; Ztschr. f. phys. Chem. 
110 (1924), p. 626 (Nernst-Jubelband) an Wasserstoff bestätigt zu werden scheint. 
Eine ganz andersartige Begründung für diesen Effekt gibt jüngst A. Einstein, 
Berl. Ber. 1925, p. 3, ebenfalls im Zusammenhang mit einer Entartungstheorie 
(Berl. Ber. 1924, p. 261, vgl. Nr. 27, Ende). 

506) Im statistischen Teile dieser Betrachtungen (vgl. dazu Nr. 24e) wird 
hier gewöhnlich vorausgesetzt, daß die Zellen, in welche der Translationsphasen- 
raum der Moleküle (Nr. 3) einzuteilen ist, die universelle Größe h? besitzen 
sollen, was durch Bezugnahme auf die allgemeine Form der Quantenbedingungen 
(113) gerechtfertigt werden kann (s. p. 1134). 

507) M. Planck, Berl. Ber. 1916, p. 653; P. Scherrer, Gött. Nachr. 1916, 
p. 159 (hier wird das ideale Gas formal als bedingt periodisches System (Nr. 15 a) 
behandelt); E. Brody, Sitzb. Ungar. Akad. 15 (1917), p. 10; 16 (1918), p. 98; 
Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 79; @. Schay, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 37. (Die 
Arbeiten der beiden letzterwähnten Autoren unterscheiden sich nur in ihrem 
statistischen Teile von der Scherrerschen Behandlung); E. Schrödinger, Phys. 
Ztschr. 25 (1924), p. 41. 

Während in diesen Arbeiten der Trranslationsbewegung des Einzelmoleküls 
quantenhafte Einschränkungen auferlegt werden, hat eine andere Gruppe von 
Autoren die von Debye mit so großem Erfolg auf die Festkörper angewendete 
Methode der Eigenschwingungen (Nr. 6b) zur quantentheoretischen Behandlung 
der Schallschwingungen im Gase benutzt: H. Tetrode, Phys. Ztschr. 14 (1913), 
p. 214; W. H. Keesom, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 665, 695; A. Sommerfeld und 
W. Lenz, Gött. Wolfskehl-Vorträge 1913, Leipzig 1914 (Teubner), p. 125. 
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der Moleküle des nahezu stets als ideal und einatomig vorausgesetzten 
Gases zusammenhängt; jene Länge ist meist von der Größenordnung 
des mitileren Abstandes der Moleküle?®), soll aber in einigen Fällen 
sogar den makroskopischen Dimensionen von Gefäßwänden°”) entspre- 
chen. Beide Annahmen erscheinen von vornherein in hohem Grade 
unnatürlich, doch ist es nach einem auf Anregung von Nernst unter- 
nommenen, aber gescheiterten Versuch von Sommerfeld und Lenz°"°) 
erst kürzlich Schrödinger:”) gelungen, die mittlere freie Weglänge A 
der Moleküle einer befriedigenden Theorie der Gasentartung zugrunde 
zu legen. Hierzu erweist es sich als notwendig, zunächst von dem 
ungeordneten°") Charakter der Molekülbewegungen abzusehen und 
diese so zu schematisieren, daß sie in lauter einfach-periodische Teil- 
bewegungen aufgelöst werden können, auf welche die Quantenvorschrift 
(151) dann ohne Schwierigkeit anwendbar wird. Faßt man jede dieser 
Teilbewegungen als einen geradlinig und mit konstanter Geschwindig- 
keit v ausgeführten Hin- und Hergang eines Moleküls von der Masse 
M zwischen je zwei Zusammenstößen auf, deren räumlicher Abstand 
A beträgt, so ergibt (151) zusammen mit (134) für die ausgezeich- 
neten Quantenwerte der Translationsgeschwindigkeit v, 


(184) 2Mi-v=n-h, (n—=1,2,3,...) 


worin für A im Mittel noch die mittlere freie Weglänge A einzusetzen 


508) W. Nernst, Verhand. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 83 und Anm. 504); 
sowie die in der vorigen Anm. genannten Arbeiten, welche sich der Debye- 
schen Eigenschwingungsmethode bedienen, ferner jüngst M. Planck, Berl. Ber. 
1925, p. 49. ° | 

509) Vgl. die in Anm. 507) erwähnten Arbeiten von Planck, Scherrer, Brody, 
Schay und A. Schidlof, C. R. Soc. phys. et d’hist. nat. Geneve 41 (1924), p. 61. — 
Wie E. Schrödinger kürzlich bemerkt hat, führt das in diesen Arbeiten benutzte 
Rechenschema jedoch im Grunde genommen auch wieder auf eine Länge von 
der Größenordnung des mittleren gegenseitigen Abstandes der Moleküle zurück. 

510) A. Sommerfeld und W. Lenz (Anm. 507) haben versucht, die mittlere 
freie Weglänge als Analogon zur Debyeschen Grenzfrequenz (53a’) einzuführen, 
sind aber auf diese Weise schon für hohe Temperaturen zu einer ganz unmög- 
lichen Zustandsgleichung für das ideale Gas gelangt. — Zum ersten Male wird 
die mittlere freie Weglänge allerdings bereits einer Theorie der Gasentartung 
von O. Sackur, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 67, zugrunde gelegt, fällt aus ihr aber 
infolge eines von Schrödinger (Anm. 507) bemerkten, nicht mehr gut zu machen- 
den Versehens wieder hinaus. 

511) Vgl. Anm. 435). — Eine nachträgliche Berücksichtigung dieses Um- 
standes erscheint bei Schrödinger implizit durch die Anwendung der Statistik 
zur Berechnung der thermischen Zustandsgrößen -Mittelwerte für das entartete 
Gas gegeben, von deren Wiedergabe im obigen Zusammenhange abgesehen wer- 
den kann. Vgl. jedoch Nr. 24c. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 70 
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sein wird.1?) Da A an sich aber beliebige Werte anzunehmen vermag, 
so führt (184) allgemein zu beliebig dicht verteilten Quantengeschwindig- 
keiten v„(A)') Weil nun die eine Quantenbedingung (184) für die 
drei Freiheitsgrade der Translation nicht ausreichen kann, eine Rich- 
tungsquantelung (Nr. 15b) hier aber von der Wahl eines ausgezeich- 
neten Koordinatensystems unabhängig bleiben muß, wird man mit 
Schrödinger festsetzen, daB von einer bestimmten Quantengeschwindig- 
keit v,(A) im Mittel so viele verschiedene Richtungen zu unterscheiden 
sein werden, daß die Vektordifferenz benachbarter Richtungen gerade 
von der Größenordnung 


h RS 
(185) be Be (n beliebig) 
wird. Die Anzahl k, dieser Richtungen erhält so die Größenordnung 
(186) KM Am? Ge figig, 9) 





n v2 

und erscheint damit nunmehr ebenfalls quantenmäßig festgelegt; (186) 
gibt ersichtlich den zu erwartenden Umstand in befriedigender Weise 
wieder, daß die Bewegung der Gasmoleküle desto ungeordneter°'*) und 
den klassischen Verhältnissen desto ähnlicher wird, je größere Ge- 
schwindigkeiten die Moleküle im Mittel besitzen, bzw. je höher dem- 
gemäß die Temperatur des Gases sein wird.) 

Wendet man die Bohrsche Frequenzbedingung (114) auf (184) 
an, so ergibt sich in gewisser Analogie zu (182) allgemein 


(187) hv — 1Mv Sue 3 Mvm Ra! > (n’? 0 "2), 





512) Da die Temperatur als statistische Zustandsgröße (Nr. 7) in eine 
Quantenbedingung nicht eingehen kann, so ist die weitgehende Temperatur- 
unabhängigkeit der mittleren freien Weglänge idealer einatomiger Gase bei 
konstantem Volumen für die Zulässigkeit der obigen Auffassung von wesent- 
licher Bedeutung. 

513) Vgl. dazu den hiervon praktisch, nicht aber prinzipiell, ununterscheid- 
baren Fall quasiergodischer Molekülbewegungen, auf den in Nr. 3, Ende, Bezug 
genommen worden ist. — Die Feststellung des Vorkommens beliebig dicht ver- 
teilter Quantengeschwindigkeiten nach (184), auf welche die absichtlich skizzen- 
haft gehaltenen Ausführungen von Schrödinger wegen alleiniger Benutzung von 
1 nicht eingehen, widerlegt die von A. Schidlof (Anm. 509) der Theorie als un- 
annehmbar entgegengehaltene Folgerung, daß (184) mit 2 für A (wie bei Schrö- 
dinger) z.B. bei Helium von Atmosphärendruck und 7’ = 273, v1, — v,_, m 15 m/sec 
ergeben würde. 

514) Siehe Anm. 511). 

515) Da man mit Schrödinger offenbar n>1 annehmen wird, erhält man 


nach obiger Theorie für das ideale einatomige Gas eine endliche Nullpunkts- 
} 





energie (Nr. 9) pro Molekül von der Größenordnung 


8M34? 
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dies gibt zunächst diskrete Spektrallinien°'®), welche das ganze unend- 
liche Spektrum aber überall dicht, d. h. praktisch kontinuierlich, er- 
füllen werden, sobald man der tatsächlichen Variabilität von A Rech- 
nung trägt. Das so zustandekommende kontinuierliche Spektrum ent- 
spricht offenbar wiederum dem kontinuierlichen Spektrum der Wärme- 
strahlung.'”) 

Während die statistische Verarbeitung der vorstehenden, durch 
(184) und (186) zusammengefaßten Ansätze für Gasmoleküle in Über- 
einstimmung mit den Tatsachen ergibt, daß auch noch bei den tief- 
sten, bisher zur Messung von spezifischen Wärmen aufgesuchten Tem- 
peraturen eine Gasentartung unmerklich bleibt, führt sie zu einer 
praktisch vollständigen Entartung noch bei gewöhnlichen Tempera- 
turen, wenn man sie auf die Bewegung der „freien“ Elektronen im 
Inneren eines Metalles sinngemäß zu übertragen versucht?!?), — ein 
Ergebnis, das mit dem Fehlen eines Beitrages dieser Elektronen zur 
spezifischen Wärme des Festkörpers übereinstimmen würde.’!?) Denkt 
man sich das Kristallgitter eines solchen und in ihm eine beliebige 
Gitterrichtung mit dem Gitterabstande d, längs welcher sich ein 
„freies“ Elektron von Gitteratom (bzw. -ion) zu Gitteratom fortbe- 
wegt, so wäre es naheliegend, die Quantenbedingung (151) jetzt für 
das einseitige Fortschreiten mit der Periodenlänge d anstatt (184) in 
der Form 
(184 a) mv, -d=n-h (n=1,2,3,...) 


anzusetzen.’!?®) Betrachtet man das Gitter wegen seiner großen Massen 


516) Man beachte die formale Übereinstimmung von (187) mit der Spektral- 
formel eines „reinen Rotationsspektrums“ in der Bandentheorie (V 27, A. Kratzer). 

517) Siehe Nr. 17, Ende, ferner die in Nr. 18b gegebene Deutung des kon- 
tinuierlichen Spektrums der Wärmestrahlung, welche praktisch auf die obige 
hinausläuft, sobald man die Quantenübergänge (187) jeweils nur in räumlicher 
Nähe eines Zusammenstoß-Umkehrpunktes der betrachteten idealisierten Molekül- 
bewegung vor sich gehen läßt, was auch mit Rücksicht auf den oben nicht be- 
rücksichtigten Impulssatz unerläßlich zu sein scheint. Die in Anm. 503) er- 
wähnten Schwierigkeiten bestehen naturgemäß auch hier. — Vielleicht ist die 
oben benutzte Schematisierung der Molekülbewegungen noch nicht zu weit- 
gehend, um gestützt auf das klassische Verteilungsgeseiz der freien Weglängen 
im Gase und das Plancksche Strahlungsgesetz physikalisch sinnvolle Aussagen 
über die Intensitätseigenschaften der Übergänge (187) abzuleiten. 

518) E. Schrödinger (Anm. 507). 

519) Vgl. Anm. 440), oder V 20, Elektronentheorie der Metalle (R. Seeliger), 
Nr. 17—19. 

519a) Eine genauere Rechtfertigung dieses Ansatzes wäre auf Grund der 
von Ehrenfest und Breit, sowie Bohr eingehend diskutierten Quantelung eines 
periodisch gestörten Rotators mit irrationalem Verhältnis zwischen der „echten“ 

70* 
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als unbeweglich, so gibt der Impulssatz für jeden Quantenübergang, 
bei welchem sich n um eine Einheit ändern würde, die Aufnahme 
bzw. Abgabe des von n unabhängigen Linearimpulses 

(184b) us 

während die dabei umgesetzte Energie, entsprechend (187) von n ab- 
hängig bleibt; doch ist es noch völlig ungeklärt, ob diesen Ergeb- 
nissen, wie aus formalen Gründen naheliegend, innerhalb einer quanten- 
theoretischen Deutung der Röntgenstrahlreflexion an Kristallen (Nr. 22) 
eine wesentliche Rolle zugeschrieben werden darf oder nicht. 


C. Quantentheorie der Strahlungsvorgänge. 


20. Wellentheorie und Quantentheorie. Die klassisch -elektro- 
magnetische Wellentheorie der Strahlung geht davon aus, daß alle 
Lösungen der Maxwellschen Gleichungen zugleich auch Lösungen der 
Wellengleichung sind — ein Satz, der bedeutsamerweise keine Um- 
kehrung zuläßt, so daß ein Versagen der klassischen Elektrodynamik 
jenes einer Wellentheorie keineswegs nach sich ziehen muß. Indem 
die am meisten gangbare Form der Maxwell- Lorentzschen Elektro- 
dynamik dem mit unendlich vielen Freiheitsgraden begabten wellen- 
theoretischen Strahlungsfelde die Materie mit ihren nur endlich vielen 
Freiheitsgraden als Quelle oder Senke elektromagnetischer Strahlungs- 
energie gegenüberstellte, mußte sie versuchen, die Strahlungseigen- 
schaften der letzteren dem wellentheoretischen Charakter des ersteren 
gemäß zu bestimmen. Die von den Mazxwellschen Gleichungen ge- 
forderte Bedingtheit eines differentiellen Zusammenhanges zwischen 
Strahlung und ungleichförmiger Bewegung elektrischer Massen führt so 








Periode der Störung und der „Quasi“periode der Rotation (Anm. 294) möglich. 
Wenn die Bahn eines im Kristallgitter etwa nach Anm. 440) yon Ion zu Ion 
wandernden Elektrons als geschlossen (oder wenigstens quasiperiodisch) ange- 
nommen würde, was der „echten“ Periode des angeführten Beispieles zu ent- 
sprechen hätte, so würde das zwischen zwei Nachbarionen befindliche Bahnstück 
als „Quasi‘periode der Bewegung aufgefaßt werden können. Ist nun die „echte“ 
Periode sehr lang, so dominiert nach Bohr die Quasiperiode und deren jetzt 
berechtigte, selbständige Quantelung führt auf (184a). Eine andere, problema- 
tischere Begründung gibt A. H. Compton, Phys. Rev. 23 (1924), p. 118. — Ein 
Modell für die Elektronenbewegung im Kristallgitter, welches Anm. 440) ent- 
spricht und an dem sich sämtliche angedeuteten Schlüsse eingehend illustrieren 
lassen, ist jüngst von K. Höjendahl, Phil. Mag. 48 (1924), p. 349 mit befriedi- 
gendem Erfolge hinsichtlich einer theoretischen Deutung der Temperaturab- 
bängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit von Metallen und Legierungen disku- 
tiert worden. 
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mit Rücksicht auf die Unveränderlichkeit der Spektralfrequenzen dazu, 
in Atomen und Molekülen die Existenz mehrfach-periodischer Elek- 
tronenbewegungen mit energie- (ebenso impuls- und drehimpuls-)un- 
abhängigen??°) Frequenzen zu folgern, was im einfachsten Falle auf 
quasielastische Elektronenschwingungen mit konstanten??®) Eigenfre- 
quenzen hinausläuft. Wegen der notwendigen Übereinstimmung dieser 
von vornherein als gegebene Materialkonstanten zu betrachtenden Be- 
wegungsfrequenzen » mit den verschiedenen Strahlungsfrequenzen v, welche 
in den von jenen Gebilden unaufhörlich kontinuierlich und irreversibel 
ausgestrahlten Kugelwellen stets gleichzeitig vorhanden sein sollten, er- 
scheint jede einzelne dieser Strahlungsfrequenzen als das Primäre 
gegenüber der Wellenlänge des ihr entsprechenden Lichtes, welche erst 
durch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit c des letzteren ihre 
Bedeutung erhält. 

Wie aus den insbesondere in Nr. 13 und 14 behandelten allge- 
meinen Grundlagen der Quantentheorie isolierter Atomsysteme hervor- 
geht, stehen diese Folgerungen der Maxwellschen Elektrodynamik in- 
dessen mit gesicherten experimentellen Tatsachen in unüberbrückbarem 
Widerspruch, womit die Frage nach der Brauchbarkeit einer Wellen- 
theorie des Lichtes der Neubeantwortung bedürftig wird. Dadurch, 
daß die Quantentheorie einen unmittelbaren differentiellen Zusammen- 
hang zwischen Elektronenbewegung und Strahlung prinzipiell zu ver- 
werfen nötigt, fällt aber gerade der einzige Umstand weg, welcher 
jene Beantwortung in der klassischen Theorie — strenggenommen 
erst durch Umkehrung der oben geschilderten Schlußweise — ermög- 
licht hatte. An seine Stelle treten die Mittelwertaussagen des Korre- 
spondenzprinzipes (Nr. 14), die auch im realisierbaren Grenzfalle (122) 
nur zu einer asymptotischen, daher nicht prinzipiellen Verknüpfung von 
Bewegung und Strahlung führen. Auch hier ist allerdings stets nur 
eine Spektralfrequenge v — im Wege über die Bohrsche Frequenzbe- 
dingung (114) bzw. (115) und (116), zunächst ebenfalls als von vorn- 
herein gegebene Materialkonstante — die für den einzelnen, prinzipiell 
diskontinuierlichen Strahlungsvorgang primäre Größe, welcher ebenso 
wie in der klassischen Theorie durch Vermittlung der Lichtgeschwin- 


digkeit c eine Zahl — — ı als „Wellenlänge“, wenn auch einstweilen 


ohne deren Bedeutung, zugeordnet werden kann. Das Analogon zur 
unpolarisierten klassischen Kugelwelle erhält man erst, indem man 
durch zeitlich-räumliche Mittelbildung über alle denkbaren Orientie- 
rungen des Atomsystems die Impulsgrößen (116) zum Verschwinden 


520) Vgl. dazu Anm. 122). 
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bringt. Die prinzipielle Umkehrbarkeit der Quantenvorgänge ergibt dann 
allerdings im Gegensatz zur obigen Form der klassischen Theorie, 
daß jene „statistische“ Kugelwelle nicht nur als divergierende, sondern 
auch als konvergierende Welle auftreten kann — was auf klassischem 
Wege allenfalls nur über die Lorentz-Ritzsche Auffassung der Max- 
wellschen Elektrodynamik°?') erschlossen werden könnte. 

Die vorstehende Übersicht?) zeigt, daß die gegenwärtigen Grund- 
lagen der Quantentheorie ebensowenig einen Rückschluß auf die Not- 
wendigkeit einer Wellennatur des Lichtes zulassen, wie auf deren 
grundsätzliche Unmöglichkeit°®); hier müssen einstweilen bestimmte 
Annahmen weiterhelfen, von denen solche wellentheoretischer Natur 
jedenfalls zumindest beträchtliche heuristische Bedeutung besitzen und 
solange allein in Betracht gezogen worden sind, als die Möglichkeit 
einer rein quantentheoretischen Deutung der Interferenz- und Kohä- 
renzerscheinungen (Nr. 22) noch unbekannt war. Diese. Annahmen 
hängen vor allem von der Bedeutung ab, welche den ausgezeichneten 
Quantenzuständen der Atomsysteme zugeschrieben wird. 

Wie die Statistik und auch das direkte Experiment (Nr. 9) er- 
geben haben, bleiben die Quantenzustände durch endliche Zeitdauern 
(„mittlere Lebensdauern“) hindurch erhalten, um dann in praktisch 
unmeßbar kurzer Zeit?) („Quantensprung‘) durch andere Quanten- 
zustände abgelöst zu werden. Diese Tatsachen sind im Vorangehen- 
den stets so gedeutet worden, als würde das Atomsystem in ihnen 
notwendig strahlungsfrei sein, während seine quantentheoretische Leucht- 
dauer mit jener vernachlässigbar kurzen Zeit zusammenfallen müsse, 
welche zur Zurücklegung eines Quantenüberganges benötigt wird. 
Diese — ältere — Auffassung von Bohr geht auf den stillschweigend 
gehegten Wunsch zurück, einen stetig-differentiellen Kausalzusammen- 
hang, wie er nach dem oben Bemerkten der Mazxwellschen Theorie, 
ebenso wie auch der gesamten übrigen klassischen Physik, zugrunde liegt, 


521) Siehe Anm. 142). 

522) Siehe etwa Anm. 143), ferner A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 (1909), 
p. 817 und A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873. 

523) P. $S. Epstein und P. Ehrenfest, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), 
p- 133, haben sich darüber allerdings bereits in Form eines Kompromisses ge- 
äußert, dahingehend, daß das Bohrsche Korrespondenzprinzip die wesentlichen 
Züge der Wellentheorie in einer für die Quantentheorie brauchbaren Form ent- 
halte, so daß diese mehr im Sinne einer Neuanpassung, denn einem vollständigen 
Verlassen der Wellentheorie aufgefaßt werden müsse. 

524) Vgl. dazu namentlich die in Anm. 446) angeführte experimentelle 
Literatur, welche dort allerdings nur im Sinne der ersten von den beiden nach- 
stehend besprochenen Auffassungen gedeutet erscheint, ferner Anm. 560) und 579). 
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in der Quantentheorie wenigstens möglichst weitgehend beizubehalten; 
die Abwesenheit experimentell feststellbarer äußerer Wirkungen des Atom- 
systems in seinen Quantenzuständen gibt so den Anlaß zu der Vorstellung 
seiner Strahlungslosigkeit in diesen Zuständen, womit die der Erfüllung 
obigen Wunsches ohnehin entzogenen Strahlungswirkungen bloß auf die 
minimalen Zeitdauern der Quantenübergänge verlegt erscheinen. Diese 
Auffassung hat es in den vorangehenden Nummern zugelassen, den 
Energie- und Impulssatz bei den Molekularvorgängen beizubehalten. 
Nach Oseen°??) widerspricht sie einer Brauchbarkeit der Maxwellschen 
Theorie auch weit außerhalb eines nichtstrahlenden Atomsystems; das 
gleiche gilt nach Nr. 13 und 14 für die strahlungsfreien Elektronen- 
bewegungen selbst, welche der Anwendbarkeit des Korrespondenzprin- 
zipes zuliebe eigenartigerweise sogar unbedingt so beschaffen sein 
müssen, daß sie eine beträchtliche Klassische Ausstrahlung zur Folge 
haben würden.??®) Man findet dementsprechend, daß die klassische Ab- 
‚klingungszeit ı eines linearen ÖOszillators von der Eigenfrequenz © = v, 
(188) [ 

größenordnungsmäßig mit der mittleren Lebensdauer eines beliebigen an- 
geregten (n‘”) Quantenzustandes übereinstimmen wird°?"), welche ihrer- 
seits in einfacher Weise entweder direkt durch den reziproken Wert von 


(189) Ai+ AR +. + Ami 
mit den Einsteinschen „Übergangswahrscheinlichkeiten“ verknüpft er- 
scheint?2®®) oder mittels der fundamentalen Einsteinschen Beziehung 


525) 0. W. Oseen, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 395; Ann. d. Phys. 43 (1914), 
p. 639. Auf einen anderen Standpunkt, der ladungsfreien Singularitäten der 
Mazxwellschen Gleichungen eine prinzipielle Bedeutung beimißt, hat F. Kottler, 
Wien. Ber. (IIa) 129 (1920), p. 3, hingewiesen. 

526) Siehe p. 987, ferner Anm. 273) und 257). 

527) Daß (188) auch als Maß für die Schärfe der Spektrallinien in Betracht 
kommt, ist bereits in Anm. 323) eingehender hervorgehoben worden. 

528) O. Stern und M. Volmer, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 183; R. Laden- 
burg und F. Reiche, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 584. Allerdings muß aus- 
drücklich hervorgehoben werden, daß die größenordnungsmäßige Übereinstim- 
mung zwischen (188) und (189) auf nicht allzu hohe Quantenstufen » beschränkt 
ist, da z. B. beim linearen Öszillator (188) unabhängig von n ausfällt, während 
seine mittlere Lebensdauer quantentheoretisch nach (126) und (189) umgekehrt 
proportional n sein muß; im Grenzfall großer Quantenzahlen sind mittlere Lebens- 
dauer und klassische Abklingungsdauer daher sogar von verschiedener Größen- 
ordnung, was korrespondenzmäßig besonders dann zu eigenartigen Konsequenzen 
führt, wenn die erstere von derselben Größenordnung wie die „Schwingungs- 


: a 
periode* — wird. 
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(113) auf Absorptionsdaten zurückgeführt werden kann.’?®) Berechnet 
man = für den linearen Quantenoszillator von der Frequenz » 


(Nr. 6b, 9) auf Grund von (126) in Nr. 14, so erhält man tatsächlich 
auch quantentheoretisch den Ausdruck (188)5°0); daß dieses Ergebnis 
aber von noch viel größerer, wenn auch theoretisch einstweilen un- 
verstandener Tragweite sein muß, haben Messungen der klassischen 
„Abklingungszeit“ von W. Wien insbesondere an Wasserstoffkanal- 
strahlen gelehrt.°®") Die nach diesen verschiedenen Wegen ermittelten 
Werte von r ergeben übereinstimmend für Atome und sichtbares 
Licht eine mittlere Lebensdauer der Quantenzustände von der Größen- 
ordnung 10-7 bis 10-® sec, für Moleküle im Ultrarot hingegen 10-° 


bis 1 sec.?2°) 

Eine andere, jüngst von Bohr, Kramers und Slater°®?) eingehen- 
der diskutierte Auffassung versucht den bereits oben betonten Grad 
von Unabhängigkeit zwischen Elektronenbewegung und Strahlungsfre- 
quenzen in der Quantentheorie sozusagen zum Prinzip zu erheben. Der 
Kontinuität jedes stationären Quantenzustandes wird eine kontinuierliche 
Kugelwellenstrahlung zugeordnet, welche gleichzeitig sämtliche Spektral- 
frequenzen enthalten soll, die nach der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
sowie dem Korrespondenzprinzip von jenem Quantenzustande aus möglich 


529) C. Früchtbauer, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 322; R. Ladenburg und 
F. Reiche, 1. c.; R. C. Tolman, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 85; Phys. 
Rev. 23 (1924), p. 693; E. A. Milne, Phil. Mag. 47 (1924), p. 209. 

530) O. Stern und M. Volmer, 1.c.; M. Planck [1], $ 158, Gleichung 361; 
R. Ladenburg und F. Reiche, ]. c. 

531) W. Wien, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 597; 66 (1921), p. 229; 70 (1923), 
p. 1. Außerdem hat R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 451; 6 (1921), 
p. 153 (s. auch ferner R. Ladenburg und F. Reiche, 1. c.) gezeigt, daß (188) für 
das erste Glied der Alkalihauptserien gilt, wo die betreffenden Atome bezeich- 
nenderweise ebenso wie klassische lineare Oszillatoren nur zu Ausstrahlung einer 
einzigen Spektralfrequenz befähigt sind. Das Eingehen der Quantengewichte g,, 
in (109) hat zur Folge, daß ein eindeutiger, gesicherter Zusammenhang zwischen 
(188) und der mittleren Lebensdauer für beliebige Quantenzustände beliebiger 
isolierter Atomsysteme eine einwandfreie Bestimmung jener Gewichte ermög- 
lichen würde. 

532) N. Bohr, H. A. Kramers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), 
p. 69; vgl. dazu auch Anm. 434). Nähere Ausführungen zu dieser Auffassung 
stammen von H. A. Kramers, Nature 113 (1924), p. 673; 114 (1924), p. 310; 
E. Schrödinger, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 720; R. Becker, Ztschr. f. Phys. 
27 (1924), p. 173; N. Bohr, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 1115; J. C. Slater, 
Phys. Rev. 25 (1925), p. 395; der Grundgedanke rührt her von J. C. Slater, Na- 
ture 113 (1924), p. 307. — Insbesondere die Behandlung der Dispersionserschei- 
nungen weist mehrfache Berührungspunkte auf mit den Untersuchungen von 
R. Ladenburg (Anm. 531). 
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sind. Diese überhaupt nur als „virtuell“ anzusehende Strahlung muß 
aber die stationären Zustände unverändert lassen können, so daß Energie- 
und Impulssatz nur mehr statistische Gültigkeit beanspruchen dürfen°??); 
ihre einzige, der Beobachtung zugängliche Wirkung’) soll darin be- 
stehen, die Einsteinschen Übergangswahrscheinlichkeiten (106), (107 a), 
(107b) für die verschiedenen möglichen Quantenübergänge hervorzurufen. 
Mit dem Eintritt eines derartigen Überganges in einen anderen Quanten- 
zustand muß daher die vorherige Strahlung nach einer mit der „Lebens- 
dauer“ des Ausgangs-Quantenzustandes übereinstimmenden „Leuchtdauer“ 
abgebrochen’®) werden, um einer neuen kontinuierlichen Strahlung 
von anderer spektraler Zusammensetzung Platz zu machen; der oben 
nach der älteren Auffassung diskutierte Zusammenhang zwischen mitt- 
lerer Lebensdauer und klassischer Oszillatorleuchtdauer wird hier be- 
sonders dann eine wesentlich befriedigendere Deutung finden, wenn das 
Atom in jedem seiner Quantenzustände mit so vielen „virtuellen 
Oszillatoren“ ausgerüstet und klassisch strahlend gedacht wird°®®), 


533) Siehe auch Anm. 434). Für den Energiesatz sind die diesbezüglichen 
Verhältnisse von E. Schrödinger, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 720, durch- 
gerechnet worden, wobei sich ergeben hat, daß das Auftreten meßbarer Schwan- 
kungen nicht zu befürchten ist. Ob der gleiche Optimismus auch hinsichtlich 
des Impulssatzes berechtigt wäre, kann wohl erst die genaue Untersuchung 
lehren, da hier beim Comptoneffekt an sehr kurzwelliger Röntgen- und Gamma- 
strahlung große Schwierigkeiten zu erwarten sind (vgl. Nr. 21). (Vgl. dazu die 
nachfolgende Anmerkung!) Bezüglich der Bedeutung eines bloß statistisch er- 
füllten Energiesatzes für die gesamte Physik vgl. man diesbezügliche Ausfüh- 
rungen von F. Exner, Vorlesungen über die physikalischen Grundlagen der 
Naturwissenschaften, Wien 1919, IV. Kapitel: Über Naturgesetze. 

534) Dieser Punkt der Theorie kann aus allgemeinen Erkenntnisgründen 
unbefriedigend erscheinen, vgl. Anm. 434). — Das virtuelle Strahlungsfeld soll 
nach Bohr, Kramers und Slater allerdings auch noch eine weitgehende gegen- 
seitige Unabhängigkeit der in voneinander entfernteren Atomsystemen auftreten- 
den Strahlungsvorgänge bedingen, welche ebenfalls der experimentellen Prüfung 
zugänglich ist. Diese von den genannten Forschern offensichtlich als wesent- 
lichste Aussage ihrer Theorie angesehene Behauptung würde im Falle ihrer 
Richtigkeit der am Ende von Nr. 17 ausgesprochenen Koppelungsfolgerung 
(Anm, 447) widersprechen, ist jedoch ganz kürzlich von W. Bothe und H. Geiger, 
Naturwiss. 13 (1925), p. 440; Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 639 am Compton-Effekt 
Nr. 21 experimentell widerlegt worden, so daß sich im folgenden ein näheres 
Eingehen auf sie erübrigt. 

535) Zu diesem „Zerhacken‘ der Atomstrahlung (Schrödinger) in einzelne 
Wellenzüge von endlicher Länge vergleiche man das damit übereinstimmende 
Ergebnis einer formal-wellentheoretischen Analyse des Einsteinschen Schwan- 
kungsausdruckes (117) durch M. Planck, Ann. d. Phys. 73 (1924), p. 272. 

536) In diesem Punkte scheint die Theorie verallgemeinerungsfähig und 
mit Rücksicht auf Anm. 534) sogar möglicherweise bedürftig zu sein. 
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als es nach (114) und dem Korrespondenzprinzip augenblicklich ge- 
rade an verschiedenen Spektralfrequenzen auszusenden vermöchte. Für 
die „Lebensdauer“ jedes Quantenzustandes werden die Atome damit 
hinsichtlich ihrer wichtigsten Eigenschaften ganz so beschaffen, wie 
die eingangs dieser Nummer aus der klassischen Wellentheorie abge- 
leiteten Atommodelle; die grundlegende Neuerung der Quantentheorie 
bestünde dann im wesentlichen darin, daß die sämtlichen, momentan 
an einem Atom tätigen und energieunabhängig wirksamen „virtuellen 
Oszillatoren“ gleichzeitig sprungweiser Frequenzänderungen fähig würden, 
deren Ausmaß durch die Bohrsche Frequenzbedingung (114) gesetz- 
mäßig festgelegt erscheint. — Es ist ohne weiteres klar, daß die 
neuere Bohrsche Auffassung in weitgehender Annäherung zu der immer 
wieder vermuteten Brauchbarkeit der Maxwellschen elektromagnetischen 
Lichttheorie außerhalb der Atomsysteme°?”) berechtigen würde, womit 
alle klassisch-wellenoptischen Ergebnisse in ihren Grundzügen der Quanten- 
theorie dienstbar gemacht werden könnten.?®?) 

Wenn im vorangehenden bisher allein die ältere Auffassung Bohrs 
zugrunde gelegt worden ist und auch daran im folgenden festgehalten 
werden soll, so entspricht dies dem Eindruck, daß zumindest gegen- 
wärtig beide Auffassungen einander bei gleichen Schwierigkeiten ohne 
erkennbare Entscheidungsmöglichkeit gegenüberstehen, der älteren je- 
doch die größere historische und heuristische Bedeutung zukommt. 
Der letzterwähnte Umstand bezieht sich vornehmlich auch auf die in 
den beiden nachfolgenden Nummern besprochenen Versuche, die Haupt- 
tatsachen der bisherigen Wellenoptik ohne Benutzung wellenoptischer 
Hilfsmittel einer quantentheoretischen Deutung zugänglich zu machen. 
Was die angedeuteten Schwierigkeiten anbetrifft, so äußern sie sich 
in Bohrs neuerer Auffassung auch wieder vornehmlich bei den unab- 
geschlossenen Systemen (Nr. 17—19), namentlich was hier die Ermitt- 


537) Vgl. z.B. J. H. Jeans, Proc. Phys. Soc. London 35 (1923), p. 222, oder 
E. Bauer, Paris C. R. 174 (1922), p. 1335; ferner etwa R. Becker, Ztschr. f. Phys. 
27 (1924), p. 173, Einleitung. — Die Verträglichkeit des entgegengesetzten Stand- 
punktes von Oseen (Anm. 525) mit dieser Auffassung wird sofort verständlich, 
wenn man sich daran erinnert, daß ersterer einen kausal-differentiellen Zusam- 
menhang zwischen Elektronenbewegung und Strahlung voraussetzt, von welchem 
gerade hier grundsätzlich abgesehen wird. 

538) Bezüglich aller eingehenderen Ausführungen über das virtuelle Strah- 
lungsfeld, seine Beziehung zum Maxwellschen Strahlungsfelde im Grenzfall langer 
Wellen und die genauere Art der Wechselwirkung voneinander entfernterer 
Atome hinsichtlich des Zustandekommens der Einsteinschen Übergangswahr- 
scheinlichkeiten (1078), (107b’) muß auf die in Anm. 532) aufgezüählte Literatur 
verwiesen werden. 
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lung und Kennzeichnung der virtuellen Oszillatoren hinsichtlich ihrer 
Eigenfrequenzen und Bezugssysteme anbetrifft. Es ist klar, daß der- 
artige Schwierigkeiten in jedem theoretischen Gebäude auftreten 
müssen, welches von vornherein auf eine gewisse Dualität von Ma- 
terie und Strahlungsfeld gegründet ist; zudem bleibt die prinzi- 
pielle Unkontrollierbarkeit aller dem letzteren zugeschriebenen Vor- 
gänge und Eigenschaften eine erkenntnistheoretisch stets unbefriedi- 
gende Notwendigkeit. Eine Form der Quantentheorie, welche ähnlich 
der Lorentz-Riteschen Auffassung der klassischen Elektrodynamik°**) 
bloß von Aussagen über Vorgänge an materiellen Teilchen Gebrauch 
macht, ist bisher nicht bekannt geworden°®®); es hat aber in mancher 
Hinsicht den Anschein, als würde die ältere Bohrsche Auffassung einer 
solchen Theorie näher stehen, als die neuere Auffassung”), da letz- 
tere deren Möglichkeit in ihrer gegenwärtigen Gestalt ohne eigent- 
liche Begründung geradezu verneint. 


Innerhalb der älteren Bohrschen Auffassung der Quantenvorgänge 
hat es sich bisher noch in keinem Falle als notwendig erwiesen, über 
die in Nr. 12 formulierten allgemeinen Gesetze der Wechselwirkung zwi- 
schen Strahlung und Materie bezüglich der Natur der Lichtausbreitung 


539) Gewissermaßen als eine Vorstufe zu einer derartigen Theorie kann 
allenfalls jene im Anschluß an die ältere Bohrsche Auffassung entwickelte Vor- 
stellung angesehen werden, die N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 1; 13 (1923), 
p-. 117, III. Kapitel, $ 2, unter dem Namen ‚Koppelungsprinzip“ zusammenfaßt. 
Sie stützt sich auf die von W. Wilson, Phil. Mag. 29 (1915), p. 795 betonte, von 
A. Rubinowiez, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96, näher ausgeführte Möglichkeit, die 
Hohlraumeigenschwingungen (Nr. 6b, Anm. 111) nach (152) formal ebenso mittels 
der Quantenbedingung (151) zu behandeln, wie ein materielles Atom; wie Bohr 
durch Anwendung des Korrespondenzprinzipes auf eine derartige Hohlraumeigen- 
schwingung begründet hat, kann sich die Quantenzahl » in (152) bei jedem 
„Quantenübergang der Hohlraumeigenschwingung‘“ nur um eine Einheit ändern; 
faßt man diesen „Quantenübergang‘ als eine während der „Leuchtzeit‘‘ an- 
dauernde Koppelung zwischen dem absorbierenden oder emittierenden Atom und 
der betreffenden Eigenschwingung auf [vgl. L. Flamm, Phys. 'Ztschr. 19 (1918), 
p. 125); auch W. Wilson, 1. e.. p. 801, ferner Anm. 224)], so ist damit die .Bohr- 
sche Frequenzbedingung (114) als Folgerung aus den allgemeinen Quantenbedin- 
gungen (133) abgeleitet (N. Bohr, 1. c.). Dieses faszinierende Ergebnis leidet 
aber, wie Bohr selbst betont, an dem unabwendbaren Mangel, die Tatsachen der 
Lichtausbreitung und ihre endliche Geschwindigkeit vollständig ignorieren zu müssen ! 
Andernfalls wäre es naheliegend, die verschiedenen zu einem gegebenen Zeitpunkt 
Energie enthaltenden Hohlraumeigenschwingungen als harmonische Komponenten 
der Wechselwirkungseinflüsse zwischen den das Strahlungsfeld begrenzenden mate- 
riellen Teilchen aufzufassen und damit jenes Feld im Sinne des oben ausgespro- 
chenen Wunsches völlig auszuschalten. 
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hinauszugehen.‘%) Dadurch, daß diese Gesetze in Wiedergabe be- 
obachtbarer Tatsachen bloß den beim einzelnen Elementarvorgang 
auftretenden Umsatz von Energie bzw. Linearimpuls, entsprechend 
(115a) und (116a), festlegen, ermöglichen sie ja selbst keinerlei Aus- 
sagen über den eigentlichen Vorgang der Lichtausbreitung.°*') Insbe- 
sondere kann auf Grund dieser Ergebnisse allein jedenfalls nicht ent- 
schieden werden, ob dieser Vorgang in Strenge räumlich gerichtet ist 
oder nicht.) Wenn die von Einstein 1905 begründete Lichtquanten- 
theorie?) annimmt, daß sich die Strahlungsenergie durch den leeren 
Raum in räumlich konzentrierten Lichtquanten von der Energie hv und 


dem Linearimpuls 2 geradlinig ausbreitet, so ist diese Erneuerung des 


Newtonschen Emissionsgedankens daher als eine über (115a) und 
(116a) (und ebenso über jede Erfahrungskontrolle) wesentlich hinaus- 
gehende Hypothese anzusehen.’*) Während die in Nr. 2—8 entwickelte 
Statistik für Lichtquanten, welche allein durch ihren Energiebetrag hv 
gekennzeichnet sind, nur zu dem bloß für kurze Wellen brauchbaren 
Wienschen Strahlungsgesetze 


h 
5 lerel 
Srzhv iT 


eWw, T)= PX) “€ ’ 





540) Als einzige Ausnahme käme vielleicht die von $. N. Bose, Ztschr. f. 
Phys. 26 (1924), p. 178, gegebene, auf die Lichtquantentheorie (s. w. u.) gegrün- 
dete Ableitung des Ausdruckes (53b) für die Anzahl der Hohlraumeigenschwin- 
gungen in Betracht, doch scheint auch sie allenfalls mit Beschränkung auf 
(115a) und (116a) gedeutet werden zu können. 

541) Siehe Anm. 182), 226), 234). 

542) Vgl. Anm. 231). 

543) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 182; 20 (1906), p. 199; Verhandl. 
Deutsch. Phys. Ges. 11 (1909), p. 482; Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185; 19 (1917), 
p. 121. — Eine Kompromißtheorie, welche die Wellentheorie durch Annahme 
einer „fleckigen‘‘ Wellenfront mit eingestreuten Singularitäten im Sinne von 
„Lichtquanten“ ergänzt, ist bereits früher von J. J. Thomson, Elektrizitätsdurch- 
gang durch Gase, deutsch von E. Marx, Leipzig 1906 (Teubner), p. 267, aufge- 
stellt worden; E. Marx, Ann. d. Phys. 41 (1913), p. 161, und F. Kottler, Wien. 
Ber. (IIa) 129 (1920), p. 3, haben sie eingehender zu begründen gesucht, doch 
hat sie niemals ernstlichere Bedeutung erlangt. 

Eine Form der Lichtquantentheorie, welche mit einer jedoch bloß fiktiven 
„Phasenwelle“ operiert, vertritt L. de Broglie, vgl. z. B. These, Paris 1924 
(Masson); jene fiktive Welle spielt hier auch eine große Rolle für die Stabilität 
der im übrigen aber als strahlungsfrei aufgefaßten Quantenzustände. 

544) Dieser Sachverhalt pflegt in der Literatur vielfach nicht genügend 
berücksichtigt zu werden, so daß die Bezeichnung „Lichtquantentheorie‘ hier 
schon im Anschluß an (115) und (116) benutzt wird, was ungerechtfertigt er- 
scheint. 
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anstatt zum Planckschen Gesetze (93) führt°®), soll es nach Bose und 
Einstein bei Hinzunahme der Impulsfestlegung mit ” möglich sein, 


(93) im Gegensatz zu Nr. 9 oder 11 ohme jede Benutzung klassischer 
Hilfsmittel statistisch abzuleiten.) Von der Annahme ausgehend, 
daß die maximale Zellengröße im u-Raume (Nr. 3) der Lichtquanten 
ähnlich wie bei der Molekültranslation (Nr. 24c) gleich h? sein soll’*"), 
wird dabei der in Nr. 6b wellentheoretisch als „Anzahl der Hohlraum- 
eigenschwingungen im Volumen V“ gedeutete Ausdruck (53b) unmittel- 
bar als Anzahl aller verschiedenen quantentheoretisch möglichen räum- 
lichen Anordnungen und Orientierungen von Lichtquanten erhalten.’#) 








545) Siehe die in Anm. 182) angegebene Literatur, ferner das Ergebnis (95), 
welches für n>2 obiger Form der Lichtquantenhypothese widerspricht, dem 
Planckschen Strahlungsgesetze (93) hingegen genügt. Sucht man (95) in die 
Sprache der Lichtquantentheorie zu übersetzen, so zeigt sich, daß nach (93) 
neben den „einfachen‘‘ Lichtquanten oder Licht,,atomen“ mit der Energie hv 
auch „mehrfache“ Lichtquanten oder Licht,‚moleküle“ mit der Energie n-hv 
im Strahlungsraume auftreten müßten. In dieser Form haben die Lichtquanten- 
theorie zu erweitern bzw. zu ergänzen gesucht: M. Wolfke, Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 375; L. de Broglie, Paris C. R. 175 (1922), p. 811; J. de phys. et le 
Rad. (VI) 3 (1922), p. 422; These, Paris 1924 (Masson), p.96ff.; W. Bothe, Ztschr. 
f. Phys. 20 (1923), p. 145; 23 (1924), p. 214; L. 8. Ornstein und H. C. Burger, 
Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 358. Werden „Zusammenstöße“ zwischen Atomen 
und Quanten,,molekülen‘‘ zugelassen, so kann Einsteins Annahme einer nega- 
tiven Einstrahlung (Nr. 11) entbehrlich werden. 

546) $. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178, übersetzt von A. Einstein. 
Die Arbeit zerfällt in zwei, einer unabhängigen Bewertung fähiger Teile: 1. in 
die lichtquantentheoretische Ableitung von (53b) (s. oben im Text, aber auch 
Anm. 540), 2. in die statistische Behandlung der Lichtquanten, wobei eine von 
Nr. 4 und 8b abweichende Definition der Zustandswahrscheinlichkeiten in Ver- 
bindung mit formaler Anwendung des Boltzmannschen Prinzips (90a) benutzt 
wird. Der Teil 2 beruht auf einer neuartigen statistischen Methodik (vgl. 
Anm. 32a), deren Tragweite am Ende von Nr. 27 nähere Erwähnung findet. 

547) Vgl. Anm. 506) und Nr. 24, insbesondere Nr. 24e; daß die genannte An- 
nahme nur die maximale Zellengröße betreffen kann, folgt aus ähnlichen Betrach- 
tungen wie auf p. 954/955. Die überraschende Bewährung dieser Voraussetzung 
auch für Liehtquanten läßt deren Bewegung in Analogie zu den Quantenbahnen 
der Atomsysteme treten, was vielleicht als Fingerzeig für die Möglichkeit einer 
Quantentheorie der Strahlungsvorgänge angesehen werden könnte, welche aus- 
schließlich auf die beobachtbaren Veränderungen an materiellen Teilchen ge- 
gründet wird, ohne die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes igno- 
rieren zu müssen (vgl. Anm. 539). 

548) Die Bosesche Ableitung von (53 b) gibt also eine Art „Orientierungs- 
quantelung“ der Lichtquanten, ähnlich jener von Schrödinger für die Molekül- 
translation zufolge (186) (vgl. dazu auch Anm. 435); tatsächlich läßt sich (186) 
nach Schrödinger auf verwandtem Wege wie (ö3b) bei Bose aus der Forderung 
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Eine größere Anzahl von Spekulationen über Dimensionen und son- 
stige Eigenschaften der Lichtquanten®®”) kann hier außer Betracht 
bleiben, da sie bisher zu keinen nennenswerten Erfolgen geführt hat. 


Was die Polarisationserscheinungen anbetrifft, so erfordern sowohl 
die in Nr. 12 formulierten allgemeinen Gesetze der Wechselwirkung 
zwischen Materie und Strahlung als auch die eben berührte Licht- 
quantentheorie Ergänzungen, für welche eine endgültige Form kaum 
noch gefunden sein dürfte. Der Grund hierfür liegt vor allem in dem 
Mangel eines dem elektrischen Vektor des Lichtes der Maxwellschen 
Theorie analogen Begriffes in der Quantentheorie?‘®); wie dessen Rolle 
in der klassisch-elektromagnetischen Lichttheorie konform mit den 
beobachteten spezifischen Wirkungen polarisierter Strahlung dartut, 
dürfte sein Analogon in vielen Fällen in einer verhältnismäßig engen 
Koppelung zwischen der Emission und Wiederabsorption individueller 
Strahlungsenergiebeträge hv zu suchen sein°®!), welche bei der Wieder- 
absorption ähnliche Verhältnisse schafft bzw. auswählt, wie bei der 


einer maximalen Zellengröße h® ableiten. Eine bis ins einzelne gehende Über- 
tragung des Boseschen Verfahrens, wie es A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261 
vorgenommen hat, führt zu einer in statistischer Hinsicht neuartigen Theorie 
der Gasentartung (Nr. 24ec), deren prinzipielle Bedeutung am Ende von Nr. 27 
besprochen wird. 


549) Z. B.: M. Brillouin, Paris C. R. 168 (1919), p. 1318; R. Emden, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 513; L. de Broglie, Paris C. R. 175 (1922), p. 811; 177 (1923), 
p. 507, 548, 630; J. de Phys. et le Rad. (VI) 3 (1922), p. 422; H. Bateman, Na- 
ture 111 (1928), p. 567; 112 (1923), p. 239; 113 (1924), p. 924; Phil. Mag. 46 
(1923), p. 977; W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 17 (1923), p. 137; 26 (1924), p. 74; 
L. S. Ornstein und H. C. Burger, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 345, 351, hierzu 
W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 261; L. $. Ornstein und H. C. Burger, 
Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 358; 30 (1924), p. 253; E. Marx, Ztschr. f. Phys. 27 
(1924), p. 248; F. W. Bubb, Nature 113 (1924), p. 237; Phys. Rev. 24 (1924), 
p. 177; @. E. M. Jauncey, Phys. Rev. 22 (1923), p. 233; 23 (1924), p. 313; L. Bril- 
lowin, Paris C. R. 178 (1924), p. 1696; K. Schaposchnikow, Ztschr. f. Phys. 30 
(1924), p 228; V. S. Vrkljan, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 713. 


550) Siehe etwa die in der vorigen Anm. genannten Publikationen von 
F. W. Bubb, bzw. Anm. 493). 


551) Vgl. Nr. 17, Ende, Anm. 447), 498), 534) und Nr. 21. — Zu ähnlichen 
Folgerungen führt auch die Frage nach der quantentheoretischen Deutung der 
Interferenzfähigkeit der Strahlung (Kohärenzerscheinungen). (Einen diesbezüglichen, 
jedoch auf ganz anderer Grundlage beruhenden Versuch hat P. $. Epstein, 
Münchn. Ber. 1919, p. 73, unternommen.) Die in der Literatur mehrfach ge- 
äußerte Meinung, daß hier für die Einsteinsche Lichtquantentheorie unüber- 
windliche Schwierigkeiten bestehen, scheint unbegründet, wenn man die 
gleiche Folgerung nicht auch schon auf die Polarisation der Strahlung aus- 
dehnen will. 
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Emission.’??®) Die letzteren erscheinen nach dem Bohrschen Korrespon- 
denzprinzip (Nr. 14) durch die Polarisationseigenschaften der den ver- 
schiedenen Quantenübergängen korrespondierenden Schwingungskom- 
ponenten der Atombewegung festgelegt. Hiernach wird neben zirkularer 
und linearer Polarisation im allgemeinen auch elliptische Polarisation 
auftreten können müssen°°®), wobei vieles dafür zu sprechen scheint, daß 
diese Polarisationsaussagen des Korrespondenzprinzipes Eigenschaften 
der einzelnen elementaren Strahlungsvorgänge betreffen und nicht etwa 
als bloß statistische Gesetzmäßigkeiten aufzufassen sind. Eine beson- 
dere von der Polarisation im allgemeinen nieht unabhängige Eigen- 
schaft derartiger Einzelvorgänge liegt bei isolierten Atomsystemen ferner 
in der Notwendigkeit, den meist von Null verschiedenen Betrag der 
bei den betreffenden Quantenübergängen auftretenden Änderungen des 
Drehimpulsvektors D der Atome der ausgesandten Strahlung zuzuordnen, 
wenn der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses gleich jenem von 
der Erhaltung der Energie und des Linearimpulses (Nr. 11) am Einzel- 
atom beibehalten werden soll.’”*) Bei Atomsystemen mit einer Sym- 
metrieachse, d. h. für alle störungsfreien Atom- und Molekülmodelle, 


552) Vgl. z. B. die quantentheoretische Deutung der von R. W. Wood und 
4A. Ellet, Proc. Roy. Soc. (A) 103 (1923), p. 396; Phys. Rev. 24 (1924), p. 243, ge- 
fundene Beeinflussung der bei Erregung mit polarisiertem Lichte erhaltenen Po- 
larisation des Fluoreszenzlichtes durch Magnetfelder bei W. Hanle, Naturwissen- 
schaften 11 (1923), p. 690; P. Pringsheim, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 247; 
Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 324; @. Joos, Phys. Ztschr. 25 (1924), p.130; @. Breit, 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 832; E. Gaviola und P. Pringsheim, Ztschr. f. Phys. 25 
(1924), p. 367; W. Hanle, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 93. Vgl. ferner A. E. 
Ruark, P. Foote und F‘. L. Mohler, J. Opt. Soc. Amer. 7 (1923), p. 415; F. Wei- 
gert, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 383. — Eine Deutung des Wood-Ellet- 
effektes bei fehlendem oder sehr schwachem Felde ist von N. Bohr, Naturwissen- 
schaften 12 (1924), p. 1115, auf Grund seiner neueren Auffassung der Quanten- 
vorgänge gegeben worden (s. auch W. Hanle, 1. c.), doch ist sie (im oben ange- 
deuteten Sinne) zwanglos auch für Bohrs ältere Auffassung durchführbar. 

553) Siehe N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 1, wo dies in engem Zu- 
sammenhang mit dem Koppelungsprinzip (Anm. 539) gegenüber A. Rubinowicz, 
Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 343, hervorgehoben wird. 

554) Siehe etwa A. Sommerfeld [1], 5. Kapitel, $ 1. — Die Bedeutung dieser 
Felgerung verliert allerdings mancherlei an Tragweite, wenn man bedenkt, daß 
isolierte Atomsysteme prinzipiell überhaupt nicht vorkommen können (Nr. 17); in 
der Tat wird es bei Aufgabe jener Isolierung zunächst völlig unsicher, für wel- 
chen Bereich die Drehimpulsänderungen nunmehr in Rechnung zu stellen sind, 
ähnlich wie dies in Nr. 17 (p. 1065) bei unabgeschlossenen Systemen bereits für 
die Anwendung des Energiesatzes (115a) bzw. (115) hervorgehoben werden 
mußte [und gleicherweise für den Impulssatz (116), (116a) in Betracht kommt]. 
Es ist aber naheliegend, dieses Bedenken für abgeschlossene Systeme mit Be- 
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wird dieser Betrag nach dem Korrespondenzprinzip?”) für deren sämt- 
liche, in der Richtung dieser Achse zirkular polarisierten Spektral- 
linien allgemein und unabhängig von der Strahlungsfrequenz durch die 
Vektorgleichung 

(190) DE) — DD. 


gegeben, worin d den Einheitsvektor des bei einer beliebigen der- 
artigen Wechselwirkung mit dem Strahlungsfelde umgesetzten Dreh- 
impulses bezeichnet.) Wie Bohr und Rubinowiez gezeigt haben ’””), 
kann (190) in Verbindung mit der Bohrschen Frequenzbedingung 
(114) bzw. (115), auch aus dem klassisch-elektrodynamischen Ergeb- 
nisse abgeleitet werden, daß das Verhältnis von Energie und Dreh- 
impuls der von einem solchen Gebilde ausgestrahlten Kugelwelle von 
der Frequenz » gleich 2x» ist5®) Daß |D") — D| bei einem 
Quantenübergange eines durch äußere Kraftfelder (Nr. 15b) gestörten 
Atomsystems nach dem Korrespondenzprinzip auch gleich Null oder 
einem ganzzahligen Vielfachen von I sein kann, scheint einer uni- 
versellen Geltung von (190) für die Strahlungsprozesse zu widerspre- 


rufung auf den Erfolg zu ignorieren, welcher das damit übereinstimmende, still- 
schweigende Vorgehen der Anwendung von (114) in Nr. 14—16 auf isolierte 
Atome und Moleküle rechtfertigt. 

555) N. Bohr [2]; siehe Anm. 321). 

556) Daß d für eine bestimmte Richtung zweierlei Drehungssinn besitzen 
kann, ist quantentheoretisch von besonderem Interesse. Wenn Bose (Anm. 546) 
bei seiner oben im Texte erwähnten lichtquantentheoretischen Ableitung von 
(53b) zunächst bloß den halben Ausdruck (53b) erhält und diesen dann nach- 
träglich unter bloßem Hinweis auf die Polarisation verdoppelt, so ist das quanten- 
theoretisch nur mit Rücksicht auf (190) zu rechtfertigen. Dieser Umstand scheint 
sehr für die in Anm. 559) vertretene Auffassung zu sprechen, wonach (190) un:- 
verselle Gültigkeit für jede Art von Wechselwirkung zwischen Strahlung und 
Materie beanspruchen können sollte. 

557) N. Bohr [2], p. 47/48; A. Rubinowiez, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 441, 
465; vgl. auch besonders A. Sommerfeld [1], 5. Kapitel,.$ 2, 3, ferner C©. N. Wall, 
Phil. Mag. 48 (1924), p. 378. Wie Bohr betont, spricht dieses Ergebnis, unab- 
hängig von den allgemeinen Quantenbedingungen (133) und deren Anwendbar- 
keit, dafür, daß der Gesamtdrehimpuls eines Atoms ein ganzzahliges Vielfaches 


J 
von n- beträgt, wie sonst aus (148°) gefolgert werden muß und am Ende von 


Nr. 16a hervorgehoben worden ist. 

558) H. Busch, Phys. Ztschr. 14 (1918), p. 455; K. Schaposchnikow, Phys. 
Ztschr. 15 (1914), p. 454; M. Abraham, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 914. Vgl. vor 
allem aber die Darstellung von A. Sommerfeld [1], Zusatz 10. — Tatsächlich hat 


man unmittelbar hv:2zv = nn und damit (190). 
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; h 
chen. Nur wenn es erlaubt sein sollte, anzunehmen, daß alle auf TZ 


fehlenden bzw. überschüssigen Drehimpulsbeträge von jenen Atomanord- 
nungen geliefert bzw. aufgenommen werden, welche die störenden Felder 
hervorbringen, wäre es möglich, (190) als universelles, für jede beliebige 
Wechselwirkung von Materie und Strahlungsfeld maßgebendes Gesetz der 
Energiefrequenzbedingung (115) und der Impulsfrequenzbedingung (116) 
ebenbürtig an die Seite zu stellen.°°”) 


Was die räumliche Lokalisation der Strahlungsvorgänge anlangt, so 
ist sie im Gegensatz zur klassischen Theorie im einzelnen gegenwärtig 
vollkommen unbestimmt, da die Quantentheorie eben gerade jenen 
kausal-differentiellen Zusammenhang zwischen Elektronenbewegung und 
Strahlungsvorgängen aufhebt, welcher innerhalb der klassischen Elektro- 
dynamik sämtliche beschleunigt bewegten Ladungen als Strahlungsquellen 
erkennen läßt. Die bilanzmäßigen Anwendungen (115) bzw. (115a), 
(116) bzw. (116a) und (190) der Erhaltungssätze auf die Strahlungs- 
vorgänge, insbesondere aber der durch (116) auch hinsichtlich seiner 
Richtung festgelegte Einsteinsche Linearimpulsumsatz zeigen, daß eine 
derartige Lokalisation doch wenigstens insofern möglich sein muß, als 
ein ganz bestimmtes Bezugssystem angegeben werden kann, in welchem 
die Frequenz » der ausgesandten Strahlung zu messen ist. Ob der 
Strahlungsprozeß in einem Raumpunkt innerhalb oder außerhalb des 
von dem betreffenden Gebilde eingenommenen Raumes vor sich gehend 
gedacht werden und wie dieser Punkt ermittelt werden könnte?‘), ent- 
zieht sich einstweilen aber jeder näheren Kennzeichnung. 


559) Wie es scheint, kann eine teilweise Aufnahme bzw. Abgabe von Dreh- 
impuls durch die äußeren Atomanordnungen auch mittels klassischer Über- _ 
legungen wahrscheinlich gemacht werden, da das strahlende Atom im Störungs- 
felde ohnehin nur quasi-abgeschlossen ist (siehe Nr. 15b, Anfang). Vielleicht 
ist auch eine experimentelle Bestätigung für die vermutete Universalität des 


Strahlungsdrehimpulses .> nicht gänzlich ausgeschlossen. Für die Möglichkeit 


einer Lichtquantentheorie scheint sie sogar von grundsätzlicher Bedeutung zu 
sein, da sich die für die Duplizität der Polarisationsfreiheitsgrade jeder belie- 
bigen Strahlrichtung (siehe Anm. 556) quantentheoretisch erforderliche Dupli- 
zität des Drehungssinnes nur bei von Null verschiedenem Drehimpulsumsatz er- 
geben kann. 

560) Die Annahme einer punktartigen Lokalisierung der Strahlungsprozesse 
würde mit Rücksicht auf die Existenz des erwähnten Bezugssystems naheliegen, 
und auf die endliche Zeit, welche die Zurücklegung irgendeines Lichtweges er- 
fordert. Eine wenigstens prinzipiell exakt mögliche Definition der Länge eines 
Lichtweges scheint vor allem unumgänglich zu sein für die Möglichkeit einer 
quantentheoretischen Deutung der wellentheoretischen Lichtphase (Nr. 21). Der 
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Die Bestimmung des Bezugssystems der bei einem Quantenüber- 
gang eines isolierten Atomsystems absorbierten oder emittierten mono- 
chromatischen Strahlung hat Schrödinger ausgeführt; sie läuft gleich- 
zeitig hinaus auf eine quantentheoretische Ableitung bzw. Verallgemeine- 
rung des Dopplerschen Prinzipes.') Sind E,,, Em die Absolutbeträge 
der Energiewerte E,, E,. des Atomsystems für den betrachteten 
RT RE 

ce? $ A ce? 
massen ergeben, und werden unter v,,,, %,, die Translationsgeschwindig- 
keiten des Atoms in bezug auf den spektroskopischen Beobachter vor 
und nach dem Quantenübergang verstanden, so lautet die allgemeine 
Energiefrequenzbedingung (115) in relativitätstheoretischer Schreib- 
weise: 


(191) un — — a _ hr. 
Vırtraniyianien 
c? c? 


Zur Anwendung der Impulsfrequenzbedingung (116) mögen unter &,,, 
9m die Winkel verstanden ‘werden, welche die Richtungen von v,, 


Quantenübergang, derart, daß dessen entsprechende Ruh- 





) 
und d,» mit jener des Strahlungsimpulses bilden; (116) zerfällt 
dann in die beiden Bedingungen 























(192 a) ee 
eV NE eyı a 

(192b) Ein’)oa) - Br Ein”) » Un”) - en 9m) og, 
eayı_% eyı _ n- 

Setzt man 

DB iu EEE). A) I), 
2hy Em): Ein”) r 2: VE) - Ein”) 


so ergibt sich aus (191), (192a), (192b) für die vom spektroskopi- 
Versuch, den Absorptions- bzw. Emissionspunkt eines individuellen Strahlungs- 
prozesses mit einem individuellen Bahnpunkte eines „Leucht‘elektrons zu iden- 
tifizieren, könnte vom Standpunkt der vernachlässigbar kurzen Dauer eines 
Quantenüberganges (s. namentlich Anm. 579), ferner von den Tatsachen strah- 
lungsbedingter Zusammenstöße (Nr. 18b), dem lichtelektrischen und Compton- 
effekt aus vorteilhaft erscheinen; er wirkt aber befremdlich gegenüber dem Um- 
stand, daß an dem Quantenübergang eines Atoms mit mehreren Elektronen sämt- 
liche Ladungen beteiligt sind und die Auszeichnung des „Leucht‘elektrons daher 
bedenklich wird. 

561) E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 301. Bezüglich eines älteren, 
nicht geglückten Versuches von K. Försterling, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 404, 
vgl. man das Referat von W. Pauli, Phys. Ber. 2 (1921), p. 489. 
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schen Beobachter gemessene Frequenz v der Strahlung 


(194) 14 Ve suche een. 


€ — Un’) . COS Un) C— Un’) CO8 Pa”) $ 








Der wellentheoretisch-relativistische Zusammenhang zwischen der .Ruh- 
frequenz vg und der Frequenz v’ der Strahlung einer Lichtquelle, die 
unter dem Winkel # gegen die Strahlrichtung mit der Geschwindig- 
keit v relativ zum spektroskopischen Beobachter bewegt ist, lautet 
demgegenüber 


19) Von, 

Wie der Vergleich von (194) und (194°) lehrt, ist v, in (193) als 
quantentheoretische Ruhfrequenz der Strahlung anzusprechen; die Doppler- 
Formel (194) ergibt sich dann einfach durch Multiplikation von », 
mit dem geometrischen Mittel des wellentheoretischen Faktors von v,; 
in (194), gebildet für den Bewegungszustand vor und nach Ausfüh- 
rung des Quantenüberganges. Für v=», erhält man vo, = — Un 
9m = = 0, und erkennt, daß dieser Spezialfall in der Wellen- 
theorie tatsächlich gerade jenem einer ruhenden Strahlungsquelle ent- 
spricht; man hat dann nämlich wegen 3") = — 3") nach (116) einfach 


(195) 2|II = — 


und, da der Strahlungsimpuls für die klassische, isotrope Kugelwelle 
verschwindet, 3"? — 3") = 0. Das Ruhsystem eines monochromatischen 
Strahlungsprozesses erscheint demnach in der Quantentheorie eindeutig de- 
finiert durch (195), wenn man fordert, daß jeder von den beiden zur 
klassischen Theorie führenden Grenzübergänge (121) und (122) die 
wellentheoretische Doppler-Formel (194') ergibt. Aus (195) geht aber 
zugleich unmittelbar hervor, daß dieses quantentheoretische Bezugssystem 
der Strahlung weder mit dem Ruhsystem des Atoms vor dem Quanten- 
übergange noch demjenigen nach dem Quantenübergange identisch ist; 
die Angabe eines derartigen Bezugsystems auf Grund eines einzigen 
stationären Zustandes ist demnach unmöglich.°®®) — Da es für die 
vorstehenden Betrachtungen belanglos ist, ob anstatt des Atomsystems 
die Teilnehmer an einem beliebigen strahlungsbedingten Zusammenstoß 


562) Dieser Umstand, der indessen keine größeren Erkenntnisschwierigkeiten 
in sich schließt, als schon die Frequenzberechnung mittels der gewöhnlichen 
Bohrschen Frequenzbedingung (114) wurde von Bohr (Anm. 503) vorübergehend 
als besondere, unannehmbare Härte gewertet. — Eliminiert man übrigens Um 
und #,,„ aus (194) mittels (191) und (192), so erhält man nach P. A. M. Dirac, 
Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 432, eine Beziehung von der gleichen Form 
(194”) wie die klassische Doppler-Formel. 
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(Nr. 18b) gewählt werden, so gelten sie auch für alle Arten der 
letzteren, falls dann in (195) unter 3") der resultierende Gesamt- 
linearimpuls aller Stoßteilnehmer vor dem Zusammenstoße verstanden 
wird.?°) Die durch (194) bedingten Abweichungen von der klassischen 
Doppler- Verbreiterung der Spektrallinien bleiben in allen der experimen- 
tellen Prüfung gegenwärtig zugänglichen Fällen unmeßbar klein. 


21. Quantentheorie der optischen Zerstreuung und Dispersion. 
Um den Durchgang des Lichtes durch durchsichtige Medien und dessen 
Gesetzmäßigkeiten zu verstehen, bedarf es der Klarstellung folgender 
beider Hauptfragen’°*%): 


I. Wie ist der „Lichtweg“ im materiellen Medium beschaffen? 


II. Warum ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im 
materiellen Medium eine andere als im Vakuum? 


Beide Fragen werden von der klassisch-elektromagnetischen Wellen- 
theorie des Lichtes qualitativ erschöpfend und in mancherlei Hinsicht 
auch quantitativ beantwortet. Fällt eine „ebene“ Lichtwelle von der 
Frequenz v auf ein Atom auf, so folgert die Wellentheorie das Auf- 
treten einer von dem Atom ausgesandten Kugelwelle gleicher Frequenz, 
welche zunächst bloß eine teilweise Absorption und Zerstreuung der 
Primärwelle ohne Verminderung ihrer Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und ohne Richtungsänderung bewirkt. Um die gerade mit Änderung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der Richtung verbundene Bre- 
chung zu erhalten, muß dieser Vorgang nun für sehr viele derartige 
Atome, z. B. harmonische Oszillatoren mit der Dewegungseigenfrequenz 
@,, untersucht werden, welche etwa alle in einer zur Einfallsrichtung 
der Primärwelle senkrechten Ebene liegen mögen. Durch Interferenz 
der sekundären Kugelwellen, also der Streustrahlung, nach dem Huygens- 
‘schen Prinzip wird jetzt eine „ebene“ Sekundärwelle von der Frequenz v 
zustandekommen, welcher Vorgang nach der klassischen Dispersions- 
theorie unter anderem so gekennzeichnet werden kann, als ob die Licht- 


phase p in der Atomschicht die (positive oder negative) Zeitdauer 2x - > 


663) Wie man jedoch unmittelbar sieht, folgt aus (193), daß eine bloß auf 
Kosten seiner Translationsenergie zustandekommende Strahlungsemission eines 
einzelnen mit konstanter Geschwindigkeit gegen den spektroskopischen Beob- 
achter bewegten Partikels unmöglich ist; nach dem Korrespondenzprinzip (Nr. 14) 
ist dies trivial, da gleichfürmig bewegie Ladungen auch einer klassischen Ausstrah- 
lung unfähig sind. Eine mit ungleichförmiger Bewegung verbundene quanten- 
theoretische Ausstrahlung kann dagegen stets im Sinne irgendeiner Art strahlungs- 
bedingten Zusammenstoßes (Nr. 18b) gedeutet werden. 

564) Siehe etwa K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 341. 
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aufgehalten worden wäre, was innerhalb eines aus derartigen Atomen 
bestehenden Mediums das Zustandekommen einer von ip Vakuum- 


lichtgeschwindigkeit c verschiedenen Phasengeschwindigkeit — — und da- 


mit eines von Eins verschiedenen Brechungsexponenten n, erklärt: eine 
ähnliche, stets positive Verzögerung erleidet die von der Strahlung Pa 
portierte Energie und mißt die stets kleiner als c bleibende Gruppen- 
geschwindigkeit°) Wenn v gleich einer Spektralfrequenz v, des ge- 
troffenen Atoms ist, tritt „Resonanz“ und damit, je nach der Phase, 
positive oder negative Einstrahlung (Nr. 11) auf, wenn v nur wenig 
von ihr verschieden ist, „anomale Dispersion“. 

Die vorstehende knappe Übersicht über die Keen. der klas- 
sischen Dispersionstheorie läßt als Hauptpunkte einer Quantentheorie 
der Lichtfortpflanzung in materiellen Medien die Notwendigkeit einer 
quantentheoretischen Erklärung der Zersireuung und der Interferenz 
erkennen, welche zusammen eine Beantwortung der Frage I ermög- 
lichen, ferner eine Deutung der Verzögerungszeit in den streuenden 
Atomen, welche die Antwort auf die Frage II enthalten muß. Diese 
Punkte müssen demnach im folgenden einer näheren Erörterung 
unterzogen werden. 

Um die von einzelnen Bohrschen Atom- oder Molekülmodellen 
bewirkte Zerstreuung zu berechnen, haben Debye und Sommerfeld, so- 
wie Davysson ursprünglich versucht, die Beeinflussung der Modelle durch 
ankommende Lichtwellen störungstheoretisch-quantenmäßig (Nr. 15 b) 
zu ermitteln, die Rückwirkung dieser Störung auf die Welle aber als 
klassische Kugelwelle zu behandeln.) Während der erstere Schritt 
allenfalls noch einer Rechtfertigung fähig ist?®”), widerspricht die Auf- 
fassung einer Kugelwellen-Streustrahlung der allgemeinen Impulsbe- 


565) Siehe K. F. Herzfeld, Anm. 564), ferner L. Natanson, Phil. Mag. 38 
(1919), p. 269. 

566) P. Debye, Münchn. Ber. 1915, p. 1; A. Sommerfeld, Elster-Geitel-Fest- 
schrift 1915, p. 575; Ann.d. Phys. 53 (1917), p. 497: C. Davysson, Phys. Rev. 8 
(1916), p. 20; ferner insbesondere P. $. Epstein, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 92 
und M. Born, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 379, $ 2. Bezüglich der auf gleichem 
Wege untersuchten Rotationsdispersion vgl. man Anm. 414) und 418). 

567) J. M. Burgers [1], p. 215f.; Versl. Amsterd. 26 (1917). p. 702. — Die 
Frage zerfällt allerdings im Grunde genommen bereits in zwei Teile, a) ob die 
Anwendung störungstheoretischer Quantenbetrachtungen auch auf langsame, 
periodische, also von der Zeit explizit abhängige Störungen zulässig ist, b) ob 
das elektrische Feld der Licht,,‚welle“ auch tatsächlich als eine derartige perio- 
dische Störung aufgefaßt werden darf. a) ist von Burgers allein behandelt und 
bejaht worden, b) widerspricht (115a) und (116a), könnte aber etwa noch bei 
Zugrundelegung einer statistischen Auffassung beibehalten werden. 
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bedingung (116a). Tatsächlich haben alle diese Versuche zu keiner 
brauchbaren Wiedergabe der Wellenlängenabhängigkeit des Brechungs- 
exponenten geführt’), vor allem auch deswegen, weil sie notwendig 
zu einer der Quantentheorie nach Nr. 14 grundsätzlich widersprechen- 
den Gleichsetzung von Bewegungsfrequenzen », und Spektralfrequenzen 
v, gelangen müssen. Der letztere Widerspruch kann nun zwar durch 
die Annahme behoben werden, daß die Streustrahlung der Quanten- 
atome entweder überhaupt nur deren Spektralfrequenzen enthalten 
könne°®®), oder durch fiktive „Ersatzoszillatoren“ in den Atomen her- 
vorgerufen werde, deren Bewegungsfrequenzen mit den nach der Bohr- 
schen Frequenzbedingung (114) berechneten Spektralfrequenzen über- 
einstimmen sollen.°”) Die in diesen beiden Fällen den Interferenz- 
vorgängen zuliebe wiederum vorausgesetzte Kugelwellenemission der 
bisher überdies stets als ruhend betrachteten Streuungszentren wider- 
spricht aber ebenfalls wieder (116a), so daß man auf diesem Wege 
ebensowenig wie in der klassischen Streuungs- und Dispersionstheorie 
zur Erhaltung des statistischen Wärmegleichgewichtes zwischen Ma- 
terie und Strahlung gelangen kann.) In der Tat ist auch bereits 
am Ende von Nr. 12 gezeigt worden, daß die Erhaltung jenes Gleich- 
gewichtes wegen der durch (116a) bedingten Änderung eines von 
Null verschiedenen Translationsimpulses beim Streuvorgange nur an 


568) Siehe die in Anm. 566) genannte Literatur. Die zuerst von Debye am 
H,-Molekülmodell erhaltene Übereinstimmung wird mit Rücksicht auf das ander- 
weitige Versagen dieses Modelles (Nr. 16b) hinfällig. 

569) ©. @. Darwin, Nature 110 (1922), p. 841; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 
(1923), p. 771; A. Smekal, vgl. Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873. 

570) R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 451; R. Ladenburg und 
F. Reiche, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 584; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 117, auf p. 161/162. — Einem formal ähnlichen Standpunkt entspricht 
ferner die neuere Auffassung der Quantenvorgänge von Bohr, Kramers und Slater 
(Nr. 20, Anm. 532), jedoch mit einer virtuellen Kugelwellen-Streustrahlung, welche 
so beschaffen gedacht wird, daß sie dem im Text nachfolgend angeführten, auf 
(1168) gestützten Gegenargument aus statistischen Gründen zu entgehen vermag. 
Ausführungen zur Quantentheorie der Dispersion, welche mit einer derartigen 
virtuellen Kugelwellen-Streustrahlung arbeiten (was hier nur mehr eine termino- 
logische Bedeutung hat), sind von H. A. Kramers gegeben worden [Anm. 532), 
vgl. dazu ferner R. Ladenburg und F‘. Reiche, Naturwissenschaften 12 (1924), 
p- 672; M. Born, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 379, $$ 3,4; R. Becker, Ztschr. f. 
Phys 27 (1924), p. 173]. 

571) Siehe etwa 0.@. Darwin und A. Smekal, Anm, 569) oder Anm. 239). 
Der von K. F. Herzfeld (Anm. 564), p. 359 vertretene, entgegengesetzte Stand- 
punkt kann nur bei bewußter Vernachlässigung von (116a) als gerechtfertigt 
angesehen werden. Die gleiche Vernachlässigung liegt auch der Kramersschen 
Quantentheorie der Dispersion (Anm. 570) zugrunde, 


21. Quantentheorie der optischen Zerstreuung und Dispersion. 1107 


thermisch bewegten Streuungszentren möglich ist. Wie zuerst A. H. Comp- 
ton und P. Debye bei der quantentheoretischen Behandlung des Streu- 
vorganges durch praktisch „freie“ Elektronen geschlossen haben, muß 
die Streustrahlung eine richtungsabhängige Wellenlängenänderung gegen- 
über der Primärstrahlung aufweisen®"?), welche an der hauptsächlich 
von leichten Elementen gestreuten Röntgenstrahlung tatsächlich auch 
von A. H. Compton experimentell festgestellt und gemessen werden 
konnte.°”?) Die für die Streuung an beliebigen Atomen oder Mole- 
külen maßgebenden allgemeinen Beziehungen (118) und (119) sind 
durch Verallgemeinerung der Compton-Debyeschen Betrachtungen von 
Smekal aufgestellt worden°’*) und zeigen, daß die in der Streustrah- 
lung gegenüber der Primärstrahlung auftretenden Frequenzänderungen 
unter Umständen sogar von der Größenordnung der Spektralfrequenzen 
der streuenden Atomsysteme sein können müssen, wofür ein direkter ex- 
perimenteller Nachweis einstweilen allerdings noch aussteht.’”°) Dieser 


572) Siehe Anm. 244), 495), ferner W. Pauli, Anm. 243). 

573) A. H. Compton, Bull. Nat. Res. Council 20 (1922), p. 19; Phil. Mag. 46 
(1923), p. 897; Phys. Rev. 21 (1923), p. 483; 22 (1923), p. 409; 24 (1924), p. 168, 
A. H. Compton und Y. H. Woo, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 271; P. A. 
KRoß, Phys. Rev. 22 (1923), p. 524; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 246; 10 
(1924), p. 304; J. A. Becker, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 342; M.de Broglie, 
Paris C. R. 178 (1924), p. 908; A. H. Compton und J. A. Bearden, Proc. Nat. 
Acad. Amer. 11 (1925), p. 117; Y. H. Woo, ebenda p. 123; P. A. Roß und D.L. 
Webster, ebenda p. 56, 61; H. Kallmann und H. Mark, Naturwiss. 13 (1925), 
p. 297. — Die Realität des Comptoneffektes ist von W. Duane und seinen 
Mitarbeitern in zahlreichen Veröffentlichungen in den Proc. Nat. Acad. Amer. 10 
(1924) bestritten und eine Deutung der experimentellen Tatsachen auf anderem 
Wege zu geben versucht worden, doch scheint diese Diskrepanz nach den 
neuesten Publikationen im wesentlichen zugunsten der Comptonschen Ergebnisse 
geklärt zu sein. Ein unabhängiger Beweis für die letzteren liegt aber auch be- 
reits vor im Nachweis der Existenz der Oomptonschen Rückstoßelektronen (vgl. die 
Betrachtungen zum Oomptoneffekt in Nr. 18b) durch 0. T. R. Wilson und Bothe 
(Anm. 237), namentlich aber den Ergebnissen von A. H. Compton und J. C. Hub- 
bard, Phys. Rev. 23 (1924), p. 439 (Diskussion der Wilsonschen Versuche) und 
D. Skobelzyn, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 393; 28 (1924), p. 278. 

574) A. Smekal, Anm. 569) oder 236). 

575) Für v’=0, wo (118) und (119) in (115) und (116) übergehen, ent- 
spricht dieser Folgerung aber der experimentell zuerst von R. J. Strutt, Proc. 
Roy. Soc. (A) 96 (1919), p. 272, an Na-Dampf festgestellten Tatsache, daß das 
mit einer von der Resonanzlinie verschiedenen Spektrallinie erregte Fluoreszenz- 
licht auch andere Spektralfrequenzen des fluoreszierenden Atomsystems als jene 
des Primärlichtes enthält. (Bezüglich der quanten- und serientheoretischen Deu- 
tung dieses Effektes vgl. man N. Bohr [3], p- 35/36.) Die notwendige Exi- 
stenz des Analogons zu dieser Erscheinung bei der Streustrahlung ist oben 
direkt aus den auf den Energie- und Impulssatz gegründeten Beziehungen (118) 


1108 V28. A.Smekal. Allgem.Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 


Fall muß nach (118) und (119) nämlich stets dann eintreten, wenn die 
unter einem beliebigen Winkel gegen die Primärrichtung erfolgende 
Emission der Sekundärstrahlung mit einem Quantenübergang des streu- 
enden Gebildes verbunden ist (anomale Zerstreuung); andernfalls erhält 
man die nur für das leichte Elektron meßbare Frequenzänderung des 
gewöhnlichen Oomptoneffekts (normale Zerstreuung).?”®) 

Die Beziehungen (118) und (119) setzen eine zweimalige Anwen- 
dung der grundlegenden Wechselwirkungsgesetze (115) und (116) 
zwischen Materie und Strahlung voraus, deren Erfolg die Unausweich- 
lichkeit der Folgerung erkennen zu lassen scheint, daß das streuende 
Atom sich zwischen Aufnahme der Primärstrahlung und Emission 
der Sekundärstrahlung in einem „metastationären“ Zustande von end- 
licher „Lebensdauer“ befinden muß.) Dies entspricht nun gerade der 


und (119) entnommen worden, kann aber auch aus dem Bohrschen Korrespon- 
denzprinzip (Nr. 14) erschlossen werden, wenn man bekannte Sätze über die er- 
zwungenen Schwingungen ein- und mehrfach-periodischer Systeme benutzt. Dieser 
Weg der Begründung ist jüngst auch von N. Bohr, Naturwissenschaften 12 
(1924), p. 1115, besonders hervorgehoben worden, unter gleichzeitigem Hinweis 
auf seither erschienene Rechnungen von H. A. Kramers und W. Heisenberg, 
Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 681, wozu auch A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), 
p. 241, zu vergleichen ist. Bezüglich der indirekten Bestätigung der „anomalen“ 
Zerstreuung durch den Compton-Effekt s. den diesbezüglichen Hinweis in Anm. 495). 

576) Streicht man in (118) und (119) E,, und E,,, so erhält man für ein 
streuendes Gebilde von der Masse M und für einen Winkel # zwischen Primär- 


und Sekundärstrahlung 

; u ee 

ee er Per We 
die Frequenzdifferenz wird also im sichtbaren und ultravioletten Gebiet unmeß- 
bar klein; im Röntgengebiete ist sie wegen des Vorkommens von M im Nenner 
nur für M=m (Elektronenmasse) meßbar und von der Größenordnung einiger 


Prozente der Primärfrequenz »’. In Wellenlängen ausgedrückt, hat man 


” ’ 2h | 7 
Vi Me -sın Dy 3 
worin die rechte Seite unabhängig von A wird und für M=m, sowie I-- 


den Zahlenwert 0,0243 .10°® cm annimmt. Die beiden Grenzübergänge (121) und 
(122) führen hier bemerkenswerterweise insofern zu etwas verschiedenen Ergeb- 
nissen, als (121) für die Frequenz- bzw. Wellenlängendifferenz in der Grenze 
exakt Null liefert, (122) aber nur eine prozentisch beliebig klein werdende 
Wellenlängenänderung ergibt. 

577) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241; 34 (1925), p. 81. Hier- 
bei wird also der monochromatische Charakter der elementaren Strahlungsvor- 
gänge (bzw. der Quantenübergänge) als prinzipiell angesehen, wie dies auch der 
Möglichkeit eines Korrespondenzprinzipes überhaupt, sowie der Bohrschen For- 
mulierung des II. Grundpostulates der Quantentheorie (114) (N. Bohr [1], [2]) ent- 
spricht. Mit Rücksicht auf die allgemeinen Bedingungen der Erhaltung des 
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oben aus der klassischen Dispersionstheorie gezogenen Folgerung, wo- 
nach eine gewisse mittlere Verzögerungszeit pro streuendem Atom 
formal dazu geeignet ist, den im dispergierenden Medium mit gegen- 
über c verminderter Fortpflanzungsgeschwindigkeit erfolgenden Strah- 
lungsenergietransport zu deuten. Die Auffassung jener Verzögerungs- 
zeiten als Lebensdauern von Atom- und Molekülzuständen bisher unbe- 
kannter Art ist, allerdings rein phänomenologisch und unabhängig von 
obiger Quantentheorie der Streuung, zuerst von Hersfeld’) gegeben 
worden; das Vorhandensein eines von Eins verschiedenen Brechungs- 
exponenten wäre demnach als unmittelbarer Beweis für die Existenz 
der oben erschlossenen Streuungszustände bei beliebigen materiellen 
Medien anzusehen.?”®) 

Wie die Betrachtung der Energie- und Impulsverhältnisse zeigt, 
müssen die neuen Atomzustände für alle Primärfrequenzen v +», 
von den mittels der allgemeinen Quantenbedingungen (133) gekenn- 
zeichneten stationären Quantenzuständen verschieden sein; ihre mittlere 


Lebensdauer ergibt sich nach Herzfeld von der Größenordnung n 


also etwa 10-"° sec für sichtbares Licht, gegenüber 10-° see nach 
(188) oder (189) (Nr. 20) für die gewöhnlichen stationären Quanten- 
zustände, und würde damit auf eine noch wesentlich geringere Zeitdauer 
der Quantenübergänge?") hinweisen. Ob die neuen, somit wesentlich 


statistischen Wärmegleichgewichtes zwischen Strahlung und Materie (Nr. 11, 
12) scheint demgegenüber eine von A. Einstein und P. Ehrenfest (Anm. 229) in Be- 
tracht gezogene Verallgemeinerung, wonach gleichzeitig Wechselwirkung eines 
Atomsystems mit Strahlung mehrerer verschiedener Frequenzen möglich sein 
sollte, nur bei bereits nach der klassischen Elektrodynamik einer spontanen Aus- 
strahlung überhaupt unfähigen Systemen, d.h. vor allem an „freien“ Elektronen, 
in Frage zu kommen (vgl. dazu Anm. 581). 

578) Diese Folgerung gilt für ganz beliebige derartige Medien, wird aber 
im Zusammenhang mit obiger, an (118) und (119) anschließender Begründung 
zunächst wohl nur für die Lichtfortpflanzung in nicht zu stark verdichteten 
Gasen anschaulich, da die zugrundeliegende Anwendung des Energie- und Im- 
pulssatzes nach Nr. 17 nur bei abgeschlossenen Atomsystemen oder gewissen Arten 
von Zusammenstößen (Nr. 18) als einigermassen geklärt gelten kann. 

579) D. h. der Leuchtdauern im Sinne der älteren Bohrschen Auffassung 


der Quantenvorgänge. Da I von der Größenordnung der Zeitdauer eines ein- 
v 


zigen Elektronenumlaufes ist, würde die Dauer eines Quantenüberganges damit 
zu jener des Durchlaufens von bloß einem Teil einer Bahnperiode (oder Quasi- 
periode) in Beziehung gesetzt werden können, was als Indizium für einen über- 
haupt zeitlos erfolgenden Quantenübergang, entsprechend der in Anm. 560) dis- 
kutierten Möglichkeit einer punktartigen Lokalisation der Strahlungsvorgänge auf- 
gefaßt werden könnte (s. auch Anm. 446). 

Die angegebene Lebensdauer-Größenordnung der „metastationären“ Zustände 
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unbeständigeren, metastationären Atom- und Molelülzustände etwa mit 
allen nach den klassischen Bewegungsgesetzen überhaupt möglichen 
Zuständen übereinstimmen oder nicht, kann einstweilen deswegen nicht 
entschieden werden, weil Energie und Impuls als von diesen Zu- 
ständen bisher allein angebbare Größen eine beliebige Bewegung des 
Atomsystems und seiner Bestandteile keineswegs eindeutig zu kenn- 
zeichnen vermögen.’®®) Eine scheinbare Schwierigkeit bezüglich dieser 
Zustände ergibt sich allerdings für freie Elektronen, bei welchen 
Energie und Impuls voneinander nicht unabhängig sein können; sie 
löst sich aber, wenn man — wie stets möglich — die Elektronen 
beim Comptoneftekt vor Beginn bzw. nach Abschluß des Streuvor- 
ganges wie in Nr. 18b gemäß (181) als in Wechselwirkung mit einem 
Atomsystem befindlich ansieht, am ideal freien Elektron aber eine 
Verlangsamung des Strahlungsenergietransportes gegenüber dem Va- 
kuum überhaupt leugnet.5®) Mit Hilfe von (119) und (195) über- 


kann als eine eindrucksvolle Bestätigung der von N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 117, II. Kap., insbesondere $$ 3—5, auf Grund korrespondenzmäßiger 
Betrachtungen geäußerten Auffassung angesehen werden, daß man zu einer 
Gültigkeitsgrenze der Quantenpostulate gelangen müsse, wenn mittlere Lebens- 


dauer und „Schwingungsperioda“* + von der gleichen Größenordnung werden 


(Anm. 528). Wie der formale und hinsichtlich des Compton-Effektes auch experi- 
mentelle Erfolg der im Texte auseinandergesetzten Quantentheorie der Streuung 
zu beweisen scheint, bezieht sich jene Gültigkeitsgrenze aber nur auf die Fest- 
legung der stationären Quantenzustände, welche eben bei den ‚„metastationären“ 
Zuständen hinfällig wird, während die allgemeinen Frequenzbedingungen (115) 
und (116) ebenso wie die Benutzung der Einsteinschen Wahrscheinlichkeits- 
ansätze (106’), (1073), (107b’) in (120) nach wie vor zu Recht bestehen bleiben. 
Vgl. dazu ferner A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 34 (1925), p. 81. 

580) So wäre es z. B. denkbar, daß gewisse von den Quantenbedingungen 
der stationären Zustände auch für die „metastationären“ in Geltung bleiben 
könnten. 

581) Die Betrachtung vollkommen isolierter, freier Elektronen — ein kaum 
realisierbarer Grenzfall — ist heuristisch ganz besonders fruchtbar (Compton, 
Debye, Pauli, Anm. 572), aber prinzipiell nicht ohne Besonderheiten und Be- 
denklichkeiten. Wenn das Strahlungsgleichgewicht gemäß (120a), (120b) bei 
alleiniger Wechselwirkung mit freien Elektroneu gewahrt werden können soll, 
müßten diese, formal einer spontanen Ausstrahlung gemäß (105) fähig sein, wo- 
für die klassische Elektrodynamik wegen der grundsätzlichen Strahlungsfreiheit 
gleichförmig bewegter Ladungen aber kein korrespondenzmäßiges Analogon zu 
bieten vermag. Da die Bremsung bzw. Beschleunigung eines derart bewegten 
Elektrons durch das Strahlungsfeld jedoch zu bestimmten Strahlungsvorgängen 
Anlaß gibt, so werden diese korrespondenzmäßig dem Compton-Debyeschen Streu- 
vorgang zuzuordnen sein, aber bei im Grenzfall des ideal freien Elektrons ver- 
schwindendem Zeitintervall zwischen Aufnahme der Primärstrahlung und Abgabe 
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zeugt man sich leicht, daß das Ruhsystem der auf ein Atomsystem 
auftreffenden Primärstrahlung mit jenem der später ausgesandten Streu- 
strahlung übereinstimmen muß, und daß, in diesem Dezugssystem ge- 
messen, die Frequenz der Primär- und der Sekundärstrahlung einander 
gleich sein müssen, v = v”, wie in der klassischen Theorie. Dieses Er- 
gebnis, das auch im Grenzfall freier Elektronen in Geltung bleibt, ist 
für den letzteren auf Grund relativitätstheoretischer Invarianzforde- 
rungen zuerst von Pauli abgeleitet worden.’®?) 

Die nach dem Obigen zu erschließende Existenz metastationärer 
Quantenzustände ist in mehrfacher Hinsicht von besonderem Inter- 
esse, einerseits wegen ihrer allgemeinen quantentheoretischen Bedeu- 
tung, anderseits wegen ihrer Tragweite für die Fragen der Statistik. 
Der erstgenannte Punkt ist noch völlig ungeklärt, doch ist es jeden- 
falls bedeutsam, daß die Zeitdauer gastheoretischer Zusammenstöße der 
Lebensdauer metastationärer Zustände nahekommt, was auf eine mög- 
liche Beziehung der letzteren zur Theorie der Quantenvorgänge in un- 
abgeschlossenen Systemen (Nr.17, 18), namentlich zur zeitlichen Aus- 
wirkung dieser Erscheinungen in der Theorie der chemischen Um- 
setzungen und der Reaktionsgeschwindigkeit*?) hinweist.’®?*) In statisti- 
scher Hinsicht wäre jedenfalls festzustellen, daß die Existenz meta- 
stationärer Zustände Ergänzungen zu den Formeln der Quantenstatistik 
(Nr. 10, 24—27) bedingen würde, welche durch auch außerhalb der 
stationären Quantenzustände von Null verschiedene, wenn auch nume- 


der Sekundärstrahlung, wodurch die Möglichkeit und Notwendigkeit einer Unter- 
scheidung zwischen spontaner Ausstrahlung einerseits, positiver und negativer 
Einstrahlung anderseits verschwindet. Korrespondenzbetrachtungen zum Compton- 
effekt, jedoch ohne Bezugnahme auf die eben berührte Fragestellung sind ge- 
geben worden von K. Försterling, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 313; W. Lenz, Ztschr. 
f. Phys. 25 (1924), p. 299; O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 130. 

582) Siehe Anm. 243), aber auch schon A. H. Compton, Anm. 244). Dieses 
Ergebnis ist von besonderer Bedeutung für die Beantwortung der Frage nach 
der Häufigkeitsfunktion, welche für die Intensität der Streuung unter bestimmtem 
Winkel gegen die Primärrichtung bei gegebener Primärintensität maßgebend ist. 
Pauli und in naher Übereinstimmung damit auch Oompton haben im genannten 
Ruhsystem („Normalkoordinatensystem“ nach Pauli) dafür die klassische Thom- 
sonsche Streuungsformel angenommen, Debye (Anm. 244) benutzt demgegenüber, 
jedoch in Widerspruch mit den Erfahrungstatsachen, einen etwas abweichenden 
Ansatz. Vgl. W. Pauli, l.c. p. 282, Anm. 2. 

582a) Man vgl. dazu die jüngst erschienenen Betrachtungen über hypo- 
thetische „Quasimolekeln“ von M. Born und J. Franck, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p. 411, sowie den in Verbindung mit den „metastationären‘“ Zuständen darauf 
bezugnehmenden Hinweis bei A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241 (Zu- 
satz bei der Korrektur). 
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risch unbedeutende Werte der Gewichtsfunktion gekennzeichnet werden 
müßten.®?) Wie Herzfeld°‘*) für den Fall der Dispersion gezeigt hat, 
können die dadurch bedingten Abweichungen von der gewöhnlichen 
Quantenstatistik erst bei genügend hohen Temperaturen merklich wer- 
den, wie es auch schon auf Grund der empirisch fundierten Ergeb- 
nisse (95) und (100) nicht anders zu erwarten ist.) 

Mit vorstehender quantentheoretischer Behandlung der Zerstreu- 
ung und Deutung für die Verzögerungszeit der Lichtfortpflanzung in 
den zerstreuenden Atomen ist nach den Ausführungen am Beginne 
dieser Nummer eine quantentheoretische Behandlung der Dispersion 
möglich gemacht, falle nun auch noch eine entsprechende quanten- 
mäßige Begründung für die Interferenzvorgänge gegeben werden kann. 
Vernachlässigt man die „anomale“ Zerstreuung (p.1108) und beschränkt 
sich auf die „normale“ Zerstreuung des Comptoneffektes bei gleich- 
zeitiger Vernachlässigung’®) der hierbei eintretenden, namentlich im 
optischen Gebiete unmeßbar kleinen°’%) Frequenzänderungen, so ist 
eine solche Begründung in der Tat auf verhältnismäßig einfachem 
Wege möglich. Für eine genauere Ausführung der Theorie, welche 
die genannten Einschränkungen überflüssig macht, scheinen keine 
weiteren prinzipiellen Schwierigkeiten vorzuliegen, doch ist sie bisher 
noch nicht in Angriff genommen worden. 


583) Ob und welche Besonderheiten hierbei entsprechend den allgemeinen 
Ergebnissen von Nr. 6b, Ende und Nr. 9 der Umgebung des „untersten“ Quanten- 
zustandes oder „Normalzustandes‘ eines Atomsystems zuzukommen hätten, ist 
einstweilen allerdings noch nicht näher zu übersehen. 

584) Siehe Anm. 191), sowie aber die Bemerkungen in Anm. 192) zu einem 
theoretischen Versuch von Mie. 

585) Diese Vernachlässigung läuft auf eine Unterdrückung des Einstein- 
schen „Nadelstrahl“impulses (116a) hinaus, welcher die Richtungsänderung der 
Strahlung bei der Zerstreuung bewirkt. Wenn im folgenden von beliebig ge- 
formten Lichtwegen die Rede ist, so muß man sich diese als Ersatz für Polygon- 
züge vorstellen, welche durch entsprechend oftmalige Wechsel der Primärstrahl- 
richtung an streuenden Atomen als wahre Lichtwege zustandekommen, wobei von 
den jeweils auftretenden Impulsänderungen abgesehen wird. Ihre Berücksichti- 
gung würde am Ende langer, entsprechend gekrümmter Lichtwege im allge- 
meinen schon beträchtliche Vielfache der in Anm. 576) näher angeführten Wellen- 
längenänderung beim Einzelstreuungsvorgang ergeben können, welche jedoch aus 
Intensitätsgründen bisher stets unbeobachtbar bleiben mußten. Für die Licht- 
wege der geometrischen Optik aber überzeugt man sich leicht, daß eine solche 
Wellenlängenänderung bei sichtbarem Licht auch für große Lichtwege unmerk- 
lich bleiben muß. Wenn Reflexionsvorgänge (Nr. 22) zunächst als ausgeschlossen 
betrachtet werden, so kommen praktisch immer nur sehr spitze Streuwinkel in 
Betracht, für welche die Wellenlängenänderung nach Anm. 576) verhältnismäßig 
am kleinsten ausfallen muß, da für den Streuwinkel Null überhaupt keine der- 
artige Änderung eintritt. 
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Da die Interferenzvorgänge nach der klassischen Wellentheorie 
wesentlich von der Phase p der Lichtstrahlen abhängen, wird vorerst 
die Aufsuchung eines quantentheoretischen Analogons hierzu erforder- 
lich. Bedeutet A den Ort des emittierenden, B den des absorbieren- 
den [positive oder negative Einstrahlung (Nr. 14) empfangenden] Atoms, 
welche beide durch einen Lichtweg s von beliebigem Verlaufe ver- 
bunden zu denken sind, so ist die Phase p, monochromatischen Lichtes 
von der Frequenz v bzw. der Wellenlänge A, für den Zeitpunkt der 
Absorption klassisch gegeben durch 


B B 
h ds v 
(196) fe L fm: as, 
A A 


wenn n, den Brechungsindex als Funktion des Ortes darstellt. p,(s) 
ist dimensionslos, daher eine reine Zahl und gegenüber beliebigen 
Raum-Zeit-Transformationen invariante Größe, klassisch mit hinrei- 
chender Schärfe definiert, wenn A groß ist gegen die Dimensionen 
von A und B, d. h. wenn Emission und Absorption als hinreichend 
punktartig lokalisierte Vorgänge angesehen werden können; ob letztere 
auch zeitlos erfolgen oder nicht, ist demgegenüber nicht von Belang. 

Um für ,(s) in (196) einen quantentheoretischen Ausdruck an- 
geben zu können, hat man zunächst zu beachten, daß sich alle in 
(196) vorkommenden Größen auf von einem beliebigen Bezugssystem 
aus einheitlich zu beschreibende, bewegte materielle Teilchen beziehen, 
einschließlich v (bzw. A), das in der klassischen Theorie durch kon- 
stante Elektronen-Schwingungsfrequenzen der beteiligten Atome ge- 
geben ist (Nr. 20). Ein solches Bezugssystem kann nun auch in der 
Quantentheorie beliebig gewählt werden, wenn man entsprechend Nr. 17 
die zwischenmolekularen Wechselwirkungen berücksichtigt und zu- 
gleich mit der inneren Bewegung der Moleküle etwa durch kano- 
nische Differentialgleichungen von der Form (1) beschreibt. Faßt 
man nun die Emission des Strahlungsenergiebetrages hv und dessen 
Absorption als eine einheitliche Störung auf, welche mit einem Quanten- 
übergange in A anhebt, sich über die Wechselwirkungen der Atom- 
systeme und diese selbst, längs s und dessen Umgebung ausbreitet, 
um mit einem Quantenübergange in B zu endigen°®®), so kann man 


586) A. Smekal, Anm. 435). — Hierbei kann von speziellen Vorstellungen 
über den Verlauf dieser Störungen im einzelnen völlig abgesehen werden, da nur 
das Pauschalergebnis jedes derartigen Vorganges in Betracht kommen wird. 
Es ist daher im Texte auch vermieden worden, hier etwa die Ausdrucksweise 
der Lichtquantentheorie anzuwenden, wie dies bei Herzfeld (Anm. 564) und Wentszel 
(Anm. 587) geschieht. Das Gleiche dürfte nach dem Vorangehenden auch für 
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mit Wentzel’®") als invariantes Maß dieser Störung diejenige Gesamt- 
änderung ansehen, welche die invariante, zu (6) analog gebaute Jacobi- 
sche Wirkungsfunktion 8 jener kanonischen Bewegungsgleichungen hier- 
bei erleidet. Diese Änderung A,$ ist (hier im Gegensatz zu S selbst) 
endlich und kann mit Benutzung der Beziehungen (5) und (7) in der 
Form geschrieben werden 


B B 
(197) A,S(s) fi -dE + > /ß : de, °®), 


worin E die Gesamtenergie der von der Störung betroffenen Atom- 
systeme bedeutet.°®°®) A,S(s) ist von der Dimension einer Wirkungs- 
größe; dividiert man (197) durch h, so kann man als quantentheore- 
tische Phase des Lichtweges s mit Wentzel jetzt den invarianten, dimen- 


die Quantentheorie der Zerstreuung deutlich geworden sein, wo die bisherige, 
gegenteilige Auffassung nur dem Umstand zugeschrieben werden kann, daß 
Compton und Debye (Anm. 244)) von dem idealen Grenzfall freier Elektronen aus- 
gegangen sind, an welchem eine Klarstellung der diesbezüglichen Verhältnisse 
(Anm. 579), 581)), nicht ohne weiteres möglich ist. 

587) G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 193; 27 (1924), p. 257, 
Anhang. 

588) Wenn hier der Einfachheit halber die Bezeichnungen der zitierten 
Formeln beibehalten werden, so darf doch nicht übersehen werden, daß es sich 
dort um die Bewegungsgleichungen der inneren Bewegung eines isolierten Atom- 
systems handelt, hier aber um die Bewegungsgleichungen aller Elementarbestand- 
teile der Atomsysteme, welche in ihrer Wechselwirkung einen beliebig großen, 
prinzipiell unabgrenzbaren Raumteil der Welt erfüllen (vgl. dazu Anm. 437). 
Die Anzahl der verschiedenen, durch den Index i gekennzeichneten Freiheits- 
grade ist daher hier strenggenommen unendlich (und deswegen gilt das Gleiche 
auch für 8), so daß auch die Anzahl der von der Störung in Mitleidenschaft 
gezogenen Freiheitsgrade ohne spezielle Annahmen über die Natur der Licht- 
ausbreitung (z. B. die Lichtquantenvorstellung) nur mit einer gewissen, aller- 
dings wohl stets quantitativ zu rechtfertigenden Annähernng als endlich ange- 
sehen werden kann. 

589) Da jeder der beiden auf der rechten Seite von (197) stehenden Teile 
von S auch für sich invariant ist, so kann für das Folgende eine beliebige, ent- 
sprechend normierte Linearkombination dieser beiden Teile formal zunächst das 
Gleiche leisten. Wie R. de L. Kronig, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 383, aller- 
dings unter gewissen speziellen Voraussetzungen zeigte, schien aus der im nach- 
folgenden geschilderten Betrachtung zunächst nur dann die notwendige Existenz 
des Einsteinschen Strahlungsimpulses (1168) mit dem richtigen Vorzeichen ge- 
folgert werden zu können, wenn man das Vorzeichen des zweiten Teiles von (197) 
umkehrte. Nach Wentzels revidierter Theorie (Ztschr. f. Phys. 27 (1924), p. 279, 
Gl. (62)) hingegen erhält man auf dem Kronigschen Wege das richtige Vorzeichen 


für ” ‚ wie @.Wentzel, Phys. Ber. 6 (1925), p. 594 angibt. 
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sionslosen Ausdruck definieren 


(198) 9,0) 8. 


Wenn man punktartige Lokalisation von Emission und Absorption vor- 
aussetzt5%), so wird s=c-At, wo At die Zeit der freien Lichtfort- 
pflanzung ist, ferner z. B. bei positiver Einstrahlung in B9) für 
t=t, bzw. t=tz nach der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
AE=-+hv, und man bekommt (4 — Wellenlänge im Vakuum): 


(199) 9,(s) = - 2 DD fa : da,. 


Durch Vergleich von (196) und (198) ergibt sich als quantentheore- 
tischer Ausdruck für den Brechungsexponenten n, allgemein 


eat de; 


I 


dA,s 
(200) er 


der Brechungsexponent mißt demnach aueh die durch 
Strahlung von der Frequenz v längs des beliebigen Lichtweges s be- 
dingten Abweichungen von der sonst ungestörten inter- und intra- 
molekularen Bewegung pro Weg- und Energieeinheit. Das Fermat- 
sche Prinzip der schnellsten Ankunft des Lichtes 


B 
(201) ö/n,-ds=0 
ä 


besagt dann, daß jene Abweichung auf den Lichtwegen der geometri- 
schen Optik ein Minimum wird. 

Es hat nun nach Wenteel keine Schwierigkeiten mehr, die wellen- 
theoretische Interferenzformel als quantenstatistische Gesetzmäßigkeit um- 
zudeuten, wenn man den grundlegenden Unterschied zwischen der De- 
finition der wellentheoretischen (196) und der quantentheoretischen 
(198), (199) Lichtphase gebührend beachtet, wonach letztere gegen- 
über der ersteren prinzipiell nur für durch materielle Atome begrenzte 
Lichtwege sinnvoll ist. Allerdings wird man sich angesichts dieser 
Möglichkeit immer darüber klar sein müssen, daß die Richtigkeit 
oder Brauchbarkeit dieser klassischen Gesetzmäßigkeit von vornherein 
nur im Bereiche der beiden Grenzübergänge (121) oder (122) als sicher- 


590) Vgl. dazu Anm. 560), 579). 

591) Der Fall der negativen Einstrahlung (Nr. 11) wird bei Wentzel nicht 
erwähnt, kann aber ähnlich behandelt werden. Verfolgt man den Lichtstrahl 
dann auch über B hinaus, bis er irgend einmal durch positive Einstrahlung 
vollständig erlischt, so hat man wieder den oben behandelten Spezialfall. 
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gestellt betrachtet werden kann.’”) Jedem von A nach B führenden 
Liehtwege wird, da es sich nur um an materielle Teilchen geknüpfte, 
also prinzipiell beobachtbare Vorgänge handelt, eine bestimmte a priori- 
Häufigkeit zuzuordnen sein, ebenso wie dies für die einzelnen Quanten- 
übergänge an isolierten Atomsystemen bereits in Nr. 11 vorausgesetzt 
worden ist. Betrachtet man nun sämtliche möglichen Lichtwege von 
A nach 5, so wird die Häufigkeit eines einen beliebigen dieser Licht- 
wege benützenden Strahlungsvorganges nicht durch die Summe aller 
dieser a priori-Häufigkeiten gemessen sein, sondern durch das J-fache 
hiervon, wobei J,(AB) definiert ist durch 


(202) ,05-%9, 
die Vektoren 
(203) do —->f, 3 2 2 Pl 2 


$ 


werden hierbei mittels der vektoriellen Amplituden der klassischen, 
längs der verschiedenen Wege s gestrahlten Wellen erhalten, deren 
Phasen in B gemäß (198) @,(s) betragen würden.’®”?) Da der Zähler 
von (202) formal dem Amplitudenguadrat superponierter Wellen ent- 
spricht, ist (202) auf ganz beliebige Interferenzvorgänge anwendbar, 
nicht nur auf die in der vorliegenden Nummer für die Dispersion 
wichtige statistische Zusammensetzung der von einzelnen Atomen her- 
rührenden Streustrahlung. Man erkennt, daß das Zustandekommen der 
Interferenzen nach der Quantentheorie wesentlich von dem Vorhandensein 
absorbierender Atome B abhängt; im Vakuum sind Interferenzen nicht 


592) Die Abweichungen von den klassischen Interferenzgesetzen, welche 
sich namentlich bei hinreichend kurzwelliger Strahlung mit Rücksicht auf den 
Einsteinschen Strahlungsimpuls (116), (116&) fühlbar machen müssen, sind von 
Wentzel (Anm. 587) nicht in Rücksicht gezogen worden und sollen entsprechend 
Anm. 585) im folgenden unbeachtet bleiben, soweit dies in prinzipieller Hin- 
sicht zulässig ist. In der neueren Bohrschen Quantentheorie der Strahlung 
(Nr. 20, Anm. 532) spielen zwar sowohl die klassischen Interferenzgesetze, wie 
auch der Strahlungsimpuls (116), (1168) eine entscheidende Rolle, doch wird 
nicht im einzelnen angegeben, in welcher Weise ihre Vereinigung ermöglicht 
gedacht wird. 

593) Wie bei Wentzel (Anm. 587) näher bewiesen wird, sind die Vektoren 
fs, identisch mit dem Mittelwerte des wellentheoretischen Lichtvektors von dem 
Atomsystem A, genommen über alle Phasenkonstanten d, in (127) und gebildet 
für den Lichtweg s. Gleichzeitig wird dort auch gezeigt, daß die Aussagen von 
(202) und (203) dann mit den Aussagen des Bohrschen Korrespondenzprinzipes 
(Nr. 14) für jeden zwischen zwei stationären Zuständen des Atoms A stattfinden- 
den Quantenübergang übereinstimmen. 
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nur nicht feststellbar, sondern prinzipiell nicht vorhanden.) Nach der 
geschilderten Auffassung müßten die Emissionen zweier verschiedener 
Atome prinzipiell als inkohärent angesehen werden, was eine unmittel- 
bare und den experimentellen Tatsachen entsprechenden Verknüpfung 
von Kohärenzdauer und mittlerer Lebensdauer der stationären Quanten- 





594) Vergleicht man die Auffassung der Interferenzvorgänge bei Wentzel 
(Anm. 587) mit jener von Bohr, Kramers und Slater (Nr. 20 und Anm. 532), so 
zeigen sich einige formale Übereinstimmungen, vor allem aber auch prinzipielle 
Unterschiede. In beiden Fällen wird durch entsprechende Annahmen dafür ge- 
sorgt, daß der Energiesatz mit Rücksicht auf (114) gewahrt wird, bei Wentzel 
wegen direkter Koppelung zwischen emittierendem und absorbierendem Atom 
exakt, bei Bohr wegen statistischer Koppelung, sowie andersartiger Interpretation 
und Bewertung der klassischen Interferenzformel als in (202) nur statistisch; 
nach Bohr müßten gegenüber Wentzel Vakuuminterferenzen der „virtuellen“ 
Atomstrahlungen ebenso möglich sein wie in der klassischen Vakuumstrahlung. 
Bei Bohr ist, ebenfalls wie in der klassischen Theorie, die Strahlung beliebiger 
Atome interferenzfähig, und zwar ohne jede zeitliche Einschränkung hindurch, 
d. h. die Kohärenzdauer wird in Übereinstimmung mit der Erfahrung gleich der 
mittleren Strahlungsdauer und damit hier auch gleich der mittleren Lebensdauer 
der in Betracht kommenden Quantenzustände. Bei Wentzel ist demgegenüber 
die Strahlung verschiedener Atome A,, A, prinzipiell nicht interferenzfähig (s. 
oben), außer wenn es sich um Lichtwege handelt, welche A,, A, und B mit- 
einander verbinden. Zur Begründung der Kohärenzdauer muß sich Wentzel da- 
her ausdrücklich des Hinweises darauf bedienen, daß die wellentheoretische Inter- 
ferenz an gleichzeitig interferierende Wellen gebunden ist, so daß nur die Inter- 
ferenz der klassischen Wellen solcher Lichtwege s für (202) und (203) in Betracht 
kommen kann, deren Durchlaufungszeiten die mittlere Lebensdauer des stationären 
Quantenzustandes von A vor seiner Emission nicht übersteigen. Das Endergebnis 
hinsichtlich der Kohärenzdauer ist demnach bei Bohr und Wentzel das gleiche, 
doch ist ihre Rolle bei Bohr noch anschaulich, bei Wentzel hingegen durchaus 
formal. Eine Erweiterung der Wentzelschen Theorie in dem Sinne, daß auch Inter- 
ferenzen verschiedener Atome zugelassen würden, dürfte eine ähnliche Begründung 
für die Kohärenzdauer wie die Bohrsche ermöglichen, welche jedoch von virtuellen 
Oszillatoren und Strahlungen explizit unabhängig gehalten werden könnte. 

Ein besonderer Vorzug der Wentzelschen Auffassung vor der Bohrschen 
kann darin gesehen werden, daß sie von vornherein bewußt alle prinzipiell auf 
experimentellem Wege unkontrollierbaren Hypothesen (virtuelle Strahlungen, 
Vakuuminterferenzen, Vakuumfeldstärken usw.) ausschließt und Wahrscheinlich- 
keitsansätze formuliert, welche die Interferenzgeometrie der klassischen Elektro- 
dynamik ersetzen, ohne deren Energie- und Impulsfolgerungen nach sich ziehen 
zu müssen. Dies wird durch den Umstand ermöglicht, daß die Yakuwuminter- 
ferenzvorgänge der klassischen Elektrodynamik qualitativ von der Strahlungs- 
intensität unabhängig sind. Die Formulierung von Wentzel beschränkt die Trag- 
weite der Wellentheorie daher gewissermaßen auf das Geometrische bzw. Wahr- 
scheinlichkeitstheoretische der Lichtvorgänge und stimmt in diesem Punkte mit 
den „virtuellen“ Konsequenzen der Bohr-Kramers-Slaterschen Auffassung völlig 
überein. 

Eneyklop. d. math. Wissensch. V 3. 723 
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zustände ermöglicht, in welchen sich die emittierenden Atome unmittel- 
bar vor ihrer Lichtaussendung befinden. 

Die Einführung der Größe A,S als invariantes 'Maß für den 
Effekt eines elementaren Strahlungsvorganges gibt Anlaß zu einer 
näheren Prüfung des hierzu von dem Quantenübergang des emittie- 
renden Atomsystems gelieferten Beitrages. Bei Benutzung der quanten- 
theoretischen Uniformisierungsvariablen w, I, (r=1,2,..., u) 
(Nr. 14—16) des Atomsystems, sowie der Beziehungen (127) und 
(128) erhält man 


(204) AS=t-AE+ D [,-41,. 
r=1 


Der Beitrag des emittierenden Atoms zur quantentheoretischen Phase 
p,(s) (198) hängt demnach wesentlich davon ab, ob und in welchem 
Ausmaß die Phasenkonstanten ö, (r=1,2,...,u) sich während des 
Emissionsprozesses ändern. Man kann dann mittels der Interferenz- 
formel (202) für den Bereich der Grenzübergänge (121) oder (122) 
beweisen, daß für das emittierende Atom A nach der Emission dann 
und nur dann 

imAl=rh .=0,12,...) 
für imh —0 oder lim» — 0 wird, wie es auch das Korrespondenz- 
prinzip (Nr. 14) gemäß (130) oder (131) verlangt, wenn die gleich- 
zeitigen Änderungen der Phasenkonstanten unter den gleichen Voraus- 
setzungen 


(205) lim Ad, = d, (,=0,+1,+2,..) 


betragen”) Ebenso wie beim Korrespondenzprinzip wird man mangels 
genauerer Einsicht einstweilen versuchsweise anzunehmen geneigt sein, 
daß diesem Zusammenhange allgemeine Bedeutung zugeschrieben wer- 
den kann, und daß demnach bei spontanen Ausstrahlungsvorgängen 
stets gleichzeitig 

Al=r.h (7,==0,1,2,...) 
(206) c 

Ad,=d, (d,=0, +1, 4+2,...) 


allgemeinen Geltung haben werden. Hat sich das Atom vor dem 
Quantenübergang in dem stationären Quantenzustand n’ befunden, so 


595) Dieses Ergebnis ist im wesentlichen von @. Wentzel (Anm. 587), $ 3, 
abgeleitet worden. Wentzel berücksichtigt aber nicht, daß die wellentheoretische 
Interferenzformel nur für die Grenzfälle (121) oder (122) gesichert ist (Anm. 592), 
ferner, daß die Aö, nicht nur gleich Null, sondern wegen der Periodizität der 
Exponentialfunktionen in (203) auch ganzzahlig sein können. 
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folgt aus (206), daß es sich nachher in einem ebensolchen Zustande 


n” befinden muß; dann wird 


(204) S, ABER Su ab (Kurs Ey) “hr h f Ss; ; Ö, hr d) ’ 


r=1 

wo d eine ganze Zahl bedeutet. Für unganzzahlige Änderungen der Ö, 
hingegen muß offenbar entweder der Anfangs- oder der Endzustand 
des emittierenden Atomsystems ein metastationärer sein.®) Würde 
man nun auch noch den Einfluß der Atome B auf die quantentheore- 
tische Lichtphase in Betracht ziehen, so würde sich zeigen, daß ein 
dem Atom A gleiches und im Quantenzustande n’ bzw. n’” befindliches 
Atom .B im Falle der Gültigkeit von (206) mit positiven und negativen 
rt, positive bzw. negative Einstrahlung (Nr. 11) erfahren muß, somit 
tatsächlich absorbiert. Im Falle beliebiger Ad,, Verschiedenheit der 
Atome A und B oder ihrer in Betracht kommenden Quantenüber- 
gänge hingegen würde man das Vorkommen metastationärer Atom- 
zustände finden müssen, welche nach dem Früheren mit dem Auf- 
treten von Streustrahlung verknüpft sind. 

Die bisherigen Ausführungen der vorliegenden Nummer zeigen, 
wie zumindest sämtliche für die klassische Dispersionstheorie erforder- 
lichen Teilbetrachtungen auch einer quantentheoretischen Begründung 
fähig sind, mit dem einzigen, wesentlichen und bedeutungsvollen Unter- 
schiede, daß an Stelle der klassischen Bewegungseigenfrequenzen der Atom- 
systeme des brechenden Mediums deren quantentheoretische Spektralfre- 
quenzen einzuführen sind, wie dies in der Tat auch allein dem experi- 
mentellen Sachverhalt entspricht. Es ist daher für das durch die 
Grenzübergänge (121) oder (122) gekennzeichnete Grenzgebiet, d. h. 
vor allem für Zange Wellen, zunächst als Provisorium jedenfalls ge- 
rechtfertigt, den klassischen Ausdruck für den Brechungsexponenten 
nr, in die Quantentheorie herüberzunehmen und dabei gleichzeitig an 
Stelle der erwähnten Eigenfrequenzen die Spektralfrequenzen », der 
Mediumatome einzuführen.) Man erhält so 

Ne: a 


(207) "—1- 


m v2 — y?? 
ra 





596) Da jede Änderung der Phasenkonstanten wegen der Periodizität der 
Exponentialfunktionen in (203) nur modulo 1 wirksam werden kann, wäre es 
naheliegend, das Ausmaß der Ad, mit der mittleren Lebensdauer der metastatio- 
nären Zustände in direkten Zusammenhang zu bringen. Tatsächlich ist eine 
Änderung Ad, (mod 1), welche von gleicher Größenordnung wie 1 ist, größen- 


ordnungsmäßig äquivalent einer Zeitdauer rn der störungsfreien Bewegung des 


Atomsystems. 
597) Wie bereits den Anm. 571) und 585) entnommen werden kann, ist 
72* 
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worin N die Anzahl der Mediumatome (bzw. Moleküle) pro Volumen- 
einheit darstellt und a, in der klassischen Theorie das Verhältnis der 
Anzahl der zu v, gehörigen „Dispersionselektronen“ zu N bedeutet.°®®) 
Wie Ladenburg’”) auf Grund von Korrespondenzbetrachtungen und 
Benutzung der Einsteinschen Ansätze (106), (107a), (107b) für das 
Wärmestrahlungsgleichgewicht (Nr. 11) gezeigt hat, ist a, quanten- 
theoretisch durch 

(208) wa 


J In" 


% 
3 





„ 
Ay 


gegeben, wenn v, die beim Quantenübergange n"— n” ausgesandte 
Spektralfrequenz bedeutet und z, die zugehörige, nach (188) berech- 
nete klassische „Abklingungsdauer“. Tatsächlich läßt sich die Dis- 
persion zahlreicher Substanzen, namentlich für sichtbare Strahlung, 
mit beträchtlicher Genauigkeit durch einen Ausdruck vom Typus (207) 
darstellen und ebenso hat sich der Zusammenhang (208) in den bis- 
her prüfbaren Fällen befriedigend bewährt.’”) Die Spektralfrequenzen 
v, sind dabei als durch reine Absorption gekennzeichnete Unendlich- 
keitsstellen von (207) mit den Frequenzen der Absorptionsserie der 
dispergierenden Atomsysteme identisch ®), was ohne weiteres ein- 
leuchtend ist, wenn man in Analogie zu den Voraussetzungen der 
klassischen Begründung von (207) annimmt, daß sich die Atomsysteme 
vor Beginn der Bestrahlung sämtlich in ihren Normalzuständen be- 
fanden, in welchen nur positive Einstrahlung von Licht jener Fre- 


dieses Verfahren wegen der zugrunde liegenden Vernachlässigung der Strahlungs- 
impulse (116) bzw. (1162) und der beim Streuvorgange auftretenden Wellen- 
längenänderungen für beliebig kurzwellige Strahlung mit Sicherheit nicht mehr 
zulässig. 

598) Vgl. hierzu etwa V 22 (W.Wien, Elektromagnetische Lichttheorie, Nr.15 
bis 22. f 

599) R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 451; 6 (1921), p. 153; 
R. Ladenburg und F. Reiche, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 584. 

600) Iu allerjüngster Zeit hat @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 306, 
in Fortführung der in Anm. 593) angedeuteten Beziehungen seiner früheren 
Untersuchungen (Anm. 587) zum Korrespondenzprinzipe wahrscheinlich zu machen 
versucht, daß in (207) an Stelle der »; scheinbare Eigenfrequenzen vj' auftreten 
müssen, welche größer sind als die »;. (Das Auftreten anormaler Dispersion in 
der spektralen Umgebung der »;, welches in der klassischen Theorie das Ein- 
gehen der »v; in (207) wesentlich zur Folge hat, kann davon im allgemeinen 
naturgemäß aber nicht berührt werden.) Tatsächlich haben K. F. Herzfeld und 
L. Wolf, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 71, 567, eine derartige scheinbare Violettver- 
schiebung der v; in (207) für zahlreiche Substanzen am experimentellen Material 
sicherstellen können, doch kann dies wegen des Vorhandenseins anderer Erklä- 
rungsmöglichkeiten einstweilen noch nicht als eine Bestätigung der Wentzel- 
schen Folgerung angesehen werden. 
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quenzen möglich ist. Wie indessen die Statistik (Nr.9, 11, 24) all- 
gemein ergibt, muß bei nicht allzu tiefen Temperaturen stets auch 
eine gewisse Anzahl von Atomen in höheren Quantenzuständen vor- 
handen sein, welche beim Auftreffen von Strahlung „passender“ Fre- 
quenz gemäß (107a), (107b) durch positive oder negative Einstrahlung 
ın beliebige andere Quantenzustände übergeführt werden, wodurch der 
Schluß auf das Auftreten entsprechender Glieder in der Dispersions- 
formel (207) auch für alle von der Absorptionsserie verschiedenen Spek- 
tralfrequenzen der Atome unvermeidlich wird.®!) Daß dies auch aus 
dem Korrespondenzprinzip mit Notwendigkeit gefolgert werden muß, 
hat Kramers®”) rechnerisch erhärtet. Die Dispersionsformel (207), 
sowie (208) bleiben bis auf die Vermehrung der Gliederzahl unbe- 
rührt, wenn man wiederum nur Atome eines bestimmten Quanten- 
zustandes in Betracht zieht; die v, bedeuten dann sämtliche, von 
jenem stationären Zustande aus in Absorption oder Emission mög- 
lichen Spektralfrequenzen, wobei (208) für die letzteren in (207) mit 
dem negativen Vorzeichen einzuführen ist. Eine experimentelle Be- 
stätigung dieser im Gegensatz zur einfachen Dispersionsformel (207) 
nur auf quantentheoretischem Wege ableitbaren Folgerung steht einst- 
weilen noch aus. Ebenso ist eine genauere, rein quantentheoretische 
Auswertung des allgemeinen Ausdruckes (200) für den Brechungs- 
exponenten bisher noch nicht vorgenommen worden. 


22. Quantentheoretische Deutung der Gitterinterferenz und 
Beugung. Die im Anschluß an (202) und (203) in der vorangehen- 
den Nummer angestellten quantenstatistischen Betrachtungen zur klas- 
sischen Interferenzformel lassen sich grundsätzlich auch zur quanten- 
theoretischen Deutung der Gitterinterferenz und Beugung heranziehen, 
wenn man von vornherein auf die Berücksichtigung der Einsteinschen 
Strahlungsimpulse (116) bzw. (116a) Verzicht leistet, was einer Be- 
schränkung auf das Gebiet kleiner Frequenzen (langer Wellen) gleich- 
kommt.5®) Wie die ebenfalls in Nr. 21 im Anschluß an (118) und 
(119) exakt behandelte Quantentheorie der Streuung zeigt, ist es aber 
gerade das Auftreten jener Impulsgrößen, welche für die quanten- 


601) Diese Umstände sind zuerst von A. Smekal, Naturwissenschaften 11 
(1923), p. 873 anläßlich der bereits oben (p. 1108) berührten Folgerung der Exi- 
stenz „anomaler“ Zerstreuung berücksichtigt worden, ohne jedoch eine genauere 
formelmäßigen Darstellung zu erhalten, 

602) H. A. Kramers, Nature 113 (1924), p. 673; 114 (1924), p. 310. — 
Kramers geht von der neueren Bohrschen Auffassung der Quantenvorgänge 
(Nr. 20) aus, doch lassen sich seine Überlegungen ohne Abänderung im Sinne 
der älteren Auffassung durchführen. 
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theoretische Begründung der beim Streuvorgange gleichzeitig mit der 
Frequenzänderung eintretenden KRichtungsänderung der Strahlung maß- 
gebend ist. Allgemein muß jede Art von Richtungsänderung eines Licht- 
strahls auf eine Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie zurück- 
geführt werden, bei welcher vor allem das Auftreten jener gerichteten 
Impulse eine Frequenzänderung bewirkt, sowie das Ausmaß der Rich- 
tungsänderung festlegt.°”®) Die Berücksichtigung von (116) bzw. (116a) 
verspricht daher im Gebiete derjenigen optischen Erscheinungen wich- 
tige Ergebnisse zu liefern, bei welchen es sich namentlich um Gesetz- 
mäßigkeiten für jene Richtungsänderungen handelt. Im folgenden 
wird demgemäß vor allem auf Fraunhofersche Beugungserscheinungen 
eingegangen, welche sich wenigstens in erster Annäherung‘®*) unab- 
hängig von der quantenstatistischen Interferenzformel (202) behandeln 
lassen. Eine weitgehend analoge Behandlung der Fresnelschen Beu- 
gungserscheinungen scheint ohne Benutzung von (202) ebenfalls mög- 
lich zu sein. 

Wie zuerst Duane‘”®) betont hat, läßt sich mittels (116a) eine 
quantentheoretische Deutung der Reflexionsbedingungen an Kristall- 
gittern geben, welche A. H. Compton®®), sowie Epstein und Ehren- 
fest‘) mit den allgemeinen Quantenbedingungen (133) und dem Kor- 
respondengprinzip (Nr. 14) in Verbindung gebracht haben. Wenn Strah- 
lung von der Frequenz v’ auf ein (im allgemeinen triklines) Kristall- 
gitter mit den primitiven Gitterkonstanten d,, d,, d, auftrifft, so soll 
hierbei ein Linearimpulsumsatz zwischen Strahlung und Kristall statt- 
finden, dessen Richtung mit einer der Gütterrichtungen zusammenfallen 
muß, im übrigen aber durch ein Wahrscheinlichkeitsgesetz bestimmt 
sein möge. Bedeutet 


(209) d= m.d, cos(d,d) + m,d, cos(d,d) + m,d, cos(d,d) 


den dieser Richtung zugehörigen kleinsten Gitterabstand, wo dann m,, 
My, m; relative Primzahlen sind, so soll der wechselseitig übertragene 
Impuls gegeben sein durch 


(210) pen. W—=+1,+32,...) 


603) Vgl. A. Smekal, Anm, 569) und 236). 

604) Vgl. die in Anm. 610) besprochenen Abweichungen von der Bragg- 
schen Reflexionsbedingung (214). 

605) W. Duane, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 158. 

606) A. H. Compton, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 359. 

607) P. 5. Epstein und P. Ehrenfest, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 133; 
Phys. Rev. 23 (1924), p. 663. Siehe auch @. Breit, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 
(1928), p. 238. 
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hierbei bezeichnet n* eine positive oder negative‘®) ganze Zahl und h 
das Plancksche Wirkungsquantum. Wird d aus (210) in (209) ein- 
geführt, so lassen sich nach bekannten zahlentheoretischen Sätzen drei 
ganze Zahlen n*, n#, n* stets eindeutig so bestimmen, daß für jede 
beliebige Gitterrichtung 


(209) nem, + nf my + nt m —n® 


wird und daher auch 


h 
Prr: cos(d,d)= nf}: — 


h 
Pr*  cos(d,d) = n#- FR) 


’ 

(210) ” N 
Pn* » cos(d,d) — nF? - FR 

setzt man (210) als gültig voraus, so ist demnach auch jede in d,, 
d,, d, oder eine andere Gitterrichtung fallende Komponente des über- 
tragenen Impulses durch einen Ausdruck von der allgemeinen Form 
(210) bestimmt. Wenn v’, sowie «’, ß', y', Frequenz und Richtungs- 
kosinus der einfallenden Strahlung und »”, sowie «”, 8”, y’, die ent- 
sprechenden Größen für die auftretende Sekundärstrahlung bedeuten, 
so folgt aus der einstweilen noch postulierten Beziehung (210) und 
dem Impulssatz 








«"- no Pn* » 08 (d,d) rn 

we ‚hr 

(211) "I — Pe : 008 (d,d) + P-—, 
u a 

9": == pur: 008 (dd) + rn; 





der Energiesatz hingegen ergibt bei Berücksichtigung eines gleich- 
zeitig mit 9,« umgesetzten Energiebetrages E/*’ von noch unbekannter 
Größe 

(212) hv—=hv’+ ER. 


Die Größe von E% ist ersichtlich allein maßgebend für die von der 
Reflexionsordnung abhängige Frequenzänderung v’ — v”, welche so- 
wohl positiv als negativ ausfallen kann; im Falle der Röntgenstrahl- 
reflexion an Kristallen bei gewöhnlichen Temperaturen muß allerdings 


608) Dies ist unerläßlich mit Rücksicht auf die Möglichkeit einer Erhal- 
tung des Wärmegleichgewichtes zwischen Strahlung und Materie, wie es in 
Nr. 11 und 12 behandelt worden ist und zu jeder Art von Wechselwirkung zwi- 
schen Strahlung und Materie auch den hierzu inversen Vorgang notwendig 
macht. Das im Text erwähnte Wahrscheinlichkeitsgesetz für die elementaren 
Wechselwirkungsvorgänge zwischen Strahlung und Kristall ist ebenso wie für 
die Streuung am Einzelatom oder -molekül durch (120a) und (120b) gegeben 
Die in den Anm, 605), 606) und 607) genannten Untersuchungen berücksichtigen 
jeweils nur die Impulsübertragung von der Strahlung auf den Kristall. 
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die Häufigkeit der negativen Änderungen ganz erheblich gegen die 
positiven zurücktreten, so daß im wesentlichen nur eine Frequenz- 
erniedrigung resultieren wird. Man überzeugt sich leicht, daß E® mit 
Rücksicht auf (210) unter allen Umständen einen in erster Annähe- 
rung vernachlässigbar kleinen Betrag darstellen kann. Setzt man 


demgemäß vo v"—=v, so gibt (211) wegen A = = für beliebige 


nF, n#, nf die Bedingungsgleichungen 
" n; 


re ‚ 7 ‚ nz " ’ 
(213) Org Sogar 3 ie EN e erk 


welche mit jenen der Laueschen Interferenztheorie der Kristallgitter °) 
identisch sind. Für beliebige »* erhält man in bezug auf die unter 
dem Einfallswinkel # erfolgende „Reflexion“ von den Gitterebenen 
mit dem Abstand d hingegen das Braggsche Reflexionsgesetz°”) 


(214) n* 2 — 2d sin $ .10) 


Aus dem Vorstehenden geht hervor, daß die Kristallgitterinter- 
ferenz quantentheoretisch in der Tat direkt und ohne jede Rücksicht- 
nahme auf Lichtwege und Phasenverhältnisse erhalten werden kann *!!), 
wenn man die beim einzelnen Elementarvorgang zwischen Kristall 
und Strahlung umgesetzten Impulsgrößen durch das Postulat (210) 
festlegt.) Um (210) näher zu begründen, hat Duane wenig ver- 


609) Siehe V 24 (M. v. Laue), Nr. 46—48. 

610) Die Braggsche Beziehung gilt, wie ©. @. Darwin und P. P. Ewald 
gezeigt haben, nicht exakt, sondern es ergeben sich für höhere Ordnungen n* 
geringfügige Abweichungen von ihr, deren Vorhandensein experimentell bereits 
vielfach bestätigt worden ist; vgl. V 25 (M. Born), Nr. 41, 44, und P. P. Ewald, 
Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 1. Während Darwin seine Begründung von vorn- 
herein ziemlich summarisch auf die Existenz eines von Eins verschiedenen Bre- 
chungsexponenten für Röntgenstrahlen stützt (vgl. zu den Gültigkeitsgrenzen 
eines derartigen Verfahrens die eben genannte Ewaldsche Veröffentlichung), ist 
Ewald, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 617, näher auf die bei der „Reflexion“ an den 
einzelnen Netzebenen auftretenden Phasensprünge eingegangen. Wie man beim 
Vergleich mit den allgemeinen Ausführungen von Nr. 21 über die klassische 
Dispersionstheorie erkennen wird, werden jenen Phasensprüngen quantentheore- 
tisch wiederum Verzögerungszeiten der Energiefortpflanzung als mittlere Lebens- 
dauern von gewissen, während des Reflexionsvorganges bestehenden metastationären 
Zuständen zuzuordnen sein. Für die Berücksichtigung ihres Einflusses auf das 
Ergebnis des Interferenzvorganges und damit für eine quantentheoretische Be- 
gründung der Abweichungen von (214) wird die quantenstatistische Interferenz- 
formel (202) naturgemäß unentbehrlich. 

611) S. dagegen aber die vorangehende Anmerkung! 

612) W. Duane (Anm. 605) hat mittels der gleichen Annahmen auch den 
Versuch gemacht, eine von ihm und @. L. Olark experimentell gefundene und 
als selektive Reflexion von Röntgenstrahlung an Kristallen aufgefaßte Erscheinung 
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bindliche Dimensionsbetrachtungen angestellt, Compton hingegen die 
gedanklich ausführbare Verschiebung des Kristallgitters um jede seiner 
Identitätsperioden trotz ihres Translationscharakters formal als perio- 
dischen Vorgang behandelt, der nach (151) für gleichförmige Bewe- 
gungen in der Tat zu der Quantenbedingung 


i d 
(215) 2, .dq=n-h n=1,2,...) 
f 


und für ganzzahlige Änderungen n* von n zu (210) führen müßte.) 
Diese Begründung ist allerdings wenig befriedigend, da sie weder dem 
eigentlichen Sinn der Quantenbedingungen, soweit dieser bisher er- 
kannt, noch den wirklichen Vorgängen an dem reflektierenden Kri- 
stallgitter zu entsprechen scheint. Eine nähere Prüfung der Energie- 
gleichung (212) scheint indessen wenig Anhaltspunkte für die Mög- 
lichkeit einer andersartigen Auffassung von (210) zu liefern. Nach 
der Comptonschen Auffassung müßte Ei» als Translationsenergie des 
bestrahlten Kristallstückes gleich dem Quadrate von », (210) dividiert 
durch die doppelte Gesamtmasse des Kristallgitters sein®) — ein 
ganz ungeheuer kleiner Betrag, welcher die Frequenzdifferenz »’ — v” 
auch für hohe Reflexionsordnungen n* unmeßbar klein machen würde. 
Tatsächlich haben Kulenkampff und Roß eine meßbare Frequenzände- 
rung bisher nicht feststellen können ®!), was etwa A” — A’ < 10-!! cm 


theoretisch zu deuten, doch hat W. Kossel, Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 278, ge- 
zeigt, daß sich die Beobachtungsergebnisse praktisch restlos auf bereits bekannte 
Erscheinungen zurückführen lassen, wie dies @. Mie, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
p. 105, bezüglich eigener, davon unabhängiger, anfänglich auch im erwähnten 
Sinne gedeuteter Beobachtungen bereits selbst erkannt hatte. 

613) Die n*, welche die verschiedenen Reflexions- bzw. Interferenzordnungen 
kennzeichnen, erscheinen demgemäß hier und ebenso bei allen übrigen Deutungs- 
versuchen von (210) als Quantenzahldifferenzen, welche bei den im Texte weiter 
unten besprochenen Strichgitterinterferenzen sogar „makroskopisch“ und dem 
Auge direkt wahrnehmbar erscheinen! 

614) Der Umstand, daß hier ein bestimmter, quantenhaft festgelegter 
Energie- und Impulsbetrag auf den Kristall übertragen bzw. von ihm geliefert 
wird, bringt den betrachteten Reflexionsvorgang an den verschiedenen Netz- 
ebenen des Gitters in Analogie zu dem Vorgang der anomalen Zerstreuung von 
Nr. 21. Hiernach könnte erwartet werden, daß der Kristall selbst zur spontanen 

er 
ERT I 
nach der Comptonschen Deutung von EX) jedoch zu absurden Folgerungen 
führen würde. 

615) H. Kulenkampff, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 17; P. A. Roß, Phys. 
Rev. 23 (1924), p. 290 (beide Autoren haben Reflexionen von höchstens dritter 


Aussendung eines Spektrums v» — (n*—=1,2,...) befähigt sein könnte, was 
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entsprechen und eine dem Comptoneffekt?°°) (Nr. 18b, 21) verwandte 
Deutung unter Mithilfe lichtelektrisch losgelöster Elektronen völlig 
ausschließen dürfte. Das gleiche Schicksal wird auch dem Versuche 
zuteil, die Übertragung des Linearimpulses (210) im Wege gleich- 
zeitiger, teilweiser Strahlungsabsorption durch im Kristallgitter längs 
der verschiedenen Gitterrichtungen bewegte Elektronen zu verstehen; 
hier würde die bei jedem Quantenübergang eines solchen Elektrons 
eintretende Impulsänderung nach Größe und Richtung gemäß (184 b) 
von selbst mit (210) übereinstimmen, führt aber zu einem experi- 
mentell seiner Größe nach nicht mehr zulässig erscheinenden Energie- 
umsatz. Eine im Rahmen der bisherigen Quantentheorie befriedigende 
Begründung des Postulates (210) steht daher noch aus. 


Ähnliche Betrachtungen wie die vorstehenden lassen sich auch auf 
den Fall eines künstlichen Beugungsgitters mit der Gitterkonstante d 
anwenden, wenn man auch hier wieder den Ansatz (210) postuliert, 
dessen Verständnis hier allerdings womöglich noch größere Schwierig- 
keiten entgegenstehen. Bezeichnet 9° den Einfallswinkel des mit der 
Neigung #” abgebeugten Lichtes, so gibt der Impulssatz für !„ov"—=v 


(sin #° — sin®#”) - = == n®. = ee ARA 


und damit das bekannte wellentheoretische Ergebnis 
(216) n®-A=d:- (sin® — sin®#”). 


Zur Begründung von (210) muß hier nach Compton gemäß (215) 
wiederum eine quantenmäßig festgelegte gleichförmige Translations- 
bewegung des Gitters in seiner Ebene in der etwa mit der z- Achse 
zusammenfallenden Richtung normal zu den Gitterstrichen herange- 
zogen werden, welche aber in Wirklichkeit nicht auftritt. Wenn die 
Dichteverteilung der reflektierenden Gittersubstanz für ein ebenes, un- 


Ordnung, n*<3, untersucht, nach Obigem müßte aber die Untersuchung mög- 
lichst hoher Ordnung — man ist bisher bis zur 11. Ordnung gekommen — ungleich 
günstiger für den Nachweis eines möglicherweise doch meßbaren Effektes sein). — 
Die Kulenkampffsche Untersuchung scheint auch sicherzustellen, daß die oben 
diskutierte Frequenzerniedrigung unabhängig ist von den in Anm. 610) erwähnten 
Abweichungen von der Braggschen Beziehung (214). Ein solcher Zusammenhang 
wurde bei gleichzeitigem Anschluß an den Comptoneffekt (Anm, 576) vermutet 
und diskutiert von @. E. M. Jauncey und (0. H. Eckart, Nature 112 (1923), p. 325; 
M F. Wolfers, Paris C. R. 177 (1923), p. 759; E. O. Hulburt, Phys. Soc. Meeting 
Chieago 1923, doch kommt @. E. M. Jauncey, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), 
p. 57 ohne Kenntnis der Kulenkampffschen Beobachtungen ebenfalls zu einem 
negativen Ergebnisse. 
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endlich ausgedehntes Gitter durch 


(217) D(@) — A sin (*7” + 0) 


gegeben wäre, so folgt aus dem Korrespondenzprinzip (Nr 14) in Ver- 
bindung mit der gedachten Gitterbewegung formal, daß » in (215) 
sich nur um n"*—= +. 1 ändern könnte®!%), daß an einem solchen 
Gitter also nur Beugungsspektren erster Ordnung auftreten würden. 
Denkt man sich die Dichtefunktion D(x) eines beliebigen anderen 
unendlichen ebenen Gitters mit der gleichen Gitterkonstante nach 
einer Fourierschen Reihe entwickelt, 


(213) D(x) ST sin Gr + du) ; 
n*’=0 


so folgt aus dem Korrespondenzprinzip, daß jetzt auch Beugungsspek- 
tren beliebig hoher Ordnung n*® möglich sind und daß die Intensität des 
Spektrums n*'” Ordnung zufolge (126) dem Amplitudenguadrat Az» der 
Entwicklung (218) proportional sein muß, wie es auch für die Wellen- 
theorie bewiesen werden kann. Die gleichen hier für lineare unendlich 
ausgedehnte Strichgitter angedeuteten Überlegungen erweisen sich 
auch für endliche lineare Strich- oder Punktgitter, sowie für räum- 
liche Punktgitter als brauchbar, womit auch eine quantentheoretische 
Deutung der Intensitätsverhältnisse an den eingangs dieser Nummer 
zunächst bloß interferenzgeometrisch behandelten Kristallgittern formal 
möglich wird. Im Falle der endlichen Gitter hat hierbei an Stelle der 
Fourierschen Reihenentwicklung von D(x) eine entsprechende Fourier- 
sche Integraldarstellung zu treten, mit Hilfe deren die Intensitätsver- 
hältnisse der verschiedenen Beugungsspektren in vollkommener Über- 
einstimmung mit den entsprechenden wellentheoretischen Ergebnissen 
erhalten werden können; die Wirkung des Gitters erscheint hierbei 
als Ergebnis der superponierten Wirkungen unendlich vieler Teil- 
gitter mit der sinusförmigen Dichtefunktion (217) und veränderlicher 
Gitterkonstante. Der gleichen Methode zugänglich erweisen sich auch 
noch die Beugungserscheinungen am Einzelspalt beliebiger Weite, 
sowie an der Kante geradlinig begrenzter Schirme.°'°*) 


616) Man vergleiche hierzu etwa die analoge, im Anschluß an (155) aus 
dem Korrespondenzprinzipe abgeleitete Folgerung, daß sich die Impulsquanten- 
zahl bei der relativistischen Keplerbewegung des Elektrons im Wasserstoffatom- 
modell nur um +1 ändern könne; hierbei ist zu beachten, daß die Quanten- 
zahländerungen in Nr. 14 und 15 nach (136) mit dem Buchstaben r, hier aber 
mit n* bezeichnet worden sind. 

616a) Um zu sehen, wie weit die Anwendung dieses scheinbar ganz ab- 
surden Verfahrens getrieben werden kann, haben P. Ehrenfest und P.S. Epstein 
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Duane hat schließlich auch noch gezeigt, wie die gewöhnliche 
Reflexion und Brechung formal mittels des Ansatzes (210) wieder- 
gegeben werden kann, falls für @ in (210) auch makroskopische Längen- 
dimensionen zugelassen werden. Wenn I die Länge und d die Dicke 
einer makroskopischen durchsichtigen Platte darstellen und c, die von 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c verschiedene, bereits in Nr. 21 
quantentheoretisch gedeutete Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
im dispergierenden Medium der Platte bedeutet, so gibt eine formale 
Anwendung des Impulssatzes für die Richtung der Plattenebene 


hv" h 
— nF .— 


. hv . „ 
sin® - — — sin®” - 
[9 €, l 


und daher für vv” v und makroskopische / allgemein 
(219) sin®’:sn®”’=c:cG, 


das Snelliussche Brechungsgesetz. Für die Richtung der Plattendicke 
hingegen hat man außerhalb (c) oder innerhalb (c,) der Platte an 
deren Oberfläche | 


hv hv" h 
c08 8° - — — 089" — —n}. —; 
e € N. 


für Vvov” = v und makroskopische Dicken d folgt daher allgemein 
(220) Y—=n—!", 


was dem gewöhnlichen Reflexionsgesetz entspricht. 


23. Rückblick auf die Quantentheorie. Prinzipielle Schwierig- 
keiten und Axiomatisierungsversuche. Die vorstehende Darstellung 
der Quantenlehre hat, soweit dies gegenwärtig ausführbar scheint, in 
deduktiver Weise versucht, die Grundlagen und prinzipiell bedeutungs- 
vollsten Anwendungen der Theorie zu entwickeln. Indem sie alle 
makroskopischen Gesetze letzten Endes als Ausdruck statistischer Ge- 
setzmäßigkeiten auffaßt, hat sie sich zunächst der Ergebnisse der 
statistischen Analyse derjenigen von diesen Gesetzmäßigkeiten bedient, 
welche empirisch im weitesten Umfange als gesichert angesehen wer- 
den können. So wird den thermischen Eigenschaften materieller Körper 
im wesentlichen schon die allgemeine Existenz stationärer Quanten- 
zustände (Nr. 9, 10), sowie die Gültigkeit des Ehrenfestschen Adia- 


(Anm. 607) auch die Fresnelschen Beugungserscheinungen untersucht, in der Er- 
wartung, wenigstens hier einen entscheidenden Mißerfolg feststellen zu können; 
indessen hat sich gezeigt, daß das Verfahren bei geeigneter Anpassung auch 
hier noch zu den wesentlichsten klassischen Ergebnissen führt (Zusatz bei der 
Korrektur). i% 
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batenprinzips (Nr. 14) entnommen, der Allgemeingültigkeit des Planck- 
schen Strahlungsgesetzes mit (95) hingegen im Grunde bereits die Ein- 
stein- Bohrschen Energie- und Impulsfrequenzbedingungen (114), (115), 
(115a) und (116), (116a) (Nr. 9, 11, 12). Die makroskopische 
Maxwellsche Elektrodynamik anderseits läßt ihrer auf die Grenzge- 
biete (121) und (122) beschränkten Gültigkeit wegen, eine ebensolche 
Analyse ähnlich weittragender Ergebnisse nicht zu. In Gestalt des 
Planck-Bohrschen Korrespondenzgedankens gibt sie bei unvermeidlicher 
Beschränkung auf isolierbar vorgestellte elektrodynamische Gebilde bloß 
eine Anleitung zur Formulierung von Quantengesetzen grundsätzlich 
provisorischen Charakters (Nr. 14). Bohrs rein quantentheoretisch 
gefaßtes Korrespondenzprinzip, sowie die Sommerfeld-Schwarzschildschen 
Quantenbedingungen (133) erscheinen demgemäß als Ergebnisse ein- 
fachst-möglicher Extrapolationsversuche; der Grad ihrer Berechtigung 
kann daher im Grunde einstweilen nur an den mit ihnen erzielten 
theoretischen Erfolgen (Nr. 15, 16, 18, 21, 22) gemessen werden und 
bedarf steter Nachprüfung am immerfort zunehmenden experimentellen 
Tatsachenmaterial. 

Bei näherem Zusehen zeigt sich jedoch, daß der soeben in groben 
Umrissen einheitlich gezeichnete Hauptgedankengang der Darstellung 
im einzelnen durch mancherlei Unebenheiten gestört erscheint. Wenn 
etwa eine wirkliche Rechtfertigung der zur genaueren Begründung 
von (115) und (116) benötigten speziellen statistischen Einsteinschen 
„Übergangswahrscheinlichkeiten“ (106), (107a), (107b) (Nr. 11) erst 
hinterher durch das Korrespondenzprinzip (Nr. 14) möglich wird, so 
beweist dies, daß eine in allen Punkten völlig konsequente Darlegung 
einstweilen nur im Wege einer Vorwegnahme der verschiedenen, für 
die Theorie gegenwärtig charakteristischen Grundannahmen und -tat- 
sachen ausführbar sein dürfte. Derartige Axiomatisierungsversuche 
sind demgemäß auch von Planck und Bohr in ihren Darstellungen 
der Quantentheorie bevorzugt worden, leiden damit aber auch unter 
dem Nachteil, daß das Axiomensystem der noch in steter Entwick- 
lung begriffenen Theorie von Zeit zu Zeit abgeändert, beziehungsweise 
ergänzt werden muß.°!") Planck geht hierbei im wesentlichen von 
dem Postulate aus, daß das Volumen einer Phasenraumzelle universell 
durch eine ihrer Dimensionszahl entsprechende Potenz von h bestimmt 
sein müsse — was die Struktur des Phasenraumes (Nr. 3) festlegt und 


617) Man vgl. die verschiedenen, untereinander wesentlich abweichenden 
Auflagen des Buches von. M. Planck [1], sowie die wechselnde Axiomatik der 
Darstellungen von N. Bohr [1], [2], [3], sowie Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117; 
Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228; Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 69. 
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den Quantenbedingungen (133) äquivalent ist®1) — und stützt sich 
im übrigen auf Korrespondenzbetrachtungen, welche vielfach an den 
Grenzübergang (121) anschließen. Bohr hingegen stellt die allgemeine 
Existenz stationärer Quantenzustände bei Atomsystemen, sowie die 
Frequenzbedingung (114) als Grundpostulate an die Spitze seiner 
Theorie; für mehrfach periodische Atomsysteme wird das erstere ins- 
besondere durch Zulassung der „mechanischen“®1) Bewegungsglei- 
chungen (1) sowie durch direkte Annahme der Quantenbedingungen 
(133), (134) verschärft. Während Bohr das Korrespondenzprinzip (und 
ebenso das Ehrenfestsche Adiabatenprinzip) anfänglich im Sinne von 
Nr. 14 als Bindeglied zwischen klassischer und Quantenelektrodyna- 
mik hinzunahm, hat er es neuerdings vorgezogen, die auf Grund 
jenes Gesichtspunktes erhaltenen Ergebnisse zum Inhalt eines selb- 
ständigen, rein quantentheoretischen Axioms zu machen, das eine 
von der klassischen Theorie weitgehend unabhängige Formulierung 
erhält. 

Wie namentlich der Mißerfolg aller bisherigen Anwendungsver- 
suche der Quantenbedingungen (133) auf Atomsysteme mit mehr als 
zwei beweglichen Ladungen in Nr. 16, sowie die noch recht fragwürdige 
quantentheoretische Behandlung unabgeschlossener Systeme in Nr. 17 
zeigen, scheint beim gegenwärtigen Stande der Theorie von einer all- 
zu engen Fassung von Quantenpostulaten am besten noch Abstand ge- 
nommen werden. Bis auf die beiden Einsteinschen Energie- und Im- 
‘pulsgesetzmäßigkeiten (115a) und (116a) für beliebige Arten realer 
Wechselwirkungen zwischen Materie und Strahlung scheint noch kei- 
nem der bisher formulierten Quantengesetze ein wirklich universeller 
Geltungsbereich zugebilligt werden zu können. Die eben erwähnten 
Bohrschen Postulate sind von vornherein auf die Behandlung abge- 
schlossener Systeme von molekularer Größenordnung zugeschnitten und 
weisen ihre Grenzen, sobald man sie auf die gegenseitigen Wechsel- 
wirkungen beliebig zahlreicher derartiger Systeme anzuwenden ver- 
sucht. Wie sich in Nr. 17 gezeigt hat, scheint es hier allenfalls nur 
noch möglich, das Postulat von der Existenz stationärer Quanten- 
zustände im Sinne eines solchen von der Existenz stationärer Quanten- 
bewegungen beizubehalten, die so beschaffen sein müßten, daß sie nach 
der Auffassung der klassischen Elektrodynamik als strahlungslos zu 


618) Vgl. hierzu die in Anm. 298) genannten Untersuchungen von Planck, 
Epstein und Kneser. — Als Folgerung aus den Quantenbedingungen (133) wird 
das im Text angeführte Plancksche Postulat benutzt in Nr. 24, s. auch Anm. 506) 
und 547), 

619) S. Anm. 292), 
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gelten hätten‘®); alle übrigen Postulate der Quantentheorie abge- 
schlossener Systeme scheinen sich einstweilen einer entsprechenden 
Verallgemeinerung auf unabgeschlossene Systeme zu widersetzen.#') 

Die meisten bisherigen Sätze und Folgerungen der Quantentheorie 
erweisen sich somit als Grenzgesetze für den Idealfall vollkommen 
isolierter, abgeschlossener Atomsysteme. Abgesehen von der prinzi- 
piellen Unmöglichkeit, diesen Idealfall zu realisieren (Nr. 17), haftet 
ihnen allen aber auch noch eine, damit teilweise in Verbindung ste- 
hende erkenntnistheoretische Schwierigkeit an, welche darin liegt, daß 
man zu der Formulierung der sie kennzeichnenden Diskontinuitäten 
der Benutzung stetiger Größen, insbesondere des Koordinatenbegriffes, 
gegenwärtig noch nicht entraten kann.‘®?) Da das Bohrsche Postulat 
von der allgemeinen Existenz stationärer Quantenzustände bei Atom- 
systemen in Verbindung mit dem Zufallscharakter der Strahlungsvor- 
gänge in der Quantentheorie darauf hinausläuft, die prinzipielle Exi- 
stenzmöglichkeit von Maßstäben und Uhren zu leugnen, welche raum- 
zeitliche Vorgänge mit einer für das Atominnere hinreichend weit- 
gehenden Präzision zu messen gestatten würden, so wäre es denkbar, 
daß nur eine diesen Umständen von vornherein angepaßte Methodik 


620) Diese Auffassung würde im Gegensatz zur Theorie der abgeschlossenen 
Systeme die Erhaltung von Energie und Impuls nicht als Kennzeichen der sta- 
tionären Quantenzustände ansehen können, sondern bloß als Kennzeichen des 
Abgeschlossenseins. Eine Quantenbewegung wäre hiernach im allgemeinen durch 
grundsätzlich stetige Energie- und Impulsänderungen gekennzeichnet, welche mit 
Unterlichtgeschwindigkeit vor sich gehen; ein Quantenübergang wegen (1152) und 
(116a) hingegen durch unstetige, zeitlos oder mit Lichtgeschwindigkeit und in end- 
lichen Beträgen erfolgende derartige Änderungen charakterisiert. Dieser Stand- 
punkt schließt, wie bereits in Nr. 17 angedeutet, die Anwendbarkeit von (115a) 
in der speziellen Form der Bohrschen Frequenzbedingung (114) bzw. (115) und 
(116) aus, welche das Abgeschlossensein des betrachteten Systems ebenfalls zur 
unvermeidlichen Voraussetzung hat. Ebenso ist die Anwendbarkeit des Korre- 
spondenzprinzipes im Grunde genommen auf abgeschlossene Systeme beschränkt, 
außer wenn man sich mit gewissen, bei unabgeschlossenen Systemen hier durch- 
aus möglichen Näherungsbetrachtungen zufrieden gibt, die aber darauf Rück- 
sicht nehmen müssen, daß dann bereits innerhalb des betrachteten Systems 
quantenhafte Strahlungsvorgänge vor sich gehen können; auf einen ähnlichen 
Gesichtspunkt wie den zuletzt genannten ist übrigens bereits in Nr. 16, wenn 
auch in etwas anderer Form, in Verbindung mit dem Versagen der Quanten- 
bedingungen (133) bei Atommodellen mit mehr als einem Elektron hingewiesen 
worden, also schon im Gebiete der abgeschlossenen Systeme. 

621) Man vgl. hierzu vor allem die Diskussion der Begrenzung und Schwierig- 
keiten dieser Postulate bei N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, ferner den 
Inhalt der vorigen Anmerkung, sowie etwa Anm, 579). 

622) S. etwa N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, Einleitung. 
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zu einer konsequenten Behandlung und vielleicht auch zu einer wirk- 
lichen und allgemeinen Lösung der Atomprobleme berufen sein könnte. 
Die fundamentale Rolle des Planckschen Wirkungsguantums in der bis- 
herigen Quantentheorie, wie auch die in Nr. 14 gewürdigte Tragweite 
des Planckschen Grenzüberganges (121) lim h — 0 für alle Beziehungen 
zur makroskopischen Physik lassen daher erwarten, daß die Planck- 
sche Größe h als eines der primären Elemente jener Methodik anzu- 
sehen sein wird°?®), wie wohl auch alle übrigen universellen Konstanten 
der Atomphysik.°”) Da h für die Bestimmung sämtlicher Diskontinui- 
täten der Quantentheorie maßgebend ist, können alle bisher mit klas- 
sischen Hilfsmitteln und Bildern unternommenen Versuche einer für 
mehr oder minder plausibel gehaltenen Deutung dieser Unstetig- 
keiten #2) aufgefaßt werden als Versuche einer Interpretation der 
Quantengröße h. 


623) S. etwa Betrachtungen von H. A. Senftleben, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), 
p. 127; 28 (1924), p. 95; 31 (1925), p. 627, welche, allerdings ohne befriedigenden 
Erfolg, eine u. a. auch auf diesen Gedanken gegründete axiomatische Grund- 
legung der Quantentheorie angestrebt haben. Bezüglich eines anderen Deutungs- 
versuches der Quantentheorie vgl. man R. Mecke, Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 26. 

624) Tatsächlich stehen alle diese Größen gewissermaßen außerhalb des 
Rahmens der bisherigen physikalischen Theorien, welche ihr Vorhandensein bloß 
in „phänomenologischem“ Sinne verwerten. Daß auch die von Ah verschiedenen 
universellen Konstanten für die Quantentheorie von entscheidender Bedeutung 


2 
sein dürften, läßt sich auf Grund der Dimensionsgleichheit von A und — (vgl. 


hierzu etwa die Dimensionslosigkeit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante 
(153)!), sowie der numerischen Beziehung 
3e? My 
m 
rem 





vermuten, für welche eine Deutung bislang noch nicht möglich gewesen zu sein 
scheint. In diesem Zusammenhange möge auch auf Versuche von H. Bateman, 
Phys. Rev. 20 (1922), p, 243; Mess. of Math. 52 (1922), p. 116; 53 (1924). p. 145, 
hingewiesen werden, den Mieschen Plan wieder aufzunehmen: durch bestimmte 
Abänderungen der Maxwellschen Elektrodynamik zu einem Verständnis der Exi- 
stenz von gerade zwei verschiedenen elementaren Ladungseinheiten und deren Be- 
fähigung zu strahlungsfreien, ungleichförmigen Bewegungen zu gelangen. Siehe 
ferner einen ähnlichen Versuch zur Deutung der Massenverschiedenheit von Elek- 
tron und Proton bei H. Reißner, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 844. 

625) Einige dieser Versuche beschränken sich allerdings auf die beson- 
deren, beim Wasserstoffatommodell vorliegenden Verhältnisse. So ein älterer 
Versuch von M. Planck, Berl. Ber. 1915, p. 909, die Unstetigkeit der Quanten- 
übergänge durch eine ad hoc ersonnene Strahlungshypothese überflüssig zu 
machen. Ferner A. Szarvassi, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 505, welcher diese Un- 
stetigkeiten durch Verfügungen über die willkürlich bleibende, additive Kon- 
stante der Atomenergien zu beseitigen sucht; diese Konstante spielt ferner eine 
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II. Spezielle Anwendungen der Quantenstatistik. 


24. Spezifische Wärme der Gase. Wie die allgemeinen Betrach- 
tungen von Nr. 8a gezeigt haben, ist die Kenntnis der Verteilungs- 
funktion eines beliebigen, chemisch homogenen statistischen Gebildes 
völlig ausreichend zur Beherrschung seines makroskopisch-thermischen 
Verhaltens. Die in Nr. 10 zusammengestellten Eigenschaften der Ver- 
teilungsfunktion beliebiger Gasmoleküle in der Quantenstatistik reichen 
aber im allgemeinen zu einer erschöpfenden Behandlung eines kon- 
kreten Problems wie der spezifischen Wärme bestimmter Gase, noch 
nicht aus; die notwendigen Ergänzungen hinsichtlich der Quanten- 
werte E, und 9, für innere Energie und Gewichtsfunktion der Moleküle 
müssen soweit als irgend möglich den vorstehenden Ausführungen 
über die Grundlagen der Quantentheorie (Nr. 13—23) entnommen 
werden. Hierbei wird in Nr. 10 einstweilen stillschweigend voraus- 
gesetzt, daß die statistische Behandlung der Translationsbewegung der 
Moleküle in Übereinstimmung mit den diesbezüglichen Ergebnissen 
der klassischen Statistik (Nr. 5€) vorgenommen werden darf; den Be- 
weis hierfür wird Nr. 24e mit einer statistischen Behandlung der 
Quantentheorie der Molekültranslation (Nr. 19) nachträglich zu er- 
bringen haben. 


wesentliche Rolle bei E. B. Wilson, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 346, 
wo gezeigt wird, daß die Theorie des H-Atoms sich auch ohne Beschränkung 
auf bestimmte Quantenbahnen, jedoch bei Benutzung gequantelter Kräfte durch- 
führen läßt, falls letztere dem reziproken Kubus der Entfernung proportional 
gesetzt werden. M. Brillouwin, Paris C. R. 173 (1921), p. 639; J. de Phys. et le 
Rad. (6) 3 (1922), p. 65, konstruiert eine Lagrangefunktion, welche die Quanten- 
bahnen des Atoms als ausgezeichnete Bahnen ergibt, aber auch davon ab- 
weichende Bewegungen zuläßt; ähnlich W. M. H. Greaves, Proc. Cambr. Phil. 
Soc. 21 (1923), p. 600. [Ein Variationsprinzip, welches den Quantenbedin- 
gungen (133) äquivalent ist und nur die Bohrschen Bahnen zuläßt, haben 
V. Trkal, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1922), p. 80; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
(3) 3 (1922), p. 48 und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 22 (1923), p. 547, disku- 
tiert.] — Ein Versuch, das Zustandekommen beliebiger diskontinuierlicher 
Energiebeträge allgemein elektromagnetisch zu begründen, rührt von E. T. Whit- 
taker, Proc. Edinburgh Soc. 42 (1922), p. 129, her, ist aber zu einer Durchbre- 
chung des Impuls- und Drehimpulssatzes genötigt; vgl. dazu noch J. A. Ewing, 
- Proc. Edinburgh Soc. 42 (1922), p. 143; B.B. Baker, Phil. Mag. 44 (1922), p. 777. — 
Ebenfalls ohne Beschränkung auf ein spezielles Atommodell hebt A. Smekal, 
Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (38) 2 (1921), p. 20 hervor, daß die den Quanten- 
bedingungen zugrunde gelegten zyklischen Uniformisierungsvariablen jedes 
quantendynamische Problem als Helmholtzschen Polyzykel, d. h. als ein System 
mit „verborgenen Bewegungen“ erscheinen lassen; durch Benutzung von Quanten- 
bedingungen wird der Polyzykel gekoppelt und dadurch in einen Monozykel über- 
geführt, wobei die Koppelung durch das Plancksche h herbeigeführt wird. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 73 
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Was nun die Energiewerte FE, in der allgemeinen Verteilungs- 
funktion (104) anbetrifft, so sind sie nach Nr. 15 und 16 in voller 
Strenge einstweilen bloß für einatomigen Wasserstoff (Nr. 24a) angeb- 
bar; zur theoretischen Untersuchung des thermischen Verhaltens mehr- 
atomiger Gase (Nr. 24b) ist man daher auf die mehr qualitativen Er- 
gebnisse einer quantentheoretischen Behandlung der in Nr. 16b an- 
gedeuteten idealisierten Molekülmodelle angewiesen. Hinsichtlich der 
Festlegung der Quantengewichte g, in (104) vermag die Quantentheorie 
demgegenüber wesentlich allgemeinere Aussagen zu liefern. Handelt 
es sich zunächst um ein nicht-entartetes bedingt periodisches System, so 
hat man nach Nr. 15a genau so viele Quantenbedingungen (u), als 
der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems (s) entspricht; man findet 
dann, daß die maximale Größe®?) Q einer u-Raumzelle (Nr. 3), welche 
nur eine Quantenbahn enthält, auf Grund der Quantenbedingungen 
(133) nach (14) oder (14”) unabhängig von n 
(221) Q,=h 
betragen muß”), eine Feststellung, welche im Gebiete der Grenz- 
übergänge (121) bzw. (122) (Nr. 14) gemäß (132) auch unabhängig 
von der extrapolatorischen Wahl der Quantenbedingungen (133) gilt. 
Da es nun nach Bohr mittels des Ehrenfestschen Adiabatenprinzips 
durch geeignete umkehrbare, unendlich langsame Parameterverschie- 
bungen möglich sein kann, verschiedene Quantenzustände ineinander 
überzuführen?®) (Nr. 14), so folgt aus ganz ähnlichen Betrachtungen 
wie den in Nr. 3 hinsichtlich der Änderungen makroskopischer Para- 
meter, daß die a priori-Häufigkeit g, aller dieser Quantenzustände 
gleich groß sein muß*?®), 

(222) 9, 9, vonst.??), 


wie es für das Grenzgebiet (121) oder (122) auch unmittelbar aus 
der klassischen Elektrodynamik gefolgert werden kann. Innerhalb dieses 
Grenzgebietes hat man daher in (104) bzw. (104a) wegen (221) einfach 


dt h’ 

(223) Pe Ki N na 

626) Siehe p. 954; die, in der Literatur übrigens stets als selbstverständlich 
empfundene, konsequente Benutzung von w-Zellen maximaler Größe empfiehlt 
sich namentlich für alle jene Betrachtungen, welche den Grenzübergang zur 
klassischen Statistik ohne Weitläufigkeiten zu benutzen anstreben. 

627) Siehe Nr. 23, wo diese Folgerung als von M. Planck [1] benutztes 
Postulat angeführt wird, ferner insbesondere Anm, 618). 

628) Siehe vor allem N. Bohr [2], p. 10, 35, 107. 

629) Vgl. hierzu g, in (95) und (100), für das Grenzgebiet (121) bzw. (122), 
welches statistisch auch mit lim 7’> 00 zusammenfällt, aber (92)! 
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worin g ebenso wie in (222) als willkürliche, dimensionslose Kon- 
stante anzusehen ist. Bei entarteten Systemen ist u < s; aus (14”) und 
den Quantenbedingungen (133) folgt dann, daß Medinein 


224) 2, — rin) hr 


wird, wo y(%) einen von den den Quantenzustand » kennzeichnenden 
Quantenzahlen abhängigen, ganzzahligen Faktor bedeutet. Betrachtet 
man ein nicht-entartetes System mit der gleichen Anzahl s von Frei- 
heitsgraden, das sich durch geeignete Parameterverschiebungen in das 
vorgelegte entartete überführen läßt, so findet man für die a priori- 
Häufigkeit des letzteren in seinem n‘® Quantenzustande gerade 
(225) m—rn):9, 

worin 9 die gleiche Bedeutung wie für das nicht-entartete System 
nach (222) b-=itzt®®®); y(n) entspricht somit der Anzahl jener Quanten- 
zustände des nicht-entarteten Systems, welche bei der angedeuteten 
Überführung in das entartete System gegen dessen n'" Quantenzustand. 
konvergieren. Da die räumliche Lage der invariablen Ebene jedes 
Atom- oder Molekülmodelles bei Abwesenheit äußerer Krafifelder be- 
liebig orientiert sein kann, ist jedes derartige Gebilde als entartetes 


System anzusehen; wenn der Absolutbetrag des Drehimpulses eines 
solchen ‚Gebildes gemäß (148”) und (149) oder (190) durch 


ı ; 
(226) 1” | un - = Ge1l,2,....) 


gegeben ist?) und bei v—= s — 1 keine weitere Entartung vorliegt, 
so findet man auf Grund der Theorie der Richtungsquantelung von 
Sommerfeld (Nr. 15b), daß allgemein 


(227) | YW)=2j+1 | 
sein muß, wo j die zum n!® Quantenzustande gehörige Drehimpuls- 
quantenzahl bedeutet.) Im Falle höherer Entartungsgrade®®?) wäre 


630) Siehe Anm. 628). — Wie der Vergleich von (221) und (222) mit (224) 
und (225) beweist, kann man in Übereinstimmung mit Anm. 48) auch einfach 


(15 a) a 2, 


setzen, wenn auf die Dimensionslosigkeit einer a priori- Relativhäufigkeit nicht 
Rücksicht zu nehmen gewünscht wird. (15a) entspricht genau dem @leichhäufig- 
keitspostulat der klassischen Statistik [Nr. 3, (D], welches indessen auch für be- 
liebig begrenzte Zellen X gelten sollte. Die Zulässigkeit von (15a) ist wesent- 
lich an die Benutzung von u-Zellen von maximaler Größe gebunden (s. Anm. 626), 

631) Siehe Anm. 340), 341) und namentlich Anm. 435), wo im Zusammen- 
hang mit der Sommerfeldschen Theorie auch die Frage berührt wird, inwieweit 
man mit nicht-entarteten Systemen stets das Auslangen finden kann. (227) gilt 
nach Sommerfeld sowohl für ganzzahlige als für die halbzahligen Quantenzahl- 

73* 
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die rechte Seite von (227) durch einen Summenausdruck zu ersetzen, 
welcher Glieder von der Form (227) mit Faktoren multipliziert ent- 
halten müßte, die dem Einfluß der neben der Raumorientierung be- 
stehenden individuellen Entartungseigenschaften Rechnung zu tragen 
hätten.) — Die vorstehenden Betrachtungen zeigen somit, daß die 
Verteilungsfunktion (104) für ruhende Bohrsche Atome oder Moleküle 
gemäß (225) allgemein durch 


E 


(228) FI, 9 -Iyin) ce 


gegeben sein wird, falls dieser Summenausdruck auch tatsächlich kon- 
vergiert; der individuelle Entartungsgrad der betrachteten Atomsysteme 
entscheidet dann darüber, ob y(n) in (228) einfach durch (227) er- 
setzt oder besonders ermittelt werden muß. 


24a. Einatomige Gase. Für einatomige Moleküle, insbesondere 
für Wasserstoffatome gemäß (139) oder (139a), ist nach der Quanten- 
theorie allgemein 
(229) lim E, = 0%), 

n>% 

so daß die Summe in (228) für ganzzahlige positive y(n) divergiert 
und damit für statistisch-thermodynamische Zwecke unbrauchbar wird. 
Dieser Mißerfolg geht offensichtlich auf die in der Statistik nur schwer 
vermeidliche Vernachlässigung der Wechselwirkungen zwischen den 
verschiedenen Atomen oder Molekülen“?”®) (Nr. 17) zurück. Da das 
Volumen der betrachteten Atomsysteme mit wachsendem » zunimmt, 


werte der Komplexstrukturen und anomalen Zeemaneffekte (V 26, ©. Runge) und 
ist daher trotzdem stets ganzzahlig; die Duplizität des Drehungssinnes (vgl. dazu 
Anm. 556) ist mitberücksichtigt. Über die alleinige Ausnahmestellung des Wasser- 
stoffatoms bezüglich (227) vgl. man Anm. 643). 

632) Dies ist z. B. bei der statistischen Behandlung des atomaren Wasser- 
stoffes in Nr. 24a der Fall, wo zu der beliebigen Bahnebenenorientierung noch 
die Entartung der nicht-relativistischen Keplerbewegung hinzutritt, was u=s—2 
entspricht. 

633) Wie der Erfolg der Sommerfeldschen Intensitätstheorie der Komplex- 
struktur-Spektrallinien (Anm, 435) auf Grund des Ansatzes (227) beweist, ist die 
willkürliche Orientierung der Atomachsen die einzige Entartung, welche inner- 
halb der einzelnen Multipletts eines Serienspektrums eine Rolle spielt. Eine Er- 
weiterung der Theorie auf die Intensitätsverhältnisse von Spektrallinien, welche 
verschiedenen Multipletts angehören, würde daher in der Lage sein, diesen Um- 
stand entweder allgemein zu bestätigen oder Aussagen über weitere Entartungs- 
grade der Elektronenbewegung in den Atomen und Molekülen zutage zu fördern. 

634) Dies entspricht der üblichen Festlegung des Energienullniveaus für den 
Ionisationszustand des Atoms bei ruhendem Ion und ruhend gedachtem Elektron. 
Ohne Verfügung über die willkürliche Energiekonstante wird der Limes in (229) 
endlich, was die gleichen Konsequenzen nach sich zieht. 
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was auch für ruhende Atome bei gleichmäßiger Verteilung über das 
Gasvolumen V auf eine gegenseitige Annäherung hinausläuft, so wer- 
den sich für höhere Werte von » allmählich so große gegenseitige 
Wechselwirkungsenergien einstellen, daß das Vorkommen allzu hoher 
Quantenzustände damit entsprechend herabgemindert würde und die 
Konvergenz von (228) zustandekommt. Dieses vorauszusehende Ver- 
halten kann annäherungsweise dadurch zu beschreiben gesucht wer- 
den, daß man für n>% in (228) y(n) = 0 setzt, wodurch (228) in 
eine endliche Summe übergeht°®); doch zeigt sich dann, wie mittels 
der statistisch-thermodynamischen Beziehungen von Nr. 8a leicht nach- 
geprüft werden kann, daß der von der Translation unabhängige An- 
teil der spezifischen Wärme des Gases für konstante 2 nach anfäng- 
licher Zunahme bei höheren Temperaturen wieder gegen Null ab- 
nehmen müßte, was der Erfahrung jedenfalls widerspricht.) Eine 
befriedigendere Lösung ergibt sich demgegenüber, wenn man bedenkt, 
daß das Atomvolumen V, nach der Quantentheorie mit n zugleich 
über alle Grenzen wächst, 

(230) lim V, = ©, 

so daß das Auftreten beliebig hoher Quantenzustände bereits wegen 
der Endlichkeit von V unterbleiben muß. Die Van der Waalssche Me- 
thode zur Berücksichtigung der endlichen Ausdehnung der Moleküle®”) 
zeigt dann, daß das freie Volumen gegenüber V um eine Yan der 
Waalssche Volumskorrektion b vermindert erscheinen muß, welche an- 
genähert durch den Mittelwertausdruck 


231) de IN INVV, + VN- IN, vo) (MS) 


gegeben sein wird, in welchem die N, den Verteilungszahlen der N 


635) K. F. Herzfeld, Ann.d. Phys. 51 (1916), p. 261; A. Sommerfeld, Münchn. 
Ber. 1917, p. 83, insbesondere p. 102; J. M. Burgers [1], $ 42; R. Becker, Ztschr. 
f. Phys. 18 (1928), p. 325, $ 2; ferner R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1924), p. 1, 
$$ 7, 8, sowie Anm, 209). — Wie Burgers hervorhebt, bedeutet n dann eine Art 
Parameter für das Problem, dessen Vorhandensein von Einfluß auf den Gas- 
druck sein muß, was bereits als Hinweis auf die im folgenden zu besprechende 
Yan der Waalssche Volamkorrektur aufgefaßt werden könnte. 

In einer jüngst erschienenen Arbeit sucht M. Planck, Ann. d. Phys. 75 
(1924), p. 673, die Konvergenzfrage durch Behandlung eines Ionisationsgleich- 
gewichtes zwischen H-Atomen, H*+-Ionen und freien Elektronen zu umgehen, 
doch läuft auch dies letzten Endes wieder auf die Einführung einer willkürlichen 
oberen Quantenzahlgrenze » für die intakten H-Atome hinaus. 

636) K._F. Herzfeld, 1. e.; J. M. Burgers, ]. c. 

637) Siehe V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl). Nr. 29. 
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in V enthaltenen Moleküle über die verschiedenen Quantenzustände 
bei Wärmegleichgewicht entsprechen‘”®); während diese Verteilungs- 
zahlen für praktisch ausdehnungslose Moleküle nach dem Früheren 
(Nr. 5) durch die .Boltzmannsche Verteilung (41) bzw. (105) gegeben 
sind, hat man sie, oder was auf dasselbe hinausläuft, die ihnen ent- 
sprechende Verteilungsfunktion, nunmehr erst für den Fall endlich 
ausgedehnter Moleküle zu ermitteln. Hierzu erweist es sich am ein- 
fachsten, das Gas formal als Gasgemisch (Nr. 6a) zu behandeln, dessen 
verschiedene Komponenten aus den N,,N,,..., N,,... Molekülen be- 
stehen, welche sich durchschnittlich im 1!®, 21, ,.., n!®,... Quanten- 
zustande befinden‘°®); man kann dann seine Entropie $ auf Grund der 
vereinfachten Yan der Waalsschen Zustandsgleichung 


(232) pV—b))=N:.kT 
thermodynamisch bestimmen ‘®®), während seine Gesamtenergie E durch 
(233) E=!3N-kT+DN,-E, 


gegeben sein wird, wovon das erste Glied gemäß (62a) der Transla- 
tion mit ihrem Grleichverteilungssatze entspricht, während das zweite 
allein von der inneren Energie der Moleküle herrührt. Bildet man 
nun die freie Energie F=E— T:.S des Gases, so kann der Aus- 
druck für die gesuchte Verteilungsfunktion jetzt auf Grund von (89) 
und (89a) unmittelbar bestimmt werden. Durch Abspaltung des Trans- 
lationsfaktors der Verteilungsfunktion gemäß (34c) und Benutzung 
des Ausdruckes (231) für die Van der Waalssche Volumskorrektion 
erhält man für F(7,«a*) bei b<YV den Reihenausdruck 


EL N u 
(234) SE, V=y>r(n):e ae Be 
n=1 
da wegen (230) nach (231) auch 
(230a) lim y(n) = © 
- n>% 


638) E. Fermi, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 54, weniger vollkommen auch 
Rend. Accad. Line. 32 (1923), p. 493. Zur Berechnung von b müssen die Atom- 
volumina V, der verschiedenen Quantenzustände naturgemäß als annähernd kugel- 
förmig vorausgesetzt werden, was nach der Quantentheorie für nicht allzu kurze 
Zeitdauern in den meisten Fällen auch gerechtfertigt erscheint. 

639) Diese Methode, welche eine thermodynamische Begründung der Formeln 
der Quantenstatistik zuläßt, verdankt man A, Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. 
Ges. 16 (1914), p. 820. Vgl. ferner W. Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1, so- 
wie M. Planck, Berl. Ber. 1922, p. 63. Planck zeigt, daß diese Behandlungs- 
weise nicht auf Moleküle mit quantenhaft verschiedener innerer Energie be- 
schränkt ist, sondern auch auf Moleküle anwendbar ist, deren Translations- 
energie um beliebige Beträge verschieden ist. 
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wird, ist die Konvergenz von (234) für alle Temperaturen, bei wel- 
chen b<WV gilt, gesichert. Für die modifizierte Boltzmannsche Ver- 
teilung ergibt sich demnach in Analogie zu (105) 





_En _ Nu) 
IRARTITEN 
(235) N,—=N:Mw,n.?® Fam — 


Führt man (235) in (231) ein, so zeigt sich, daß die Van der Waals- 
sche „Konstante“ b eine Temperaturfunktion sein muß, wie dies auch 
der Erfahrung entspricht‘*!); auch Y(n) kann nur näherungsweise als 
eine Konstante angesehen und etwa durch 4V, wiedergegeben wer- 
den®*?2), eine genauere Bestimmung wäre z. B. mittels der Anfangs- 
glieder der gewöhnlichen Boltzmannschen Verteilung (105) durch- 
führbar. 

Die Berechnung der thermodynamisch-statistischen Eigenschaften 
etwa des atomaren Wasserstoffes stößt nunmehr auf keine weiteren 
Schwierigkeiten, wenn man in (234) die quantenhaften Energiewerte 
des Wasserstoffatoms E,,,„, gemäß (139a) (Nr. 15a) einführt und für 
die Quantengewichte 


MEI IYAIN)=I:2n, (n,„=1,2,...) 


setzt.) Vernachlässigt man den hier belanglosen Einfluß der Rela- 


640) Wie in Anm. 99) hervorgehoben worden ist, kann jede Abweichung 
von der gewöhnlichen Boltzmannschen Verteilung (41) bzw. (105) als Einfluß 
einer nicht konstanten Gewichtsfunktion aufgefaßt werden, welche durch das 
Vorhandensein einer Nebenbedingung [hier (232)!] hervorgerufen wird. Die Ge- 

Ny(n) 
wichtsfaktoren e V in (235) genügen zwar der allgemeinen Bedingung (16) 
nicht, doch ist dies in dem Umstande begründet, daß schon (232) und in noch 
viel höherem Grade (235) nur angenäherte Gültigkeit besitzen. Der a priori- 
Charakter der Gewichtsfunktionen an sich wird durch diese Umstände aber 
keineswegs berührt, wie Becker und Planck (Anm. 435) behauptet haben. 

641) Siehe V 10 (H. Kamerlingh Onnes und W. Keesom), Nr. 40, 43, 47. 

642) Ein dementsprechend vereinfachter Ausdruck für (235) findet sich in 
der älteren Arbeit von E. Fermi (Anm. 638), sowie unabhängig davon bei 
H.C.Urey, Astrophys. J. 59 (1924), p. 1. Urey wendet die Van der Waalssche 
Gleichung (232) auf die Moleküle in gleichen Quantenzuständen gesondert an: 
sein Ausdruck enthält den Druck p explizit im Exponenten, kann aber mittels 
(232) und db <&V ohne Schwierigkeit auf die Form (235) gebracht werden. 

643) Siehe etwa A. Sommerfeld [1], 4. Kapitel, $ 7. Daß y(n) hier von (227) 
verschieden ist (Anm. 631), hängt damit zusammen, daß die Impulsquantenzahl 
N, bei den Quantenübergängen des H-Atoms sich nach Nr. 15a stets nur um 
Einheit ändern kann, während 7 bei Molekülen und Atomen mit mehr als einem 
Elektron nach Bohr und Summerfeld außerdem auch ungeändert bleiben kann. 
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tivitätstheorie, so wird nach (139) mit „ +n,—n einfach 
Run, 0  (@-12..) 

doch ist die Elektronenbewegung jetzt entartet, so daß g, von neuem 

ermittelt werden muß; man findet °“*) 

„=9'n(n+]1) (n=1,2,...) 


und damit 
Rki N 


(236) Fu(TZ,V) =y 53 n(n +1) ei mV” 00) 


Um etwa die spezifische Wärme cy des atomaren Wasserstoffes zu 
bestimmen, hätte man seinen Energieinhalt nach (236) sowie (88) 
und (89), oder direkt auf Grund von (233) zu berechnen und hierauf 
nach 7 zu differenzieren; eine Prüfung des Ergebnisses ist aber 


mangels hierzu geeigneter experimenteller Daten einstweilen unaus- 
führbar. 


24b. Mehratomige Gase. Wie der in Nr. 16b erstattete Be- 
richt über den gegenwärtigen Stand der Quantentheorie mehratomiger 
Moleküle ergibt, ist ein brauchbares Modell nicht einmal für den ein- 
fachsten Fall des zweiatomigen Wasserstoffmoleküls bekannt, so daß 
man sich hier einstweilen mit idealisierten Molekülmodellen zufrieden 
geben muß. Namentlich die Quantentheorie der Bandenspektren (V 27, 
A. Kratzer) hat nun gezeigt, daß an mehratomigen Molekülen im 
wesentlichen drei verschiedene, näherungsweise voneinander unabhängig 
wirksame Bewegungsvorgänge unterschieden werden können (Nr. 16b): 
Rotation des ganzen Moleküls, Kernschwingungen und Quantenbewe- 
gungen eines „Leucht“elektrons. Die Energie E, des Moleküls in 
seinem n'" Quantenzustande setzt sich demgemäß aus drei, in erster 
Annäherung selbständigen Summanden zusammen, welche diesen Einzel- 
vorgängen zugeordnet sind: 


(237) E,= E® + E@ + E®. 
Von diesen drei Gliedern ist das der Elektronenbewegung entspre- 


chende E@ ebenso wie die Energie eines Einzelatoms negativ‘) und 
konvergiert bei wachsenden Quantenzahlen in Übereinstimmung mit 


644) Vgl. vor allem N. Bohr [2]. p. 107, Anm. 1). 

645) Um %(n) nach (231) zu berechnen, bedarf es einer speziellen Voraus- 
setzung bezüglich des Zusammenhanges zwischen V, und den durch (154) ge- 
kennzeichneten Dimensionen des Wasserstoffatoms in seinen verschiedenen Quanten- 
zuständen, deren Wahl hier offengelassen bleiben kann. Als erste Annäherung 
kommt, wie bereits oben angedeutet, »(n) 4YV, in Betracht, was numerisch 
völlig ausreichend sein dürfte. 
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(229) gegen Null. Demgegenüber ist die Schwingungsenergie E@) 
zwar positiv), strebt für hohe Schwingungsquantenzahlen wegen des 
anharmonischen*?”) Charakters der Schwingungen aber ebenfalls gegen 
einen endlichen Grenzwert, nämlich die Dissoziationsenergie des un- 
erregten Moleküls. Anders hingegen die Verhältnisse bei der Rota- 
tionsenergie E). Bedeutet J das in Betracht kommende Trägheits- 
moment und n die Winkelgeschwindigkeit des Moleküls, so wird sein 
Drehimpuls p = n:-J nach (148) und (149) festgelegt durch die 
Quantenbedingung 





(238) 22:2) =22n,J=nN-h 
und damit seine Rotationsenergie zu 

h? R 
(239) DD -in.Jey?; 


EV) wächst also zugleich mit der Rotationsquantenzahl n”) über alle 
Grenzen, und das Gleiche gilt daher nach (237) auch für die gesamte 
Molekülenergie E,.*") 

Führt man die Molekülenergiewerte (237) zur Berechnung der 
thermodynamisch-statistischen Eigenschaften eines mehratomigen Gases 
in den allgemeinen quantenstatistischen Ausdruck (228) für die Ver- 
teilungsfunktion seiner Moleküle ein, so ist deren Konvergenz durch 
die eben berührte Eigenschaft von E, auch dann allgemein gesichert, 
wenn von der beim einatomigen Gase unerläßlichen Bezugnahme auf 
die endlichen Moleküldimensionen abgesehen wird.“®) Die Unkennt- 
nis von E() und E) gestattet aber hierbei im Grunde genommen nur 


646) Man vgl. den Energieausdruck (152) für eine harmonische Schwingungs- 
bewegung. 

647) Diese Eigenschaft bleibt auch dann noch erhalten, wenn man die 
Wechselwirkungen zwischen Rotation, Kernschwingung und Elektronenbewegung 
angenähert in Rücksicht zieht (Anm. 423), 424). Läßt man eine andere Quanten- 
zahl als n() unbegrenzt zunehmen, so tritt ebenso wie bei Nichtberücksichtigung 
jener Wechselwirkungen schließlich Dissoziation (Schwingungsquantenzahl) oder 
Ionisation (Elektronenbahn-Quantenzahl) des Moleküls ein. Da die Dissoziations- 
energien von den Ionisationsenergien wesentlich übertroffen werden, so kann ein 
Molekül in Übereinstimmung mit den experimentellen Tatsachen im undisso- 
ziierten Zustande gleichwohl mit Rotations- oder Anregungsenergiebeträgen exi- 
stenzfähig sein, welche die Dissoziationsenergie ganz wesentlich übertreffen. Für 
extrem hohe Rotationsgeschwindigkeiten allerdings werden aber die Fliehkräfte 
selbst bei unangeregten Molekülen zu einer Stabilitätsgrenze führen müssen, 
welcher ein endlicher, ohne Zerfall des Gebildes unüberschreitbarer Rotations- 
energiebetrag entspricht. 

648) Die in der vorigen Anmerkung bei strengerer Betrachtung gefolgerte 
Existenz einer maximalen Rotationsenergie von endlichem Betrage würde aller- 
dings wiederum eine Benutzung von (234) und (235) unvermeidlich erscheinen lassen. 
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eine Berücksichtigung der durch (239) gegebenen Quantenstufen der 
reinen Rotationsenergie; wie eine größenordnungsmäßige Betrachtung 
lehrt, entspricht dies der Beschränkung auf ein Temperaturgebiet, das 
Zimmertemperaturen nicht allzu wesentlich überschreitet.) Setzt man 
demgemäß voraus, daß die Elektronen- und Schwingungsbewegung 
sämtlicher im Gase vorhandener Moleküle ihrem untersten Quanten- 
zustande entsprechen, so kann man J in (239) als konstant ansehen 
und E, mit E identifizieren. Dann ist nach (228) und (239) für 
mehratomige Moleküle allgemein 


\ n?2@ 
(240) FLO)=9:Drme ?, 
wenn " 
h? 
(241) Fey € 


eine nur vom molekularen Trägheitsmomente abhängige „charakte- 
ristische Temperatur“ der Moleküle definiert; für die spezielle Gewichts- 
wahl y(n) =1 ist der Ausdruck (240) zum ersten Male 1913 von 
P. Ehrenfest angegeben und statistisch konsequent begründet wor- 


den.°°°) Setzt man mit Ehrenfest 6 — ei so hat man überdies 
(2403) Fi) = 9: Iy(n)e 


und daraus nach (88) und (89) für den Rotationsanteil der Gesamt- 
energie des Gases 


(242) | En — — nkotiete 


’ 


sowie für den „Rotationswärme“ leihen Betrag zu einer spezifi- 
schen Wärme 


ai d? log Fo). 
(243) = NharT, 


Die statistisch-thermodynamischen Funktionen mehratomiger Gase sind 
ge für nicht allzu hohe Temperaturen von der einzigen Veränder- 


649) Wie E.C. Kemble und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 21 (1923), p. 381, 653 
gezeigt haben, kann man indes für die Schwingungsenergie E®) (152) als Nähe- 
rungsausdruck benutzen und damit die spezifische Wärme des Wasserstoffes, 
welche weiter unten im Text als reine Rotationswärme behandelt wird, bis zu 
Temperaturen von etwa 2000° darzustellen suchen. 

650) P. Ehrenfest, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 451. Der 
einzige noch ältere, vom heutigen Standpunkte aus aber nicht mehr annehmbare 
Versuch rührt her von A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 551. 
Ähnlich unannehmbar ist auch ein späterer Versuch von W.Nernst, Verhandl. 
Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 97. 
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lchn o—= 7 abhängig; verschiedene Gase unterscheiden sich in ihrem 


Verhalten voneinander nur durch verschiedene Werte ihrer „charakte- 
ristischen“ Temperaturen ©, falls ihre Gewichte y(n) miteinander überein- 
stimmen®®'), was aber durchaus nicht stets der Fall zu sein braucht.#2) 

Zur Prüfung des Ausdruckes (243) an der Erfahrung kommt 
bisher allein der von Eucken festgestellte, von Scheel und Heuse be- 
stätigte Abfall der Rotationswärme des molekularen Wasserstoffes bei 
tiefen Temperaturen in Betracht, welehe vom klassischen Grenzwerte 
N .k ausgehend (Nr. 9) monoton bis zum Werte Null herabsinkt.%®) 
Da H, als das leichteste Gas gemäß (241) auch die größtmögliche 
„eharakteristische Temperatur“ © besitzt, ist auf Grund von (240) in 
Übereinstimmung mit der Erfahrung vorauszusehen, daß eine Senkung 
der Rotationswärme anderer zwei- oder mehratomiger Gase unter 
ihren klassischen Gleichverteilungswert von cy erst bei sehr viel tie- 
feren Temperaturen eintreten kann, als sie bisher für thermische 
Messungen an Gasen in Betracht gekommen sind.°°®®) Für alle zwei- 
atomigen Gase muß also, ebenso wie für Wasserstoff bei 7 > 300°, 
(244) lim N. ko ee(0 _ Wr 


o>0 


651) Dieses Ergebnis ist übrigens unabhängig davon, ob man wie oben ge- 
mäß der Bohrschen Theorie mit der „I.“ Fassung der Planckschen Quantentheorie 
operiert, oder mit der „II.“ Fassung (Anm. 191), 192)). Der letzteren haben sich 
bedient: E.A. Holm, Ann. d. Phys. 42 (1913), p. 1311; J. v. Weyßenhoff, Ann. d. 
Phys. 51 (1916), p. 285; M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407; 
S. Rotszayn, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 81; H. Kallmann, Diss. Berlin 1920. 

652) Daß die Gültigkeit des angegebenen Gesetzes „korrespondierender Zu- 
stände“ wesentlich von der Übereinstimmung der Gewichtsfunktionen zweier mit- 
einander zu vergleichender Gase abhäng scheint bisher in der Literatur keine 
Beachtung gefunden zu haben. Ein von A. Langen, Ztschr. f. Elektrochem. 25 
(1919), p. 25 über Anregung von W, Nernst benutztes Verfahren zur relativen 
Berechnung molekularer Trägheitsmomente aus der Dampfdruckkurve und der 
chemischen Konstante setzt das Korrespondenzgesetz voraus, ohne sich jenes 
wesentlichen Punktes bewußt zu werden; aus der insbesondere von A. Eucken, 
Jahrb. d. Rad. u. Elekt. 16 (1920), p. 361, betonten Unverträglichkeit eines Teiles 
der Langenschen Ergebnisse mit den spektroskopisch ermittelten Trägheitsmo- 
menten muß demnach auf Verschiedenheit der Gewichtsfunktionen bei mehreren 
der bisher geprüften Gase geschlossen werden. Man vgl. dazu auch die Einwände 
von W. Schottky, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 9, welche vornehmlich den Einfluß 
des Gewichtes für den untersten Quantenzustand betonen. 

653) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, p. 141; K. Scheel und W. Heuse, Berl. Ber. 
1913, p. 44; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 484; ferner jüngst J. H. Brinkworth, 
Proc. Roy. Soc. A 107 (1925), p. 510 und F. A. Giacomini, Phil. Mag. 50 (1925), p. 146. 

653a) Der Abfall der Rotationswärme ist von Giacomini (Anm. 653) seither 
auch an den leichten Gasen CH, und NH, experimentell festgestellt worden. 
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+» 
mit lim P’(6) — limg -[ y(n)e**- an 
o>— 0>0: Io 


sein, was bei monotonem Verlauf von cy auf 
(245) »0)—0, yin)—a:n+b (s>0,0>0) 


führt, wo a und b positive bzw. nicht negative, ganze°°*) Zahlen be- 
deuten, falls die y(n) nicht überhaupt eine ungesetzmäßige Zahlenfolge 
darstellen.) Wegen y(0) = 0 liegt es dann am nächsten, allgemein 
(246) rn) —n 

zu setzen, was nach Reiche jedenfalls zu einer befriedigenden Überein- 
stimmung bei hohen und tiefen Temperaturen führt, allerdings zu 
einer weniger guten im mittleren Temperaturgebiet, während sowohl 
der auf (227) gegründete Ansatz y(n) = 2n + 1, also auch der sonst 
noch naheliegende y(n)—=n +1 sich als wesentlich ungünstiger er- 
weisen. ‘®®) 

Der Gewichtsansatz (246) führt ebenso wie auch schon (245) 
wegen y(0)—= 0 zu dem bemerkenswerten, auch von der Quanten- 
theorie der Bandenspektren (V 27, A. Kratzer) bestätigten Ergebnisse, 
daß der rotationslose Zustand der Moleküle im Gase praktisch über- 
haupt nicht vorkommt. Die Bandentheorie zeigt aber weiterhin, daß 
der nur unvollständige Erfolg der bisherigen Betrachtungen auf die 
Benutzung des Energieausdruckes (239) zurückgeführt werden könnte, 
welcher nur dann als gerechtfertigt anzusehen ist, wenn das ruhende 
Molekül einen verschwindenden Elektronendrehimpuls besitzt, was aber 
nach neueren Ergebnissen von Kratzer*??) nicht zuzutreffen scheint. 
Da nach Nr. 16b bisher kein brauchbares H,-Molekülmodell vorliegt®°”), 








654) Dies folgt unmittelbar aus der definitionsgemäßen Ganzzahligkeit von 
y(n); wegen der Willkürlichkeit von g können a und b überdies als relativ prim 
angesehen werden. 

655) Dieser Verdacht dürfte nicht völlig unbegründet sein, einerseits wegen 
der prinzipiellen Sonderstellung des jeweils untersten Quantenzustandes, anderer- 
seits wegen der nachfolgend erwähnten Ergebnisse von Schrödinger, welcher die 
Gewichte y(n) empirisch zu bestimmen gesucht hat. 

656) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 657, ferner N. Bohr [1], Abhand- 
lung X, p. 148. Der Versuch y(n)—=n bzw. 2n durch eine Wirkung des Schwere- 
feldes zu begründen, wird von Reiche selbst als „recht künstlich“ bezeichnet; 
ein anderer, unzulänglicher Versuch bei Bohr, p. 143/144. 

657) Das Bohr-Debyesche Wasserstoffmolekülmodell [1, Anm. 418)] besitzt 


den Drehimpuls 2: in der Richtung der Kernverbindungslinie; hinsichtlich der 


spezifischen Wärme ist es untersucht worden von F. Krüger, Ann. d. Phys. 50 
(1916), p. 346; 51 (1916), p. 450; P. S. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 
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ist man hinsichtlich der Größe dieses Drehimpulses einstweilen auf 
Rückschlüsse aus den Bandenspektren angewiesen, welche bei zwei- 
atomigen Molekülen zu einem Betrage von zumindest sehr angenähert 


- . a senkrecht zur Kernverbindungslinie führen.*?) Nach (226) er- 
hält man dann an Stelle von (238) und (239) 

(238 a) 220.,J=+(nN — %):h nN=1,2,...) 
und 

(2393) Eon I a a 4), 


so daß diese Ausdrücke aus (238) und (239) einfach dadurch hervor- 


gehen, daß man n”) durch n”) — 4 ersetzt. Die gleiche Veränderung 


in den statistischen Formeln (240) bis (243) ergibt dann offenbar die 
thermischen Eigenschaften von Molekülen mit halbzahligem Eigen- 
drehimpuls; besonders bemerkenswert ist, daß der allgemeine Gewichts- 
ausdruck (227) jetzt in y(n) = 2n übergeht, was mit (246) gleich- 
bedeutend ist, während im Rahmen der früheren Auffassung eine 
systematische Begründung für (246) nicht möglich zu sein scheint.5®) 
Die auf (246) und (239a) gegründete Wiedergabe des beobachteten 
Verlaufes der Rotationswärme ist nach Tolman°®®) bei hohen Tem- 
peraturen etwas weniger günstig als bei Benutzung von (239).%®») 
Gibt man die Gewichtswahl frei, so führt 


(247) ‚d)=l, 1!) =2, +@)=4, 

nach Schrödinger‘®°®) die beste Anpassung an die Beobachtungen her- 
bei, welche sogar jener von Reiche®°®) überlegen zu sein scheint; eine 
Begründung der Gewichtsreihe (247) ist bisher aber nicht gelungen. 


(1916), p, 898; H.Kallmann, Diss. Berlin 1920, hat aber auch hier völlig ver- 
sagt. Das Bornsche Wasserstoffmolekülmodell [5, Anm. 418)] ist von J. H. Van 
Vleck, Phys. Rev. 23 (1924), p. 308. statistisch untersucht worden. 

658) R.C. Tolman, Phys. Rev. 22 (1923), p. 470, ferner jüngst E. Hutchisson 
und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 25 (1925), p. 243. 

6588) P. Ehrenfest und R. C. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287, haben 
im Anschluß an ihre Unterscheidung von „starker“ und „schwacher“ Quantelung 
(Anm. 435) in letzter Zeit Gründe dafür namhaft gemacht, daß die Gewichts- 
funktion sich hier für große n in besonderer Art quasi-kontinuierlich verhalten 
könnte, was dazu geeignet wäre, jene Unvollkommenheit bei hohen Tempera- 
turen zu beseitigen. 

659) E. Schrödinger, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 341. — Ein ähnlicher, auf 
(240) gegründeter, jedoch in mehrfacher Hinsicht unzulänglicher Versuch einer 
empirischen Gewichtsbestimmung findet sich bereits bei D. Enskog, Ann. d. Phys. 
72 (1923), p. 321 und ergab y(1)=1, y(2) 3, kann wegen seiner Mängel aber 
nicht etwa als Bestätigung von (227) angesehen werden. 
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Zugunsten der Moleküle mit halbzahligen Elektronen -Eigendrehim- 
puls spricht, daß sie für das Wasserstoffmolekül auf Grund der Ro- 
tationswärme Trägheitsmomente ergeben, welche mit den optischen 
Daten wesentlich besser verträglich sind, als die etwa *mal größeren 
Werte, welche aus (240), (243) und (245) gefolgert werden müssen.6°9) 660) 


24c. Gasentartung. Wie die in Nr. 19 gegebene kritische Be- 
sprechung der zahlreichen Versuche, die Quantentheorie auf die Trans- 
lationsbewegung der Gasmoleküle anzuwenden, gezeigt hat, scheint 
die dort eingehender gewürdigte Auffassung von Schrödinger°') die- 
jenige zu sein, welche gegenwärtig als den wirklichen Vorgängen im 
Gase noch verhältnismäßig am weitgehendsten angepaßt, angesehen 
werden kann. Um die Verteilungsfunktion (228) bzw. (104) der nach 
Schrödinger durch (184) und (186) quantenhaft festgelegten Molekül- 
bewegungen zu berechnen, hat man wegen (184) 


(248) ie ent (n— 1, 2...) 


r 8M}: 





zu setzen und die zugehörigen Gewichtswerte y(n) (225) zu ermitteln. 
Da E® die Energie eines n-quantig bewegten Moleküls angibt, das 
sich im übrigen an jeder beliebigen Raumstelle des Gasvolumens VW be- 
finden kann, wird y(n) hier offenbar bestimmt sein durch das Produkt 
aus der Gesamtzahl Z aller quantentheoretisch als verschieden anzu- 
sehenden Raumgebiete in W, welche der Dewegung eines einzelnen Mole- 
küls zur Verfügung stehen, und der nach (186) in jedem dieser Raum- 
gebiete möglichen Anzahl k, von quantentheoretisch zugelassenen Be- 
wegungsrichtungen.®) Die erstgenannte Größe ergibt sich auf Grund 





660) Die Tatsache, daß das Curiesche Gesetz auch für viele feste para- 
magnetische Salze gilt, hat P. Weiß, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 935, veranlaßt, 
die freie Drehbarkeit der Moleküle als Träger der Elementarmagnete vorüber- 
gehend auch für den festen Zustand vorauszusetzen. Auf dieser Grundlage und 
mittels ganz ähnlicher statistischer Betrachtungen, wie sie vorstehend zur Deu- 
tung der Rotationswärme benutzt worden sind, ist mehrfach versucht worden, 
die Abweichungen vom Curieschen Gesetze bei tiefen Temperaturen theoretisch 
wiederzugeben; vgl. E. Oosterhuis, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 862; W. H. Keesom, 
Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 8; W. Budde, Diss. Marburg 1914; R. Gans, Ann. d. 
Phys. 50 (1916), p. 163; J.v. Weyßenhoff, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 285; F'. Reiche, 
Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 401; A. Smekal, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 376. Da 
die freie Drehbarkeit der Moleküle im Festkörper jedoch nicht besteht, so 
müssen alle diese Versuche, wie namentlich O. Stern, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), 
p- 147, betont hat, als hinfällig angesehen werden. 

661) E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41. 

662) Dieses Verfahren läuft darauf hinaus, die Bewegung des Einzelmole- 
xüls wegen der Willkürlichkeit ihrer räumlichen Lokalisierung innerhalb von Y 
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der allgemeinen quantentheoretischen Forderung (221), daß das maxi- 
male Volumen einer u-Raumzelle der Translationsbewegung mit Rück- 
sicht auf die drei Schwerpunktsfreiheitsgrade der Moleküle durch Ah? 
festgelegt sein muß, falls eine bestimmte und darum als nicht entartet 
anzusehende Bewegung eines Moleküls ins Auge gefaßt werden würde; 
aus 


Ax-Ay-Az-Ap,-Ap,-Ap,— Ar- Ay- As: Mt. A07—M 
erhält man mittels (184), (185), (186) und 
Ax-Ay k= . 
für Z größenordnungsmäßig 


aha 
81° 
und damit 
(249) y(n)=k,-Z= Er on. 
Definiert man noch mittels 
(250) PEN 
SMi?k 


eine „charakteristische Temperatur“ @ für die quantenhafte Transla- 
tionsbewegung, so erhält man für die guantentheoretische Verteilungs- 
funktion F,(T,V) der Translation 

zV — ee 
(251) F(TN=9: mo Re; 
Für ein Gas unter Normalbedingungen wird nach (250) @ © 10”* Grad, 
so daß man die Summe in (251) praktisch für alle Temperaturen durch 


das Integral 
” n? © 
fr .e T .dn au 3 Br 
0 


approximieren kann und den von der mittleren freien Weglänge 1 un- 
abhängigen Ausdruck erhält: 


(251) FT, = 95 (22MkT). 


als entartet zu behandeln, wodurch die Anwendung von (224) erforderlich wird. — 
‚Bei Schrödinger (Anm. 661) wird die Verteilungsfunktion (251) — wie man aus 
Obigem entnimmt, ohne besondere Notwendigkeit — auf dem weitläufigeren 
Wege über den T-Raum des gesamten Gases ermittelt. 

663) Man vgl. (251) mit (240) bei der Rotationswärme, beachte jedoch den 
Unterschied der Gewichte y(n) in (249) bzw. (245)! 
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Nach (47) und (64) hat sich demgegenüber auf klassischem Wege 


ergeben 


(251b) F(T,V) = 4(2zMkT), 


worin @, nach (46) eine Maßkonstante von der Dimension der dritten 
Potenz einer Wirkungsgröße bedeutete!%); wie der Vergleich der beiden 
Ausdrücke lehrt, erhält man in Übereinstimmung damit und als Spezial- 
fall von (223) den Zusammenhang 


(252) u. —,) 


Da der klassische und der quantentheoretische Ausdruck für die Ver- 
teilungsfunktion der Molekültranslation bis auf (252) miteinander 
übereinstimmen, wird der Energieinhalt des Gases gemäß (62) durch 
(62a) (Nr. 7a) gegeben sein, und der Translationsanteil seiner spezi- 
fischen Wärme c\) bis zu den allertiefsten Temperaturen herab mit dem 
klassischen Konstantwerte $. Nk übereinstimmen. Damit ist gezeigt, 
daß die Gasentartung bis zu den tiefsten bisher erreichbaren Tempera- 
turen unmerklich bleiben muß, wie es auch der Erfahrung entspricht, 
so daß die im Vorangehenden für die Translation immer wieder zu- 
gelassene Benutzung der klassischen Ergebnisse allgemein gerecht- 
fertigt erscheint. 

Die Ergebnisse der übrigen, in Nr. 19 bloß qualitativ gekenn- 
zeichneten Versuche zur Anwendung der Quantentheorie auf die Mole- 
kültranslation liefern statistische Resultate, welche mit dem oben ein- 
gehender geschilderten in den meisten Punkten qualitativ überein- 
stimmen %); volle Übereinstimmung herrscht namentlich darin, daß 
die Maximalgröße der u-Zellen für die Translationsbewegung wie oben 
zu h? angesetzt wird — was nach (221) quantentheoretisch tatsäch- 
lich als unumgänglich angesehen werden muß —, so daß alle diese 
Theorien im klassischen Grenzfalle hoher Temperaturen ebenfalls zu 


664) G, ist nichts anderes als der Quotient eines u-Zellenvolumens durch 
das Gewicht der betreffenden Zelle, wie man auch dem Vergleich mit (224) und 
(225) entnehmen kann. Siehe auch Anm. 630). — Natürlich ist @, mit (252) 
ebensowenig festgelegt als g. Die Bedeutung des Umstandes, daß man g = 5 
setzen muß (e= Basis des natürlichen Logarithmensystems), um zu der üblichen 
Schreibweise der statistisch-thermodynamischen Funktionen des idealen ein- 
atomigen Gases zu gelangen (vgl. z. B. M. Planck [1], $ 182), kann erst in Nr. 27 
einer näheren Diskussion unterzogen werden. 

6648) Eine Ausnahme hiervon macht bloß die jüngst von A. Einstein 
(Anm. 505), 508)) aufgestellte Entartungsiheorie, deren prinzipielle Tragweite in 
Anm. 32a) und Nr. 27, Ende, näher gewürdigt wird, 
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(251a) und (252) führen. Die quantitativen Unterschiede der einzelnen 
Theorien lassen sich in allen Fällen darauf zurückführen, daß für die 
bei den allertiefsten Temperaturen eintretenden Abweichungen vom 
klassisch-idealen Gaszustande eine „charakteristische Temperatur“ @ 
maßgebend wird, welche in (250) an Stelle der mittleren freien Weg- 
länge A entweder eine Länge von der Größenordnung des mittleren Mole- 
külabstandes°®) enthält, oder selbst makroskopischer Gefäßdimen- 
sionen.°®) Im letzteren Falle wird ® praktisch überhaupt Null, was 
eine Gasentartung praktisch völlig ausschließt, im ersteren wird © von 
der Größenordnung: reziprokes Molekulargewicht in Graden, so daß das 
Entartungsgebiet nach diesen Theorien auch nur höchstens an der Grenze 
experimenteller Zugänglichkeit gelegen sein könnte. Wendet man die 
Theorie von Schrödinger auf ein Elektronengas an, so zeigt der nume- 
rische Wert von (250) für M = m, daß hier bei mittleren Temperaturen 
ebenso wie bei gewöhnlichen Gasen der ideale Gaszustand herrschen 
muß, wie es auch der experimentellen Erfahrung über den Richardson- 
Effekt entspricht; bei sehr tiefen Temperaturen hingegen könnte der Ent- 
artungsbeginn des Elektronengases vielleicht noch experimentell faß- 
bar werden. Setzt man für die „freien“ Elektronen im Innern eines 
metallischen Stromleiters für A an Stelle der gaskinetischen Größen- 
ordnung 10-° em formal den mittleren Atomabstand im festen oder 
flüssigen Aggregatzustand von etwa 5 -10”® cm in (250) ein, so wird 
® »— 10* Grade, was auf Entartung der Leitungselektronen bis zur 
Schmelz- bzw. Verdampfungstemperatur hinausläuft. Wenn man sich zur 
Berechnung der spezifischen Wärme der Leitungselektronen bei gewöhn- 
lichen Temperaturen auf das erste Glied von (251) beschränkt, so 


findet man für 6 = 3 aus (243) in Übereinstimmung mit Fehlen 


eines derartigen Beitrages zur spezifischen Wärme der Festkörper °%) 
v= 0. 
| 25. Dissoziationsgleichgewicht. Wie die statistische Betrachtung 
des Wärmegleichgewichtes zwischen beliebigen thermischen Systemen, 
einschließlich der Hohlraumstrahlung gezeigt hat (Nr. 7), stimmt das 
zeitlich-mittlere thermische Verhalten jedes einzelnen der beteiligten 
warmen Körper mit jenem überein, welches die Boltzmannsche Ver- 
teilung für ihn im Falle völliger Wärmeisolation ergibt (Nr. 5, 6). 
Dabei ist grundsätzlich vorausgesetzt worden, daß chemische Um- 
setzungen zwischen den miteinander in Wärmeaustausch befindlichen, 
chemisch einheitlichen thermischen Systemen nicht stattfinden sollen. 
Läßt man diese Voraussetzung fallen, so werden die früher als unver- 





665) Siehe etwa V 20 (R. Seeliger), Elektronentheorie der Metalle, Nr. 17—19. 
Eneyklop. d. math. Wissensch. V 3. 74 
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änderlich vorgegeben anzusehenden Teilchenanzahlen der betrachteten 
„realen“ warmen Körper (Gase, Gasgemische, Festkörper) von der 
Temperatur und den äußeren makroskopischen Parametern a*®,V,... 
abhängig; der Beweis der eingangs erwähnten Bedingung für das 
Wärmegleichgewicht erfordert dann die statistische Untersuchung von 
Dissoziationsgleichgewichten, worin neben der Behandlung von reinen 
Gasgleichgewichten auch die Betrachtung der gegenseitigen Wechsel- 
wirkung von gasförmigen und festen Phasen bzw. Reaktionsteilnehmern 
mit einbegriffen gelten soll.%°*) Diese Untersuchung wird im folgen- 
den zunächst für einen einfachen Spezialfall, dann völlig allgemein 
durchgeführt und schließlich auf den Dampfdruck fester Stoffe ange- 
wendet; von einer expliziten Berücksichtigung der Wechselwirkungen 
mit dem Strahlungsfelde kann in der vorliegenden Nummer abgesehen 
werden, da sie keine Änderung der diesbezüglichen Betrachtungen von 
Nr. {a zur Folge haben würde. 


Boltzmann war der Erste, welcher die Gasdissoziation auf statisti- 
schem Wege untersucht hat.) Die erste systematisch-konsequente 
statistische Behandlung der Dissoziationsgleichgewichte und Klärung 
damit zusammenhängender prinzipieller Fragen rührt jedoch von Ehren- 
fest und Trkal her‘); sie wird für die nachfolgende Darstellung 
ebenso als vorbildlich angesehen, wie die Benutzung der bereits in 
der elementareren Statistik bewährten eleganten mathematischen Me- 
thodik, welche Darwin und Fowler entwickelt®®) und, entsprechend 
verallgemeinert, auch auf den vorliegenden Fall zur Anwendung ge- 
bracht haben.®”) Eine systematische statistische Grundlegung der ge- 
samten chemischen Thermodynamik ist auf Grund der Ehrenfest-Trkal- 
schen Ergebnisse von den allgemeinsten, gegenwärtig in Betracht 
kommenden Gesichtspunkten ausgehend, von Schottky‘®) in Angriff 


6654) Zur thermodynamischen Theorie der Gleichgewichte möge hier etwa 
verwiesen werden auf M. Planck, Thermodynamik, 6. Aufl., Leipzig 1921; W. Nernst, 
Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wärmesatzes, 2. Aufl., 
Halle 1924, sowie V 11, K. F. Herzfeld (Physikalische und Elektrochemie). 
665b) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22 (1884), p. 39; Wiss. Abh. Bd. III, p. 71; 
Vorlesungen über Gastheorie, II. Bd., Leipzig 1898, p. 177 ff. 

666) P. Ehrenfest und V. Trkal, Proc. Akad. Amsterdam 23 (1920), p. 162, 
auch Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609. 

667) C.@. Darwin und R.H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1923), 
p. 730; ähnlich, aber weniger vollkommen bereits bei R. H. Fowler, Phil. Mag. 
45 (1923), p. 1. 

668) W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481, sowie eine ältere, auf 
einen spezielleren Kreis von Problemen beschränkte Untersuchung, Ann. d. Phys. 
62 (1920), p. 113. Eine vollständige,‘ eingehende Darstellung der chemischen 
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genommen worden, bisher aber noch nicht zum Abschluß gelangt. Die 
aus der Betrachtung der Dissoziationsgleichgewichte folgenden allge- 
meinen Deziehungen zwischen der Statistik und dem II. Hauptsatz der 
Thermodynamik, sowie dem Nernsischen Wärmetheorem werden in Nr. 27 
abschließend zusammengestellt. 


25a. Dissoziationsgleichgewicht bei monomolekularen Gasreak- 
tionen. Ni” Moleküle A, mit der Verteilungsfunktion Fı (8) eines 
Gases 1, N$” Moleküle A, mit der Verteilungsfunktion F,(&) eines 
Gases 2 und NY» Moleküle 5, mit der Verteilungsfunktion F7,($) 
eines Gases 3 sollen zu einem bestimmten Zeitpunkte im gleichen 
Volumen V miteinander vereinigt sein und die Gesamtenergie E be- 
sitzen; die Gase 1 und 2 mögen ein- oder mehratomig sein, das Gas 3 
mindestens zweiatomige Moleküle haben. Wenn zwischen den drei 
Komponenten dieses Gemisches L keinerlei chemische Umsetzungen 
möglich wären, so würde seine Verteilungsfunktion nach Nr. 6a durch 
(35 A), die Anzahl R44»2) der Realisierungsmöglichkeiten seiner 
sämtlichen mit E sowie konstanten NY, N%», Ni?” verträglichen Zu- 
standsverteilungen durch (37) gegeben sein. Läßt man aber das Ein- 
treten der monomolekularen Reaktion 
(253) eye 
zwischen den Molekülen zu, so werden die Molekülanzahlen N, 
N NP» mit der Zeit veränderlich und man hat an Stelle von 
RA, 4,2) die Gesamtzahl der Realisierungsmöglichkeiten RX, x%)) 
zu ermitteln, die auch alle jene mit E verträglichen Zustandsvertei- 
lungen mit umfaßt, für welche die Anzahlen Ni, NY», NY» bloß 
an die Bedingung gebunden sind, daß die Anzahl aller freien und in 
Molekülen B, gebundenen Moleküle A,, sowie jene der freien und in 
den B, gebundenen Moleküle A,, vorgegebene konstante Werte X, 
X(4) besitzen. Denkt man sich den u-Raum der Moleküle A, bzw. 
A,, B, den allgemeinen Ansätzen von Nr. 3 gemäß in Zellen ein- 
geteilt und jene Zellen mittels eines Index /, bzw. l,, l,, im Sinne 
zunehmender Molekülenergiewerte Ei” + Ei bzw. Ei + 2 rofl 
EN» + E/” numeriert, so wird eine individuelle Zustandsverteilung 
25») des reagierenden Gasgemisches dadurch gekennzeichnet sein, 
daß sich etwa Ni“ bzw. N, NZ), beliebige von den gerade mit 
der Gesamtzahl N“ bzw. N%'», N}» vorhandenen Molekülen A, bzw. 
A,, D, in der 1," bzw. 1,'”, 1,‘ Zelle des zugehörigen u-Raumes 


Thermodynamik wird von Schottky nach freundlicher persönlicher Mitteilung in 


Buchform vorbereitet. 
74* 
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aufhalten. Jede dieser Zustandsverteilungen wird dann die Bedin- 
gungen zu erfüllen haben: 


(254) Inn — RN N In FR NE» In — Nr 


u=1 u=1 „=1 


(255) N» + N» IA wer N + N» un Big 


(256) Ent. tat 


PA. N. [E;# ur N Ag ep ER 


a,=1 


Sn. [2 Mi E%» a E, 


la 
„,=1 


die Formulierung der Energiebeschränkung (256) wird hierbei ersicht- 
lich an die Voraussetzung gebunden sein, daß die willkürlichen Kon- 
stanten EW, Ef, EP») aller in (256) eingehenden Molekülenergie- 
werte zugleich mit E auf dasselbe, an sich im übrigen willkürliche 
Energienullniveau bezogen sind.°%°) 


669) Diese Voraussetzung liegt stillschweigend naturgemäß bereits den Be- 
trachtungen von Nr. 6a, 7 und 8a, insbesondere den Gleichungen (40 A), (40 B), 
(61), (61 a), (84a) zugrunde, ist aber wegen der Unveränderlichkeit der Teilchen- 
anzahlen der verschiedenen dort betrachteten warmen Körper von keiner beson- 
deren Aktualität. Hier dagegen wird es ganz wesentlich darauf ankommen, in 
welcher Weise die Moleküle A,, A, bei Elementarvorgängen vom Typus (253) 
ihre Energiekonstanten „mitnehmen“, oder anders gesagt, welche Relation zwi- 
schen E4»), EA», EP») besteht. Nimmt man beispielsweise die Moleküle A, 
und A, einatomig und betrachtet sie in erster Annäherung als punktförmige, 
nur der Translation fähige Gebilde, welche beim Zusammentreten zu einem zwei- 
atomigen Molekül B, in letzterem etwa anharmonische Schwingungen auszu- 
führen vermögen, so wird es am naheliegendsten sein, jenen Zustand des reagie- 
renden Gemisches zur Kennzeichnung des Energienullniveaus heranzuziehen, in 
dem überhaupt keine Moleküle B,, sondern bloß einzelne Atome A, und A, 
vorhanden sind; setzt man hier willkürlich EA) — EA) —_ 0, so erkennt man, 
daß E6%) dann gerade diejenige Energiemenge darstellt, welche aufgewendet 
werden muß, um ein Molekül B, in seine beiden Bestandteile zu zerlegen, und 
welche gleichzeitig der maximalen Schwingungsenergie entspricht, deren ein 
Molekül B, überhaupt fähig sein kann. — Wenn man mit Schottky (Anm. 668) 
den „Kernphasenraum“ als T-Raum des Gemisches benutzt (siehe weiter unten 
im Text, sowie Anm. 671), so ist es am naheliegendsten, den Zustand völliger 
Dissipation der Atome und Moleküle in Atomkerne und einzelne Elektronen zu 
wählen, deren wechselseitige Entfernungen so groß zu denken sind, daß eine 
merkliche Wechselwirkung nicht mehr stattfindet. Bei Einbeziehung quantentheo- 
retisch gedeuteter radioaktiver Ab- und Aufbauvorgänge [siehe Anm. 218), 439), 
ferner Nr. 18a, Ende] wäre im „Urphasenraum“ die völlige Dissipation auch der 
Atomkerne in einzelne Protonen und Elektronen (Nr. 13) zur Festlegung des 
Energienullniveaus heranzuziehen. 
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Zur Berechnung der Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten 
R(zv‘»?) einer bestimmten, mit (254), (255), (256) verträglichen 
Zustandsverteilung Z5‘‘>”” genügt es im Gegensatz zur elementareren 
Statistik (Nr. 4—6) jetzt nicht mehr, der Betrachtung eine Abbildung 
der verschiedenen Molekularzustände in den einzelnen Molekülphasen- 
räumen zugrunde zu legen; offenbar ist eine einheitliche Untersuchung 
des reagierenden Gasgemisches hierzu unerläßlich, da es im allge- 
meinen kein statistisches System geringeren Umfanges gibt, in wel- 
chem eine mögliche, mit (254), (255), (256) verträgliche Verände- 
rung bei Wahrung seines materiellen Bestandes vorgenommen werden 


kann.°®) Betrachtet man dementsprechend den I-Raum des reagieren- 


den Gasgemisches mit den stets wechselnden Molekülanzahlen NY», 


N Ne so wird man diesen mit einer den Momentanwerten der 
Molekülanzahlen zugeordneten und mit jenen zugleich sprungweise-' 
veränderlichen I-Zelleneinteilung ausgestattet denken können, deren 
Projektion auf N{“) bzw. N”, NY” einzelne u-Räume ‘von Mole- 
külen A, bzw. A,, B,, mit der bereits oben festgelegten u-Zellenein- 
teilung für die‘ Moleküle A, bzw. A,, B,, übereinstimmt.‘") Offenbar 


670) Diese Feststellung gilt mit Notwendigkeit indessen nur für echte 
Gleichgewichte; bei unvollständigen oder „gehemmten“ Gleichgewichten (Schottky), 
etwa bei Mitwirkung fester und flüssiger Reaktionsteilnehmer oder Phasen sind 
in vielen Fällen geeignete Vereinfachungen zulässig. Als äußersten Grenzfall 
„gehemmter“ Gleichgewichte können z. B. die in Nr. 6a betrachteten reaktions- 
unfähigen Gasgemische angesehen werden, bei. welchen man mit ‚gesonderter 
statistischer Behandlung der einzelnen Gemischkomponenten das Auslangen findet. 

671) Wie die angegebene Beziehung zwischen den T"-Zellen und den u- 
Zelleneinteilungen erkennen läßt, wird die Dimensionszahl des TI'-Raumes 
NA») .n+ N) + N») -r, betragen, wenn r,, 75, r,, analog Nr. 2, die An- 
zahl der Freiheitsgrade von innerer und Translationsbewegung der Moleküle A,, 
A,, B, bedeuten; da r, und r, beim Zusammentreffen zweier Moleküle A,, 4, 
zu einem Molekül B, ungeändert bleiben müssen, wie man bei aus punktför- 
migen Massen oder Ladungen bestehenden Gebilden (Nr. 13) unmittelbar einsieht, 
so hat man r,—r, + r,, was wegen (255) die Dimensionszahl des I-Raumes zu 
x), rn, + x4) 7, ergibt und damit deren Unveränderlichkeit gegenüber be- 
liebigen mit (255) verträglichen Zustandsverteilungen. — Welche Maximalwerte 
man für r, und r, einzusetzen hat, hängt wesentlich von der speziellen Natur 
der mit der Reaktionsgleichung. (253) verknüpften Elementarvorgänge ab, be- 
ziehungsweise der Kenntnisse, die man davon zu besitzen vermeint. Bestimmt 
man r, und r, etwa so, daß man die Anzahl der Einzelladungen (Protonen und 
Elektronen) verdreifacht, welche das Rutherford-Bohrsche Atommodell (Nr. 13) für 
Elektronenhülle und Atomkernbausteine ergibt, so erhält man als I-Raum den 
„Urphasenraum“, in welchem sich auch radioaktive Auf- und Abbauvorgänge ver- 
folgen lassen (s. Anm. 669). Kann von letzteren, wie wohl fast immer, abge- 
sehen werden, so können die Atomkerne als unveränderliche Teilstrukturen an- 
gesehen und wie Massenpunkte mit je drei Freiheitsgraden in Rechnung gestellt 
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ist jede individuelle Molekülverteilung durch eine einzige derartige 
T-Zelle gekennzeichnet. Gilt es nun die Realisierungsmöglichkeiten 
von Zr»? gbzuzählen, so hat man die Anzahl aller jener I*Zellen 
zu bestimmen, deren individuelle Molekülverteilungen dieser Zustands- 
verteilung entsprechen. Diese Bestimmung kann nach Ehrenfest und 
Trkal‘®) auf zweierlei Arten von Vertauschungen individueller Mole- 
küle zurückgeführt werden, welche die vorgelegte Zustandsverteilung 
Zi“) ungeändert bestehen lassen: Denkt man zunächst alle jene 
Vertauschungen ausgeführt, bei welchen die freien Moleküle A, und 
ebenso A,, sowie B,, untereinander ihre u-Zellen wechseln, so gibt das, 
in Übereinstimmung mit dem Produkt dreier voneinander unabhängiger 
Ausdrücke (29), für die Anzahl der entsprechenden I-Zellen den Betrag 


na... nd} 
NET ER. NERT: 


ya) v4) vB») 
“r .gia) L,h u „gi Zyla Ey . 9 Lt; “7 





(257a) fr 


worin ge, >, 9» die Gewichte der verschiedenen u-Zellen von 
Molekülen A,, A,, B, bedeuten.) Vertauscht man ferner alle in 
Molekülen B, gebundenen Moleküle A, bzw. A, mit freien Molekülen 
A, bzw. A,, so erhält man die Anzahl 


(Ad. X (4) 
(257%) za. x) 





en 
4A B; ’ 
nA. nd. nı 


werden; dies ergibt Schottkys „Kernphasenraum“ (s. Anm. 669), in welchem an 
Stelle von „Molekülen“ A,, A,, B, bloß Elektronen und Atomkerne auftreten. 
Nimmt man A, und A, als einatomig und näherungsweise punktförmig an, wie 
zu Beginn von Anm. 669), so wirds, =r,=3 (vgl. etwa die Behandlungsweise 

. von Ehrenfest und Trkal, Anm. 666).. Für den im Text vorliegenden Spezialfall 
ist aber ebenso wie beim allgemeinsten Fall des Dissoziationsgleichgewichtes 
(Nr. 25b) eine bestimmte Festsetzung über r, und r, entbehrlich und nur bei 
konkreten Problemen von gewissem Interesse. Wenn die genauere Struktur der 
Moleküle als unbekannt angesehen wird, wie durchweg im I. Teile des vorliegen- 
den Berichtes, so ermöglicht die Theorie des Dissoziationsgleichgewichtes sogar 
gewisse Schlüsse hinsichtlich der Moleküleigenschaften, wie weiter unten im Text 
betont werden wird. 

672) Die Übereinstimmung von (257a) mit dem Produkt dreier voneinander 
unabhängiger Ausdrücke (29) läßt ersehen, daß (29) auch schon als Anzahl ge- 
wisser I-Zellen hätte gedeutet werden können. Diese Auffassung, deren Bezie- 
hung namentlich zu gewissen Ansätzen der klassischen statistischen Mechanik 
von Gibbs bedeutungsvoll ist, findet sich in IV 32 (P. und 7. Ehrenfest), Nr. 12b ff. 
eingehend berücksichtigt. 

673) Ein Ausdruck dieser Form findet sich erstmals bereits bei L. Boltz- 
mann, Wiss. Abh. III, p. 71; dann bei H. Tetrode, Versl. Akad. Amsterd. 23 (1915), 
p. 1110. — Die Begründung von (257b) setzt voraus, daß die Moleküle A, und 
4A, praktisch wie starre, strukturlose Gebilde behandelt werden können, was 
unvermeidlich ist, solange man ihre Struktur als unbekannt ansehen will [siehe 
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welche angibt, wie viele gleichwertige I*Zellen durch diesen zweiten 
Vertauschungsprozeß aus einer jeden von den (257a) der früheren 
T-Zellen hervorgehen.) Die Gesamtzahl der Realisierungsmöglich- 
keiten der betrachteten Zustandsverteilung wird also durch Multipli- 
kation der beiden Ausdrücke (257a) und (257b) gegeben sein und 
kann geschrieben werden als Produktausdruck von der Form”) 


(A) nA) vB») 
4)" L,ı ga" ir ge“ L,h 


(Au da, Bs) (Ay, x) 9 

N RATEN A La: aa 

Die zeitliche Aufeinanderfolge verschiedener mit (254), (255), (256) 
verträglicher Zustandsverteilungen läßt sich beim reagierenden Gas- 
gemisch von einer beliebigen Anfangsverteilung ausgehend, im ein- 
zelnen ebensowenig vorausberechnen wie beim chemisch homogenen 
Gas. Wie in Nr. 4 für letzteres eingehender geschildert worden ist, 
kann man hingegen anstatt dessen einen wahrscheinlichen, zeitlich-mitt- 
leren molekularen Verteilungszustand bestimmen, wenn man die dort 
wahrscheinlichkeitstheoretisch begründete Äquivalenz von Zeitgesamt- 
heit und Raumgesamtheit benutzt. Diese Äquivalenz beruht im wesent- 
lichen auf der Voraussetzung, daß für jede Änderung eines individuellen 
molekularen Verteilungszustandes die Existenz gewisser „Übergangswahr- 
scheinlichkeiten“ (13), (18a) maßgebend ist, deren konkrete Ausdrücke 


Anm. 671), Ende]. Andernfalls müßte an Stelle von (257b) ein anderer, jedoch 
formal ganz ähnlich gebauter Ausdruck benutzt werden, in welchem, wie über- 
haupt für die ganze vorliegende Untersuchung, die Rolle der Moleküle A,, A, 
von den während der Elementarvorgänge (253) unveränderlich bleibenden Teil- 
strukturen dieser Gebilde übernommen werden müßte [s. Anm. 671) und 669)]. 
Die Notwendigkeit einer derartigen, allgemeineren Betrachtungsweise für den 
Fall bekannter Molekülkonstitution hat W. Schottky (Anm. 668) nachdrücklich 
betont. 

674) Während die Volumina der in (2572) zusammengezählten I-Zellen im 
allgemeinen untereinander verschieden sein können (vgl. etwa die am Beginne 
von Nr. 24 diskutierten Verhältnisse in der Quantenstatistik), werden alle (257) 
T-Zellen, welche aus einer dieser Zellen hervorgehen, untereinander gleiche Vo- 
lumina besitzen müssen. 

675) Betrachtet man das Gesamtvolumen der in der Anzahl (258) vorhan- 
denen, zu einer beliebigen Zustandsverteilung gehörigen T-Zellen im I-Raume, 
so wird es wegen der in Anm. 674) hervorgehobenen Eigenschaft möglich sein 
müssen, ein Teilgebiet davon so abzugrenzen, daß es nach Ausführung sämtlicher 
x A}. x4} möglicher Molekülvertauschungen von freien oder gebundenen Mo- 
lekülen A, bzw. A, untereinander, in jenes Gesamtvolumen übergeführt wird. 
Dieses Gebiet, das in gewissen Fällen nicht aus lauter ganzen I'Zellen zu- 
sammengesetzt zu sein braucht und dessen Betrachtung offenbar jene des Ge- 
samtvolumens zu ersetzen geeignet ist, wird von Schottky (Anm. 668) für die Zu- 
standsverteilung maximaler Häufigkeit als „reduzierter Phasenraum‘ bezeichnet. 
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aber im allgemeinen®”®) belanglos sind für den gesuchten wahrschein- 
lichen, zeitlich-mittleren Molekularzustand, der auch hier wieder als 
Boltzmannsche Verteilung bezeichnet werden soll und der das gesuchte 
Dissoziationsgleichgewicht kennzeichnen wird. Setzt man demgemäß 
das Vorhandensein der erforderlichen Übergangswahrscheinlichkeiten, 
insbesondere auch für die mit der Reaktionsgleichung (253) ver- 
knüpften Elementarvorgänge voraus, so kann die Boltzmannsche Ver- 
teilung nun unmittelbar auf Grund von (31) berechnet werden. 

Wie in Nr. 5a empfiehlt es sich hierzu zunächst die im Nenner 
von (31) auftretende Gesamtzahl der Realisierungsmöglichkeiten aller 
möglichen und mit der Energiebedingung verträglichen Zustandsver- 
teilungen zu untersuchen, welche hier bei Berücksichtigung der Neben- 
bedingungen (254), (255), (256) durch 


eo >) 


gegeben ist, wo sich die Summation wegen (255) jetzt auch über alle 
zulässigen Molekülanzahlen N}, Ni”, N} erstreckt.6”) Bildet man 
mit: Darwin ‚und Fowler ®°') die Na Per des ir 
nentialausdruckes 

(260) Xa)t. Kl el: 7,0 +5 0 +7,01, 

worin &,,&, & drei komplexe Veränderliche bedeuten und F,(E), 
F,(&), F5,($) die bereits eingeführten, analog zu (34) gebauten Ver- 
teilungsfunktionen der drei Molekülsorten, so überzeugt man sich leicht, 
daß (259) mit dem Koeffizienten jenes Potenzreihengliedes von (260) 
identisch wird, welches die Variablen &,, &,, & in der Verbindung 5 
PR gr), ga. &E Tr 
enthält. Nach den Cauchyschen Integralformeln kann dieser Koeffi- 


zient in ‚entsprechender Verallgemeinerung von (37) dargestellt wer- 
den durch das dreifache komplexe Integral 


(261)... RA, xt) _ X x N fi f at, -dt, ag. e&uknd 
FED aW+ı, gr) +1, Er 








676) Siehe Anm. 85), wo aber bereits auch auf die Sonderstellung unvoll- 
ständiger oder „gehemmter‘“ Gleichgewichte und ihre Behandlung durch Schottky 
hingewiesen worden ist, 

677) Die Größe (259) bedeutet die Gesamtzahl aller T-Zellen, deren zuge- 
hörige Zustandsverteilungen mit der Energiebedingung verträglich sind. Das 
entsprechende I-Raumvolumen stimmt für sehr große KA), X(4.) größenordnungs- 
mäßig mit dem von der „Energiefläche“ (256) im T’-Raume eingeschlossenen 
„Phasenvolumen‘ überein, was für den Zusammenhang mit gewissen Ansätzen 
der klassischen statistischen Mechanik (s. Anm. 672) von Bedeutung ist. 
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mit der Abkürzung 


2öla) FAME FH Fl): 
Für die Bolizmannsche Verteilung z. B. der Moleküle A, erhält man 
ara, x) 


ı 


(262) RW, 20). na) _ u. 
und daher entsprechend (39) 
(263) | Ra, za), ne 

BER at x); N di. od _ Ag A x zn +24) 


(2mi)° xA)+ı reed ger hım 








Bedeuten N“), E, bzw. N®) E, und N®), E,, die mittleren An- 
zahlen und Gesamtenergien der 2 Molekülsorten für den Boltzmann- 
schen Verteilungszustand, d. h. für das gesuchte Dissoziationsgleichgewicht, 
so hat man wegen (262) z. B. 


© (A), x(4r)) 
(A) x(4») a OR“), 
(264) ; ‚Rz ‚x(42)), NA — g ar Te 
; h=1 I 
und 
ı 1 1 Aı 4A, 0 Re), za) 
268) REN. E,— I” EHER HER), Br 


wofür die zu 263) analog gebauten dreifachen komplexen Integrale 
leicht hinzuzuschreiben sind. Die asymptotische Entwicklung aller 
dieser Integrale für sehr große Werte von X, X) und E erfolgt 
ähnlich wie in Nr. 5a°®) und ergibt ein und nur ein reelles, positives 
Wertetripel 


(266) sen mi, dh, 


für welches man an Stelle aller dieser Integrale mit sehr weitgehen- 
der®”®) Annäherung deren Integranden setzen kann. Man bekommt 
so für das Dissoziationsgleichgewicht 


678) Vgl. Anm. 95); der allgemeine Fall wird eingehend diskutiert von 
©. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1923), p. 730, $ 4. 


679) Diese Näherung reicht allerdings bei gewissen Fällen „gehemmter‘ 
Gleichgewichte (Anm. 670) nicht aus (s. auch Anm. 780), ebenso bedarf es zur 
Ermittlung der Energie- und Teilchenzahlschwankungen zwischen den verschie- 
denen reagierenden Komponenten der Berücksichtigung weiterer Glieder in den 
asymptotischen Entwicklungen der erwähnten Integrale. Man vgl. hierzu die in 
Anm. 667) genannten Untersuchungen von Darwin und Fowler. 
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(41) (An), Pal 





Ni — x, ge. 9 ten ; 

(4,) (4), 2 2) 

(267) \ N a, ge 9 Ham ; 
(B;) _ „(B:) , „(B3) 

N» = Zug gu». et 


268) NW—2,.F,@), N%—=1-F,#, N®9—12:F5(®), 

SF,®) öF,@®) F,,®) 
(269) E,— 9%, Eu en An 
woraus man erkennt, daß &,, x,, ® festgelegt werden durch die drei 
Bedingungen (255), (256), oder durch 


2 F4,(9) + ,%F3,(9) = XW, 





= 20 ‚E,=2%9 


2 





ea 2,F4,(8) + 2,7, F,(0) — X@ 
un 
9 oF oF,(& 
FON ACER AO WRRRRLE CHEN 
wovon die letzte ae en mit 
(271a) SR + E,, ec E,, —=E 


gleichbedeutend ist. Eliminiert man x, bzw. x,, 2,2, durch Division 
der Gleichungen (267) bzw. (269) mit den entsprechenden Gleichungen 
(268), so lehrt die Übereinstimmung mit (41) und (41A) bzw. (40) 
und (51A) für übereinstimmende Werte von ®, daß der wahrschein- 
liche, zeitlich-mittlere Molekularzustand eines Gases davon unabhängig 
ist, ob das Gas bei Wärmegleichgewicht von äußeren Einwirkungen ab- 
geschlossen ist oder einen Bestandteil eines „physikalischen“ oder „che- 
mischen“, reagierenden Gasgemisches bildet; während die Molekülzahl 
in den beiden ersteren Fällen vorgegeben und unveränderlich ist, 
wird sie im letzteren Falle aber durch die Molekülzahlen der anderen 
Reaktionsteilnehmer entscheidend beeinflußt. Man erkennt dies un- 
mittelbar, wenn man x, und &, jetzt auch noch zwischen den drei 
Gleichungen (268) untereinander eliminiert und damit als Bedingung 
für das Bestehen des Reaktions- bzw. Dissoziationsgleichgewichts erhält: 
NAa.ya) F,@-F,(®) 
ae 29) 

680) Ebenso wie sich die allgemeinen Ergebnisse der Darwin -Fowlerschen 
Methode für das isolierte, chemisch homogene Gas (Nr. 5a) in Nr. 5b auf ein- 
facherem, dagegen weniger strengem Wege aus der Betrachtung der „wahr- 
scheinlichsten“ (Maxwell- Boltzmannschen) Zustandsverteilung Z,,, haben ermitteln 
lassen, könnte auch hier von der Untersuchung der Zustandsverteilung maximaler 
BZ) ausgegangen werden, wie dies Ehrenfest und T’rkal (Anm. 666), 


ferner D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321, durchgeführt haben; aller- 
dings wäre dann noch der bei „gehemmten“ Gleichgewichten (Anm. 670) keines- 


(272) 


a vn. 
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Um die Bedeutung der Größe # zu ermitteln, wird man das 
reagierende Gasgemisch als einheitliches, thermisches System betrachten 
und gemäß Nr. 7a in Energieaustausch ermöglichende Verbindung 
mit anderen warmen Körpern bringen, insbesondere etwa mit einem 
idealen einatomigen Gas als thermometrischer Substanz. Man findet 
dann leicht, daß ®# alle Eigenschaften einer „empirischen Temperatur“ 
besitzen und gastheoretisch wiederum durch (64) festgelegt werden 
muß; als Maß für die absolute Temperatur erweist sich ® durch eine 
analog zu Nr. 8a geführte statistische Untersuchung des Entropie- 
differentials (Nr. 27). Durch Benutzung der allgemeinen thermo- 
dynamisch-statistischen Beziehungen (88) und (89) überzeugt man 
sich dann ohne weitere Schwierigkeit, daß die gewonnenen Ergeb- 
nisse mit den thermodynamischen Gleichgewichtsbedingungen überein- 
stimmen und daß die Beziehung (272) insbesondere dem Ausdruck 
des Massenwirkungsgesetzes für die betrachtete monomolekulare Reak- 
tion (253) entspricht. Gegenüber den vorstehenden Betrachtungen, 
welche die eindeutige Existenz eines Gleichgewichtes ebenso wie die 
Gleichgewichtsbedingungen zu erweisen geeignet sind, beschränken 
sich alle älteren, vor Ehrenfest und Trkal unternommenen theoreti- 
schen Versuche, vor allem die sonst grundlegenden Betrachtungen zur 
Gasdissoziation von Boltzmann auch schon methodisch auf eine kine- 
tische Ableitung oder Interpretation der Gleichgewichtsbedingungen 
allein.°®2) 


wegs immer mögliche oder gar selbstverständliche Nachweis zu erbringen, daß 
jene maximale Bee) größenordnungsmäßig mit plz Ah ze) identifiziert 
werden darf. Dieser Punkt steht in nahem Zusammenhange mit der Frage 
nach der Anwendbarkeit des Boltzmannschen Prinzips (Nr. 8b) auf vollständige 
und gehemmte chemische Gleichgewichte, auf welche, allerdings in anderem 
Zusammenhange, namentlich von Schottiky (Anm. 668) eingegangen wird. 

681) Siehe vor allem L. Boltzmann, Wied. Ann. 22 (1884), p. 39; Wiss. Abh. 
Bd. III, p. 71; Vorlesungen über Gastheorie, II. Bd., Leipzig 1898, p. 177 ff.; ferner 
etwa L. Natanson, Wied. Ann. 38 (1889). p. 288; @. Jäger, Wien. Ber. (IIa) 100 
(1891), p. 1182; 104 (1895), p. 671; O. Stern, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 495; 
J. D. v. d. Waals jr., Versl. Akad. Amsterd. 22 (1914), p. 1131; H. Tetrode, Versl. 
Akad. Amsterd. 23 (1915), p, 1110; K. F. Herzfeld, Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), 
p- 139; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 23 (1922), p. 95, sowie V 11 (Physikalische 
und Elektrochemie), Nr. 5, c). — In den älteren der hier aufgezählten Arbeiten 
spielt die Größe der von Boltzmann eingeführten „empfindlichen Bezirke“ der 
reagierenden Moleküle, sowie deren Einfluß auf das Gleichgewicht eine große 
Rolle; man überzeugt sich leicht, daß diese Größen in die Gleichgewichtsformeln 
(273), (276), (279) in derselben Weise eingehen, wie die später eingehender dis- 
kutierten Gewichtsfaktoren g, und daß sie auch ihrer Bedeutung nach in letz- 
teren mit enthalten sein müssen. Vgl. dazu Anm. 735). 
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Zur genaueren Untersuchung der durch (272) gegebenen Reaktions- 
isobare mögen die dort vorkommenden Verteilungsfunktionen im fol- 
genden bloß für den bei voller Allgemeinheit ohnehin allein aktuellen 
Fall der Quantenstatistik betrachtet werden. Jede der drei Verteilungs- 
funktionen in (272) kann gemäß Nr. 5€e mit hinreichender Genauig- 
keit als Produkt zweier Faktoren geschrieben werden, von welchen 
der eine auf die innere Bewegung der Moleküle allein Bezug hat und 
quantenstatistisch von der allgemeinen Form (228) ist, während der 
andere die Molekültranslation berücksichtigt und en tntietienn 
durch (251a) gegeben ist. Man findet so a0 _ lan „la 


N B;) 95, h> ( M,, Pr. 8 2. 














(273) - NA) INA. 94,94, "Verk)t M,M, en 
zB) 
See): e “7 
za vi) zAr) 


En, 


ZIrwe e 47 Zrmie em 


wobei 9,» 94, 95, das Produkt der. Kiekia willkürlich gebliebenen 
Gewichtsfaktoren in (228) und (25la) für die drei Molekülsorten und 
Mı, Mi, M3,;,= Mı+ Ma,, die Molekülmassen bedeuten. Durch 
Einführung der Volumskonzentrationen 





hab NA) N) NM) 
(2 14) TA, Tag va a , A, ET Tagen ’ %p, = TE; ? 
sowie der .Dissoziationsenergie 
25) | One + Ei) + Ep — EB 


der Moleküle B, °°®), erhält man bei Anwendung leicht verständlicher 
Abkürzungen 
‚X41 4, B;) (B,) 
(276) 98, a M, u) T-3.e KT lan 
ar Me Bu un" Pi 94 (2 u: M,, > 3 ’ 

ze man anstatt der ka ben nah die Molekülkongentrationen 

| NA) N&) 

ca >= ca. 

. NA) _ı x 4) N)? ’ NA) ı vAd) ı (3)? 

(277) | + Hr AZ % 











N(B) 
NA) NA) 1 N) 
benutzen, so hat man mittels der Zustandsgleichung (63) für das wie 
ein ideales Gas zu behandelnde Reaktionsgemisch, 
(278) pV=KkT.[NA) + NM N] 


682) Siehe Anm. 669). 





CH = 
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den äußeren Druck p einzuführen und bekommt 


U4,4.B;) 


Sn) 
(279) Br 98 h° a I RT? 
C4-cA 94,94, (2m)? 1 M,M,, . >4,) 


Wie der Vergleich dieser Beziehungen mit den üblichen Aussagen der 
makroskopischen Thermodynamik über Gasgleichgewichte zeigt ®?), 
herrscht auch hier wieder vollständige Übereinstimmung. Der von 
Temperatur, sowie Volumen bzw. Druck unabhängige, konstante Fak- 
tor auf der rechten Seite der Beziehungen (275), (276), (279) bleibt 
in der klassischen Thermodynamik ohne Zuhilfenahme des Nernst- 
schen Wüärmetheorems unbestimmbar‘®); wie diese Beziehungen er- 
kennen lassen, vermag die Quantenstatistik seine Bedeutung dem- 
gegenüber ohne Benutzung des Nernstschen Satzes anzugeben. Zur 
Festlegung des Zahlenwertes dieser Konstante bedarf es allerdings 
auch hier einer Zusatzannahme; sie hat das Verhältnis der bisher un- 
bestimmt gebliebenen Gewichtsfaktoren g4,, 94,, 95, anzugeben, braucht 
im übrigen aber keineswegs mit dem Nernstschen Theorem gleichwertig 
zu sein (Nr.27). Wenn man sich zunächst auf den auch in Nr. 9 
gewählten Standpunkt der statistischen Verwertung makroskopisch- 











empirischer Ergebnisse stellt, so ist das Verhältnis 93,__ mittels (276) 


4dı 74, 

oder (279) jedenfalls grundsätzlich empirisch bestimmbar und könnte 
unter Umständen von bedeutendem Einfluß auf das untersuchte Gleich- 
gewicht sein. Dieser phänomenologische Standpunkt scheint für die 
Statistik unausweichlich zu sein, solange die Molekularkonstitution 
als unbekannt angesehen wird. Betrachtet man die Moleküle jedoch 
als nach Quantengesetzen aufgebaute Ladungssysteme (Nr. 13—16), 
so wird man versuchen können, die Beziehungen zwischen den dimen- 
sionslosen Gewichtsfaktoren 94, 94,, 92, auf theoretischem Wege a 
priori zu ermitteln.) Die bisher allgemein übliche und wohl meist 
für selbstverständlich gehaltene Annahme geht dahin, daß | 


(280) Ja un Ya, 0 gu, MT 


683) Vgl. z. B. M. Planck, Thermodynamik, $ 241. 

684) Siehe etwa W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grund- 
lagen des neuen Wärmesatzes, Halle 1918, 2., mit einem Anhang versehene Auf- 
lage 1924. 

685) Daß es im allgemeinen erforderlich ist, die Gewichte der verschiedenen 
Reaktionsteilnehmer aufeinander zu beziehen, hat implizit bereits K. F. Herzfeld, 
Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 139, bei der Anwendung seines „Probezellen- 
verfahrens“ zur Ableitung der Gleichgewichtsformeln bemerkt. 
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zu setzen ist.°%) Um sie nachzuweisen, wäre es notwendig zu unter- 
suchen, auf wie vielfache Weise die gemäß (253) eintretende Vereini- 
gung zweier Moleküle A, und A, zu einem Molekül B, durch einen 
umkehrbar und unendlich langsam ausgeführten Prozeß (Nr. 3A) be- 
werkstelligt werden kann, was bei Anwendung des Ehrenfestschen 
Adiabatenprinzips (Nr. 14) eine Beziehung der Quantengewichte von 
A,, Az, B, aufeinander ermöglichen würde. Leider ist es wegen Un- 
kenntnis der Molekülmodelle (Nr. 16b) bisher auch nicht einmal im 
Falle der Dissoziation des Wasserstoffes möglich gewesen, eine der- 
artige Gewichtsvergleichung theoretisch durchzuführen #°”); andererseits 
scheint der Möglichkeit von (280) abweichender Beziehungen zwischen 
den Gewichtsfaktoren namentlich bei Molekülen oder Atomen mit sym- 
metrisch aufgebauten Elektronenhüllen große Wahrscheinlichkeit zuge- 
billigt werden zu sollen.‘®®) 

Wenn man die Gleichgewichtsformel (272) bzw. (273), (276), 
(279) in logarithmierter Form schreibt, so lassen sich die Beiträge 
der einzelnen Molekülsorten. in einer für die spätere Diskussion der 
chemischen Konstanten besonders geeigneten Weise überblicken. Aus 
(272), (228), (251a) und (278) erhält man an Stelle von (279) 


686) Man vgl. z. B. die Gewichtsdefinitionen von P. Ehrenfest und V. Trkal, 
l. e. (Anm. 666), $2. Wie auch die meisten übrigen Autoren setzen Ehrenfest 
und Trkal die Quantengewichte dem maximalen u-Zellenvolumen gleich, was 
nach Anm. 630) und 48) zulässig, aber nicht notwendig ist. Da nun die maxi- 
malen Zellenvolumina für beliebige nicht-entartete Systeme gemäß (221) stets 
durch entsprechende Potenzen von h gegeben sind, was bei beliebigen entarteten 
Systemen zu der äquivalenten Festlegung (224) führt, so kann dieser Umstand 
zugunsten einer Allgemeingültigkeit von (280) geltend gemacht werden. 

687) Man vgl. den Mißerfolg der Bemühungen von M. Born, durch „adia- 
batische“ Vereinigung zweier Bohrscher Wasserstoffatommodelle zu einem brauch- 
baren Wasserstoffmolekülmodell zu gelangen; siehe Anm. 418), Modell 5), sowie 
Anm. 450), wo auch auf einen ähnlichen Mißerfolg hinsichtlich des Anlagerungs- 
vorganges freier Elektronen an Atomionen hingewiesen wird; vgl. jedoch Anm. 698). 

688) W. Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1; 23 (1922), p. 9, 448, hat 
diesen Typus von Gewichtsfaktoren, zunächst allerdings nur in bezug auf den 
Verdampfungsvorgang (Nr. 25c), eingehender untersucht und „dynamisches 
Quantengewicht‘‘ benannt. Eine wahrscheinlichkeitstheoretisch strenge Begrün- 
dung und Ermittlung dieser Art von Quantengewichten ist nur bei Zugrunde- 
legung von Schottkys „Kernphasenraum“ [s. Anm. 669) und 671)] denkbar, worauf 
hier jedoch nicht weiter eingegangen werden kann. — Von den im Text er- 
wähnten Symmetrieeigenschaften von Elektronenhüllen wohl zu unterscheiden 
ist der symmetrische Aufbau von Molekülen durch mehrere gleichartige Atome 
oder Moleküle, welche z. B. bei Reaktionen der Art 2A B nach Tetrode, Ehren- 
fest und Irkal (s. Anm. 699) von einschneidender Bedeutung für die Berechnung 
von (257b) wird. Siehe weiter unten im Text, sowie Nr. 25h. 


25. Dissoziationsgleichgewicht. 1163 
(281) log cz, — log c„— loge, = logp — 2 5 log a Hs 
3,8 
2 k 
+ log 3° + log Pr ee 


3 
27 2 27 M,)'RE 
a Pe —iog|a, 2 bess_ sh | — log I" —log Pr ee a | 


Diese Beziehung vereinfacht sich noch bedeutend, wenn man den durch 


By Dim DW) bedingten Einfluß der inneren Molekülbewegungen 
entweder für sehr tiefe oder sehr hohe Temperaturen betrachtet. Im 
ersteren Falle reduzieren sich sämtliche I’ auf ihre Anfangsglieder 


EA) E42) E(B;) 
232) rmll).e ar, Pole #7, yapll)-e er 8), 
so daß man erhält: 
(281a) log cz, — log ec, — loges, = logp — 3 log 7 


Q + Ei) + ED) + Ei) 2% M,)*k 
nn 7 + log nn a 


— log RN A - re u. vun] 


Bei hohen Temperaturen lassen sich die I durch Integrale approxi- 
mieren.®) Für den Rotationsanteil zweiatomiger Moleküle (Nr. 24b) 
erhält man 

(283) lim I — SET on, 


T>» 





wo J das Trägheitsmoment senkrecht zur Kernverbindungslinie be- 
deutet; für mehratomige Moleküle mit den Hauptträgheitsmomenten 
JW, J®, J® ergibt sich mit Benutzung von (223) auf klassisch- 





689) Daß E, auch im Falle alleiniger Berücksichtigung der Molekülrotation 
nicht verschwinden kann, ist als Folgerung aus der Theorie der spezifischen 
Wärme des Wasserstoffes in Übereinstimmung mit jener der Bandenspektren (V 27, 
A. Kratzer) bereits in Nr. 24b hervorgehoben worden. 

690) Siehe etwa Gl. (104 a). 

691) Allein auf Grund der in Nr. 24b durch Vergleich mit empirischen 
Daten gewonnenen Aussagen über die Quantengewichte y(n) des molekularen 
Wasserstoffes bliebe es ungewiß, ob y(n)=n oder —=2n zu setzen ist, was (283) 
um einen Faktor 2 unsicher machen würde. Tatsächlich aber folgt, wie bereits 
auf p. 1145 hervorgehoben ‚y(n) = 2n bereits aus (227), außerdem ergibt die klas- 
eische Statistik limy(n) = 2n, so daß (283) gleichwohl völlig gesichert erscheint. 


n>%9 
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statistischem Wege°®?): 
1 » Jan} 3 
(284) lim I — 9” ee IIOEET)E 


T>» 





Was den Anteil der Elektronenbewegungen an den S', insbesondere bei 
einatomigen Molekülen anbetrifft, so kann er auch für die gebräuch- 
lichen „hohen“ Temperaturen immer noch durch (282) wiedergegeben 
werden; demgegenüber erscheint eine Berücksichtigung des Einflusses 
der Atomschwingungen in mehratomigen Molekülen, vor allem aber 
jener der gegenseitigen Bewegung von A, und A, in den Molekülen 
B, für hohe Temperaturen unerläßlich®®), mangels hinreichender 
Kenntnis der Molekularkonstitution gegenwärtig jedoch noch nicht 
ausführbar.°®) Sieht man von dem letzteren, noch ungewissen Falle 
ab, so zeigt sich, daß die allgemeine Beziehung (281) nach Einfüh- 
rung von (282), (283), (284) für al Temperaturen die spezielle 
Form: 


(281b) log cz, — logcı, — logca, 

=logp —r- ET SH da, — ia, 
annimmt, welche mit der von (281a) für tiefste Temperaturen überein- 
stimmt. Wie der Vergleich von (281a) und (281b) lehrt, sind aber 
nicht nur die Werte von r und @’ in beiden Fällen verschieden, 
wenn mindestens eine zweiatomige Komponente vorhanden ist, son- 
dern auch die „chemischen Konstanten“ i der mehratomigen Reaktions- 


teilnehmer. Während die durch (281a) definierten „Nullpunktskon- 
stanten“ sämtlich von der allgemeinen Form 


(285) SIT ya a 


sind, enthalten die „klassischen Nee “ mehratomiger Moleküle 
für „hohe“ Temperaturen an Stelle von y in (285) sämtliche tempe- 
raturunabhängigen Faktoren von (283) bzw. (284), also etwa für ein 
zweiatomiges Gas 


3_7 
(286) ad A PR 82 KL ud 





h° 


692) P. Ehrenfest und V. Trkal, 1. ec. (Anm. 666), $ 4. 

693) Man bedenke, daß der das Gleichgewicht überhaupt ermöglichende 
Dissoziationsvorgang (253) jene gegenseitige Beweglichkeit notwendig voraussetzt! 

694) Die Hauptschwierigkeiten liegen daran, a) daß Rotation und Atom- 
schwingungen nicht voneinander unabhängig sind, b) daß die Atomschwingungen 
anharmonisch sind. Wären sie von der Rotation unbeeinflußt und überdies 
harmonisch, so hätte man für jeden Schwingungsanteil mit einer Frequenz » nach 
(98) SP)= e(v), und daher lim SW) —=KT. 


T>» 
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Entsprechend dem Umstande, daß für das betrachtete Gleichgewicht 





nur das Verhältnis ” = maßgebend ist, nicht aber bestimmte Werte 
A, IA, 

der 94, 94,, 9s,, erweisen sich die durch eine Gleichung von der 

Form (281b) definierten „chemischen Konstanten“ i,, üa,, iz,, um 


additive Konstanten ü4;, ias, in, unbestimmt, für welche offenbar bloß 
(287) in tig is, 

erfüllt sein braucht.°) — Wie man sieht, tritt in der Nullpunkts- 
konstante i, das Gewicht y(1) des „untersten“ Quantenzustandes, in der 
klassischen Konstante i„ das Trägheitsmoment J des Moleküls auf; ge- 
lingt es, auf irgendwelchem Wege i, und i, zu bestimmen (Nr. 25e), 
so kann darauf eine quantitative Bestimmung dieser beiden wichtigen 
Moleküleigenschaften gegründet werden. 

Da die vorstehende quantenstatistische Behandlung des Dissozia- 
tionsgleichgewichtes der monomolekularen Reaktion (253) keinerlei 
besondere Voraussetzungen hinsichtlich der Beschaffenheit der „Mole- 
kül“sorten A, und A, benutzt, können für die A, und A, auch Einzel- 
atome, sowie Ionen und freie Elektronen gewählt werden. Der letzt- 
erwähnte Fall ist namentlich mit Rücksicht auf das Ionisationsgleich- 
gewicht des atomaren Weasserstoffs, 


(253 a) e+H+>H, 


von verschiedenen Seiten) behandelt worden und bildet die Grund- 
lage von Sahas Theorie der Temperaturionisation in Sternatmosphären.‘”') 
Die Gleichgewichtsformeln werden für diesen Fall besonders einfach, 
da wegen der Neutralität der Materie N# — N® sein muß und die 
Masse m’ von H*+ (Nr. 13) mit jener von H praktisch übereinstimmt; 
das Nichtvorhandensein innerer Freiheitsgrade bei H* und beim freien 
Elektron hat überdies zur Folge, daß die Verteilungsfunktionen F7+(#) 
und F,($) in (272) allein durch (251a) gegeben sind. Bei Berück- 
sichtigung aller dieser Umstände und Benutzung der Verteilungsfunk- 


695) Das Ergebnis (287) findet sich in anderer Form bereits bei P. Ehren- 
fest und V. Trkal, 1. c. (Anm. 666), $ 7, und ist statistisch gleichbedeutend mit 
der bereits oben p. 1161 und in Anm. 685) betonten Notwendigkeit, die Gewichts- 
faktoren der Reaktionsteilnehmer aufeinander zu beziehen. 

696) X. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 261; R. Becker, Ztschr. £. 
Phys. 18 (1923), p. 325, $ 2; 28 (1924), p. 256; R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 
(1923), p.1, $ 7; M. Planck, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 673. 

697) M. N. Saha, Nature 105 (1920), p. 232; Phil. Mag. 40 (1920), p. 472, 
809; 41 (1921), p. 267; 44 (1922), p. 1128; Proc. Roy. Soc. A 99 (1921), p. 135; 
Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 40. Vgl. auch J. Eggert, Phys. Ztschr. 20 (1919), 
p- 570, ferner A. A. Noyes und H. A. Wilson, Astrophys. J. 57 (1923), p. 20. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 75 
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tion (236) für H, sowie der mit h multiplizierten Rydbergschen Kon- 
stante Ra (141) bzw. (141a) als Ionisierungsenergie des H-Atoms er- 
hält man aus (279) als allgemeinste Form der Sahaschen Gleichung 
für die Konzentration ce der Wasserstoffionen 








ne, “) 
(288) N N ee 
Ben «h 1 ji 
I=— 1 Wpin) 
+ log I. eu log Dr. (n-Ei)e rt =) 628) 


Ein anderer Spezialfall der betrachteten Gleichgewichtsformeln, 
welcher besondere Erwähnung verdient, ergibt sich, wenn A, = 4, ist 
so daß an Stelle von (253) 


(253 b) 2A2B 

tritt. Geht man die Entwicklungen dieser Nummer daraufhin noch- 

mals durch, so zeigt sich, daß zur Berechnung von (257b) eine cha- 

rakteristische Ergänzung notwendig wird. Da an Stelle von (255) 

(255') N +2N” = X% 

zu treten haben wird, erhält man anstatt (257b) wegen der Vertausch- 

barkeit der zwei gleichen Moleküle A in jedem der Moleküle B 
x) 

nnd a” 

Das Auftreten der Symmetriezahl®”) 2 in (257b’) hat zur Folge, daß 


diese Größe nunmehr auch als Faktor in die Gleichgewichtsformel 
(272) eingeht, welche dann die Gestalt annimmt: 


[nA  2-[F,@)] 
Na 


? 





(257b’) 





(272) 


698) Die Reaktion (253a) ist die einzige, für welche sich die Zulässigkeit 
von (280) mit einiger Strenge nachweisen läßt, so daß das mit Rücksicht auf 
(287) in (288) formal beibehaltene Glied 


log Je: 9m) 
IH 
gleich Null gesetzt werden kann. — Die im Exponenten des letzten Gliedes von 
(288) geschriebene Funktion %(n) entspricht der komplizierteren, analog zu 


N- m; in (236) auftretenden Funktion, welche die Reihenkonvergenz ähnlich 
wie in (236) nach sich zieht. 

699) Die Einführung der „Symmetriezahlen“ in die Statistik des Dissozia- 
tionsgleichgewichtes verdankt man H. Tetrode, Versl. Akad. Amsterd. 23 (1915), 
p: 1110, sowie P. Ehrenfest und V. Trkal, 1. c. (Anm. 666). 
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Das Dissoziationsgleichgewicht wird demnach wesentlich durch das 
Auftreten der Symmetriezahl der Moleküle B in bezug auf die Mole- 
küle A beeinflußt. Definiert man die „chemischen Konstanten“ wie 
oben mittels einer Gleichung von der allgemeinen Form (281b), so 
unterscheiden sich die für die Moleküle B berechneten chemischen 


Konstanten ö, und i„ von den früher angegebenen Werten um einen 
Addenden — log 2.00) 


25b. Dissoziationsgleichgewicht beliebiger Gasreaktionen. Die 
statistische Behandlung des Dissoziationsgleichgewichtes beliebig vieler, 
miteinander reagierender gasförmiger Komponenten gestaltet sich in 
ihren Grundzügen ganz ebenso wie bei monomolekularen Reaktionen, 
so daß bezüglich aller prinzipieller Fragen auf den vorangehenden 
Abschnitt verwiesen werden kann, dessen Bezeichnungen in entspre- 
chend verallgemeinerter Form hier beibehalten werden. Wenn A, 
@=1,2,...p) die p Sorten von „Molekülen“ (Atomen, Ionen, Ionen 
und freien Elektronen) bedeuten, welche die qg sonst noch vorkom- 
menden „Verbindungen“ B, (j—=1,2,...,q) zusammensetzen, so wer- 
den die Gesamtzahlen X4) @—=1,2,...,p) aller im Volumen V so- 
wohl frei als auch im gebundenen Zustande vorhandenen A, für den 
betrachteten Reaktionsvorgang als vorgegeben anzusehende Konstante 
sein; ist a,, die Anzahl der Moleküle A, in einem Molekül der „Ver- 
bindung“ B, so gilt dann für jede beliebige Zustandsverteilung 26°”? 


q 
(289) N + 24 Nm X Gabi 
J= 


während die vorkommenden Reaktionen durch einige oder alle von 
den Beziehungen 

(290) 4; +9; At: +0,42 B, (=1,2,..,9) 
gegeben sind oder auf sie zurückgeführt werden können. Die Zustands- 
verteilung 24?) möge nun gekennzeichnet sein durch das Vorhanden- 
sein von Ni“ Molekülen A, in der 1® Zelle ihres u-Raumes mit 
der Energie [2° u a A + E40] und dem Gewicht g‘; (a sowie von 
N, % Molekülen B, in der 1," Zelle ihres u-Raumes mit der Energie 


DO E®?] und dem Gewicht 91”, so daß 
(291) In — AG 1,2,..,P); ZSNM=ND(- 1,2...0) 
y=1 u. 


700) Da die chemischen Konstanten nach dem Früheren unbestimmte Ge- 
wichtsfaktoren enthalten, welche Beiträge von der Form + log g verursachen, so 
kann man von der oben erwähnten kombinatorischen Berücksichtigung der Mole- 
külsymmetrie auch absehen und den Einfluß der Symmetriezahlen von vornherein 
mit jenem der Gewichtsfaktoren g zusammenziehen. 








75* 
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und bei vorgegebener Gesamtenergie E 


@2) 32 Nah lE a ee 


i=1,;=1 


q 
+2 In. EP +E + E)—E. 
J 


Für die Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten von 25°”? erhält man 
dann in Analogie zu (258) 
.[#]" Hr 
Il 65 
’ 


(293) R(ZU®) — -7I7} Ix*: wer SPreTa Nur 


i=1 4=1 j=1 y=1 


worin 0, die Symmetriezahlen der Moleküle B, in bezug Bin die Mole- 
küle A, bedeuten.) Zur Aufsuchung der Boltzmannschen Verteilung 
und der damit verknüpften Bedingungen für die Existenz des Disso- 
ziationsgleichgewichtes hat man jetzt sämtliche mit (289), (291) und 
(292) verträglichen Zustandsverteilungen ins Auge zu fassen und den 
durch sie bedingten wahrscheinlichen, zeitlich-mittleren molekularen Ver- 
teilungseustand des Reaktionsgemisches auf Grund von (31) zu er- 
mitteln. Die Bestimmung dieses Verteilungszustandes erfolgt am be- 
quemsten wiederum durch Pefrashtung von 


(294) Rx) -5 R (Zu ®9 ‚ 


und der daraus analog zu (264) und (265) ableitbaren Beziehungen 
für die mittleren Anzahlen N“), N®) und mittleren Energien E,,, Es, 
der im Gleichgewichte vorhandenen Komponenten. Zur Berechnung 
von (294) empfiehlt sich hier die Einführung von p + 1 komplexen 
Veränderlichen &,, &,...,&,, $, mit deren Hilfe der zu (260) analoge 
Exponentialausdruck 


Ds; : F O+IEn. BB... 83.2.7, (6) 
(295) Ix“- ei=i j=1 ae, 


gebildet werden kann, welcher die Verteilungsfunktionen 


= E4) en E4) a EA) 
Fj, une (4,) . " bh d 
4 (8) 23% & b) 
Ya, (B;) vr (B,) 
ED) + BE) + EL 
2 PAR 
2, -3 





701) Siehe die Begründung von (257b’) (Schluß des vorigen Abschnittes) 
gegenüber (257b), sowie Anm. 699) und 700). 
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der Moleküle A,, B, enthält; identifiziert man (294) mit dem Koeffi- 
zienten des Gliedes exe), ex, x). ge 
in der Potenzreihenentwicklung von (295), so gewinnt man die Mög- 
lichkeit, RR), Ra). vun, Ra), E 4, usw. mittels der Cauchy- 
schen Integralformeln durch (p + 1)-fache komplexe Integrale dar- 
zustellen, deren asymptotische Entwicklungen bei sehr großen X(4), E, 
durch die Funktionswerte ihrer Integranden für eine gewisse, ein- 
deutig bestimmte, positiv-reelle Wertekombination 
ei, Bulr 5,2% $—=9s, 
gegeben sind.®)°) Wenn die &,,2,...,%, aus den nach dieser 
Methodik gewonnenen, zu (267), (268), (269) analogen Verteilungs- 
beziehungen eliminiert werden, so findet man zunächst auch für den 
hier untersuchten allgemeinsten Fall, daß die Bolögmannsche Verteilung 
genau so herauskommt, wie wenn jede einzelne Komponente des er- 
mittelten Dissoziationsgleichgewichtes bei gleicher „empirischer Tem- 
peratur“ 9 und unter einem äußeren Druck, welcher ihrem Partial- 
druck entspricht, das ganze zur Verfügung stehende Volumen V allein 
erfüllen würde. Für die Teilchenzahlverhältnisse der Reaktionsteil- 
nehmer ergeben sich ferner die Beziehungen 
N'®) 
(297) INSTTTNT,. [NAr 
F 2,9) . 
== e;- [F, 9% ; [F,9]% 7 [Fa, (8) ]°25 W) au #; 2, ... N), 








welche dem Ausdruck des Massenwirkungsgesetzes für das Gleichgewicht 
der Reaktionsvorgänge (290) entsprechen. Mit diesem zu (272) völlig 
analogen Ergebnisse sind die statistischen Bedingungen für das Be- 
stehen des betrachteten Gasgleichgewichtes ermittelt; ihre weitere 
Diskussion kann ebenso wie jene von (272) in Nr. 25a vorgenommen 
werden und führt zu prinzipiellen Folgerungen, welche mit den be- 
reits dort ausgesprochenen in allen Punkten übereinstimmen. 


25c. Dampfdruckformel und chemische Konstante. Um auch 
feste'®) Reaktionsteilnehmer beliebiger Anzahl und chemischer Zu- 


702) Die Betrachtungen dieses Abschnittes sind grundsätzlich auch auf 
flüssige Kondensate bzw. Reaktionsteilnehmer anwendbar, sofern man ihnen Ver- 
teilungsfunktionen zuschreibt, deren analytische Eigenschaften mit jenen für das 
Folgende in Betracht kommenden der Festkörper-Verteilungsfunktionen überein- 
stimmen. Diese Annahme ist zwar sehr naheliegend, ihre Berechtigung kann 
aber mangels eines brauchbaren kinetischen Molekularmodelles der Flüssigkeiten 
(siehe Anm. 203) nicht näher geprüft werden, so daß im folgenden von der aus- 
drücklichen Berücksichtigung flüssiger Phasen abgesehen werden soll. 
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sammensetzung in die bisherige statistische Behandlung chemischer 
Gleichgewichte einbeziehen zu können, liegt es nahe, sich der folgen- 
den Betrachtungsweise zu bedienen. Ein chemisch einheitlicher, kri- 
stallisierter Festkörper, welcher aus NY” gleichartigen Molekülen A 
aufgebaut ist, kann als Riesenmolekül Dr) angesehen werden, das 


beim Verdampfungsvorgang freie „Dampf“moleküle A abspaltet und 
sich mit ihnen bei konstanter Temperatur sowie vorgegebenem „Dampf“- 
volumen V ins Gleichgewicht setzen wird. Bedeutet X® die vorge- 
gebene, unveränderliche Anzahl der freien und „kondensierten“ Mole- 
küle A, ferner N” die für eine bestimmte Zustandsverteilung 24” 
kennzeichnende Anzahl der „Dampf“moleküle, so hat man analog 
(255) und (289) 

(298) NEN x 

wobei an Stelle der früher betrachteten Gasreaktionen (253) und (290) 
die allgemeine Verdampfungsbeziehung 


(299) A+B iR E Beugn +1) 


(NY®—1,2,..., im allgemeinen sehr groß) 
auftritt. In Verbindung mit der Frage nach der Anzahl der Reali- 
sierungsmöglichkeiten einer beliebigen Zustandsverteilung Z6""” wird 
man jetzt besonders zu berücksichtigen haben, daß das Riesenmolekül 


B,(rx) jeweils nur in einem“) Exemplare vorhanden ist und im Falle 
L 


sehr großer N}”” von einer „inneren“ Vertauschbarkeit seiner Bau- 
steine wegen der Beständigkeit des festen Zustandes abgesehen werden 
muß.'®®) Da durch den Verdampfungsvorgang prinzipiell jedes der 


703) Oder auch mehrere Exemplare, wenn deren Anzahl gegenüber x4) 
größenordnungsmäßig verschwindet. Bei sehr großen Anzahlen von Exemplaren 
und kleinen Molekülanzahlen NY #) in ihnen (z. B. Kristallkeime bei Sublima- 
tionsbeginn) hingegen würde die statistische Behandlung völlig jener der Gas- 
gleichgewichte entsprechen müssen. 

703) In diesem Zusammenhange ist es prinzipiell von größter Tragweite, 
ob man den Bausteinen eines Festkörpers die Fähigkeit zum Plaizwechsel, zur 
Selbstdiffusion zuschreiben soll oder nicht. Die gesamte ältere Literatur bejaht 
diese Fähigkeit auf Grund der als „Selbst-* oder „Fremddiffusion“ gedeuteten 
experimentellen Ergebnisse, sowie der elektrolytischen Leitfähigkeit zahlreicher 
fester Körper, insbesondere von Einkristallen, wobei stillschweigend allerdings 
stets die Vorstellung ideal-regelmäßiger Kristallgitter zugrundegelegt worden ist. 
Nach A. Smekal, Wien. Akad. Anz. 25. Juni 1925, kann demgegenüber aus den 
Festigkeitseigenschaften der Kristalle auf das prinzipielle Vorhandensein von 
Poren und sonstigen Störungen der idealen Gitterregelmäßigkeit geschlossen 
werden, welche zusammen mit gewissen experimentellen Tatsachen eindeutig 
dafür sprechen, die Oberflächen jener Poren als Träger der bisher beobachteten 
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NY) kondensierten Moleküle immer wieder als Oberflächenmolekül 
durch einen Nachbarn oder ein anderes verdampft gewesenes Fest- 
körpermolekül, also durch „äußere“ Vertauschung ersetzt werden können 
wird, so wird die Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten der konden- 
sierten Phase für jeden einzelnen ihrer molekularen Schwingungszustände 
dem Faktor NY”! proportional sein müssen.'%) Die Anzahl der Rea- 
lisierungsmöglichkeiten R(Z5""")), von 24*"*) wird ebenso wie in den 
vorhergehenden Abschnitten durch ein Produkt gegeben sein, welches 
einen zu (257b) analogen „Vertauschungsfaktor“ 


300 Hi ca 
(800) non, 


sowie Beiträge der Gasphase und des Festkörpers von der Form (257a) 
enthält, wovon der letztere nach den soeben gemachten Feststellungen 
aber nur von NY”) und der inneren Konstitution des kristallisierten 
Kondensates abhängen wird. Kennzeichnet man das Verdampfungs- 


Diffusions- und Leitungsvorgänge in festen Körpern anzusehen. Was die Be- 
weglichkeit und Vertauschbarkeit der Elektronen in metallisch leitenden Fest- 
körpern anbetrifft, so liegen hier die Verhältnisse voraussichtlich wesentlich 
anders, sind aber noch reichlich ungeklärt; von einer gewissen Bedeutung dürfte 
hierfür vor allem die Definiertheit des molekularen Gerüstes auch bei allen 
diesen Substanzen sein, ferner die „Entartung“ der Leitungselektronen bis zum 
Schmelzpunkte (Nr. 24 ec, Ende). — Wegen der im Text vorausgesetzten und hier 
näher belegten Unmöglichkeit „innerer‘‘ Molekülvertauschungen kann das Ver- 
dampfungsgleichgewicht als typisches Beispiel für unvollständige oder „gehemmte“ 
Gleichgewichte [Anm. 670), 680)] betrachtet werden. — Siehe ferner Anm, 794). 

704) Man erkennt dies unmittelbar, wenn man in (29) alle N z, = 1 setzt 
und von dem Beitrag der hier nicht auf die einzelnen Moleküle, sondern auf 
die verschiedenen Quantenzustände der Festkörpereigenschwingungen bezüglichen 
Gewichtspotenzen absieht, außer etwa von einem allen diesen Zuständen gemein- 
samen Gewichtsfaktor 977, der dann in der N®ten Potenz auftritt, was auch 
aus (307) entnommen werden kann. Da beim absoluten Nullpunkt sämtliche 
Eigenschwingungen im „untersten“ Quantenzustand vorhanden sind und dies nur 
einer einzigen Realisierungsmöglichkeit des Festkörper-Schwingungszustandes ent- 
spricht, erhält man auf Grund des Boltzmannschen Prinzips (Nr. 8b, 27) für die 
Nullpunktsentropie des Festkörpers 


SV —klog NM + NM Eloggr% 


in Übereinstimmung mit (383) und den diesbezüglichen Erwägungen von Nr. 27. 
— Die angegebene Begründung des Faktors nF X)‘ findet sich‘ bei M. Planck 
[1], $ 184, von dessen Ausführungen auf p. 213 hier in Übereinstimmung mit 
E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41, Fußn. 3 auf p. 44, jedoch nur der 
erste Teil als konsequent übernommen, der Rest hingegen als konventionell- 
willkürlich angesehen wird. Vgl. dazu Nr. 27, insbesondere Anm. 776), ferner 
Anm. 787). 
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gleichgewicht durch jenen wahrscheinlichen, zeitlich-mittleren Verteilungs- 
zustand der Moleküle A zwischen fester und gasförmiger Phase, welcher 
auf Grund der Betrachtungen von Nr. 4 als .Boltzmannsche Verteilung 
ermittelt werden kann, so hat man wiederum von (31) auszugehen 
und vor allem wieder mit der Berechnung des Ausdruckes 


L* 
(301) REN I RZ 
Lei 
zu beginnen. 
Bedeutet 
a (A) (4), ,4) 
30 F ER el a 
( 2) 4(8) 2 9 & 


die Verteilungsfunktion der Dampfmoleküle A, von welchen sich wäh- 
rend des Bestehens der Zustandsverteilung Z5""”? gerade NY in der 
Item Zelle ihres u-Raumes befinden mögen, so ist der Beitrag der Gas- 
phase für R(Z5"””’) nach (29) 





n@ A) n(4) 
Bu — : la 00. 
NEN) EEE A Nele nen, 
(4) I 
N ° [gi ] u ., 
wobei 
& 
(303) D'NG} = N” 
\ t=1 


und im Falle einer zunächst willkürlichen Gesamtenergie Ef” des 
Dampfes auch 
(304) DIN. [EIER + EM = EN 

I=1 
sein muß. Für die Gesamtzahl der Realisierungsmöglichkeiten sämt- 
licher, für beliebige N£“) mit (303) und (304) verträglichen Zustands- 
verteilungen erhält man durch Summation über R,(Z4””’) in be- 
kannter Weise (Nr. 25a) den Koeffizienten von 

(4) (4) 

(305) N. 
in der Potenzreihenentwieklung der mittels der beiden komplexen 
Veränderlichen & und & gebildeten Hilfsfunktion 


(306) nm EraO, 


Was nun das Kondensat anbetrifft, so läßt sich die Verteilungsfunktion 
Prx(8) (35B) (Nr. 6b) der Eigenschwingungen eines aus N (F*) Mole- 
külen bestehenden, kristallisierten Festkörpers mittels dem von der 
Bornschen Gittertheorie gelieferten Verteilungsgesetze seiner Eigen- 


25. Dissoziationsgleichgewicht. 1173 
Be (FX v(F® 
frequenzen’®) für hinreichend große N; ’ auf die Form [Frx($)] * 
bringen, so daß man einschließlich der oben diskutierten „äußeren“ 
Vertauschungszahl NY”)! seiner Moleküle 

& (Fk) n(FK) 
(307) Ni -[Frr(&)] 2 
erhält.’%) Wenn der Energieinhalt des Kristalles zunächst willkürlich 
mit EZ vorgegeben wird, so bekommt man für die Gesamtzahl der 
Realisierungsmöglichkeiten aller seiner mit konstanten NY” und EY” 
verträglichen Zustandsverteilungen auf Grund der elementaren Darwin- 
Fowlerschen Methodik von Nr. 5a den Koeffizienten von 

E(FR) 

(308) Ei 
in der Potenzreihenentwicklung von (307). Bildet man daher durch 
Multiplikation von (300), (306) und (307) die Funktion 


(FK) 
(309) X fE. Frx(ö)]  -erad 
und setzt Ef” -FEY” —EE, so wird der Koeffizient von 
(310) gr) . gE 


in der Potenzreihenentwicklung von (309) wegen (298) die Anzahl 
der Realisierungsmöglichkeiten sämtlicher mit (298) und vorgegebener 
Gesamtenergie E verträglicher Zustandsverteilungen Z£°”* angeben, 
was mit der gesuchten Größe (301) gerade übereinstimmt. Der Aus- 
druck (301) wird sich demnach auch hier wiederum mittels der 
Cauchyschen Integralformeln darstellen lassen als komplexes (zwei- 
faches) Integral, dessen asymptotische Entwicklung für sehr große 
x@ N und E ebenso wie jene der analog gebauten Integralaus- 
drücke für N”, E,, usw. durch ein einziges positiv-reelles Wertepaar 
(311) t=ı, {= 

gekennzeichnet sein wird.) Man findet so in erster Annäherung‘“®) 
für die hier das Verdampfungsgleichgewicht bestimmende Boltzmannsche 
Verteilung 


(312) N® a (4) : Pr3 +8, +E 
3 N® F (FK) & %:F7 @) 
RENNEN x. Fı@), N . ee) 


705) Siehe V 25, M. Born (Atomtheorie des festen Zustandes), Nr. 18. 

706) C. @. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), 
p. 262, $ 7. Der Faktor N“ #)} in (800) und (307) wird hier und ebenso bei 
P. Ehrenfest und V. Trkal (Anm. 666) nicht berücksichtigt, hebt sich aber bei 
Multiplikation von (300) und (307) in (309) wieder fort, so daß alle weiteren 
Folgerungen dieses Abschnittes mit jenen der genannten Autoren überein- 
stimmen. 
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und En i 
4(®) x Frx®) 
(314) BR aa og ee 





wodurch die Größen (311) wegen (298) zugleich eindeutig festgelegt 
erscheinen.’®) Eliminiert man x mittels (312) und der ersten Glei- 
chung (313), so ergibt sich bei Wärmegleichgewicht mit der „empi- 
rischen Temperatur“ & (Nr. 7a) für den Dampf dieselbe Gleichung 
(41) (Nr. 5a) wie für ein isoliertes, aus Molekülen A bestehendes Gas. 
Für hinreichend große Kristalle, d. h. für numerisch große Mittel- 
werte N(##) der Molekülanzahl in der festen Phase folgt aus der 
zweiten Gleichung (313) 


eliminiert man x& jetzt mittels (313a) und der ersten Gleichung (313), 
so erhält man für die Anzahl der Dampfmoleküle A die Beziehung 

| en 

Fr ®) 

welche hier an Stelle der Gleichgewichtsformeln (272), (297) bei den 
Gasgleichgewichten tritt. Offenbar bleibt in F’rx(#) ein Faktor von 


F. (4) 

der Form #”° ebenso willkürlich wie der Faktor &”® in (312) und 
in der Verteilungsfunktion (301) der Dampfmoleküle; werden EX) 
und E(@) auf das gleiche Energienullniveau bezogen, so wird 


(316) — Ei) — Eir® 


die molekulare Verdampfungswärme beim absoluten Nullpunkt.) Führt 
man die absolute Temperatur 7’ sowie den Dampfdruck p mittels (63) 
und (64) ein und benutzt die quantenstatistischen Beziehungen (228) 
und (251a) dazu, um F',(®) auszudrücken, so erhält man ähnlich wie 
bei der quantenstatistischen Diskussion (281) von (272) in Nr. 25a 


(315) Nu — 


Yun 


707) Wenn der Festkörper eine endliche Nullpunktsenergie besitzt wie in 
Nr. 9 auf Grund der Debye-Born-Kärmänschen Theorie (V 25, M. Born) in Ver- 
bindung mit (101) und (102) als möglich gezeigt werden konnte, so ist es 
klar, daß sie in (316) und daher auch in der Dampfdruckgleichung (317) eine 
unter Umständen merkliche Rolle spielen muß. Man vgl. hierzu etwa 0. Stern, 
Ztschr. f. Elektrochem. 25 (1919), p. 66, oder die Wiedergabe der Stern-Tetrode- 
schen Ableitung der Dampfdruckgleichung bei M. Born, V 25, Nr. 85. — Wie 
bereits in Anm. 195) angedeutet und wie auch auf Grund der hier dargestellten 
Ableitung der Dampfdruckgleichung näher begründet werden kann (s. die nach- 
folgende Anm.), bleibt der im folgenden zu ermittelnde Wert der chemischen 
Konstanten davon unabhängig, welchen Betrag man für die Nullpunktsenergie 
der Festkörper in Ansatz bringen will, so daß ein Erfolg der hier dargestellten 
Theorie keineswegs eindeutig für das Vorhandensein einer endlichen Nullpunkts- 
energie der Festkörper zu sprechen vermag. 
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(317) logp—=$1lgT— n + log 5° — log 2° 
en 

"Wie man sieht, wird die Größe des Dampfdruckes durch den Wert 

des im letzten Gliede auftretenden Verhältnisses der beiden an sich 

willkürlichen Gewichtsfaktoren ga und grx von Fı(9) und Fyrx(#) ent- 

scheidend beeinflußt, so daß dieses Verhältnis bei Benutzung von Dampf- 

druckmessungen grundsätzlich ermittelt werden können muß. 

Ebenso wie (281) soll die Dampfdruckgleichung (317) nun auch 
noch auf ihre spezielle Form für tiefe Temperaturen bei noch nicht 
entartetem Dampf (Nr. 24e) und für „hohe“ Temperaturen geprüft 
werden, wobei für das Folgende vom Beitrag log I” des Festkör- 
pers abgesehen werden kann.’®) Bedeutet y4(1) das ganzzahlige 
Quantengewicht des „untersten“ Quantenzustandes der Moleküle A 
mit der inneren Energie E(®, so erhält man analog zu (281a) für 
von Null verschiedenen tiefe hu. hp 


Bi“ 27 M,)”?R 
G1Ta) Iogp—$ log urn FF | 1, os | 2% ee " 


wobei jetzt Q(4’% + E(® die molekulare Verden beim 
absoluten Nullpunkt darstellt, und findet auch für „hohe“ Temperaturen 
eine Beziehung von der Form 


(317b) lgp—r-lg 7 — tie, 








708) In den Ableitungen der Dampfdruckgleichung von O. Stern, Phys. 
Ztschr. 14 (1913), p. 629; Ztschr. f. Elektrochem. 25 (1919), p. 66 und H. Tetrode, 
Versl. Akad. Amsterd. 23 (1915), p. 1110, welche die Molekültranslation auf rein 
klassischem Wege behandeln [vgl. (251b) gegenüber (251a)!], spielt das Verhalten 
des Festkörpers (bei tiefen und hohen Temperaturen) allerdings eine ganz fun- 
damentale Rolle. Man überzeugt sich indessen leicht, daß die Rolle des ge- 
quantelten Festkörpers auf die bloße Klarstellung des am Beginne von Nr. 24 
betonten Unterschiedes zwischen Quantengewicht und u-Zellenvolumen zurück- 
führbar ist und auf eine gemäß (252) vorgenommene Messung klassischer Trans- 
lations-u- Raumvolumina in der Einheit h? hinausläuft; vgl. dazu K. F. Herzfeld, 
Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 54. Am klarsten können diese Verhältnisse vielleicht 
an einer Ableitung der Dampfdruckformel von W. Lenz demonstriert werden, 
welche K. F. Herzfeld, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186 auf p. 190 veröffentlicht 
hat. Die klassisch-statistische Behandlung der Molekültranslation wird damit 
gemäß (251a) völlig äquivalent der quantenstatistischen Behandlung von Nr. 24e 
außerhalb des Gebietes der eigentlichen Gasentartung. — Die Sternsche Ablei- 
tung der Dampdruckgleichung und chemischen Konstante ist wiedergegeben bei 
W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wärme- 
satzes, Halle 1918, p. 139, die allgemeinere Tetrodesche Ableitung in V 25 
(M. Born), Nr. 89. 
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welche (281b) entspricht; wie die analogen Betrachtungen von Nr. 25a 
ergeben, werden r, Q' und ö bei mehratomigen Dämpfen hier aber 
zu anderen Werten führen müssen, als sie bei tiefen Temperaturen 
aus (317a) zu entnehmen sind. Für einatomige Dämpfe hingegen 
stellt (317a) die Dampfdruckgleichung auch bei beliebig hohen Tem- 
peraturen dar, insofern die Beschränkung auf die unterste Energie- 
stufe der Dampfatome noch zulässig erscheint. Das temperaturunab- 
hängige Glied auf der rechten Seite von (317), (317a), (317b) be- 
zeichnet man nach Nernst als die chemische Konstante des Dampfes.’") 
Für die „Nullpunktskonstante“ i, der Gasphase Bea sich nach (317a) 
allgemein 

(318) = Iog| 2%. 


für „hohe“ Temperaturen entnimmt man die „klassische Konstante“ 
io aus (317b) nach entsprechender Auswertung von (317); so wird 
z. B. für zweiatomige Gase analog (286) 


94 8mI rm) 
— log { h> : 

IFK Ä 
Wie der Vergleich mit (285) und (286) zeigt, stimmen diese Größen 
mit den bereits bei den Gasgleichgewichten als „chemische Kon- 
stanten“ bezeichneten Ausdrücken überein, bis auf einen von der 
Natur der kondensierten Phase abhängigen Beitrag 





(319) 


(320) — log grx. 
Setzt man in Erweiterung von (280) 
(2803) 9ga— Ir — 1, 


so verschwindet (320) und man erhält aus der Untersuchung der 
Dissoziationsgleichgewichte dieselben Ausdrücke für die chemischen 
Konstanten wie aus der Dampfdruckformel. 

Der bei Voraussetzung von (280a) aus (317) zu entnehmende 
quantentheoretische Ausdruck für die chemische Konstante eines idealen, 
einatomigen Gases, dessen Moleküle strukturlose Massenpunkte dar- 
stellen, ist auf Grund von Gasentartungstheorien zuerst von Sackur"!P) 
und Tetrode”'") berechnet worden.’'?) Da die verschiedenen Quanten- 


709) Vgl. z. B. W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grund- 
lagen des neuen Würmesatzes, Halle 1918, p. 136. 

710) O. Sackur, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 958; Nernst-Festschrift 1912, 
p. 405; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 67; Jahresb. d. Schles. Gesellsch. f. vaterl. 
Kultur 1913. 

711) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 434; 39 (1912), p. 258. 

712) Man vgl. hierzu und zur Frage des Zusammeshanges mit der Entropie- 
konstante des idealen Gases auch noch Nr. 27, sowie insbesondere Anm. 771). 
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theorien der Gasentartung°) 508)50%) (Nr. 19, 24c), wenn auch mit 
der speziellen Wahl g—= 1, außerhalb des Entartungsgebietes überein- 
stimmend zu dem auch in der vorliegenden Nummer benutzten Er- 
gebnisse (251a) führen, so stimmen auch ihre Folgerungen bezüglich 
der chemischen Konstante miteinander überein. Unter der stillschwei- 
genden Voraussetzung von (280a) ist die chemische Konstante aus 
dem Verdampfungsgleichgewicht zuerst von Stern und Tetrode"'?) ab- 
geleitet worden, den Einfluß der Quantengewichte y,(1) auf die „Null- 
punktskonstanten“ (318) hat namentlich Schottky eingehend disku- 
tiert.‘!%) Ein etwaiger Beitrag des festen Körpers zu den Nullpunkts- 
konstanten ist ebenfalls von Schottky näher untersucht worden; wenn 
die ganzzahligen Quantengewichte Yrx(nrx) der Festkörpereigenschwin- 
gungen gemäß (100) sämtlich gleich Eins gesetzt werden, so bleibt 
noch der Einfluß eines „dynamischen Quantengewichtes“ möglich '®), 
welchem in der obigen Darstellung eine bestimmte Festlegung des 


Verhältnisses ne in (317) entsprechen würde. Da eine irgendwie ge- 
FK 


sicherte, allgemeine Vorausberechnung dieses Verhältnisses gegenwärtig 
aber kaum möglich zu sein scheint, wird man lieber trachten, seine 
Größe aus experimentellen Daten zu erschließen; aus den „Nullpunkts- 
konstanten“ einatomiger Dämpfe wi (318) allerdings nur den Ausdruck 


(321) Yu 


sodaß 4 erstbei bekanntem Quantengewicht yXı) gefunden werden kann. 
FK 





713) Siehe die in Anm. 708) angeführte Literatur, ferner die ältere klas- 
sisch-kinetische Ableitung der Dampfdruckformel von @. Mie, Ann. d, Phys. 11 
(1903), p. 657. Der thermodynamische Teil der Stern-Tetrodeschen Ableitung 
wird vermieden bzw. durch rein statistische Betrachtungen ersetzt bei P. Eihren- 
fest und V. Trkal, 1. c. (Anm. 666); K. F. Herzfeld, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 
23 (1922), p. 95; R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1923), p. 1, $$ 10, 11; 0. @. Darwin 
und R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1923), p. 730, $ 7; E. Fermi, Atti 
Accad. Lincei 32 (1923), p. 395; D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 ri p- 321; 
R. Becker, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 256. 

714) W. Schotiky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p.1; 23 (1922), p. 9, 448, und 
unabhängig davon auch R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1923), p. 1, 497. 

715) W. Schottky, 1. c., s. auch Anm. 688). — Die Frage, ob der „unterste“ 
Quantenzustand im festen Aggregatzustand ein von Eins verschiedenes Quanten- 
gewicht besitzen kann bzw. welche Bedeutung einem derartigen, etwa aus experi- 
mentellen Daten abgeleiteten Gewichtswerte zuzukommen hätte, wird im Zu- 
sammenhange mit dem Nernstschen Wärmetheorem vor Schottky auch schon 
von A. Einstein, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 16 (1914), p. 820 und O. Stern, Ann. 
d. Phys. 49 (1916), p. 823 diskutiert. 
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Eine Übersicht über das gegenwärtig vorliegende experimentelle 
Material an einatomigen Dämpfen''*) zeigt, daß der Sackur-Tetrodesche 
„Normalwert“ der chemischen Konstante innerhalb der Fehlergrenzen 
nur von zwei’!”) Gasen geliefert wird: Argon und Wasserstoff, wo- 
von letzteres zwar zweiatomig ist, sich im Gebiete fehlender Rota- 
tionswärme (Nr. 24b) aber praktisch ebenfalls wie ein einatomiges 
Gas verhält. Setzt man 

>. 

(322) ga re -i+31gM, 

wo M’ das Atom- bzw. Molekulargewicht bedeuten soll, so wird 
eine universelle Konstante, welche sich bei der nach Nernst üblichen 
Benutzung Briggscher Logarithmen und Bezugnahme auf Atmosphären 
als Druckeinheit zu — 1,587 ergibt. Die erwähnte Übereinstimmung 
mit (322) bei A und H, bedeutet vom Standpunkt des allgemeinen 
Ausdruckes (318) aus, daß die Größe (321) hier der Einheit gleich 
sein muß. Da für Wasserstoffmoleküle y(n) = 2n ist‘®!), hat man 
hier yn,(1) = 2 und daher re —= ;. Dieses Ergebnis kann ange- 

X)H 
sichts der Einatomigkeit des festen Wasserstoffes zwanglos als Ein- 
fluß einer in 9m, einbezogenen’) Symmetriezahl‘””) ou, — 2 (Nr. 25a) 
des zweiatomigen Wasserstoffgases verstanden werden; setzt man um- 
IArK)g 
H, 

folgern und damit von nguem die bereits aus Rotationswärme (Nr. 24b) 
und Bandenspektrum (V 27, A. Kratzer) erschlossene Abwesenheit rota- 
tionsloser Moleküle im Wasserstoffgase bestätigen.’'?). — Alle übrigen 
bisher untersuchten einatomigen Dämpfe, z. B. der Alkalimetalle und 
der Halogene, sowie Hg, Pb, W, weisen sichere, bei Pb und W sogar 
ganz enorme „Abweichungen“ vom Sackur-Tetrodeschen „Normalwerte“ 
(322) auf und ergeben demnach von Eins verschiedene Größen (321), 
deren nähere Deutung bisher aber nur bei den Alkalidämpfen ver- 
sucht worden zu sein scheint.’!”) 





gekehrt von vornherein 6, = an, so kann man yu,(l)=2 


716) Siehe etwa F. Simon, Jubelband Walter Nernst, Ztschr. f. phys. Chem. 
110 (1924), p. 572, ferner auch K. Wohl, ebenda, p. 166, oder W. Nernst, Die 
theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Wärmesatzes, 2. Aufl., 
Halle 1924, Anhang p. 219. 

717) Bei Zn und Cd ist ein analoges Verhalten zwar möglich, aber noch 
ungewiß. 

718) W. Schottky, l. c. (Anm. 714); .R. H. Fowler, l. c.; D. Enskog, l. c 
(Anm. 713). 

719) Vgl. W. Schottky, 1. c. (Anm. 714), — Für den Fall, daß die gefun- 
denen „Abweichungen“ sämtlich reell sein sollten, gibt Simon (Anm. 716) als 
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Zur Prüfung der „klassischen Konstanten“ i, an zwei- und mehr- 
atomigen Gasen kann man aus den mittels experimenteller Daten be- 
stimmten Werten von (319) 


(323) U 


berechnen und mit den auf spektroskopischem Wege bestimmten mole- 
kularen Trägheitsmomenten J, vergleichen. Nach Eucken'?) ist in 
allen bisher untersuchten Fällen (H,, N,, O,, NO, CO, HCl, HBr, HJ) 


log (=) von der Größenordnung + log2, doch hat die noch mangel- 
FK 


hafte Genauigkeit des Beobachtungsmateriales hieraus weitere Schlüsse 
bisher nicht zugelassen.’*) Überblickt man aber das Gesamtergebnis 
des Vergleiches zwischen Theorie und experimentellen Ergebnissen, 
so drängt sich gegenwärtig doch jedenfalls der Eindruck auf, daß die 
Annahmen (280), (280a) im allgemeinen als ungerechtfertigt anzu- 
sehen sein dürften. 


Die eingangs dieses Abschnittes durchgeführte statistische Behand- 
lung des Verdampfungsgleichgewichtes setzt der Einfachheit halber 
voraus, daß die feste Phase aus lauter gleichartigen Molekülen A auf- 
gebaut sei. Wird das Kristallgitter des Festkörpers aus mehreren 
Sorten von „Molekülen“ (Atomen, Ionen, Elektronen) gebildet, so 
kann seine Verteilungsfunktion gleichwohl noch immer auf die Form 
(307) gebracht werden, welche allein für die Ausführbarkeit jener 


allgemeine Erklärungsgrundlage „unbekannte Kohäsionskräfte‘, Nernst (Anm. 716) 
hingegen Abweichungen vom benutzten Festkörpermodell oder Gasentartungs- 
Besonderheiten an. In der Tat würde sowohl die Simonsche oder auch die 


Nernstsche Annahme auf eine Beeinflussung des Verhältnisses Ja hinauslaufen 
FK 


und daher qualitativ mit (321) als Maß für die beobachteten Abweichungen ver- 
träglich sein. 

720) A. Eucken, E. Karwat und F. Fried, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p.1. — 
Ältere Berechnungen der Dampfdruckkonstante für mehratomige Gase sind na- 
mentlich von A. Langen, Ztschr. f. Elektrochem. 25 (1919), p. 25, ausgeführt 
worden; vgl. dazu jedoch Anm. 652). 

721) Im Falle des Wasserstoffes müßte man nach den oben besprochenen 
Folgerungen aus :, erwarten, daß :, wiederum zu 

In, 1 


Kr K)H °p, Ri, 





führt, was wegen Unkenntnis des Trägheitsmomentes unangeregter H,-Moleküle 
gegenwärtig aber noch nicht geprüft werden kann. 
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Betrachtungen maßgebend war. Es liegen daher grundsätzlich keine 
Schwierigkeiten dafür vor, auch das Verdampfungsgleichgewicht be- 
liebiger fester chemischer Verbindungen mit ihren gasförmigen Disso- 
ziationsprodukten in der angegebenen Weise statistisch zu behandeln. 
Als ein besonders wichtiger Spezialfall derartiger Betrachtungen kann 
die Verdampfung elektrisch geladener „Moleküle“, d. h. die thermische 
Emission von Ionen und freien Elektronen angesehen werden, welche 
besonders eingehend von Schottky und v. Laue untersucht worden 
ist?2); das Gleichgewicht zwischen einem glühenden Metall und dem 
darüber befindlichen Elektronendampf ist dann durch eine chemische 
Konstante gekennzeichnet, welche mit dem Sackur-Tetrodeschen „Nor- 
malwert“ (322) dieser Größe, genommen für die Elektronenmasse m, 
völlig übereinstimmt ??), wie auch aus dem am Schlusse von Nr. 25a 
behandelten Ionisationsgleichgewicht des atomaren Wasserstoffes (253a) 
entnommen werden kann. 


26. Statistik quantenkinetischer Elementarvorgänge. Die all- 
gemeinen Betrachtungen von Nr. 4 über die Natur des statistischen 
Wärmegleichgewichtes haben gezeigt, daß die Eigenschaften der für 
die „Einstellung“ jenes Gleichgewichtszustandes maßgebenden Elemen- 
tarvorgänge im allgemeinen ®°)®’%) belanglos sind für die Beschaffen- 
heit jenes Zustandes selbst. Welcher Art namentlich die „Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) der verschiedenen molekularen Ele- 
mentarvorgänge im einzelnen auch sein mögen — die Stationaritäts- 
bedingung (32) fordert einen ganz bestimmten Zusammenhang, welcher 
diese Größen oder ihre räumlich-zeitlichen Mittelwerte für jeden be- 
sonderen Molekularvorgang und den zu ihm inversen Prozeß mit der 
Boltzmannschen Verteilung (Nr. 5, 6, 25) verknüpft. Hat man also das 
Wahrscheinlichkeitsgesetz irgendeines speziellen Elementarvorganges 
experimentell oder auf Grund eines bestimmten plausiblen theoreti- 
schen Ansatzes festgelegt, so kann daraus jenes des dazu inversen 
Vorganges nach (32) mittels der .Boltzmannschen Verteilung berechnet 
werden. Diese Betrachtung wird im folgenden an den wichtigsten der 
in Nr. 18 besprochenen quantenkinetischen Elementarvorgänge durch- 
geführt, deren Wirksamkeit neben den eigentlichen elementaren che- 


722) 2. B. W. Schottky, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 113; M.v. Laue, Jahrb. 
d. Rad. 15 (1919), p. 205, 257; Berl. Ber. 1923, p. 334, sowie die in diesen Ar- 
beiten genannte ältere Literatur. 

723) Daß man das Elektronengas ebenso wie ein „gewöhnliches“‘ Gas be- 
handeln dürfe, geht auf eine Bemerkung von O. Stern zurück, welche K. F. Herz- 
feld, Phys. Ztschr. 14 me p. 1120, berichtet und auch Phys. Ztschr. 16 (1915), 
p. 359, benutzt. 
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mischen Reaktionsvorgängen vom Typus (253), (290), (299)'**) für eine 
tatsächliche Realisierung namentlich von Dissoziations- und Ionisations- 
gleichgewichten (Nr. 25) maßgebend ist. Wie sich zeigen wird, lassen 
sich die so mittels thermischer Gleichgewichtsbedingungen abgeleiteten 
Ergebnisse auf die Form temperaturunabhängiger Beziehungen zwi- 
schen rein molekularen Größen bringen, deren Gültigkeit dann von 
dem Erfülltsein jener Gleichgewichtsbedingungen mit Notwendigkeit 
völlig unabhängig wird. Diese Beziehungen sind daher auch auf alle 
Arten von experimentell verfolgbaren Nichtgleichgewichtszuständen an- 
wendbar, womit den nachstehenden Betrachtungen eine über den 
Rahmen der statistischen @Gleichgewichtszustände weit hinausgehende 
Bedeutung gesichert erscheint. 


26a. Strahlungslose Molekülzusammenstöße 1. und 2. Art. 
N“4ı) Moleküle A, eines Gases 1 und N(% Moleküle A, eines Gases 2 
mögen ein Gemisch bilden, welches das Volumen V erfüllt und sich 
im Wärmegleichgewicht befindet (Nr. 6a). Bedeutet v die Relativ- 
geschwindigkeit und 


824) n— tm 


die relative Translationsenergie zweier zusammenstoßender Moleküle 
A, und A, vor ihrem Zusammentreffen, wo u durch (174) gegeben 
ist, so ist 

(175) 1102 > Em —_ EI (n‘, n” beliebig) 


gemäß Nr. 18a und (175) die Bedingung dafür, daß A, hierbei durch 
einen strahlungslosen Stoß 1. Art aus seinem Quantenzustand »’ in den 
„höheren“ Quantenzustand »” übergeführt wird, A, hingegen in seinem 
anfänglichen Quantenzustand verharrt; nach Beendigung dieses Ele- 
mentarvorganges verbleibt somit eine relative Translationsenergie des 


724) Da ein Bericht über die T’heorie der Reaktionsgeschwindigkeiten bereits 
von K. F. Herzfeld in seinem Encyklopädieartikel V 11 (Physikalische und Elektro- 
chemie), Nr. 6, 9, gegeben worden ist, soll im folgenden auf dieses wichtige Ge- 
biet nicht näher eingegangen werden, obwohl sich hier neuerdings wesentliche 
Berührungspunkte mit grundlegenden quantentheoretischen Fragen ergeben haben, 
die allerdings noch mannigfacher Klärung bedürfen. Siehe etwa die in den 
Anm. 452), 463), 492) angeführten Untersuchungen, sowie die auf p. 1111 ange- 
deutete Beziehung zu dem Problem der „metastationären‘“ Quantenzustände, 
ferner jüngst M. Born und J. Franck, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 225; Ztschr. f. 
Phys. 31 (1925), p. 411. — Die im folgenden diskutierten Beziehungen zwischen 
Wahrscheinlichkeitsansätzen für bestimmte Typen von elementaren „Reaktions-“ 
und „Gegenreaktions“vorgängen stellen Bedingungen dar, welche für jede spe- 
zielle Theorie der Reaktionsgeschwindigkeiten bindend sind und daber auch als 
Grundlagen einer allgemeinen Theorie dieses Gebietes angesehen werden können. 

Eneyklop, d. math. Wissensch. V 3. 76 
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Molekülpaares vom Betrage 

(3242) Y=n— E®+ Em, 

Betrachtet man den zu diesem Vorgange inversen „Stoß 2. Art“, so 
wird er gegenüber dem Stoße 1. Art dadurch gekennzeichnet sein, 
daß (324) und (324a) ihre Rollen miteinander vertauschen. Da nicht 
jeder mit der Relativenergie n erfolgende Zusammenstoß eines im 
n't Quantenzustand befindlichen Moleküls A, mit dem Molekül A, 
ein Stoß 1. Art sein muß, so soll die „Übergangswahrscheinlichkeit“ 
für einen solchen Stoß durch den Ansatz 


(335) ..& (m, 6) 

gegeben sein, wo Ö den minimalen Schwerpunktsabstand der beiden 
im‘ übrigen gegeneinander beliebig orientierten Stoßteilnehmer be- 
deutet. Die „Übergangswahrscheinlichkeit“ des inversen Stoßes 2. Art 
sei dann analog definiert durch 

(335) ES ER + EM, 6); 

da (324a) seiner Bedeutung nach nur positiv sein kann, muß (325) 
verschwinden, wenn n < Ein —_ EP wird. 

Die a priori-Häufigkeit für einen Zusammenstoß mit einer rela- 
tiven Translationsenergie (324) zwischen „ und „+ dn und einem 
Minimalabstand ö zwischen Ö und d + dö, welchen ein Molekül A, 
während der infinitesimalen Zeitspanne di durch irgendeines der N (4) 
Moleküle A, erleidet, sei durch 
(326) Z4uA)(n,0)-dn-död-dt 
gekennzeichnet. Das thermische Gleichgewicht des Gasgemisches wird 


725) O. Klein und $. Rosseland, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), o. 46: R. H. Fowler, 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, $2. Die hier gewählten Definitionen (325), (325) 
bzw. (330), sind im Anschluß an Fowler gewählt, da den Klein-Rosselandschen 
Ansätzen keine einfache physikalische Bedeutung zukommt. Die Ansätze (325) 
und (325a) stellen offenbar Mittelwerte dar, welche über alle möglichen gegen- 
seitigen Orientierungen der Moleküle A, und A, gebildet sind, ferner über alle 
möglichen Quantenzustände der Moleküle. A,. Sie hängen also ganz wesentlich 
auch von der Natur desjenigen Stoßteilnehmers ab, dessen Quantenzustand wäh- 
rend des ganzen Vorganges unverändert bleibt, was zur Vereinfachung der Be- 
zeichnungsweise in (325) und. (325a) jedoch nicht besonders zum Ausdruck ge- 
bracht worden ist. Wenn die Moleküle A, speziell freie Elektronen sind, wie 
bei den Franck-Hertzschen Elektronenstoßversuchen (Anm. 200), so vereinfachen 
sich die Verhältnisse bedeutend, da die Mittelbildung über die Quantenzustände 
von A, jetzt fortfällt. Im isolierten, chemisch einheitlichen Gase (Nr. 5) ist für 
jeden beliebigen Zusammenstoß A, = A,, so daß für diesen Fall, wie überhaupt 
für Zusammenstöße von Molekülen der gleichen Sorte, die Größen (325), (325 a) 
allein durch die Struktur dieser Moleküle bestimmt sein werden. 
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durch die betrachteten strahlungslosen Zusammenstöße 1. und 2. Art 
nicht gestört werden, wenn auf Grund der Stationaritätsbedingung (32) 
die Beziehung 


(327) NP. Sm: 6): Zn, 0) — NM. SH, 0) - Zr, 6) 


erfüllt sein wird, welche die mittels der Boltzmannschen Verteilung zu 
bestimmenden räumlich-zeitlichen Mittelwerte der a priori- Häufigkeiten 
(326) enthält. Das Maxwell- Boltzmannsche Verteilungsgesetz (Nr. 5 €) 
ergibt für die mittlere Anzahl der Molekülpaare A,, A, in den Volum- 
elementen dr,, dr, der zugehörigen Translations-w„-Räume nach (49) 
und (64) bei der absoluten Temperatur 7 


N MT) NM, 7); 


führt man hier die Relativbewegung der Moleküle gegeneinander 
ein’) und mittelt über alle möglichen Werte und Richtungen der 
Geschwindigkeit der gemeinsamen Schwerpunkte, so ergibt sich nach 
Division durch N“) pro Zeit- und Volumeneinheit 
—. n 
Ba). 
Vezw? (7)? 
Setzt man (328) sowie die aus (105) bzw. (225) für Ni” und N 
folgenden quantenstatistischen Ausdrücke in (327) ein, so erhält man 
bei Berücksichtigung von (324a) die nun temperaturunabhängig ge- 
wordene Gleichgewichtsbedingung 


(829) va)ın: Sm 8) — ran”) In — Em + En” 
- Sun — Ei? + EX, 0). 


Da es bei geeigneter Wahl der Versuchsumstände experimentell im 
allgemeinen nur möglich sein wird, Anzahlen von Stößen 1. und 
2. Art zu ermitteln, für welche ö beliebige Werte annehmen kann, so 
erscheint es vorteilhaft, an Stelle von (325) und (325a) die mit Rück- 


726) Für die nachfolgenden Betrachtungen sollen die Bahnen der zusammen- 
stoßenden Moleküle als geradlinig, der Einfluß ihrer Wechselwirkungen daher 
auch bei großen Annäherungen als vernachlässigbar angesehen werden. Dort 
wo diese Annahme nicht mehr zulässig erscheint, sind an der Größe (328) Kor- 
rektionen anzubringen, welche unter gewissen Voraussetzungen auswertbar sind, 
die Größenordnungsverhältnisse aber meist ungeändert belassen, Da in (327) 
nur das Produkt zweier Größen (325) bzw. (3253) und (328) auftritt, kann man 
sich den Einfluß jener Korrektionen jedoch stets in (325) und (325a) einbezogen 
denken, was allerdings zu einer schwachen Temperaturabhängigkeit der so defi- 
nierten Größen (325) und (325a) führen kann. 


76* 
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sicht auf (328) gebildeten Mittelwerte 


(m) = 2a (m, ):d. dd; 
(330) | : 





Sm) = 2a Sm, 6): d-do 
\ 0 


zu benutzen, welche offenbar als Wirkungsquerschnitte der Moleküle A, 
in bezug auf Stöße 1. und 2. Art der Moleküle A, gedeutet werden 
können. Bei Benutzung dieser Wirkungsquerschnitte nimmt (329) die 
Form an 


(3298) Yan): n- = (m)= ran): In — Ex” + 2x] 
Sn — Er + ER). 


Da sich alle temperaturabhängigen Größen von (327) aus der 
endgültigen Form (329) bzw. (329a) der Gleichgewichtsbedingung 
fortgehoben haben, erscheint es berechtigt, die unveränderte Gültig- 
keit dieser, rein energetisch betrachtet, geradezu evidenten Bedingung 
allgemein und insbesondere auch für alle jene stationären Gleich- 
gewichtszustände vorauszusetzen, welche im thermodynamischen Sinne 
als Nichtgleichgewichtszustände oder „unechte“ Gleichgewichte ange- 
sehen werden müssen. Derartige Vorgänge, welche auf künstlichem 
Wege stationär unterhalten werden können, sind dann unter Um- 
ständen geeignet zu einer experimentellen Bestimmung der Wirkungs- 
querschnitte (330) für Stöße 1. und 2. Art. Diese Möglichkeit besteht 
für Stöße 1. Art z. B. bei der Anwendung des Franck-Hertzschen Elek- 
tronenstoßverfahrens zur Anregung einzelner Spektrallinien von Atomen 
und Molekülen?) für Stöße 2. Art bei der zuerst von Wood'?") be- 
obachteten Auslöschung der Resonanzfluoreszenz durch Zusatzgase und 
der dabei eintretenden, zuerst von Cario'??) gefundenen Anregung ge- 
eigneter Zusatzgase zur Spektrallinienemission („sensibilisierte Fluo- 
reszenz“). Wie der Erfolg des Elektronenstoßverfahrens gezeigt hat, 
scheint 5 (n) für kleine Werte von n — E4®” + Ei ein Maximum 
zu besitzen'?®); (329a) ergibt demnach, daß die Ausbeute an Stößen 
2. Art für sehr geringe Relativgeschwindigkeiten vor dem Stoße be- 


Augen 





127) R. W. Wood, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 353. 

728) G. Cario, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 185; das Ergebnis ist auf Grund 
der Stöße 2. Art von J. Franck, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 259, bereits vorher- 
gesehen worden, welcher die Untersuchung von Cario veranlaßt hat. Siehe ferner 
die in Anm. 454) angeführten späteren experimentellen Arbeiten, sowie jüngst 
K. Donat, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 345. 

729) H. Sponer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 185. 
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sonders groß werden muß, was von Cario'®) für Molekülstöße auch 
experimentell bestätigt werden konnte. Wenn y4(n‘) und y4,(n”) 
gleich oder nur wenig voneinander verschieden sind, verhalten sich 
die Wirkungsquerschnitte für Stöße 1. und 2. Art nach (329a) um- 
gekehrt wie die zugehörigen relativen Translationsenergien vor dem 
Stoße, so daß notwendig immer 

(331) Su (m) < San — Er + Eu”) 

sein wird; tatsächlich kann die Ausbeute an Stößen 2. Art bis zu 
100%, betragen’®®), während für Stöße 1. Art nur Bruchteile von einem 
Prozent gefunden worden sind.”®!) Die Begründung eines speziellen 
theoretischen Ansatzes für (m) im Falle von Elektronenstößen 1. Art 
ist jüngst von Fermi auf Grund der Annahme versucht worden, daß 
man das elektrische Feld eines geladenen Teilchens, welches an einem 
Atom vorbeifliegt, durch harmonische Zerlegung mit dem elektrischen 
Feld einer Strahlung von passender Frequenzverteilung vergleichen 
kann, wodurch es möglich wird, die Wirkungsquerschnitte (330) mit 
den Einsteinschen Wahrscheinlichkeitsansätsen (107a) und (107b) von 
Nr. 11 in Beziehung zu setzen.'®?) 


26b. Stoßionisation und strahlungslose Wiedervereinigungs- 


stöße. Wenn die relative Translationsenergie 
M,-M 

(332) = KH TM 

BEER SALE RER Ao B; 

730) Siehe @. Cario, 1. c. (Anm. 728), sowie jüngst H. A. Stuart, Ztschr. f. 
Phys. 32 (1925), p. 262. Während der Wirkungsquerschnitt des angeregten Hg- 
Atoms für die Zusatzgase H,, O, und Co praktisch mit der Fläche seiner 
Leuchtelektronenbahn zusammenfällt (Ausbeute 100°/,), wird er sogar um zwei 
bis drei Größenordnungen kleiner für N,, Ar und He (Ausbeute 1—0,03°/,), wo- 
mit die oben (Anm. 725) betonte Abhängigkeit von der speziellen Natur der 
Stoßteilnehmer eindringlichst illustriert erscheint. 

731) H. Sponer, Ztschr. f. Phys. 7 (1931), p. 185. Hier handelt es sich 
allerdings (vgl. die vorige Anm.) um Anregung das Hg-Atoms durch Elektronen- 
stöße 1. Art. Der höchste aus den Beobachtungen gefolgerte Wert wird mit 
0,35%,, in einer anderen, ganz kurzen Notiz, Verh. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 
(1921), p. 54, sogar nur mit 0,1°/, angegeben; durch Extrapolation wird aber 
geschätzt, daß die Ausbeute für eine von der Anregungsenergie nur sehr wenig 
verschiedene Stoßenergie bis auf die Größenordnung von einigen Prozenten an- 
steigen kann. 

732) E. Fermi, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 315; siehe auch einen ver- 
wandten Gedanken oben, Anm. 474). — Die Anwendung dieser Methode auf den 
in der vorigen Anm. erwähnten Fall der Anregung des Hg-Atoms durch Elek- 
tronenstöße führt zu einer etwa um eine Größenordnung zu großen Ausbeute 
(Fermi gibt versehentlich die gleiche Größenordnung an), was in Anbetracht 
der sehr rohen Rechnungsgrundlagen aber noch nicht zu einer prinzipiellen Ab- 
lehnung des Fermischen Versuches berechtigen dürfte. 


u 
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zweier strahlungslos zusammenstoßender Moleküle A, und B, dazu 
hinreichen soll, das Molekül B, unter Aufwendung des Dissoziations- 
bzw. Ionisationsenergiebetrages Q in zwei Bestandteile A, und A, zu 
zerlegen, so muß gemäß (176) vor dem Stoß 


(176) N % 


sein. Der dazu inverse Stoßvorgang wird offenbar im Zusammentreffen 
dreier Moleküle, A,, A,, As, bestehen, deren Relativbewegung die 
Energie 

(333) N = m— 


besitzt; nach dem Stoß müssen die „Moleküle“ A, und A, unter Ab- 
gabe der Energie Q@ wiederum zu einem einheitlichen Molekül B, zu- 
sammengetreten sein (Nr. 18a). Diese Elementarvorgänge, welche eine 
sinngemäße Verallgemeinerung der Stöße 1. und 2. Art darstellen, ent- 
sprechen elementaren, Reaktionsprozessen vom Typus (253) bzw. (253a), 
welche erst unter dem Einfluß der Stöße reaktionsunfähiger Fremd- 
moleküle A, in Gang gebracht werden. Bei Wärmegleichgewicht wird 
man es demnach mit einem Gasgemisch (Nr. 6a) zu tun haben, dessen 
reaktionsunfähige Komponente etwa aus N(4) Molekülen A, bestehen 
möge, während der Rest ein Dissosiations- bzw. Ionisationsgleichgewicht 
zwischen den Molekülsorten A,, A, und B, vorstellen wird. Für das 
Folgende kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt 
werden, daß sich die zu betrachtenden Elementarvorgänge zwischen 
Molekülen B,, A, und A, abspielen, welche sich in Quantenzuständen 
n, bzw. n, und n, befinden; auf diese Quantenzustände soll auch die 
Definition der Dissoziations- bzw. Ionisationsenergie % in (176a) und 
(332a) bezogen sein. 

| Zur Kennzeichnung der Relativrbewegung von A, und BD, vor dem 
Stoß 1. Art möge etwa die Relativgeschwindigkeit v, in (332) sowie 
der minimale Schwerpunktsabstand d, von A, und BD, während des 
Stoßes benutzt werden. Mit Rücksicht auf den besonders wichtigen 
Spezialfall der Ionisationsvorgänge empfiehlt es sich, die Relativbe- 
wegung nach dem Stoß durch die etwa auf das Molekül A, bezogenen 
Größen v,, und ö,, für A,, %, und Ö,, für A,, sowie den Winkel 
zwischen v,, und v,, zu kennzeichnen; dann gilt: 


1 M,(M, +M,) va—2M, Mu “Vgy dig C08p+M ,, . (M,+M, vi: 
; M,+tM,trM, » 
wobei M3,—= M4+ M,,. Für den „Wirkungsquerschnitt“ der Mole- 


küle B, in bezug auf die dissosiierenden bzw. iomisierenden A,-Stöße 
wird man dann in Verallgemeinerung von (325) bzw. (330) für einen 





(832a) 7 ,—= 
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Stoß 1. Art einen Ansatz von der Form 
MM, 


(334) S1? (v5, P, v9): M,- + 37 


mit 


(334)  81%w, 9, Y,) = 2x/S(o,, 03, 9, %ı3) 0, dd, 
ö 


%s dv, Sinp-dp 


einführen, welcher den Bruchteil jener A,-B,-Stöße angibt, die zu 
Dissoziation bzw. Ionisation sowie einer durch Größen v,, und p zwi- 
schen v,, und v,, + dv, bzw. p und + dp gekennzeichneten Re- 
lativbewegung nach dem Stoße führen.”®) Für die inversen Dreier- 
stöße 2. Art hingegen wird man zu setzen haben 


© +o 


(3342) 8,(d19, 9, %ı) = 4a2[d, da) (di, dor» P Yız, das 7) 
-döy : dd, dr, 


worin r die Zeitdifferenz zwischen der größten Annäherung d,, von 
A, und A,, sowie der größten Annäherung d,, von A, und A, be- 
deuten soll.’®*) | 

Die a priori-Häufigkeit für einen Zweierstoß zwischen einem be- 
stimmten Molekül A, und einem beliebigen der N;,” im Dissoziations- 
gleichgewicht vorhandenen Moleküle B, während der Zeitdauer di, 
möge nun mit 


(335) Z4s2(v,, 6,) - du, - dd, : dt 


bezeichnet werden, sofern die für die Verhältnisse vor dem Stoß kenn- 
zeichnenden Größen v,, d,, hierbei zwischen v, und v, + dv,, Ö, und 
0, + dö, gelegen sind; ähnlich soll für die a priori-Häufigkeit eines 
Dreierstoßes zwischen einem bestimmten Molekül A, und je einem 
beliebigen von den N" bzw. N” im Dissoziationsgleichgewicht vor- 
handenen Molekülen A; bzw. A, gesetzt werden 


(336) ZOoAr AU, Ogız P, Ya, Ö,9; 7) dvy * Ad dp - dviz  dbie: ds, 


wo die Stoßvariablen sämtlich ebenfalls wieder auf gewisse infinitesi- 
male Bereiche beschränkt sein sollen. Die Stationaritätsbedingung (32) 


733) Der Faktor von Si? in (334) ist so gewählt, daß die Relativenergie 
n, von A, und A, für die betrachteten Stöße zwischen 7, und n, + dn, ge- 
legen ist. 

734) R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Son. 22 (1924), p. 253, $2. Für den 
Spezialfall der Ionisation durch Elektronenstöße sind Ansätze dieser Art bereits 
früher gegeben worden von R. Becker, Ztschr. f. Pkys. 18 (1923), p. 325, $ 4, und 
R. H. Fowler, Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, $ 3. 
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ergibt bei Benutzung von (334), (334'), (334) jetzt 


n | M,-M 
(337) min (as, 50, d, P, 92) Zr a. POUND 
fi) 1 2 


: Zo 3) (05, 05)» Ads dv dp 








© © +» 
— Na [ao,, ad, JÄAr- Si, (don, Apı, P) %ız, dia, 7) 
: ö Ö _o 








« Zi Au An) (U, Ögıy P, Yıa5 Os 7) Av dv dp. 


Die Berechnung der räumlich-zeitlichen Mittelwerte von (335) und (336) 
in (337) kann auf Grund des Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungs- 
gesetzes (Nr. 56) ebenso vorgenommen werden, wie dies im vorigen 
Abschnitte zur Ermittlung von (328) angedeutet worden ist; das End- 
ergebnis der ziemlich weitläufigen Rechnung lautet: 

M,-M,, 3M,-M 
InkT. + ar | M,+ a, 83° (0, P, de) 





(838) N+. N . 8x] 


Ys 


ur | ' 
‚e 7.9.9: 8inp-dv- dv,‘ dp 


—_ NA), nA), (4), _ 16m? MM Mi ik 3 
mr... Nr, I V-@=k7% | M, +M,+M,, Str P, dor) 





nz’ 


.e KT. -o,-sim@ dv "dv dp. 
Da der Quantenzustand der Moleküle A, nach Voraussetzung unver- 
(B,) 
ändert bleibt, fällt N%) fort, während das Verhältnis gr für 
Nat 
jede beliebige Temperatur 7 durch das Dissoziationsgleichgewicht zwi- 
schen den A,, A,, B, geregelt wird; (273) ergibt dann mit (267) und 


(268) wegen (333) 


N) vüyape [ M, } (Mm) 
a ı 4203 3 .e kT 





(339) 


’ 


worin zur Abkürzung 


I5,'7B (N,) 
339 — ur 
( a) J4,4,B, 94,74, M) 94,'74,(Ns) 


gesetzt ist.’®) Indem man (339) mit (338) verbindet und den durch 





735) Da die S}? und S}, molekulare, und daher notwendig temperaturunab- 
hängige Größen darstellen, kann (339) mittels dieser Forderung auch unmittel- 
bar aus (338) abgeleitet werden — allerdings ohne die Möglichkeit einer Fest- 
legung des temperaturunabhängigen Faktors von (339). Es ist dies der Weg 
der meisten in Anm. 681) aufgezählten, sogenannten „kinetischen‘‘ Ableitungen 
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(332), (332a) und (333) gegebenen Zusammenhang zwischen ®,, dy 
und v,, berücksichtigt, erhält man als Schlußergebnis 


M D) M,:M,7: 
(840) 25: 85°(0,, 9, 2) [1 non | — 3 “if u ] 


01 I4AB,' B; 





0% Sieldız, 9 Yan) - 
Die Beziehung (340) enthält ebenso wie (329) und (3292) bloß 
molekulare Größen, so daß man ihre Gültigkeit auch außerhalb der 
echten Wärmegleichgewichte voraussetzen muß. Für den wichtigen 
Spezialfall der Stoßionisation wird etwa M,, gleich der Elektronen- 


masse m, so daß das Verhältnis Pu vernachlässigt und Ma, = M, 


B; 
gesetzt werden kann; wenn v,, und v,, überdies von der gleichen 
Größenordnung sind, bekommt man aus (340) 

2m? 5, 


(341) v3: 83° (0%, P, dı) = g.ns "dor ' u Seldız, 9) va)» 


wobei der Energiesatz für den a jetzt die Form 





1 M, Ma 4 Ma „2 1 “ 
(341 a) = M,tM, y- re H, es vu tz mvis 


annımmt. Wird die Tara. 802 insbesondere durch ein Elektronenstrahl- 
bündel von „Molektilen“ A, bewirkt, so hat man auch M,,= m, wo- 
durch sich (341a) weiter zu 


(341b) Iin2=Q+z3mv, +z mv), 

vereinfacht; sowohl das „Molekül“ B, als das entstehende bzw. zur 
Neutralisierung gelangende Ion A, sind jetzt als ruhend anzusehen. 
Setzt man n, = imv,, so kann (341) bei geeigneter Mittelbildung 
über p noch die übersichtlichere Form gegeben werden 


(842) 3° 8% (m ,172) = eh [1 — 12 — 91 Sm, — 9), 


der Formeln für das Dissoziationsgleichgewicht, wobei die $}? und S?, in direkter 
Beziehung zu Boltzmanns „empfindlichen Bezirken“ der Moleküle stehen. [Der 
in Anm. 681) erwähnte Zusammenhang zwischen den Gewichten und den empfind- 
lichen Bezirken ist durch das Auftreten von (339a) in der Schlußgleichung (340) 
bzw. (341), (342), und (348) unmittelbar in Evidenz gesetzt.] Die Benutzung des 
Mazxwellschen Verteilungsgesetzes zur Berechnung der räumlich-zeitlichen Mittel- 
werte von (335) und (336) läßt unmittelbar erkennen, daß alle derartigen Ab- 
leitungen das Bestehen des gesuchten Gleichgewichtszustandes bereits voraus- 
setzen müssen, wie schon ohne nähere Begründung auf p. 1159 im Texte hervor- 
gehoben worden ist. 

736) Vgl. R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 255; $ 2; 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, $ 3, findet sich eine weniger konsequente Begrün- 
dung, welche aber ebenso wie R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1925), p. 325, $ 4, 
von vornherein darauf Rücksicht nimmt, daß bei der oben zuletzt vorgenommenen 
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welche die Analogie zu (329a) besonders hervortreten 1äßt.’””) Die 
enorme Größe des universellen Zahlenfaktors auf der rechten Seite 
von (341) und (342) läßt darauf schließen, das S?,(v,,,v%,) nur für 
verschwindend kleine Relativgeschwindigkeiten v,, oder v,, merklich 
werden kann, d. h. wenn zwei von den Teilnehmern an dem Dreier- 
stoß sich relativ zueinander praktisch in Ruhe befinden. 

Die Funktion S1? in (342) kann für die Ionisation, welche durch 
Stoß schneller «- und ß-Strahlen verursacht wird, experimentell wie 
theoretisch als angenähert bekannt angesehen werden. Die Anzahl 
der von A,-„Molekülen“ mit der Energie n, auf der Wegstrecke ds 
primär erzeugten lonenpaare ist nach (334)'%?) offenbar gleich 


(2) max. 
(343) Ne as BE, m): dm, 
N 
der hierbei eintretende Energieverlust daher 
(N.) max. % 
(344) Nasa + m) IR (m, m): dm; 
ö 


bedeutet D(n,) die mittlere Anzahl der von einem einzelnen Elektron 
mit der Energie n, erzeugten Ionenpaare, so beträgt die von den A, 
auf der Wegstrecke ds hervorgerufene Gesamtionisation 


(12) max. 


(345) ad as/ D(n,) 83’ (Mg, Me): dm 
0 


Für das Verhältnis der Anzahlen primärer Ionenpaare mit der Elek- 


tronenenergie n, zu jener mit der Elektronenenergie n,' hat man 
schließlich 


(346) St: (ms, ng) Ang: S1% (m, ng) Ang. 


Spezialisierung A, = A, wird. — Der Zahlenfaktor in (342) ist so normiert, daß 
Si? und $?, bei gleichförmiger p-Verteilung gerade den Bruchteil aller „erfolg- 
reichen‘‘ Zweierstöße und Dreierstöße angeben. Die Annahme, daß allen Win- 
keln die gleiche a priori-Häufigkeit zukommt, ist willkürlich und im allge- 
meinen keineswegs erfüllt; doch hat es keine Schwierigkeit, eine davon. ab- 
weichende, etwa experimentell festgestellte Winkelabhängigkeit bei der Mittel- 
bildung entsprechend zu berücksichtigen. 

737) Der Vergleich von (329a) und (342) läßt deutlich den energetischen 
Charakter dieser beiden Beziehungen erkennen, obwohl (342) keineswegs von 
der einfachen Form einer zeitgemittelten Energiebilanz für das Einzelmolekül 
ist, wie (329a). Daß dies bei Gleichgewichtsbedingungen von der in dieser 
Nummer betrachteten Art mit Notwendigkeit stets der Fall sein wird, ist voraus- 
zusehen, wenn man die alleinige Kennzeichnung der betrachteten Elementar- 
vorgänge durch Energiebilanzen im Auge behält. 
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Die Größen (343) bis (346) können experimentell ermittelt werden, 
so daß $1? empirisch bestimmbar ist.) Ein theoretischer Ansatz für 
Si? ergibt sich aus der klassischen Theorie der Stoßionisation von 
J.J. Thomson und Bohr"?®), ferner auf Grund der bereits oben ge- 
kennzeichneten Vorstellungen von Fermi.') Die Thomson- Bohrsche 
Theorie nimmt an, daß die beim lonisationsprozeß auf das Elektron 
übertragene Energie @ +, näherungsweise jenem Energiebetrag 
gleichgesetzt werden kann, welcher nach der klassischen Theorie auf 
ein ruhendes, freies Elektron übertragen werden sollte. Bedeutet Z-e 
die Ladung des stoßenden, punktförmigen Teilchens A, und x,, die 
Anzahl der energetisch gleichwertigen Elektronen des Moleküls A,, 
deren lonisierungsarbeit @ beträgt, so ergibt sich 4) 
n Z?eix aM 1 


(347) Sin, N) = yon m [9+n,]?’ 


der Maximalbetrag an Energie, welcher auf das abgespaltene Elektron 
nach dieser Theorie übertragen werden kann, ist 


4 
(347 a) (Bulaaz ey W- Na iz Q, 


so daß S1?—0 für n, > (Ns)max. Für Ionisation durch ß-Strahlen hat 
man in (347) einfach Z=1 zu setzen; an Stelle von (347a) hin- 
gegen bekommt man 

(347 b) (Ns)max. = 3 — ®: 

Indem man (347) und (347b) zur Berechnung von (343) bis (346) 
benutzt und das Vorhandensein mehrerer verschieden stark gebundener 
Atomelektronen berücksichtigt, kommt man zu den experimentell mehr- 
fach bewährten Formelausdrücken der T’homson- Bohrschen Theorie 
für die Primärionisation und dem ihr entsprechenden Energieverlust 
schneller Elektronenstrahlen’“); für D(n,) in (345) ergibt sich hier- 





738) Vgl. z. B. L. L. Nettleton, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 140. 

739) J. J. Thomson, Phil. Mag. 23 (1912), p. 449; N. Bohr, Phil. Mag. 24 
(1913), p. 10; 30 (1915), p. 581. Die Theorie ist in einigen Punkten weitergeführt 
worden von R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1923), p. 521; ferner hat 
S. Rosseland, Phil. Mag. 45 (1923), p. 65, die Verhältnisse bei Mehrfachionisa- 
tionen berücksichtigt. 

740) Siehe Anm. 732). Die quantitativen Ergebnisse der Theorie von Fermi 
scheinen hier wesentlich günstigere zu sein, als im Falle der Stöße 1. Art. 

741) Vgl. vor allem die Bestätigung des T’homson-Whiddingtonschen Ge- 
setzes für die Geschwindigkeitsabnahme schneller ß- und Kathodenstrahlen durch 
R. Whiddington, Proc. Roy. Soc. A 86 (1912), p. 360, ferner die Bestätigungen 
der Bohrschen Theorie dieses Gesetzes durch H. M. Terril, Phys. Rev. 21 (1923), 
p. 476; B. F. J. Schonland, Proc. Roy. Soc. A 104 (1923), p. 235 und H.A. Kra- 
mers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836, $ 6. 
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bei genähert w 

(345) Dm-a ar 

wo Q ein mittleres Ionisationspotential bedeutet.’%) Die Benutzung 
von (347) und (347a) in (343) bis (346) führt, allerdings mit wesent- 
lich geringerem praktischem Erfolge, zu analogen Gesetzmäßigkeiten 
für die Ionisation durch «-Strahlen. Die Voraussetzungen der T’homson- 
Bohrschen Theorie erweisen sich hier demnach schon als zu weit- 
gehend idealisiert. Hält man, wofür mehrfache Gründe vorliegen, 
daran fest, daß S!? von der Form 2? .x,, (ns): %(n,) sein soll, so 
zeigt sich, daß einstweilen nur %(n,) abzuändern ist, p(n,) aber aus 
(347) übernommen werden kann.'*') Wenn man diesen verallgemei- 
nerten Ansatz in die Gleichgewichtsbedingung (342) einführt, so kann 
auch S?, bestimmt und zu quantitativen Schlüssen bezüglich der 
Wiedervereinigungsstöße herangezogen werden. Wie Fowler'*?) ge- 
zeigt hat, kann auf diesem Wege eine Theorie des von Henderson“) 
entdeckten Umladungsgleichgewichtes zwischen He-, He*- und Hett- 
Atomen am Reichweitenende eines «-Strahlbündels entwickelt werden, 
welche die dann von Rutherford') gefundenen feineren Gesetzmäßig- 
keiten quantitativ wiedergibt. 


26c. Lichtelektrischelonisation undWiedervereinigungsleuchten. 
Wenn die Dissoziation bzw. Ionisation eines Moleküls B, durch Ab- 
sorption von monochromatischer Strahlung der Frequenz v bewirkt wird, 
so gilt nach (177) 


(1772) w=Q+n, 


worin n die Relativenergie (324) der Dissoziationsprodukte A, und A, 
und @ die Dissoziations- bzw. Ionisationsenergie von B, in bezug auf 
die beiden Moleküle A, und A, darstellen möge.’) Der hierzu inverse 


742) R. H. Fowler, Proc, Cambr. Phil. Soc. 22 (1924), p. 253, $ 3. 

743) R. H. Fowler, Phil. Mag. 47 (1924), p. 416; Proc. Cambr. Phil. Soc. 22 
(1924), p. 253, 88 4—6. 

744) @. H. Henderson, Proc. Roy. Soc. A. 102 (1922), p. 496. 

745) E. Rutherford, Phil. Mag. 47 (1924), p. 277. 

746) Die Gültigkeit dieser Beziehung ist auf den Fall beschränkt, daß der 


Strahlungsimpuls a (Nr. 11, 12) vernachlässigt werden darf; wird dies nicht 


® 
zugelassen, so ist die rechte Seite von (1772) um ein Glied + hr: — » C08yY zu 


ergänzen, welches von der Momentangeschwindigkeit von B, und deren Winkel y 
mit der Lichtstrahlrichtung abhängt. Dieses Zusatzglied ist demnach maß- 
gebend für die Richtungsabhängigkeit der hier betrachteten Elementarprozesse 
(Nr. 18b), kommt aber wohl meist nur für Röntgen- und y-Strahlung numerisch 
in Betracht. 
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Elementarvorgang besteht nach Nr. 18b in einer von Strahlungsemis- 
sion der Frequenz » begleiteten Vereinigung zweier mit der Relativ- 
energie 7 zusammenstoßender Moleküle A, und A,. Die Größe © ist 
wiederum bestimmt durch die Quantenzustände n, bzw. n, und n, der 
an den betrachteten Elementarprozessen teilnehmenden Moleküle B,, 
A, und A,. In Analogie zu dem Verhalten isolierter Moleküle B, 


gegenüber dem Strahlungsfelde bei Frequenzen v PB (Nr. 11) wird 


man anzunehmen haben, daß bei Wärmegleichgewicht von der Tem- 
peratur 7’ eine bestimmte, der Strahlungsdichte go (v, 7) proportionale 
„Übergangswahrscheinlichkeit“ 


(348) Bi2(v): o(v, T)- dv: dt 


dafür existiert, daß ein im n,'” Quantenzustande befindliches Molekül 
B, während der Zeit dt durch „positive Einstrahlung“ von Licht des 
Frequenzintervalles dv in zwei Moleküle A, und A, übergeführt wird, 
welche sich im n,'" bzw. n,' Quantenzustande befinden und eine 
dann durch (177a) gegebene Relativenergie n zwischen n und n+dn 
besitzen. Für zwei mit einer solchen Relativenergie und einem mini- 
malen, zwischen dö und d + dö befindlichen Schwerpunktsabstand Ö 
während di zusammentreffende Moleküle A, und A, wird man hin- 
gegen nach Becker und Milne, ähnlich wie beim Einzelmolekül, unter- 
scheiden müssen zwischen einer Befähigung zu spontanem Anlagerungs- 
leuchten von der Frequenz v und einer durch das Strahlungsfeld mittels 
„negativer Einstrahlung“ erzwungenen Vereinigung unter Strahlungsemis- 
sion.“”) Für erstere sei die „Übergangswahrscheinlichkeit“ gegeben 
durch 


(349) DEAUR 6) -dn-dö.dt, 

für die „negativen Einstrahlungsvorgänge“ hingegen analog (107b) 
durch . 

(350) Bi. (n, 6) ; ev, 2) -dn-död.dt, 


worin n und v durch (177a) verknüpft sind. 


“ 


747) R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 325, $3; E. A. Milne, Phil. 
Mag. 47 (1924), p. 209, 88 8—11. Mit dem gleichen Problem beschäftigt sich 
auch H.A.Kramers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836, $ 2, jedoch unter bewußter 
Vernachlässigung der „negativen Einstrahlungsvorgänge“. Alle diese Unter- 
suchungen beziehen sich nur auf den Spezialfall der Ionisation, was einige Ver- 
einfachungen nicht-prinzipieller Natur nach sich zieht. — Über die Beziehungen 
der obigen Ansätze zu den älteren Betrachtungen von Richardson über die licht- 
elektrische Abtrennung von Elektronen vgl. man O. W. Richardson, Phil. Mag. 
47 (1924), p. 975. 
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Bedeutet 
(326) ZUuA)n,d)-dn-död.dt 


jetzt die a priori-Häufigkeit für einen durch die infinitesimalen Inter- 
valle dn, dd, dt gekennzeichneten Zusammenstoß zwischen einem im 
n,‘* Quantenzustande befindlichen Molekül A, und einem beliebigen 
der bei Dissoziationsgleichgewicht zwischen den A,, A, und B, vor- 
handenen n,-quantigen Molekülen A,, so ergibt die Stationaritäts- 
bedingung (32) 


(851) N. Bio): g(0, 7)- dv 
— Nu [a0 . Zn, 8) + [U (m,0) + 88,000) - eo T)]- an. 
ö 
Indem man für den räumlich-zeitlichen Mittelwert von (326) für Wärme- 


gleichgewicht den bereits in Nr. 26a verwendeten Ausdruck (328) 
benutzt und 


(352) U, (m) — 27 /W,(n, 0):0-d6 

sowie r 

(353) B,(n) = 22 [Bm 6). 8-46 
0 


setzt, findet man aus (351) mit Berücksichtigung von dn—=h: dv 
die Bedingung 


(354) Na - Bw) em, T) 


Z Aust au} 
N OT) + Br) 0 TE 
vezut&n? 
Aus dem Dissoziationsgleichgewicht der Gase 1, 2 und 3 (Nr. 25a) 
folgt anderseits nach (273), (267) und (268) wiederum 


a N 95,‘ 75, (Rs) h? S 748 
(866): = u, ET, U) 
NW.nA) 9, Y,M)' 94,74, M) VearukT)? 

N, Ng 1 ı 2 4, 


Indem man (355) in (354) einführt, kann die Gleichgewichtsbedingung 








748) Dieser Umstand ist übersehen worden bei einem Versuch von L. de 
Broglie, J. de Phys. (6) 3 (1922), p. 33, auf Grund von Betrachtungen über das 
Wärmegleichgewicht die Frequenzabhängigkeit des Absorptionskoeffizienten für 
Röntgenstrahlung (s. weiter unten im Text) theoretisch zu begründen. De Broglie 
gelangt infolgedessen zu der absurden Folgerung, daß eine zu (352) analoge, 
rein molekulare Größe temperaturabhängig sein müsse, was naturgemäß ausge- 
schlossen ist. 
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auf die Form gebracht werden 
hv 
we wi g:h? E 
Un) = 0%, TB). — Bm], 


worin g wiederum die Abkürzung (339a) bedeutet. Setzt man hier 
für o(v, T) den Ausdruck des Planckschen Strahlungsgesetzes (93), 














TR ak än er 
ein, so muß Da 
(356) BE) 760 Bin) 
und e 
(857) ET er u ta 


gesetzt werden, damit die Gleichgewichtsbedingung zu einer Zempe- 
raturunabhängigen Beziehung zwischen den molekularen Größen (348), 
(352) und (353) wird. Der Vergleich von (177a) mit der Bohrschen 
Frequenzbedingung (114), sowie von (356) mit (109) und (357) mit 
(113) lehrt unmittelbar die Äquivalenz der vorstehenden Betrachtungen 
mit der Einsteinschen Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes für 
nichtdissoziierende bzw. nichtionisierende Strahlungsprozesse (Nr. 11). 

Wie die Definition (352) in Verbindung mit (349) ergibt, be- 
deutet A, (n) einen „Wirkungsquerschnitt“ für strahlende, spontane 
Wiedervereinigungsstöße zwischen Molekülen A, und A,. Das Verhältnis 


M3 R E (v, T) En; 1 
BD}, (m) u, (n) SR 1) 





(ek? 
ergibt offenbar denjenigen Bruchteil erzwungener strahlender Wieder- 
vereinigungsstöße, welcher im Mittel auf einen spontanen strahlenden 


Wiedervereinigungsstoß kommt; da nach (177a) v > = sein muß, 


wird er kleiner als N und bleibt damit für Laboratoriumstem- 
(#1) 

peraturen praktisch vernachlässigbar klein, aber selbst für Sterntem- 

peraturen und nicht zu große n, noch immer gering. Aus (356) und 

(357) folgt ferner 


(358) Bl(,) = ai ETAUF 
da “ " 
(359) a5. = Bw) — 


den molekularen Absorptionskoeffizienten für n,-quantige B,-Moleküle 
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bedeutet, liefert (358) die zuerst von Becker und Kramers’*") abge- 
leitete Beziehung zwischen « und dem Wirkungsquerschnitt für strah- 
lende Wiedervereinigungsstöße: 


2 ER 
(360) er 177 BE FACE 


Wegen der erfahrungsmäßigen Endlichkeit des Absorptionsvermögens 
an den Seriengrenzen, wo n—=0 ist, wird man mit Milne"") zu 
schließen haben, daß der REN A3,(n) zumindest für 
kleine Werte von n allgemein durch 





(861) U, (an) = 
dargestellt sein wird. Für sehr große 7 bzw. v nehmen W, und « 
erfahrungsgemäß monoton ab, was durch (361) und (360) jedenfalls 
qualitativ wiedergegeben wird. 

Ein erfolgreicher Versuch, den Wirkungsquerschnitt (361) für 
den Spezialfall der Bindung von freien Elektronen durch Atomkerne 
theoretisch zu ermitteln, ist von Kramers“*) unternommen worden. 
Kramers geht von dem bereits in Nr. 18b berührten Gedanken aus, 
daB das Bohrsche Korrespondenzprinzip (Nr. 14) im Falle unperiodi- 
scher Systeme*®°) W, ebenso zu berechnen gestatten müsse, wie Ay 
(106) für bedingt periodische Systeme (Nr. 15a), wenn auch mit er- 
heblich geringerer Zwangläufigkeit und Sicherheit.) Er findet für 
die Anlagerung des Elektrons in einer n-quantigen Keplerbahn 


Is —_ m 2 v:Z 
2) %ıs 3yV3.cChin!.v n v( nt ) 





wobei für große Werte seines Argumentes, also für kleine n, gleich 
1 — const.(v - 2° N 


wird. Setzt man dies in (360) ein, so wird der atomare Absorptions- 
koeffieient &z,. in erster Näherung von n unabhängig und proportional 


749) H. A. Kramers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836, $$ 4,5. Ein anderer, wenn- 
gleich erheblich weniger systematisch gerechtfertigter Versuch rührt von A. 8. Ed- 
dington, Month. Not. 83 (1922), p. 35; (1923), p. 431, her, welcher im Zu- 
sammenhang mit Eddingtons Theorie des stellaren Strahlungsgleichgewichtes [vgl. 
z.B. A. 8. Eddington, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 351] aufgestellt worden ist. 
Eddington berechnet für Atomkerne mit der Ladung Z-e und einem als ge- 

geben angesehenen Durchmesser auf Grund des Coulombschen Gesetzes einen 
sk für (361), welcher in Z quadratisch, verkehrt Pipe ve n und von 
v unabhängig ist. 


26. Statistik quantenkinetischer Elementarvorgänge. 1197 


2.) Nach den vorliegenden experimentellen Erfahrungen ist das 


atomare Absorptionsvermögen für Röntgenstrahlen, welches sich nähe- 
rungsweise auf &,,, zurückführen läßt”®!), für hinreichend große » 
tatsächlich von der Form 


(363) a = const. Zt. »"? + f(Z) ®), 

was das Kramerssche Ergebnis (362), übrigens auch hinsichtlich der 
Größenordnung seines Zahlenfaktors, weitgehend bestätigt.) Eine 
experimentelle Bestimmung des „elektronenabsorbierenden Querschnittes“ 
für Wasserstoffatomkerne als Kanalstrahlen in H,, 0, und N, hat 
Rüchardt ausgeführt und hierfür den von der Natur des umgebenden 
Gases unabhängigen Formelausdruck 


x 


(364) Dip—n-.e. (= — a) 


n=1 
angegeben, worin R die Rydbergsche Konstante (141) des Wasser- 
stoffes bedeutet und Q—= R-h zu setzen wäre °*); da (364) für „+0 


750) Ein derartiges Ergebnis ist bis auf den Zahlenfaktor bereits früher 
von A. H. Compton, Phys. Rev. 14 (1919), p. 249, auf Grund einer klassischen 
Behandlung der Röntgenstrahlabsorption abgeleitet worden, welche J. J. Thomson, 
Conduction of Electricity through Gases, Cambridge 1907, 1i. Kapitel, für har- 
monischer Schwingungen fähige Elektronen angegeben hat. Eine Theorie von 
L. de Broglie, J. de Phys. (6) 3 (1922), p. 33, welche ebenfalls zu (363) führt, ist 
inkorrekt und benutzt ganz willkürliche Zusatzannahmen; vgl. Anm. 748) oder 
das Referat von O. Berg, Phys. Ber. 4 (1923), p. 496. 

751) H. A. Kramers, 1. c. (Anm. 749). 

752) F.K. Richtmeyer, Phys. Rev. 18 (1921), p. 13; K. A. Wingardh, Ztschr. 
f. Phys. 8 (1922), p. 365; Diss. Lund 1923. Die älteren Autoren haben anstatt 
‘der Exponenten 4 und 3 vielfach auch Werte zwischen 3,5 und 4 bzw. 2,5 und 3 
gefunden. 

753) Das in Anm, 749) angegebene Resultat von Eddington würde «& pro- 
portional mit »”* machen, was den Verhältnissen bei der Röntgenabsorption 
mithin widerspricht. Nach Milne (Anm. 747) soll sich der Eddingtonsche Aus- 
druck im Bereiche astrophysikalischer Anwendungen indessen als gut brauchbar 
erweisen, namentlich hinsichtlich des von ihm gelieferten Ausdruckes für den 
mittleren Absorptionskoeffizienten des sichtbaren Spektrums, 

754) E. Rüchardt, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 377; Ztschr. f. Phys. 15 (1923), 
p. 164. Hier wird auch eine theoretische Begründung für (364) zu geben ver- 
sucht und (364) sogar auf «-Strahlen am Reichweitenende angewendet. Der 
theoretische Ansatz von Rüchardt ist von @. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), 
p. 172, übernommen worden, welcher ähnliche Betrachtungen für ganz langsame 
Kathodenstrahlen, für Kanalstrahlen und für gewisse Gesetzmäßigkeiten des 
kontinuierlichen Röntgenspektrums aus der Vorstellung eines ringförmigen elek- 
tronenabsorbierenden Querschnittes der Atome einheitlich zu entwickeln ver- 
sucht. Der Umstand, daß es sich in allen diesen Fällen, bis auf die Umladungs- 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 77 
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mit (361) nicht übereinstimmt, dürfte (364) jedoch nur von beschränkter 
Gültigkeit sein, wozu auch beitragen mag, daß bei den Rüchardischen 
Versuchen in der Hauptsache nur die Anlagerung vorher gebundener 
Elektronen eine Rolle spielt. 

Die Gesamtzahl der lichtelektrisch erzeugten Ionenpaare pro Zeit- 
einheit und Kubikzentimeter beträgt, wenn der Einfachheit halber 
nur die untersten Quantenzustände von A,, A, und B, in Betracht 
gezogen werden, nach (348) und (358) 


(365) rin — N hr Bw). o(v, 7). dv 








. h 
un iu Mu Kr 2 fan or ®, ir, 


ekT—1 


wo N) jetzt die Anzahl der B,Molektile in der Volumeneinheit zu 
bedeuten hat. Um die Gesamtzahl der durch Stoß von A,-Moleküle 
bei Wärmegleichgewicht strahlungslos erzeugten Ionenpaare pro Zeit- 
und Volumeneinheit zu erhalten, hat man (343) über n, zu mitteln, 
wofür das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (Nr. 5€) heran- 
zuziehen ist; man erhält so 


fr M,\f-»% 
Q 


(N2)max. 


a 7 En Ng) Ang. 
0 





Das Verhältnis Nsrs Zu Nrient wird daher merklich von der Tempe- 
ratur abhängig sein, ferner von der Größe der Dissoziations- bzw. 
Ionisationsenergie Q, den Massen der beteiligten Moleküle und Disso- 
ziationsprodukte und der Konzentration der stoßenden A,-Moleküle; 
es ist offenbar ganz wesentlich dafür maßgebend, ob eine Reaktion 
vom Typus (253) als photochemisch anzusehen sein wird oder nicht. 
Wird für den Spezialfall der gleichzeitig durch Licht und Elektronen- 


erscheinungen an Kanalstrahlen wenigstens der Hauptsache nach nicht um strah- 
lungsbedingte Anlagerungsvorgänge handelt, läßt es einstweilen jedenfalls als 
fraglich erscheinen, ob die Durchführung eines einheitlichen Gesichtspunktes in 
allen diesen verschiedenartigen Fällen wirklich möglich sein wird. Die Frage 
nach dem Umladungsmechanismus der «-Strahlen am Reichweitenende kann 
nach den Ausführungen am Schlusse des vorangehenden Abschnittes bereits als 
im Sinne einer Bevorzugung strahlungsloser Anlagerungsvorgänge (wegen der 
hohen Geschwindigkeiten, die extrem hohen Temperaturen äquivalent sind) ge- 
klärt gelten 
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stoß bewirkten Ionisation des atomaren Wasserstoffes S1? aus (347) 
und 3, aus (362) entnommen, so zeigt ie daß Nyon: Nriene für 


kleine Werte von c proportional mit 7’? : herauskommt: der Ein- 


fluß der Stoßionisation nimmt im Verhältnis zu jenem der lichtelek- 
trischen lonisation mit steigender Temperatur zu. Die numerische 
Größe dieses Verhältnisses für atomaren Wasserstoff hat Fowler ') 
auf Grund empirischer Daten für 4, von stellarer Provenienz er- 
mittelt und gefunden, daß es unter astrophysikalischen Bedingungen 
Werte zwischen 10-° und 10° annehmen kann, während es für Labo- 
ratoriumsverhältnisse meist vernachlässigbar gering ausfallen wird. 


27. Rückblick auf die Quantenstatistik. II. Hauptsatz der 
Thermodynamik und Nernstsches Wärmetheorem. Wie die Me- 
thoden der modernen Molekularstatistik (Nr. 5, 6, 25) und ihre all- 
gemeine Begründung (Nr. 4) gezeigt haben, kommt dem für die 
makroskopische Thermodynamik so fundamentalen Entropiebegriffe hier 
keinerlei besondere Führerrolle mehr zu, seitdem es sich als entbehr- 
lich gezeigt hat, die aprioristische. Verknüpfung zwischen Entropie und 
„Wahrscheinlichkeit“ zu handhaben, welche von der Planckschen Form 
des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) gefordert wird. Während die 
Einführung des Temperaturbegriffes in der Statistik bei Anwendung 
des Boltzmannschen Prinzipes erst nach Benutzung des Entropie- 
begriffes möglich war, läßt die moderne Darstellung erkennen, daß 
das Wärmegleichgewicht wie in der klassischen Thermodynamik nun 
auch hier durch Gleichheit „empirischer“ Temperaturgrößen gekenn- 
zeichnet werden kann (Nr. 7a), bevor die Bezugnahme auf den II. Haupt- 
satz zur Erlangung einer absoluten Temperaturdefinition vorgenommen 
wird (Nr. Sa). Diese einzige Benutzung des II. Hauptsatzes in der 
Statistik erscheint logisch unvermeidlich, da die absolute Temperatur 
als ein Begriff klassisch-thermodynamischer Herkunft nur unter Be- 
rufung auf die statistischen Analoga der in das Entropiedifferential 
eingehenden thermodynamischen Funktionen mit einer rein statisti- 
schen Größe identifiziert werden kann"°®); sachlich hingegen erscheint 
selbst diese Benutzung des II. Hauptsatzes a wa da die später 


zur absoluten Temperatur erklärte Größe —- log 5 in die verschie- 


denen Verteilungsfunktionen der warmen a (Nr. 5a, 6b) bereits 
als universelle, von der individuellen Natur jener Körper unabhängige 
Veränderliche eingeht. Integrabilität des Entropiedifferentials, makro- 


755) R. H. Fowler, Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, $ 5. 
756) Siehe etwa R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 (1923), p. 497. 
77* 
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skopische Irreversibilität — alles dies ergibt sich in der Statistik 
allein als mathematische Folgerung aus dem vorausgesetzten wahr- 
scheinlichkeitstheoretischen Charakter der Molekularvorgänge, jedoch un- 
abhängig von jeder besonderen Art molekularer Eigenschaften, wie mole- 
kularen Energiefunktionen und dazugehörigen „Gewichten“ (Nr. 9). 
Für den Spezialfall im Wärmeaustausch befindlicher und hierbei che- 
misch unverändert bleibender thermischer Systeme ist diese wichtige 
Tatsache bereits in Nr. 8a erwiesen worden, für den allgemeineren 
Fall von Dissoziationsgleichgewichten miteinander reagierender Kompo- 
nenten wird sie im folgenden auf Grund der allgemeinen Betrachtung 
derartiger Gleichgewichte in Nr. 25b ohne besondere Schwierigkeit 
ebenfalls gefolgert werden können. 

Um den statistischen Ausdruck für das Entropiedifferential (81) 
für Dissoziationsgleichgewichte zu berechnen, hat man wie in Nr. 8a 
zunächst den Differentialausdruck (80) der reversibel „zugeführten 
Wärme“ aufzustellen, wobei berücksichtigt werden muß, daß hier 
außer der empirischen Temperatur $ und den jetzt wieder explizit 
mitzuführenden makroskopischen Parametern a* auch noch die mittleren 
Teilchenzahlen N%@ G(=1,2,..,p), N® (j=1,2,...g) der rea- 
gierenden Komponenten als Veränderliche auftreten; da letztere ge- 
mäß (289) wegen N 
(367) N4 + Za,N® - X (-=1,32,..,P) 

j= 


voneinander nicht unabhängig sind, kann man an ihrer Stelle mit 
Vorteil auch die p voneinander unabhängigen „Konzentrationsvariablen“ 
x, (i=1,2,...,p) benutzen, welche nach Nr. 25b für das Gleich- 
gewicht kennzeichnend sind. Für die Gesamtenergie E der Reaktions- 
teilnehmer findet man mittels des Darwin-Fowlerschen Verfahrens 
aus (295) analog (271) 


z OF ,(®, a*) Bar u. 05,00‘) 
(368) Em Dz a Hama. a ae Baer. 
v=1 


für die makroskopische Kraft A „in der Richtung“ des Parameters a* 
hingegen 


? 1 0F5 ,® a*) 
1 F,,@,«*) a, 
(869) A 1 12: . er >% u Zur 65 da’ | 


log; 
die x, sind hierbei durch die zu (268) analogen Beziehungen bestimmt 
NA — x. F4(@®,a*), (G==1,2,..,P) 


370 TOT? ö 
0 Ne) = 2 Un ...2,P. F5,@®, a). G=1,2,..,9) 
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Setzt man jetzt 


(371) Ir. (2, ar. II P3,(0,a] = u 


so sind A und E ebenso wie in (84) und (84a) von der Form 


1 ologll 
(372) DE — : ee 

Y 
wie man sich durch Vereinigung von (370) mit (368) und (369) leicht 
überzeugt. Für den Differentialausdruck öQ der zugeführten Wärme 
muß man hinsichtlich seiner Abhängigkeit von $ und den Para- 
metern a* demnach den gleichen Ausdruck (80a) erhalten, wie in 
Nr. 8a. Wird die rechte Seite von (80a) nunmehr aber auch als 
Funktion der N4), N) aufgefaßt, so liefert (371) bei Berücksich- 
tigung der Zusammenhänge (297) und (367) für dQ in (80a) den 
Zusatz 








1 
ler log NW + Dana ). log N |. 


Man bekommt daher in Abänderung von (81a) den vollständigen Diffe- 
rentialausdruck 


(373) log - 50 — d|log IT + log; Er - Im. (log NA) — 1) 


=1ı 


Ina ). (log NE) — 1)], 





woraus hervorgeht, daß wiederum als integrierender Nenner von 


log; 


60. auftritt und aus den gleichen Gründen wie in Nr. 8a gemäß (64) 
der absoluten Temperatur T proportional gesetzt werden muß. Abzüg- 
lich einer willkürlichen Integrationskonstante $, findet man aus (373) 
bei Umformung der beiden letzten Glieder mittels der Störlingschen 
Formel (43) für die Entropie 


p q 
(374) S— S— klogT +5 — Dog N! — k D/log N®p), 
i=1 = 


wo $, von 9, den a* und den N(%, N@» unabhängig sein muß, von 
den hier unveränderlichen X4) @—=1,2,...,p) hingegen abhängen 
kann. Setzt man für IT das Produkt (371) ein, so kann $—$, als 
Summe von Beiträgen jeder einzelnen der miteinander reagierenden 
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Komponenten in der Form dargestellt werden 





35) S-S=- > [N . 108 F,(®,a*) + =“ — log N 
+ DL log F5,(8, a*) + A — log N®»}] 


r => (84 — 84,0) +2 (83; — 82,0). ©”) 


i=1 


Diese Betrachtung kann bei Benutzung der Ergebnisse von Nr. 25e 
ohne weiteres auch auf den Fall der Mitwirkung fester Bodenkörper 
ausgedehnt werden, speziell auf das Verdampfungsgleichgewicht zwi- 
schen kondensierter und Gasphase."°®) 

Um neben der Existenz einer statistischen Entropiefunktion auch 
noch die makroskopische Irreversibilität des Wärmeausgleiches zweier 
miteinander zur Berührung gebrachter gleichbeschaffener Reaktions- 
gemische auf statistischem Wege zu erweisen, empfiehlt es sich nach 
Darwin und Fowler, die Entropie anstatt mittels der N“4, N) wie 

in (375), mit Hilfe der „Konzentrationsvariablen“ x, Aupätdrücken. vr) 
(367), (368), (369) und (370) führen hierbei zu 


(376) S—$, ES -F,(9, Dana. ‚ae! 


0j 
i=1 , 


- F3,(®, a®) — kElogd — Ed zw . log x,. "%°) 
i=1 


Bedeuten jetzt S’— $,, V’, E’, 9, X(#, z/ und $”— $,, V”, E”, 9” 
X, 2,” die das Gleichgewicht zweier wrärmeischiciten Tonkliens: 
gemische vor ihrer Vereinigung kennzeichnenden Bestimmungsstücke 
und $—$,,V,E,#, X“, z, die auf das Wärmegleichgewicht des 
vereinigten Gesamtgemisches bezüglichen Zustandsgrößen, so überzeugt 
man sich leicht, daß wegen V=V’+V”, E=E’+E”, X4 — X4 
+ X“ und der Volumenproportionalität der Verteilungsfunktionen 


757) P. Ehrenfest und V. Trkal (Anm. 666), $5; R. H. Fowler, Phil. Mag. 
45 (1928), p. 497, 8 3. 

758) R. H. Fowler, 1. c. (Anm. 757). 

7569) C©.@. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21 (1923), 
p. 730, 8 5. 

760) Der Vergleich mit der Hilfsfunktion (295) des Darwin-Fowlerschen 
Verfahrens ergibt, daß (376) mit dem Integranden in der komplexen Integral- 


darstellung für die Größe (294) bis auf einen Faktor _— — —. überein- 
y yo pP fi 
stimmt. Siehe etwa (261), wop=2 und g=1 ist. er 
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F,(®, a*), F3,(®, a*) in (376) gemäß (251a) oder (251b) auch 
S(d, 2, 2 ..,2,) — 
= I, 2, 24..3,9)— + SG, 2, 0-52) — 5 

sein muß. Da nun gezeigt werden kann, daß 

5(9,2,29.:4%)SI (ld, 2, 04... 2) 
und 

0,0. ST (Bm...) 
außer wenn von vornherein 

-I-9, seyn G-l2..,9) 

gewesen ist’®!), so hat man tatsächlich stets 
(377) $S—- 5, +"’—S<S—$, 
wie zu beweisen war. 

Die vorstehenden Ausführungen zeigen deutlich, bis zu welchem 
Grade die in der makroskopischen Thermodynamik „Entropie“ ge- 
nannte Zustandsfunktion auf statistischem Wege festlegbar erscheint, 
und ähnliches gilt auch für die mit $ gemäß (88) zusammenhängende 
Plancksche charakteristische Funktion P(T, a*). Gegenüber Nr. 8a, wo 
eine genauere Kennzeichnung der willkürlichen Integrationskonstanten 
S,= 7, unterblieben ist, hat man für jeden einzelnen Reaktionsteil- 
nehmer, z. B. für die Komponenten mit den Molekülen A,, an Stelle 
von (86) und (89) jetzt Ausdrücke von der Form 


; E 
(3789) 8,— 840 — klog[Fu(T, a] + — klog(N@N) 
und 


FT, (4) 
(378 a) p,— Yu klog! a 


nn“ ? 





die darin zum Ausdruck kommende Abhängigkeit von den „Vertau- 
schungszahlen“ N4#! der Molekülanzahlen kann offenbar als eine not- 
wendige Bedingung dafür aufgefaßt werden, daß man die Teilentropie- 
differenzen (378) miteinander reagierender Komponenten gemäß (375) 
additiv zu der Gesamtentropie des Gemisches zusammensetzen kann.’®?) 


761) ©. G. Darwin und R. H. Fowler, 1. c. (Anm. 759), $ 4. Der Beweis 
gründet sich auf die in der vorigen Anm. erwähnte Eigenschaft von (376). 

762) Man sieht dies sofort ein, wenn man bedenkt, daß diese thermodyna- 
mische Forderung obiger statistischer Berechnung des Entropiedifferentials still- 
schweigend zugrunde liegt. Umgekehrt kann das Auftreten der „Vertauschungs- 
zahlen“ N(4! in (378) und (3782) auch erschlossen werden, wenn man (86) und 
(89) für nicht-reaktionsfühige Gemische voraussetzt und die Abhängigkeit von 
den N(4) hinterher aus der Forderung bestimmt, daß die Additivität der Teil- 
entropiedifferenzen auch im Falle reaktionsfähiger Gemische erhalten bleiben 
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Wie die zu (377) führende Irreversibilitätsbetrachtung erkennen läßt, 
wird die Additivität von Entropiedifferengen übrigens auch im Falle 
chemisch unveränderlicher thermischer Systeme an die Form (378) 
gebunden sein. Bildet man (378) etwa für ein ideales einatomiges 
Gas von N Molekülen, so erhält man nach (251a) 

Fi 
(379) S-S—ENklogT+Nklog! + Nr log. ee] 
worin $— $, in Übereinstimmung mit der klassischen Thermodyna- 
mik '%) für die doppelte Gasmenge im doppelten Volumen den dop- 
pelten Betrag erhält. Die in Nr. 8a benutzte Form (86) unterscheidet 
sich in ihrer Anwendung auf (251a) von (379) um den Addenden 
klog(N!) und führt daher zu 


(3792) S— SF—=3Nklog7T + NklogV + Nk 10g| 9 





h® 

welche Beziehung jene Eigenschaft nicht besitzt’), hinsichtlich ihrer 
physikalischen Bedeutung mit (379) aber vollkommen gleichwertig ist, 
da $, bzw. S# in (379) bzw. (379a) von N ebenso in ganz beliebiger 
Weise abhängen kann, wie die analogen willkürlichen Konstanten in 
(375), (378) von dn X» (—=1,2,...,r).'®) 


soll. Daß Additivität der Teilentropien und Abhängigkeit von den „Vertau- 
schungszahlen‘“ in der angegebenen Weise miteinander verknüpft sind, gilt bei 
gewissen konkreten statistischen Entropiedefinitionen (s. weiter unten im Text) 
in gewissem Sinne auch schon für nichtreagierende Gemische, da über $, hier 
von vornherein in geeigneter Weise verfügt erscheint. Vgl. z. B. L. Nordheim, 
Ztschr. f. Phys. 27 (1924), p. 65, ferner eine bei D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 
(1923), p. 321 angeführte, auf D. Hilbert zurückgehende Entropiedefinition (siehe 
auch Anm. 168). 

763) Vgl. z B. M. Planck, Thermodynamik, $ 119, Gl. (52). 

764) Man vgl. die Diskussion dieses Umstandes bei P. Ehrenfest und 
V. Trkal (Anm. 666), $ 9, wo eine diesbezügliche Kritik der gesamten älteren 
Literatur gegeben wird, und bei E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41, 
sowie die Entgegnung von M. Planck, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 365. Die 
beiden zuletzt genannten Autoren gehen von bestimmten statistischen Defini- 
tionen für $ aus, so daß bei ihnen über $, bzw. $5 bereits verfügt erscheint, 
was physikalisch aber natürlich keinerlei Unterschied bedingt. 

765) Aus diesem Grunde und wegen (367) kann die Meinung, daß die 
Entropie $ eine homogene Funktion ersten Grades der Molekülanzahlen N (A), 
N) sein müsse, strenggenommen auch im Falle der Dissoziationsgleichgewichte 
nicht mit der formalen Homogenität von (379) begründet werden. Man sieht 
dies noch deutlicher, wenn man den Übergang vom Reaktionsgemisch zum physi- 
kalischen Gemisch so ausführt, daß man alle Moleküle B; zerfallen und die 
Moleküle A; reaktionsunfühig werden läßt; man bekommt so N) — x), 
N®) —0, und findet, daß die Entropien $4; wegen der Willkürlichkeit der 
Sı,o auch dann inhomogen in N (4) gein können, wenn jede der Konstanten 
Sı,o yon der zugehörigen Anzahl N(4) allein abhängt. 


Se 
’ 
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Zur Aufstellung einer „absoluten“ statistischen Entropiedefinition, 
gekennzeichnet durch eine bestimmte Festlegung von $, bzw. S#, wird 
es daher ebenso einer an sich willkürlichen Konvention bedürfen, wie 
in der klassischen Thermodynamik.’%) Derartige Konventionen wer- 
den vor allem durch die Plancksche Form (90a) des Boltzmannschen 
Prinzipes (Nr. 8b) nahegelegt. Ebenso wie im Falle nicht-reagieren- 
der warmer Körper (Nr. 5b) wird es im allgemeinen’) auch bei 
Dissoziations- und Verdampfungsgleichgewichten möglich sein nach- 
zuweisen, daß es bei gegebenen äußeren Bedingungen eine und nur 
eine bestimmte Zustandsverteilung 24.2) (Masxwell-Boltzmannsche Ver- 
teilung) gibt, für welche die Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten 
R(Z%?>) (293) einer beliebigen Zustandsverteilung Z5”? bei Berück- 
sichtigung der Nebenbedingungen (289), (291) und (292) (Nr. 25b) 
zu einem so steilen Maximum gemacht wird, daß die Anzahl der 
Realisierungsmöglichkeiten sämtlicher mit diesen Bedingungen verträg- 
lichen Zustandsverteilungen, (294), asymptotisch mit R(2\3”?) überein- 
stimmt. Auf ähnlichem Wege wie in Nr. 8b findet man dann wiederum 
den Ausdruck (90) des Boltzmannschen Prinzipes 


(390) S — St# — k log R(Z ”?), 


wo die Integrationskonstante $#* wiederum von den konstanten X(4) 
abhängen kann und zu $, in (375) mit Rücksicht auf (293) in der 
Beziehung steht 


(380) Set — $,— 1 Zog (ZN, 


während für das Einzelgas in Übereinstimmung mit dem Unterschied 
von (379) und (379a) nach (29) 


(380”) Set — St—8,-+ log! 


wird.) Setzt man $#* dem Logarithmus einer willkürlichen Funk- 
tion (X, XM,,.., X4p) bzw. p(N) gleich, so nimmt (380) die 
scheinbar „absolute“ Form 

(881) S—klog[p- R(Zun)] 


766) Man vgl. hierzu etwa die Plancksche Formulierung des Nernstschen 
Wärmetheorems! 

767) Vgl. jedoch Anm. 680). 

768) Man überblickt dies am besten an dem in Nr. 25a ausführlich be- 
handelten Spezialfall a=2, q—=1. R(Z,), (258), erscheint hier als das Produkt 
von (2573) und (257b); wenn N W_.xA KA NW)_N (3) —0, wird (257 b) 
der Einheit gleich, so daß (380) mit (86) und daher auch mit (379 a) überein- 
stimmen muß, 
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an’®), welche für die Konvention = 1, Sf* = 0, der ‚Planckschen 
Form (90a) des Boltzmannschen Prinzipes entspricht. Für ideale ein- 
atomige Gase ergibt diese Wahl den Entropieausdruck (370a), wobei 
wegen (380”) SF = 0 zu setzen ist und der Gewichtsfaktor g einst- 
weilen noch willkürlich bleibt. Da die Differenz der Entropie des 
Gases gegenüber der im Bereiche verschwindender spezifischer Wärme 
vorhandenen Entropie seines Kondensates jedenfalls die Eigenschaft 
von (379) haben muß, für die doppelte Gasmenge im gleichen Zu- 
stand den doppelten Betrag anzunehmen, wird man mit Schrödinger 
zu schließen haben, daß die „absolute“ Entropie (319a) des Gases 
einen auf den kondensierten Zustand der Gasmoleküle bezüglichen „abso- 
luten“ Nullpunktsentropie-Betrag enthält.) Wird der Gewichtsfaktor 
9g= 9. der Gasmoleküle (A) in (379) bzw. (379a) in Einheiten des 
Gewichtsfaktors grx für den kondensierten Zustand gemessen, so wird 
der vom Gaszustande allein abhängige Anteil der „absoluten“ Entropie 
des Gases gegenüber (379) durch 


! 34 
(382) (Sg — I NklogT + NklogY + Nklog Is Hering 
IFk 


bestimmt sein"), während die Differenz von (382) gegen (379a), 
(383) Sk = klogN!-+ Nklog grx, 


769) Aus dieser Darstellung geht mit aller Deutlichkeit hervor, daß R(Z,) 
in der Statistik ohne jede Änderung überall durch p- R(Z,) ersetzt werden 
könnte. Man sieht daraus, daß die Bevorzugung von R(Z,) im Grunde genom- 
men nur konventionell ist, daB diese Konvention aber hinterher durch Mitführung 
unbestimmt bleibender Konstanten $,, #, wieder rückgängig gemacht werden 
kann. Den konventionellen Charakter der Benutzung von R(Z,) hat M. Planck, 
Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 673, Fußn. auf p. 681, angedeutet. — Die im Text 
mit Rücksicht auf die Verhältnisse bei Dissoziationsgleichgewichten (Nr. 25) 
oben mehrfach bevorzugte Mitführung unbestimmter „Gewichtsfaktoren‘“ g würde 
z. B. beim Einzelgas von N Molekülen dem speziellen Ansatz = gN entspre- 
chen, wenn dieser Faktor nicht bereits von vornherein in die Definition von 
R(Z,) einbezogen worden wäre, 

770) E. Schrödinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41. Mit der angegebenen 
Deutung scheinen auch gewisse Schwierigkeiten ihre Beseitigung gefunden zu 
haben, auf welche W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481, $ 3, insbeson- 
dere Fußn. auf p. 534, in Verbindung mit der Konvention g=1 aufmerksam 
gemacht hat. 

771) Daß dieser Ausdruck auf thermodynamischem Wege genau zu der in 
Nr. 25 e statistisch abgeleiteten Dampfdruckformel führt, kann einer von M. Planck 
[1], $ 187, für den Spezialfall 9, = 9x = Y4(1) = 1 gegebenen Ableitung dieser 
Formel unmittelbar entnommen werden. — Wie der Vergleich des konstanten 
Gliedes in (382) mit jenem der Dampfdruckgleichung (317) dartut, übertrifft die 
in der Einheit Nk gemessene „Entropiekonstante“ die chemische Konstante um 
den Betrag 3 — log k. 
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die „absolute“ Nullpunktsentropie der N komdensierten, d. h. praktisch 
unbeweglichen Moleküle darstellen muß, was bei Berücksichtigung von 
(307) auch auf Grund der Dampfdruckformel (315) verifiziert werden 
kann.’"!®) Da man für die einzig mögliche Zustandsverteilung Z von 
N unbeweglichen Molekülen mit dem Gewichtsfaktor grx nach (29) 


(384) Rrx(29) — N! (ger) 


erhält, führt das Boltzmannsche Prinzip (381) mit der obigen Kon- 
vention g = 1 ebenfalls zu (383)’%) und beweist so auch auf ganz 
direktem Wege die Folgerichtigkeit der dargelegten Auffassung.’”?) 
Ganz ähnliche Betrachtungen sind zur Bestimmung der „absoluten“ 
Entropie physikalischer oder chemischer Gasgemische erforderlich, wo- 
bei den Kondensaten der Charakter von Mischkristallen oder festen 
chemischen Verbindungen zukommt.’”?) Für alle statistischen Betrach- 
tungen hingegen, die sich nur auf die innere Energie der Atome und 
Moleküle beziehen (Nr. 24a, 24b), bei welchen man demnach mit 
ruhenden Molekülen auskommen kann, spielen Volumenabhängigkeiten, 
wie sie zur Unterscheidung zwischen (379) und (379a) genötigt haben, 
keine Rolle, so daß das Boltzmannsche Prinzip (381) für g=1 un- 
mittelbar zu brauchbaren „absoluten“ statistischen Entropiewerten führt. 

Mit den vorstehenden Betrachtungen ist klargestellt, daB auf den 
Gaszustand allein bezughabende „absolute“ Entropieausdrücke mittels 
des Boltemamnschen Prinzipes (381) unmittelbar nur dann erhalten 
werden können, wenn allgemein dem Reziproken der Nullpunkts- 
entropie für den kondensierten Zustand des betrachteten thermischen 


771a) Vgl. auch die vorige Anm. Die Dampfdruckformel (315) kann nämlich 
bei Berücksichtigung des ihr zugrunde liegenden Annäherungsgrades in der Form 


k log} Nr! [9rx' F 28)" FR} — klog [N px!‘ Irx NFk 
Nrx 





 klog[F,@J'A—klog N]! 
u. N, 





geschrieben werden. Die mit N, multiplizierte rechte Seite dieser Beziehung 
stellt nach (89) den der Entropiegröße (382) gemäß (88) entsprechenden Aus- 
druck für die Plancksche Wärmefunktion Y, der Dampfphase dar. Da die mit 
Nyx multiplizierte linke Seite sich gemäß “so7) und (89) von %,„, gerade um 
den Betrag (383) unterscheidet, so wird klar, daß die Festsetzung (382) not- 
wendig (383) nach sich ziehen muß, wie zu beweisen war. 

772) Da 97x hier vollkommen willkürlich ist, kann man ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit die Konvention g,7„—=1 einführen, erh (383) ebenso wie 
(384) einen völlig bestimmten Wert erhält. 

773) Vgl. die Bemerkungen von E. Schrödinger, 1. c. (Anm. 170) 2 zur Theorie 
der Mischkristalle bei M. Planck [1], $ 186. 
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Systems gleichgesetzt wird: 
R(Z 
(385) S—klog an) 


Ryz 29) ; 


Eine Begründung dieses Ausdruckes auf Grund von Konventionen, 
welche explizit keinerlei Beziehungen zum Nullpunktsverhalten der kon- 
densierten Substanz aufweisen, wird seit längerer Zeit von Planck ver- 
treten.) Die Plancksche Auffassung benutzt von vornherein die 
quantenstatistische Festlegung (221) bzw. (224) für die Größe der 
u-Raum-Zellenvolumina, ferner setzt sie gemäß (280) und (282a) alle 


Gewichtsfaktoren der Einheit gleich, wodurch in (382) 2 = 1 wird. 0) 
FR 


Rrxz(Z%) reduziert sich dadurch beim Einzelgas auf die „Vertauschungs- 
zahl“ N! bzw. auf ein Produkt solcher Größen bei Gemischen und 
Gasgleichgewichten; das Auftreten dieser Größen in (385) wird durch) 
geeignete Konventionen über das Verhalten sehr vieler, mit dem zu 
untersuchenden gleichbeschaffener Systeme im I'-Raume erreicht.’’®) 

Der Anlaß zur Definition „absoluter“ Entropiewerte geht letzten 
Endes ebenso wie in der makroskopischen Thermodynamik’%) auf 


774) M. Planck [1], $ 179 ff., ferner Berl. Ber. 1916, p. 653; Ann. d. Phys. 
66 (1921), p. 365; 75 (1924), p. 673. 

775) Diese nach den Betrachtungen von Nr. 25a und 25c wohl zu spe- 
zielle Festsetzung beinhaltet demnach implizit auch eine Verfügung über die 
Eigenschaften des kondensierten Zustandes. 

776) Als vornehmstes Argument zugunsten seiner an die Boltzmann-Gibbs- 
sche I-Raumstatistik anschließenden Betrachtungsweise wird von Planck ins 
Treffen geführt, daß die im vorliegenden Berichte ausschließlich benutzte Max- 
well-Ehrenfestsche u-Raumstatistik mit keinem realen Einzelgas zu operieren in 
der Lage sei, indem sie dieses ebenso wie N voneinander unabhängige Moleküle 
behandle, von denen jedes ein abgesondertes Volumen V zur Verfügung hat. Ab- 
gesehen davon, daß der Grad gegenseitiger Unabhängigkeit der Moleküle bei 
Planck und bei Ehrenfest praktisch doch der gleiche ist, kann dieser Auffassung 
entgegengehalten werden, daß sie die Notwendigkeit und Möglichkeit einer sach- 
gemäßen Begründung der Boltzmannschen Verteilung (Nr. 4) oder des Boltzmann- 
schen Prinzipes (Nr. 8b) unter Berufung auf die Zeitgesamtheit des Gases völlig 
aus dem Auge läßt. Hierzu ist die Benutzung vor allem der in Nr. 4 einge- 
führten zeitlichen „Übergangswahrscheinlichkeiten“ (18), (18a) unerläßlich; wie 
aber bereits in Nr. 2 angedeutet worden ist, kann die Existenz derartiger „Über- 
gangswahrscheinlichkeiten“‘ nur als Ergebnis des (paarweisen, dreifachen, ...) 
Zusammenwirkens der Moleküle verstanden werden, deren gleichzeitiges Vor- 
handensein in einem einzigen Volumen V daher auch für die u-Raumstatistik un- 
umgänglich ist. Die Grundlagen der beiden von Planck am Einzelgas einander 
gegenübergestellten statistischen Methoden erscheinen demnach einander völlig 
äquivalent. Bezüglich tiefliegenderer Besonderheiten der Planckschen Auffassung 
vgl. man jüngst E. Schrödinger, Berl. Ber. 1925, p. 434, sowie M. Planck, Berl. 
Ber. 1925, p. 442. 
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den Inhalt des Nernstschen Wärmetheorems”") zurück, wonach die 
Enntropieänderungen kondensierter Systeme für isotherme, reversible Pro- 
zesse mit unbegrenzt abnehmender Temperatur gegen Null konver- 
gieren. Für Veränderungen innerhalb einer einzigen Phase fordert 
dieser Satz das Verschwinden der spezifischen Wärmen kondensierter 
Substanzen bei T—= 0, was für kristallisierte Festkörper aus (96) und 
(96a) (Nr. 9) unmittelbar entnommen und als Folgerung aus den 
. quantenstatistischen Eigenschaften der Festkörper -Verteilungsfunktionen 
(99) (Nr. 9) und (35B) (Nr. 6b) erkannt werden kann. Für chemische 
Umsetzungen führt das Nernstsche Theorem zu einer eindeutigen Be- 
stimmung des chemischen Gleichgewichtes durch die dem Verdampfungs- 
gleichgewicht (Nr. 25€) entnommenen chemischen Konstanten der gas- 
förmigen Reaktionsteilnehmer; für homogene Gasgleichgewichte (Nr. 25a, 
25b) insbesondere soll das von den makroskopischen Zustandsvariablen 
(Konzentrationen, Druck, Temperatur) unabhängige Glied der Gleich- 
gewichtsformeln durch die Summe der chemischen Konstanten aller 
Reaktionsteilnehmer”"®) gegeben sein. Wie in Nr. 25a für den Fall 
der Reaktion (253) ausführlich gezeigt worden ist, führt tatsächlich 
auch die Quantenstatistik zu einer eindeutigen Bestimmung des chemi- 
schen Gleichgewichtes, sofern die Verhältnisse der willkürlichen „Ge- 
wichtsfaktoren“ aller Reaktionsteilnehmer bestimmte, empirisch er- 
mittelbare Werte besitzen. Um die aus dem Verdampfungsgleich- 
gewicht (317) gefolgerten chemischen Konstanten mit den entspre- 
chenden Größen in der chemischen Gleichgewichtsbedingung (281) 
identifizieren zu können, muß nach den diesbezüglichen Betrachtungen 
von Nr. 256 angenommen werden, daß die Gewichte der „untersten“ 
Quantenzustände einschließlich der Gewichtsfaktoren grx für den kon- 
densierten Zustand aller Reaktionsteilnehmer einander gleich sind und 
der Einheit gleichgesetzt werden können. Das Nernstsche Wärmetheorem 
verlangt demnach Gleichheit der „untersten“ Quantengewichte für ganz 
beliebige kondensierte Systeme — eine Folgerung, welche auf etwas 
anderem Wege zuerst von Einstein abgeleitet und später insbesondere 
von Stern und Schotiky eingehend diskutiert worden ist.’”) Da sich 


777) Vgl. vor allem W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grund- 
lagen des neuen Wärmesatzes, Halle 1918, II. Aufl. 1924, ferner etwa V 11, Phy- 
sikalische und Elektrochemie (K. F. Herzfeld), Nr. 4, 5. 

778) Wobei die chemischen Konstanten für die in Richtung positiver 
Wärmetönung verschwindenden Substanzen mit dem entgegengesetzten Vor- 
zeichen in Rechnung zu stellen sind, wie jene für die gebildeten Substanzen. 

779) A. Einstein, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 16 (1914), p. 820; O. Stern, Ann. 
d. Phys. 49 (1916), p. 823; W.Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1; 23 (1922), 
p. 9, 448. Vgl. ferner K. F. Herzfeld, Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 139; 
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in der Nähe des absoluten Nullpunktes praktisch sämtliche Festkörper- 
eigenschwingungen in ihren „untersten“ Quantenzuständen befinden, 
würde die statistische Bedeutung des Nernstschen Satzes darauf hinaus- 
laufen, das Nullpunktsverhalten beliebiger materieller Festkörper als ein 
in dynamischer Hinsicht eindeutiges'®°) Bezugssystem zur absoluten 
Messung von Quantengewichten und Gewichtsfaktoren für sämtliche 
Aggregatzustände namhaft zu machen. 

Diese Folgerung kann durch den bisherigen Erfolg der Prüfungen 
des Nernstschen Wärmetheorems am experimentellen Tatsachenmaterial 
als weitgehend bestätigt angesehen werden. Auf Grund einer in letzter 
Zeit vorgenommenen Untersuchung von etwa zwanzig homogenen und 
heterogenen Gleichgewichten hingegen meint Eucken"®!) gewisse Ab- 
weichungen von den Forderungen des Nernstschen Wärmesatzes sicher- 
gestellt zu haben.’®?) Nach Eucken soll nämlich für eine Reihe kon- 
densierter Substanzen, jedenfalls aber für Wasserstoff, der Gewichts- 
faktor grx in (383) von der Größenordnung 2 sein. Sollte sich dieses 
Ergebnis weiterhin bestätigen; so würde es trotzdem nicht als Beweis 
dafür angesehen werden dürfen, daß der von der Quantenstatistik 


C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, $8; R.H. FEN 
Phil. Mag. 45 (1923), p. 497, 8 7. 

780) Diese Eindeutigkeit scheint beim chemisch homogenen einatomigen 
Kristall nur in dynamischer Hinsicht vorhanden zu sein, da die N kondensierten, 
als untereinander völlig gleich angesehenen Atome, jetzt allerdings bloß begriff- 
lich, auf N! verschiedene Weisen miteinander vertauscht werden können, ohne 
den Nullpunktszustand abzuändern. Bei näherem Zusehen gelangt man aller- 
dings zu Zweifeln an der Richtigkeit dieser Schlußweise, wenn man die Kern- 
struktur der Atome und Moleküle (Nr. 13) gebührend in Rücksicht zieht. Da 
nach O. Stern (Anm. 779) eine Vertauschung zweier wungleichartiger Moleküle bei 
Mischkristallen ohne Energieänderung nicht möglich ist, so kann es hinsichtlich 
derartiger Vertauschungen nur einen Zustand geringster Energie geben, welcher 
dann dem Nullpunktszustand entsprechen muß. Sieht man nun zwei, im übrigen 
gleichartige Moleküle mit etwa phasenverschiedenen Elektronenbewegungen folge- 
richtig als verschieden an, so wird sich im allgemeinen auch hier ergeben müssen, 
daß der Nullpunktszustand mit Rücksicht auf die Wechselwirkungen der Mole- 
küle untereinander auch beim chemisch homogenen Festkörper ein einheitlicher 
sein könnte, der Vertauschungen von Molekülen nicht mehr zuläßt, wohl aber 
solche der Elementarladungen. Die angedeutete Problemstellung läßt die prin- 
zipielle Tragweite von statistischen Untersuchungen erkennen, welche bis auf 
die Elementarladungen als letzte Bausteine der molekularen Gebilde zurück- 
gehen würden. Vgl. dazu Anm. 669), 671). 

781) A. Eucken und F. Fried, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 36; A. Eucken, 
E. Karwat und F‘. Fried, ebenda p. 1. 

782) Vgl. hierzu die Diskussion: F. Simon, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 224; 
A. Eucken und F. Fried, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 150; F. Simon, Ztschr. f 
Phys. 33 (1925), p. 946. 
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offengelassenen Festlegung der Gewichtsfaktoren grx, 94 in den Dampf- 
druck- und chemischen Gleichgewichtsformeln mit Notwendigkeit eine 
dem Nernsischen Wärmesatz entgegengesetzte prinzipielle Bedeutung 
zukommt”®?); vielmehr wäre es nach Schottky"®) durchaus möglich, 
daß neben dem vom Nernstschen Theorem geforderten eindeutigen 
Nullpunktszustand des Festkörpers eine Anzahl anderer, nur um weniges 
energiereicherer Zustände existenzfähig sein könnten, welche experi- 
mentell von jenem Nullpunktszustande einstweilen nicht zu unter- 
scheiden wären, dadurch aber von Eins verschiedene Werte der Ge- 
wichtsfaktoren 97x vortäuschen würden. 

Die absolute Festlegung der Gewichte und Gewichtsfaktoren durch 
den Nernsischen Wärmesatz beseitigt die letzte Unbestimmtheit, welche 
der „absoluten“ Entropiedefinition des Boltemannschen Prinzipes (381) 
auch nach Verfügung über die willkürliche Funktion 9 noch anhaftet. 
Da aus einem thermischen System beim absoluten Nullpunkt offenbar 
keine Wärmemenge mehr „herausgeholt“ werden kann, liegt es nahe, 
die willkürliche Funktion @ in (381) allgemein so festzulegen, daß 
seine Nullpunktsentropie gleich Null wird, wie es der Planckschen 
Form des Nernstschen Würmetheorems in der makroskopischen Thermo- 
dynamik®°) entspricht. Bei allen statistischen Systemen ohne Trans- 
lationsbewegungen, ausgenommen beim Festkörper, sind Nullpunkts- 
ausdrücke von der Form (383), wie bereits hervorgehoben, für = 1 
abwesend, so daß diese Konvention hier allgemein 
(386) so) — 0 | 
ergibt; ein analoges Ergebnis wird von den eigens zu diesem Zwecke 
aufgestellten Gasentartungstheorien (Nr. 19, 25c) für Systeme mit 
Translationsbewegungen jedoch nur dann geliefert, wenn man (383) 
abspaltet und, wie oben, für den kondensierten Zustand in Anspruch 
nimmt. Für diesen Zustand aber, d. h. für Festkörper, bekommt man 
aus (383) mit 9—=1 und grz—= 1 nach dem Nernstschen Theorem, 
den von Null verschiedenen Betrag 


(387) Sr —klogM. 
Dieser trotz seiner thermodynamischen Bedeutungslosigkeit’#) auf- 


783) Z. B. die Existenz mehrerer Nullpunktsmodifikationen des Festkörpers 
von exakt gleichem Energieinhalt, welche der in Anm. 780) geäußerten Auf- 
fassung im allgemeinen widersprechen würde. 

784) W. Schottky, 1. c. (Anm. 714) oder 779). 

785) Siehe etwa M. Planck, Thermodynamik, oder die in Anm. 777) ge- 
nannte Literatur. ‘ 

786) Nach der Terminologie von W. Schottky (Anm. 668) wäre (387) eine 
bloß „formale“ Entropiegröße gegenüber den technischen Entropiedifferenzen der 
makroskopischen Thermodynamik. 
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fallende Unterschied gegenüber (386) hat verschiedene Zusatzbetrach- 
tungen hervorgerufen, welche darauf hinzielen, auch S%% gleich Null 
zu machen. So versuchen Planck'®”) und Herzfeld"?°) auf getrennten 
Wegen, das Verschwinden von (387) durch geeignete Konventionen 
über die Berechnung der „thermodynamischen Wahrscheinlichkeit“ in 
(80a) zu erreichen. Nach einer anderen, von Planck allerdings nur 
hinsichtlich der Nullpunktsentropie der Mischkristalle vertretenen Auf- 
fassung ''?) '#), könnte man ein Verschwinden von (387) in das dem 
absoluten Nullpunkt benachbarte Zustandsgebiet verlegen, für welches 
die statistische Temperaturdefinition zu versagen beginnt.’®”) Während 
diese Auffassungen ihren Zweck innerhalb des Rahmens der bisherigen 
Statistik zu erreichen streben, faßt Einstein das der Beziehung (387) 
zugrunde liegende Auftreten einer Nullpunktszustandsverteilung mit einer 
von Eins verschiedenen Anzahl ihrer Realisierungsmöglichkeiten als ein 
prineipielles Versagen der bisherigen statistischen Methodik auf.) Ein- 


787) M. Planck [1], $$ 184, 185. Da die Plancksche Konvention im Falle 
der Mischkristalle, $ 186, nicht mehr beibehalten werden kann, ist oben in 
Nr. 25c gemäß Anm. 704) auf ihre eingehendere Berücksichtigung verzichtet 
worden. Die oben, p. 1206, gegebene erste Ableitung von (383) auf Grund der 
Beziehung (379a) für die Gasentropie wird von Planck (Anm. 774) durch die 
dort im Text bereits angedeuteten Konventionen vermieden. 

788) K. F. Herzfeld, V 11 (Physikalische und Elektrochemie), Nr. 5, b) I, 
läßt den Festkörpermolekülen im Gegensatz zu p. 1170 und Anm. 703a) die Mög- 
lichkeit „innerer“ Vertauschungen innerhalb gewisser dreidimensionaler Raum- 
volumina und setzt 9,, dem Reziproken der sehr großen Anzahl dieser Volu- 
mina gleich, wodurch (387) zwar nicht exakt verschwindet, aber doch von sehr 
niedriger Größenordnung wird. 

789) Dieses Zustandsgebiet wäre erreicht, wenn die Anzahl der noch nicht 
„eingefrorenen‘‘ Festkörperfreiheitsgrade so klein geworden ist, daß der makro- 
skopische II. Hauptsatz seine Gültigkeit verliert und anstatt dessen die „geord- 
nete‘* Bewegung eines Systems von „endlich“ vielen Freiheitsgraden merklich 
zu werden beginnt. Das Erreichen dieses Zustandsgebietes ist indessen „tech- 
nisch“ (vgl. Anm. 786) unmöglich (Nernsts Prinzip von der Unerreichbarkeit des 
absoluten Nullpunktes). — Zugunsten der obigen zweiten Planckschen Auffassung 
könnte ‘gegenüber der Begründung des Faktors N! im Wege „äußerer“ Molekül- 
vertauschungen bei höheren Temperaturen (p. 1171) geltend gemacht werden, 
daß solche Vertauschungen im absoluten Nullpunktszustand unmöglich werden, 
so daß hier an Stelle von N! die Einheit treten muß, woraufhin (387) tatsäch- 
lich verschwindet. Vgl. dazu ferner Anm, 780). 

790) A. Einstein, Berl. Ber. 1925, p. 3, $ 7. — Allerdings wird hier bloß der 
negative Betrag (387) als Nullpunktsentropie des (entarteten oder nichtentarteten) 
Gases geprüft und die folgerichtige Trennung von (382) und (383) nicht vor- 
genommen. Die Einsteinschen Argumente können aber (und müssen es im Falle 
jener Trennung) unverändert auch gegen eine Festkörper-Nullpunktsentropie (387) 
ins Treffen geführt werden. Daß die Einsteinsche Forderung (388) mit Rück- 
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stein befürwortet daher die Annahme eines neuartigen, erst kürzlich 
von Bose erdachten statistischen Verfahrens”), welches für eine Null- 
punktszustandsverteilung an Stelle von (384) prinzipiell 

(388) R(ZN) —1 

ergibt, so daß das Boltzmannsche Prinzip (385) mit grx = 1 auch hier 
nur bee g=1 zu (386) führen würde. Wie man der Forderung (388) 
entnehmen kann, wird für jede zu (388) führende statistische Methodik 
ein prinzipieller Verzicht auf die in Nr. 2 und 3 vorausgesetzte statisti- 
sche Unabhängigkeit der Moleküle voneinander°?*) zur unausweichlichen 
Notwendigkeit, was für den Nullpunktszustand in gewissem Sinne 
auch als plausibel gelten kann. Da die bisherigen statistischen Be- 
handlungen der Molekültranslation (Nr. 5e, 25c) nach dem Obigen 
die Nullpunktsentropie (387) des Festkörpers mitliefern ‘*?), so müßte 
eine derartige Methodik auch auf die Theorien der Gasentartung an- 
gewendet werden, was Einstein") für das Bosesche Verfahren aus- 
geführt hat.”%) Die neue Methodik ist gegenüber der bisherigen ge- 
kennzeichnet durch die Annahme bestimmter a priori- Häufigkeiten für 
das Vorhandensein bestimmter Molekülanzahlen in den verschiedenen 
w-Raumzellen’®), womit die statistische Unabhängigkeit der Einzel- 


sicht auf das in der vorigen Anm. gekennzeichnete Zustandsgebiet von mehr 
formaler als sachlicher Bedeutung ist, hat jüngst A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 
(1925), p. 613, $ 1, hervorgehoben. 

791) S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178; siehe auch Anm. 546). 

792) Vgl. Anm. 790). — Die jüngst von M. Planck, Berl. Ber. 1925, p. 49, 
aufgestellte Entartungstheorie vermeidet diesen Ausdruck wiederum, indem sie 
von vornherein eine dem Ansatz (385) äquivalente Verfügung trifft. 

793) A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261; 1925, p. 3, 18. 

794) Läßt man die in Nr. 25c vorausgesetzte und in Anm. 703a) qualitativ 
belegte Unmöglichkeit „innerer“ Molekülvertauschungen beim Festkörper fallen, 
so könnte die Temperaturabhängigkeit einer vielleicht in der Nähe des Schmelz- 
punktes merklichen ‚echten‘ Selbstdiffusion seiner Moleküle auf Grund des .Bose- 
schen Verfahrens ebenfalls theoretisch erfaßt werden. 

795) Da die bisherige Statistik nach Nr. 3 a priori-Häufigkeiten bloß dafür 
kennt, daß ein Molekül in eine bestimmte u-Zelle fällt, unabhängig davon, ob 
und wie viele andere Moleküle in derselben Zelle vorhanden sind, so können die 
Ergebnisse der beiden Methoden nur in solchen Gebieten miteinander überein- 
stimmen, wo nach beiden praktisch nur je ein oder gar kein Molekül auf jede 
u-Zelle kommt. Das neue Verfahren nimmt qualitativ die Besonderheiten der 
bisherigen Quantenstatistik gegenüber der klassischen Statistik insofern vorweg, 
als es, um sinnvoll zu bleiben, unbedingt an der Endlichkeit der u-Zellenvolumina 
festhalten muß; läßt man diese Volumina gegen Null konvergieren, was in der 
Quantenstatistik dem Übergang (121), limh->0, entspricht, so kommt man zur 
gewöhnlichen klassischen Statistik, weil es unendlich unwahrscheinlich ist, daß 
mehr als ein Molekül in eine „unendlich-kleine“ u-Zelle fällt. — Wenn man die 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 78 
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moleküle in der Tat aufgehoben erscheint.’®%) Der Rückschluß von 
(388) auf ein Verschwinden der Nullpunktsentropie für ganz beliebige 
statistische Systeme bei = 1 würde offensichtlich den Nachweis er- 
fordern, daß das Boltzmannsche Prinzip (381) auch innerhalb der 
neuen Methodik gültig bleibt.”””) Ob dieser Erfolg der Bose-Einstein- 
schen Betrachtungsweise dazu angetan sein wird, ihr einen dauernden 
Platz in der statistischen Physik zu sichern, wird wohl erst von der 
Zukunft entschieden werden können. 


a priori-Häufigkeiten des neuen Verfahrens wiederum mit dem Namen „Ge- 
wichte‘‘ belegt, so wird die Reihe der ‚Gewichte‘ eine diskrete, zweifach-unend- 
liche, während die Reihe der gewöhnlichen Quantengewichte einfach-unendlich 
ist. Die „neuen“ Gewichte können ebenso wie die „alten“ von der Natur der 
Moleküle und den makroskopischen Parametern a* abhängen, vgl. A. Smekal, Ztschr. 
f, Phys. 33 (1925), p. 613, $1. Bose und Einstein haben sich auf den Fall be- 
schränkt, daß die „neuen“ Gewichte nur von der augenblicklichen Molekülanzahl 
der betreffenden Zelle abhängen, was bei den ‚alten‘ Gewichten auf die Wahl 
g= const. hinausläuft; das hat zur Folge, daß nach ihrer Methode nur die 
Strahlung (Bose) oder das ideale Punktmolekülgas (Einstein) behandelt werden 
können, während die Betrachtung realer Gase die angegebene Verallgemeinerung 
erheischt. 

796) Man vgl. hierzu den in Nr. 17 unternommenen Versuch zu allgemeinen 
Betrachtungen über die prinzipielle Unmöglichkeit einer beliebig weitgehenden 
Isolierung einzelner Moleküle in der Quantentheorie, welcher eine derartige Un- 
abhängigkeit grundsätzlich bereits ausschließt (s. auch Anm. 438). Allerdings 
dürfte der von Einstein befürwortete Grad gegenseitiger Abhängigkeit der Mole- 
küle wesentlich tiefer liegen: während in Nr. 17 der räumlich-dreidimensionalen 
Nachbarschaft der Moleküle die Hauptrolle zufallen dürfte, kommt es bei Ein- 
stein auf eine mehrdimensionale, phasenräumliche Koppelung der Moleküle an, 
also auf ihre Nachbarschaft im u-Raume, unabhängig von ihrer etwaigen Nach- 
barschaft im physikalischen Raum ! 

797) Wenn man bedenkt, daß ähnliche Betrachtungen wie in Nr. 4 für die 
neue Methode zum Nachweis der Existenz einer ‚„‚wahrscheinlichsten‘ „Bose- 
Einsteinschen Verteilung‘ führen müssen (welche der „Maxwell- Boltzmannschen 
Verteilung“ von Nr. 5b entspricht), so kann auf dem gleichen Wege wie in 
Nr. 8b auch der Nachweis des Boltzmannschen Prinzipes (381) innerhalb der 
neuen Methodik erbracht werden. Die zu Nr. 4. analogen Glieder dieses Be- 
weises sind bisher allerdings noch nicht näher behandelt worden. 











Berichtigung: 
Auf Seite 982 müssen die Gleichungen (120) lauten: 
8 % vg = ‚ 8 \ „g Ar gr 
(120e) ne 
e B,„ (v') H By (@) 


(Nr. 1—9 abgeschlossen am 1. Juli 1923, Nr. 10—16 am 1. August 1924, 
Nr. 17—27 am 13. Juni 1925. Literaturnachweise nachgetragen bis Anfang 1925.) 


Nachwort zu Band V. 


Beim Abschluß des physikalischen Bandes der Eneyklopädie sei 
es gestattet, einen Rückblick zu werfen auf das mit diesem Bande Be- 
absichtigte und auf das Erreichte. Die Absicht war, einen histori- 
schen Überblick zu geben über die Anwendungen der Mathematik auf 
Physik, namentlich während des 19. Jahrhunderts. Diese Absicht ist 
nur sehr unvollkommen erreicht worden. Nicht das mathematische, 
sondern das physikalische Interesse war bei den meisten Mitarbeitern 
dieses Bandes maßgebend, nicht die historische Entwicklung, sondern 
die gegenwärtige Problematik stand im Vordergrunde. Ich glaube, 
daß wir diese Wendung nicht zu bedauern haben. Die Eneyklopädie 
hat auf diese Weise, wie schon in der Vorrede zu diesem Bande be- 
merkt wurde, in den Gang der neuesten Entwicklung lebendiger ein- 
gegriffen, als es nach dem ursprünglichen Plane möglich gewesen wäre. 

Bedenklicher ist es, daß auch die gegenwärtigen Probleme nur 
mit Auswahl zur Darstellung gekommen sind. Z. B. fehlt die wich- 
tige molekulare Theorie des Magnetismus und die Theorie der Di- 
elektrica, die Theorie der Ionisation in Elektrolyten und Gasen, die 
Radioaktivität und manches andere. In dem ursprünglichen Plan war 


ein aneführliehar Artıkel ihar @enmatrischa Ontik nnd antische Instrn- 
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moleküle in der Tat aufgehoben erscheint.'”) Der Rückschluß von 
(388) auf ein Verschwinden der Nullpunktsentropie für ganz beliebige 
statistische Systeme bei = 1 würde offensichtlich den Nachweis er- 
fordern, daß das BDoltzmannsche Prinzip (381) auch innerhalb der 
neuen Methodik gültig bleibt.) Ob dieser Erfolg der Bose-Einstein- 
schen Betrachtungsweise dazu angetan sein wird, ihr einen dauernden 
Platz in der statistischen Physik zu sichern, wird wohl erst von der 
Zukunft entschieden werden können. 


a priori-Häufigkeiten des neuen Verfahrens wiederum mit dem Namen „Ge- 
wichte‘‘ belegt, so wird die Reihe der „Gewichte‘‘ eine diskrete, zweifach-unend- 
liche, während die Reihe der gewöhnlichen Quantengewichte einfach-unendlich 
ist. Die „neuen“ Gewichte können ebenso wie die „alten“ von der Natur der 
Moleküle und den makroskopischen Parametern a* abhängen, vgl. A.Smekal, Ztschr. 
f. Phys. 33 (1925), p. 613, $1. Bose und Einstein haben sich auf den Fall be- 
schränkt, daß die „neuen“ Gewichte nur von der augenblicklichen Molekülanzahl 
der betreffenden Zelle abhängen, was bei den „alten“ Gewichten auf die Wahl 
g= const. hinausläuft; das hat zur Folge, daß nach ihrer Methode nur die 
Strahlung (Bose) oder das ideale Punktmolekülgas (Einstein) behandelt werden 
können, während die Betrachtung realer Gase die angegebene Verallgemeinerung 
erheischt. 

796) Man vgl. hierzu den in Nr. 17 unternommenen Versuch zu allgemeinen 
Betrachtungen über die prinzipielle Unmöglichkeit einer beliebig weitgehenden 
Isolierung einzelner Moleküle in der Quantentheorie, welcher eine derartige Un- 
abhängigkeit grundsätzlich bereits ausschließt (s. auch Anm. 438). Allerdings 
dürfte der von Einstein befürwortete Grad gegenseitiger Abhängigkeit der Mole- 
küle wesentlich tiefer liegen: während in Nr. 17 der räumlich-dreidimensionalen 
Nachbarschaft der Moleküle die Hauptrolle zufallen dürfte, kommt es bei Ein- 
stein auf eine mehrdimensionale, phasenräumliche Koppelung der Moleküle an, 
also auf ihre Nachbarschaft im u-Raume, unabhängig von ihrer etwaigen Nach- 
barschaft im physikalischen Raum ! 

797) Wenn man bedenkt, daß ähnliche Betrachtungen wie in Nr. 4 für die 
neue Methode zum Nachweis der Existenz einer „wahrscheinlichsten‘ „Bose- 
Einsteinschen Verteilung‘ führen müssen (welche der „Maxwell-Boltzmannschen 


Berichtigung zu Artikel Smekal, Seite 1175. 


Zeile 14 und 15 von oben müssen lauten: 


... mit der von Null verschiedenen inneren Energie E\®, so erhält man 
analog zu (281a) für tiefe Temperaturen 





Nachwort zu Band V. 


Beim Abschluß des physikalischen Bandes der Encyklopädie sei 
es gestattet, einen Rückblick zu werfen auf das mit diesem Bande Be- 
absichtigte und auf das Erreichte. Die Absicht war, einen histori- 
schen Überblick zu geben über die Anwendungen der Mathematik auf 
Physik, namentlich während des 19. Jahrhunderts. Diese Absicht ist 
nur sehr unvollkommen erreicht worden. Nicht das mathematische, 
sondern das physikalische Interesse war bei den meisten Mitarbeitern 
dieses Bandes maßgebend, nicht die historische Entwicklung, sondern 
die gegenwärtige Problematik stand im Vordergrunde. Ich glaube, 
daß wir diese Wendung nicht zu bedauern haben. Die Encyklopädie 
hat auf diese Weise, wie schon in der Vorrede zu diesem Bande be- 
merkt wurde, in den Gang der neuesten Entwicklung lebendiger ein- 
gegriffen, als es nach dem ursprünglichen Plane möglich gewesen wäre. 

Bedenklicher ist es, daß auch die gegenwärtigen Probleme nur 
mit Auswahl zur Darstellung gekommen sind. Z. B. fehlt die wich- 
tige molekulare Theorie des Magnetismus und die Theorie der Di- 
elektrica, die Theorie der Ionisation in Elektrolyten und Gasen, die 
Radioaktivität und manches andere. In dem ursprünglichen Plan war 
ein ausführlicher Artikel über geometrische Optik und optische Instru- 
mente vorgesehen, der ja gerade nach der mathematischen Seite hin 
besonders reichhaltig hätte werden können. Dasselbe gilt von dem 
weiten Gebiete der Elektrotechnik. An Bemühungen, geeignete Mit- 
arbeiter für diese Gebiete zu finden, hat es nicht gefehlt, aber sie 
waren immer wieder vergeblich. Dafür ist mit dem letzten umfassen- 
den Artikel über Quantentheorie das eigentliche Zentrum der heu- 
tigen mathematisch-physikalischen Forschung erfaßt und in einer bis- 
her nicht erreichten Gründlichkeit dargestellt worden. Schließlich 
mußten wir uns sagen, daß es besser ist, das Werk in angemessener 
Zeit und in einem nicht zu ausgedehnten Umfange abzuschließen, als 
eine doch nicht erreichbare Vollständigkeit anzustreben. 

78* 
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Das hier folgende Register ist zum großen Teil von den Autoren 
selbst dadurch vorbereitet, daß sie je bei der letzten Revision ihres 
Artikels die wichtigsten Stichworte hervorgehoben haben. Die schließ- 
liche Ordnung und Sichtung des so gesammelten Materials hat Herr 
W. Heitler besorgt. 

Zum Schluß denke ich mit Wehmut an den Mann, der mehr als 
jeder andere dies Werk gefördert und geführt hat und der kurz vor 
seinem Abschluß die Augen geschlossen hat: Felix Klein. 


München, im Februar 1926. 
A. Sommerfeld, 


Register zu Band V, 


Die römischen Ziffern verweisen auf die drei Teile, die arabischen auf die Seiten- 
zahlen. Autorennamen sind nur soweit aufgenommen, als sie zur Sachbezeichnung 
typisch geworden sind. 


A 
Abbildungsaufgaben in der Elektro- 
statik II 307, 309, 314. 
Abbildung durchleuchteter 
stände III 447; 
Körper III 445. 
Aberration, astronomische II 103, 266, 
272; II 38; — in der Relativitäts- 
theorie II 562, 565, 566. 
Abklingungszeit III 961, 1017, 1091, 
1120. 
Abkühlungsgesetz (Newton) I 170, 
210. 
„Absolute“ 
1205 ff. 
Absorption, siehe Einstrahlungsvor- 
gänge; —slinien, Einfluß der Erdbe- 
wegung II 268; Ursachen der — III 226; 
—skoeffizient III 938, 1092, 1195 ff.; 
—svermögen III 286. 
Abstand, mittlerer geometrischer II 462, 
463. 
Abstoßungsexponent (Kristallgitter) 
III 734#f., 746. 
Abwärmekraftmaschine I 271. 
Additionstheorem der Entropie III 
347; — der Geschwindigkeiten II, 561, 
625, 626. 
Adhäsion I 578, 600. 
Adiabatenprinzip, siehe Ehrenfest- 
sches. 

Adiabatischer Behälter I 677. 
Adiabatische Invarianten III 882, 
886 ff., 919, 995, 1009, 1030, 1037. 
Adiabatische Zustandsänderung 

1 88, 112, 115, 122. 
Adsorption I 765. 
Agglomerationshypothese III 634. 
Aggregatzustand I 129. 


Gegen- 
— selbstleuchtender 


statistische Funktionen III 


Ähnlichkeit, mechanisch stationäre I Äther II 69, 151; 


695. 


j 





Ähnlichkeitskoeffizienten I 696; 
fundamentale — I 737. 

Airyscher Versuch II 671. 

Aktivierungswärmel1979, 988, 1026, 
1077. 

Alkalien, Spektren der III 792. 

Allotrope Umwandlungen I 1033. 

Amorph III 529. 

Amperesches Gesetz II 10. 

Amperesche Regel II 9. 

Analyse, thermische I 1070. 

Anlagerungsleuchten Ill 1075, 1079, 
1081, 1082, 1192#f. 

Anlagerungsvorgänge III1068, 1073, 
1074, 1075, 1081, 1162, 1185 ff., 1192 ff. 

Anomale Dispersion III 82, 154, 237. 

Anomaler Zeemaneffekt siehe Zeeman- 
effekt. 

Anomalien der Planetenbewegungen 
I 36, 42, 45, 46, 47; Gewichts— bei 
chemisch. Prozessen I 40; — der spez. 
WärmenIII638; — der starken Elektro- 
lyte I 1005 ff., 1018, 1028. 

Anregungsspannung III 964. 

Äquivalenzprinzip in der Gravi- 
tationstheorie II 702, 705. 

Äquivalenzproblem der quadrati- 
schen Differentialformen II 591. 

Arago III 13; —sche Kreisscheibe II 
454. 

Arbeit, maximale I 956. 

Arbeitsfläche I 826. 

Assoziation I 723; II 789. 

Assoziationsgrad I 733. 

assoziierter Stoff I 634, 724. 

Asymmetrie der beiden Elektrizitäts- 
arten II 774f.; — der Sekundärstrah- 
lung III 1078, 1080, 1083. 

| Asymptotische Bahnkurven III 870. 

— Elastizität I 56; 

_ Kompressibilität 156; Lorentzscher 
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— 11 543, 544f.; — quasi-labil, quasi- 
rigid II 137; — und Relativitätstheorie 
II 547£. 

Ätherbewegungen II 113. 

Ätherschwingungen I 54. 

Ätherspannungen II 107. 

Ätherstöße I 57, 59f., 62. 

Ätherströme I 57. ; 

Atmosphäre, Definition der I 626f. 

Atom: „Kasten— “158; asymmetrisches 
— 1359, 360, 364, 365, 384. 

Atomfest I 819. 

Atomgewichte I 353; III 985; Speku- 
lationen über. — I 385. 

Atomgröße I 350. 

Atomkern III 984, 985, 1064, 1074. 

Atommodelle III 712, 735ff., 983ff., 
1003 ff., 1043 ff., 1047 ff. 

Atomnummer III 984. 

Atomschwingungen in Molekülen III 
1058, 1140, 1141, 1164. 

Atomstrahlen III 964, 1023, -1024, 
1062. 

Atomwärme, Konstanz 
III 631, 635 ff., 687. 

Atomzertrümmerung III 984. 

Aufbau radioaktiver Elemente III 
1074, 1152. 

Auflösungsgeschwindigkeit 
Kristalle III 543. 

Auflösungsvermögen III 398; — des 
Prismas III 444. 

Ausdehnung, thermische der Kristall- 
gitter III 682, 691, 697, 741. 

Ausdehnungskoeffizient I 903; re- 
duzierter — I 692, 

Ausdehnungsmodulus I 926. 

Ausdehnungspolynom I 926. 

Ausfluß I 295; — von heißem Wasser 
I 299, 304; — von Dampf I 303. 

Ausflußmenge I 302. 

Ausflußversuche I 300. 

Ausstrahlungsvorgänge III 969, 970, 
981, 999, 1077, 1110, 1118. 

Austrittsarbeit der Metallelektronen 
II 839. 

'Austrittswärme der Metallelektronen 
I 845 £. 

Auswahlregel III 1000, 1002; — der 
Azimutalquantenzahl III 797, 814; 
— der inneren Quantenzahl 1II 803, 
814; — bei Bandenspektren III 833, 
. 858. 

Avogadro, Definition des I 629. 


der I 335; 


der 





Ätherbewegungen — Beugung 


Avogadrosche Regel I 120, 
— Skala I 902; 
—r Zustand I 744. 

Axenelemente, Berechnung der 1424; 
währscheinlichste Werte I 428. 

Axiomatisienungsversuche 
Quantentheorie III 1128 ff. 

Azimutale Quantenzahl II] 797. 


333; 
Zahl I 671; 


der 


B 

Babinetsches Theorem III 421, 424. 

Ballistische Messungen, absolute 
II 482. 

Balmersche Serienformel III 785, 790, 
1004. 

Bandenspektren III 821 ff., 962, 974, 
997, 1011, 1057, 1087, 1140, 1144; 
— und periodisches System III 850; 
Theorie der — III 855. 

Bandengruppe III 822; —systeme 
III 822, 849; —typen III 841. 

Bar I 627. 

Barotropische Berührungssehne I 859; 
— Erscheinung I 863. 

Barye I 627. 

Basis der Kristallgitter III 532. 

Beattiesche Regel II 821. 

Becquerel-Strahlen II 199, 221. 

Bedingt periodische Partikular- 
lösungen III 892, 894, 895, 963, 966, 
992, 1042ff., 1077. 

Bedingt periodische Systeme III 
892, 894, 963, 966, 992, 1003 ff., 1020 ff., 
1084, 1108, 1134, 1196. 

Benetzung I 569, 602. 

Berührungspunkt, kritischer I 850. 

Berührungssehne I 652; barotro- 
pische — I 859. 

Berührungstransformationen II 
890, 894, 1007 ff., 1025, 1031. 

BeschleunigungsvektorIl 608, 626f. 

Beschränkte Mischbarkeit I 857; 
— im Gaszustande I 860. 

Besselsche Funktion, siehe Funktion. 

Bestandteil, abtrennbarer — I 633; 
denkbarer — 1633; derivierter — 1 633. 

Beugung elektrischer Wellen II 512. 

Beugung des Lichts am Ellipsoid III 
521; — am elliptischen Zylinder III 
507 ff.; — am Gitter bei kleiner Gitter- 
konstante III 522; — am Reflexions- 
gitter III 523f.; — an der Halbebene 
III 496ff.; — von Impulsstrahlung III 
500; — am Keil III 501; — am Kreis- 


Bewegungsgleichungen 


zylinder III 505ff.;, — an der Kugel 
III 513ff.; — am schmalen Spalt II 
521; am vollkommen leitenden 
Spalt III 510; — am weiten Spalt 
III 502 ff.; — am Stabgitter III 522f.; 
— am parabol. Zylinder III 513ff.; 
Quantentheorie der — 1121f. 

Bewegungsgleichungen des Elek- 
trons 1II 634, 638; — der relativisti- 
schen Hydrodynamik II 692£.; — der 
relativistischen Mechanik II 673f.; 
— der Gitterschwingungen III 574. 

Bewegungsgröße, elektromagnetische 
II 161, 175, 248, 258; III 181. 

Bezugsysteme der Quantenvorgänge 
III 1068, 1083, 1101ff., 1113. 

Binäres Gemisch I 634. 

Binnendruck I 673. 

Binodale I 656. 

Binormale siehe optische Achsen. 

Biot-Savartsches Gesetz II 8, 401; II 
987. 

Bipol I 714. 

Biradiale siehe Strahlenachsen. 

Bivariant I 137, 142. 

Blatt, heterogenes 1646; homogenes — 
I 645. i 

Blondotscher Versuch II 227. 

Bohr-Rutherfordsches Atommodell III 
874, 875, 983 ff., 1003 ff., 1047 ff, 1055 ff. 

Bohrsche Frequenzbedingung III 970, 
973, 978, 994, 1076, 1083, 1086, 1094. 

Bohrsches Korrespondenzprinzip III 
988 ff., 1008, 1076, 1100, 1108, 1118, 
1120, 1127, 1129. 

Boltzmann-Plancksche Konstante III 
632, 864, 927. 

Boltzmannsche Haftprozesse I 643; 
— Kräfte I 709. 

Boltzmannsches Entropieprinzip 1 775; 
III 909, 946ff.; — Verteilungsgesetz 
I, 773; II 697; III 904ff., 914ff., 924, 
946, 1157, 1168. 

Bolyai-Lobatschewfskysche Geometrie 
II 582, 599 ff, 626. 

Bornsches Grundpotential 
—r Kreisprozeß III 747. 

Boussinesq Disperionstheorie III 78. 

Boylesches Gesetz I 119, 246, 501; 
—r Punkt I 897; —e Temperatur I 
897. 

Bravaissche Theorie I 455, 457, 458, 
459. 

Braggsches Reflexionsgesetz III 


II 731; 





— Compoundmaschine 1219 
1124; —, Abweichungen hiervon III 
1122, 1126. 

Brechungsexponent II 229; III 131, 
194, 598, 774ff., 780, 985, 1105, 1119 ff. 

Breite der Spektrallinien III 232, 
971, 975, 1017, 1040, 1066, 1104. 

Brennpunktsbeugung III 439. 

Brewstersches Gesetz III 134. 

Briot, Dispersionstheorie III 68. 

Brownsche Bewegung I 671; III 901, 
936. 

C 

Cagniard de la Toursche Röhre 1663; 
— scher Zustand I 662. 

Carnot-Clausiussches Prinzip I 83; 
— scher Kreisprozeß I 87, 647; —sche 
Funktion I 90. 

Cavendish, elektrische Untersuchungen 
II 6. 

Cauchy, Dispersionstheorie II 47; 
—, Grundlegung der Optik III 41; 
—, Integralformeln IlI 906, 925, 1156; 
—, Metallreflexion III 136; —, Re- 
flexionstheorie II 50; —, Relationen 
deı Elastizitätskonstanten III 50; —, 
Relationen: bei D-Gittern Ill 569. 

Centitor, internationales I 628. 

Centitorricelli, internationales I 628. 

Charakteristik bei Polytropen I 249. 

Charakteristische Temperatur III 
637, 640, 643, 648, 958, 1142, 1143, 
1147, 1149. 

Charlessches Gesetz I 120, 501. 

Chemische Energie III 745. 

Chemische Konstante I 916, 982, 
988, 1038, 1075; III 7O1f., 916, 968, 
1084, 1162ff., 1176ff., 1206, 1209. 

Circumkritische Gleichung I 798. 

Christoffel, Dispersionsformel III 49. 

Christoffelsche Symbole II 587. 

Clausius 1631; —sche Annahme 1119; 
— sche Formel 1133; —sches Prinzip 
183; —sche Regel II 806; —sche Un- 
gleichung I 95, 98; —-Clapeyronsche 
Gleichung 1125, 960, 1031, 1033, 1050; 
II 838, 848f.; — -Clapeyronsche Glei- 
chung für gesättigte Dämpfe I 252; 
— -Mossottische Formel III 166; 
— -Mossottische Theorie II 329. 

Cliffordsche Fläche II 603. 

Clifford-Kleinsches Raumproblem II 
603. 

Cohnsche Theorie II 274. 

Compoundmaschine I 273. 
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Comptoneffekt III 981, 1080, 1102, 
1107ff., 1126. 

Cornusche Spirale III 432. 

Coulombsches Gesetz II 6, 296, 297, 
328, 341. 

Cromptonsche Regel I 1034. 


D 


D-Gitter, Diagonalgitter III 565 ff., 618, 
625, 691, 728, 773. 
Daltonsches Gesetz I 123, 690. 
Dampf, gesättigter I 251, 664; nasser 
— 1 251; überhitzter — I 251, 273; 
unterkühlter — 1669; übersättigter — 
I 668; ungesättigter — I 669. 
Dampfdruck I 909, reduzierter — I 
692; siehe auch Dampfspannung; Er- 
niedrigung des —es 1 856, 1050, 1052. 
Dampfdruckformel, statistische Ab- 
leitung III 704, 1169ff.; van der 
Waalsche — I 686. ; 
Dampfgebiet in der van der Waals- 
schen Theorie I 669. 
Dampfmaschine 1269; Wirkungsgrad 
der — I 273, 277; mehrstoffige — I 
242, 271. 
Dampfspannungslinie im p, 7T-Dia- 
gramme I 833. 
Dampfspannungsquotient, 
scher I 753. 
Dampfturbine I 272, 318. 
Darwin-Fowlersche statist. Methode 
III 906, 914ff., 91Tf., 925ff., 929 f., 
1156 ff., 1168 Ff., 1172, 1200 ff. 
Debye-Born-Kärmänsche Theorie der 
spez. Wärmen III 916, 957ff., 1172, 
1174; —sche Grenzfrequenz III 640 ff., 
923, 958; —sches T*-Gesetz III 923, 
928. 
Deckoperation I 444, 461; III 530. 
Deformation I 642; homogene — I 
436 (Kristalle); — im elektr. Feld II 
227; III 548; —swärme III 685. 
Delaunaysche Methode III 1026, 1035 ff. 
Derivierte Fläche 1654; —er Bestand- 
teil I 633. 
Deslandresche Gesetze III 823, 833. 
Determinanten eines geschlossenen 
Stromes II 14. 
Deviation der Kompaßnadel II 845. 
Deviationsfunktion I 737f. 
Diagramm | 244, 644; ebenes — I 645. 
Diamagnetismus II 231, 235, 338. 


kriti- 





Comptoneffekt — Doppelbanden 


Diamant, Struktur desselben III 484, 
566, 753. 

Dichte I 627; reduzierte — des gesät- 
tigten Dampfes I 692; — der Erde 
I 97. 

Dichtigkeitsregel von Thorpe und 
Rücker I 926. 

Dielektrizitätskonstante II 7, 88, 
262, 329; —, ihre Bedeutung in der 
Elektronentheorie II 224, 229; —, ihre 
Änderung ‚mit dem Druck II 359; 
— der Kristalle III 560, 562; — bei D- 
Gittern III 569; optische — III 599. 

Differentialstrom II 27. 

Diffraktion, Einfluß der Erdbewegung 
II 268. 

Diffussion I 206, 527, 533, 538, 1020, 
1025, 1076f., 1079, 1086, 1104, 1106, 
1107; allgemeines —sproblem (Lange- 
vin) I 541. 

Dimension der physik. Größen I 20. 

Dipol, bewegter II 652f.; —gitter III 
755, 756. 

Direktrix eines geschlossenen Stromes 
II 14, 19. 

Disgregation der Molekeln I 82. 

Dispersion II 836; III 146, 582, 612ff., 
979; Quantentheorie der — III 1104 ff , 
1119. 

Dispersion der Achsen III 599. 

Dispersion der optischen Aktivität 
III 620. 

Dispersionsformel von Neumann IIl 
56; — von Christoffel II] 49; — von 
Cauchy IH 44; — für reguläre Kri- 
stalle III 619. 

Dispersionstheorie von Boussinesq 
III 78; — von Schmeier III 56; — von 
Helmholtz III 82; — von Gibbs III 158. 

Dissoziation 1633, 1000; — von Me- 
tallelektronen II 789, 791ff., 827f., 
868f.; Theorie der elektrolytischen — 
1 350, 998; —swärme I 1000, 1008; 
Il 827, 876. 

Dissoziationsgleichgewicht II 
1149 ff., 1192 ff, 1200ff.; —sgrad 1999, 
1003, 1005f£., 1008, 1011, 1019f.; 
— swärme II 827, 876. 

Distribution der Schwerpunkte, in- 
dividuell bestimmte I 769. 

Divergenz eines Vektors II 71, 606f., 
609. 

Doppelbanden, Bjerrumsche III 839. 


Doppelbrechung — Elastizitätstheorie 


Doppelbrechung III 57, 237ff., 254, 
600, 609. 

Doppelpunktskurve, Gibbsche I 661. 

Doppelschicht, elektrische II 294, 
315; magnetische — II 345; — von 
optischen Erregungspunkten III 125. 

Doppeltangente I 660. 

Doppelverhältnisse, Gesetz der ra- 
tionalen I 413. 

Doppler Effekt II 180, 267, 565f., 
649; III 293, 1102ff.; transversaler — 
II 566; — am bewegten Spiegel II 
649—652. 

Drahtwellen II 514, 519, 526. 

Drehimpuls, Erhaltungssatz des II683; 
— bei Atomsystemen III 1024, 1048, 
1058, 1069, 1099ff., 1135, 1144. 

Drehmoment auf bewegte starre Kör- 
per Il 685f. 

Drehungsvermögen, optisches I 491; 
— -Wert I 372. 

Dreieck, fundamentales 1 869. 

Dreierstöße III 1186ff. 

Dreikörperproblem in der Atom- 
physik III 888, 991, 1007, 1030, 1045, 
1052. 

Dreiphasenkurve I 859. 

Drosselkalorimeter I 941. 

Drosselkurve 1 941. 

Drosselventil I 678. 

Druck, hydrodynamischer I 570; inne- 
rer — I 671, 673, 766; kapillarer — 
1570; kinetischer — 1570, 606, 673; 
kritischer — 1554, 666; negativer — 
1668; osmotischer — 1557, 1021, 1042, 
1045, 1052; II 220; reduzierter — I 
691; Sättigungs— 1571; Strahlungs— 
II 269, 652; III 923, 935, 936; thermi- 
scher — I 606, 673; Abhängigkeit der 
Geschwindigkeit vom — I 1026, des 
Gleichgewichts vom — 1959, 984, 996; 
der Löslichkeit vom — I 1055f., 1059. 

Druckkontraktion I 690. 

Druckverschiebung der Bandenlinien 
III 853. 

Drude, phänomenologische Theorie der 
Optik II 90. 

Duane-Huntsches Gesetz III 1082. 

Dubletts bei Serienspektren III 792, 
809. 

Dublettserie der metall. Leitung I 
855. 

Dulong-Petitsches Gesetz II 853; II 
631, 687, 928, 951, 961. 
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Duplikator II 302f. 

Dynamiden I 712. 

Dynamische Konstanten des Gitters III 
536; — Konstanten bei D-Gittern II 
568, 694. 

Dynamometer (W. Weber) II 34. 


E 

Eckenenergie des Kristalls III 543. 

Edelgase, Spektren der III 807. 

Ehrenfestsches Adiabatenprinzip 
III 997, 1002, 1030, 1134. 

Eichenwaldsche Versuche II 98, 210, 
668 f. 

Eichinvarianz II 760f. 

Eigenfrequenzen desGitters IIl612f., 
618, 622. 

Eigenmomente (Kristallgitter) III 598, 
613, 618. 

Eigenschwingungen, akustische III 
577; — der festen Körper III 577, 580, 
916Ff., 957 ff., 1012, 1063, 1172; elek- 
trische — II 495; — einer Kugel I 
500; — eines Rotationsellipsoids II 
502; — eines Zylinders II 501; — der 
Ionen III 151; optische — II 577; 
— der Hohlraumstrahlung III 916ff., 
953ff., 970, 973, 982, 1012, 1035; Ver- 
teilungsgesetz der — III 590, 640, 676, 
957. 

Eigentliche Entartung (bedingt pe- 
riodischer Systeme) 1II 1033. 

Eigenvektoren III 580. 

Eigenzeit II 615, 625. 

Einachsige Kristalle II 22; —, po- 
sitiv, negativ III 603, 604. 

Einheiten natürliche I 626; elektro- 
statische — II 6, 84; elektromagne- 
tische — II 6, 84; elektrodynamische 
— des Stromes II 12; rationelle — 
(Heaviside) II 87; spezifische — I 695. 

Einsteinscher Strahlungsimpuls III 976, 
980, 1081, 1096, 1101, 1112. 

Einstellungsgeschwindigkeit der 
elektrochemischen Potentiale I 1103. 

Einstrahlung (positive, negative) III 
969, 981, 999, 1105, 1193. 

Elastische Verkleinerung der Moleküle 
I 704. 

Elastizitätsachsen, optische IH 19. 

Elastizitätsfläche, optische III 21. 

Elastizitätskonstanten II ö554fl., 
666, 697. 

Elastizitätstheorie der Optik III 39. 
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Elektrisches Elementarquantum 
I 350, 823; III 553. 

Elektrische Erscheinungen, Me- 
chanische Bilder II 122ff., 136, 164; 
Thermodynamik der — II 140. 

Elektrisches Moment (Ausstrahlung 
von bewegten Elektronen) III 993. 

Elektrische Zustandsgrößen, spie- 
gelbildliches Verhalten II 135, 239. 

Elektrizität, dualistische und unita- 
rische Auffassung II 37; wahre, freie — 
II 93, 327; — als inkompressible 
Flüssigkeit II 134. 

Elektroden, Gas- I 1092, 1107; Legie- 
rungs-— I 1090, 1095, 1096; umkehr- 
bare — I. Art I 1084; umkehrbare — 
II. Art I 1099. 

Elektrodynamisches Grundgesetz 
II 61; — von Gauß 146; Il45; — von 
Riemann I 47; II 47; — von Weber I 
46; II 37. 

Elektrodynamometer II 479. . 

Elektrojoule, internationales I 631. 

Elektrokalorischer Effekt II 386; 
III 686. 

Elektrolyse I 1104f.; Ionen in der — 
U 219. 

Elektrolyte Il 219; Leitfähigkeit in — 
II 220; Potentialdifferenz in — II 220; 
Anomalien der starken — siehe Ano- 
malien. 

Elektromagnetische Stromeinheit II 
35. 

Elektrometer, absolutes II 304; Bi- 
filarquadranten-— II 306; Quadranten- 
— II 304; Zylinder-— II 318. 

Elektronen II 151; Energie der — 1I 
750f., 773; Energie ausstrahlende — 
II 186; III 993; freie — 1lI 793, 803; 
gebundene — II 793, 803; Größe der 
— II 199, 753f.; Kohäsionsdruck der 
— II 752, 772, 774; Konzentration 
der — 11 832, 840; Leitungs— II 201, 
206, 790, 797, 799, 817, 819, 858; 
Metall— s. dort; Magnetisierungs— 
II 201, 207; Polarisations— II 201, 
206; rotierende — II 182, 196, 231ff.; 
spezifische Wärme — II 810, 853, 859; 
Weglänge der — II 832, 841f., 864f., 
8g7of. 

Elektronenaffinität III 748, 751. 

ElektronengasIl835ff., 867; III 1149, 
1180; Druck des —es II 836; Entropie 
des —es II 849f., 866. 





Elektrisches Elementarquantum — Energieschwankungen 


Elektronengleichgewicht I 1102. 
Elektronenhüllen (von Atomen) III 
985, 1050, 1162. 
Elektronenstoßmethode IIl750, 964, 
1072, 1182. 
Elektronenterm (Bandenspektren) III 
8328, 832. 
Elektronentheorie, phoretische I 
863; — der Strahlung III 326. 
Elektronenwolke II 849. 
Elektrostatisches Potential 
Gitters III 714, 728, 747, 778. 
Elektrostriktion Il 355; III 559, 562. 
Element, Entstehung des Begriffes I 
326; nullwertiges — I 347. 
Elementargesetz, Neumannsches II 
55. 
Elliptische Polarisation III 195. 
Ellipsoid gleicher Arbeit (Stefan) II 21. 
Ellipsoid der Leitungsfähigkeit I 179; 
— der Wärmeleitung I 201. 
Emission siehe Ausstrahlung. 
Emissionstheorie von Newton III 6, 
1096. 
Emissionsvermögen Ill 286. 
Empfindliche Bezirke III 1159, 1189. 
— Hülle I 705; — Stelle I 709. 
Empirische Isotherme I 649; — Zu- 
standsgleichung I 639. 
Enantiomorph I 358, 451. 
Enantiotropie I 870, 1031. 
Energie, elektrische II 105, 159, 241, 
251; Minimum der — II 115; freie — 
I 106, 696, 956, 1083; statistische 
Deutung der — 1 777, 968, 970, 974; 
III 945, 1138; innere — I 81; magne- 
tische — s. elektrische —; nutzbare — 
I 100, 163; wechselseitige — II 298, 
346; — der Kristallgitter III 535, 546, 
681, 686, 699, 718, 726, 729; Be- 
schleunigung der — I 158; Trägheit 
der — II 679ff.; Zerstreuung der — 
I 101, 163; — des Elektrons II 750f., 
773; Oberflächen— I 560, 696, 732; 
— der Welt I 9. 
Energieelement I 823. 
Energiefläche I 825. 
Energiefluß II 106, 159, 241, 244, 251. 
Energiefrequenzbedingung siehe 
Bolusche Frequenzbedingung. 
Energiekomponenten siehe Impuls- 
Energie-Komponenten. 
Energieschwankungen III 928 ff., 
976, 979. 


eines 


Energiestufen 


Energiestufen der Atomkerne III1064, 
1074; — der Atomsysteme III 974, 988, 
996, 1010; — der Festkörper III 959 ff.; 
— der Hohlraumstrahlung III 953 ff. 

Energietensor siehe Impuls-Energie- 

Tensor. 

Entartete, bedingt periodische Systeme 
III 894, 1007, 1012, 1023, 1135, 1140. 

Entglasung I 874 

Enthalpie I 326. 

EntropieI 91, 93, 95, 517, 953, 962f., 
1090; —, statistische Definition I 969; 
III 943 ff., 947 f., 1199 ., 1204; — ab- 


geschlossener Systeme I 98; — im 
Elektronengas II 849f., 866; — eines 
idealen Gases I 981; — einer Tren- 


nungsfläche I 608; — der Welt I 99; 
Ableitung von Gleichgewichten aus 
der — 1954 ;.— von cohärenter Strah- 
lung III 409. 

Enzym I 361, 362. 

Eötvössche Versuche II 706. 

Erdalkalien, Spektren der III 801. 

Erdbewegung, Einfluß auf elektro- 
magnetische Erscheinungen II 255. 

Erdmetalle, Spektren der III 805. 

Ergode I 776. 

Ergodenhypothese III 872, 877, 878, 
892, 932. 

Ergodische Systeme III 869, 893. 

Ergozonale statistische Systeme III 
872, 902, 955. 

Erhaltungssätze des Impulses und 
der Energie in der allgemeinen Dy- 
namik II 682; — in der Elektrodyna- 
mik II 638—641, 663; — in Gravita- 
tionsfeldern II 720, 740—743, 749. 

Erregung, elektrische II 80, 208; 
magnetische — II 81, 208. 

Erregungslinien II 118, 120; Bre- 
chungsgesetz der — II 296. 

Ersatzoszillatoren III 1106. 

Erstarrungskurve | 1069. 

Erzeugungswärme für konstanten 
Druck I 826. 

Eutektikon I 1058, 1065, 1069, 1072, 
1074 

Existenzgebiet I 6836, 646. 

Expansion I 940, 942. 

Explosion, thermodyn. Bedingung da- 
für I 143; —swelle I 810. 

Extensitätsfaktor I 265. 

Extinktionszeit I 865. 
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F 

Falte (Thermodynamik) I 653, 658, 858; 
Längs— I 857; Seiten— I 658, 858; 
dreiblättrige — 1657; geschlossene — 
I 657; schief überlaufende — I 859; 
zusammengesetzte — I 656. 

Faltenpunkt I 655; verborgener 1858. 

Faltenpunktskurve I 852. 

Faltenpunktstemperatur I 853. 

Faraday, Induktion II 23; —effekt s. 
Polarisationsebene, Drehung der. 

Farben kolloidaler Goldlösungen 
III 517. 

Federowsche Theorie I 469. 

Feinstruktur derHeliumlinien II[1045, 
1052; der Wasserstofflinien III 
1014ff., 1024, 1040; —konstante III 
1014, 1132. 

Feldgleichungen, elektromagne- 
tische II 631, 633; — in bewegten 
ponderablen Körpern II 655ff.;, — in 
Gravitationsfeldern II 719; — in Weyls 
Theorie II 766. 

Feldgleichungen der Gravitation 
II 724; — in Einsteins Theorie der 
Materie II 771; kosmologische — II 
746; — in Weyls Theorie II 768. 

Feldstärke, elektrische II 78, 90, 113; 
magnetische — II 79, 90, 113. 

Fermatsches Prinzip II 716—718; 
— in der Lichtquantentheorie III 1115. 

Ferromagnetismus II 347. 

Festkörper (siehe auch Gitter), Mole- 
kulartheorie der III 915ff., 951, 957 ff, 
1064, 1122ff., 1169 ff., 1206 ff. 

Fizeauscher Versuch II 563f., 671£. 

Fläche (Thermodynamik), abgeleitete 
1 654; — der freien Energie I 826; 
— der zerstreuten Energie I 654; 
derivierte — I 654; Gibbssche — I 826. 

Flächenstrom II 96. 

Flächenwinkel1396, 417; — Berech- 
nung I 427. 

Flächenwirbel (elektrische) an der 
Oberfläche bewegter Körper II 444. 

Flecnodalkurve I 653. 

Fluoreszenz Ill 83. 

Flüssigkeiten, Molekulartheorie der 
III 873, 916, 965, 1169. 

Flüssigkeit, gesättigte I 664; kom- 
primierte — I 669; Molekulargewicht 
der — I 921; überhitzte — I 669; 
reduzierte — I 692. 
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Flüssigkeitsgebiet in der van der 
Waalsschen Theorie I 669; —haut I 
583. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des Lichtes III 10. 

Fouriersche RBReihenentwicklun- 
gen in der Quantentheorie III 894, 992, 
1008, 1016, 1029, 1036, 1038; —sches 
Integral III 950, 953. 

FraunhoferscheBeugungserschei- 
nungen III 423; — und Quanten- 
theorie III 1122. 

Freie Energie I 106, 696, 777, 956, 
968, 970, 974, 1083; III 945, 1138; 
— der Kristallgitter III 674, 676, 681, 
698. 

Frequenzänderung durch Streu- 
ung III 981, 1080, 1107ff., 1122ff. 
Frequenzbedingung siehe Bohrsche. 
Fresnelsche Beugungserscheinungen III 
423, 1122, 1128; —sches Ellipsoid III 
603; —sche Formeln III 133; —sches 
Gesetz III 600, 780; --sche Integrale 
1II 430; —sche Normalenfläche III 601; 
— sche Reflexionsformeln IIl 33; —sche 
Spiegel III 378, 502; —sche Zonen III 

415. 

Freiheitsgrade, erstarrte IIl 638; 
— des Hohlraumes III 455; — des 
Strahlenbündels III 450; Verschwin- 
den von —n I 886. 

Fundamentalfläche I 825; —bereich 
1 467. 

Fundamentalgleichung I 637. 

Fundamentalgröße, Gibssche I 651. 

Fundamentaltensor, metrischer II 
573, 707, 708. 

Fundamentalwerte der kritischen 
Reduktionsgrößen bei ungeänderter 
Zusammensetzung I 741; — des kriti- 
schen Reduktionsdruckes, Volumens, 
Temperatur I 737. 

Fundamentalzustand I 737. 

Funkenmikrometer II 323. 

Funktion, nahezu invariante I 686; 
reduzierbare — I 692; charakteri- 
stische — I 107; Lagrangesche — I 
106; II 170, 175, 183, 193; thermo- 
dynamische — I 91; Wirkungs— I 
81; III 997, 1006, 1114; Greensche — 
I 174; II 404 (Strömungen); Bessel- 
sche — I 199; Lameösche — I 202; 
Neumannsche — II 404 (Strömungen); 
— des elliptischen Zylinders I, 203. 





Flüssigkeitsgebiet — Geodätische Linien 


Funktionaldeterminante, gastheo- 
retische I 511. 


6 

T-Raum (Gasphasenraum) III 876, 878, 
981, 1153 ff., 1208. 

Galvanisches Element, Thermodyna- 
mik desselben I 144. 

Galvanomagnetische Effekte II 811 ff. 

Galvanometer Il 478, 479 (Panzerung) ; 
ballistisches — II 479; Saiten— 11 479. 

Gammastrahlen III 980, 1064, 1082; 
—-Wellenlänge III 459. 

Ganzzahligkeit der Isotropenatomge- 
wichte III 985 ; — der Quantengewichte 
III 1135, 1136, 1144, 1145. 

Gas, ideales I 119, 246, 496; II 699f. 
(in der relativistischen Mechanik); III 
905; —, statistische Behandlung I 970; 
III 905, 1133; —, Zustandsänderung 
1 248; koerzibles — I 662; permanen- 
tes — 1662; unvollkommenes — 1663; 
vollkommenes — siehe ideales —. 

Gasdruck I 497, 499, 503. 

Gasentartung Ill 886, 1084 ff., 1146 ff., 
1176, 1213. 

Gasgebiet in der van der Waalsschen 
Theorie I 669. 

Gasgemisch I 123; III 914 ff., 1181 ff. 

Gasgleichgewicht, homogenes I 
983 ff.; III 1151 ff, 1167, 1185, 1192, 
1200. 

Gaskonstante I 120, 502; III 927; 
molekulare — I 624f., spezifische — 
I 624. 

Gaslöslichkeit I 1053. 

Gasmodelle III 868 ff., 873 ff., 896 ff., 
905 ff., 966 ff. 

Gasogenes Molekül I 687. 

Gason I 688. 

Gastheorie, kinetische I 493—557; 
— , Einwände dagegen I 519.. 

Gay-Lussacsches Gesetz I 119, 120, 
246, 501. 

Gefrierpunkt, Erniedrigung dessel- 
ben I 1048, 1052. 

Gehemmte Gleichgewichte III 902, 
917, 1153, 1171. 

„Gekreuzte“ Felder III 1041, 1042. 

Gemisch I 633, 634. 

Gemische des ersten (zweiten, dritten) 
Typus I 853. 

Geodätische Linien II 588—590, 
615f.; — als Weltlinien II 707f. 


Geometrie — Grundpotential 


Geometrie, Bolyai-Lobatschefskische 
II 582, 599—602, 626; — der Kristall- 
gitter III 530; pseudoeuklidische — 
I 614; — und Physik II 709£. 

Geometrische Optik, als Grenzfall 
der Wellenoptik III 439. 

Geometrisch stationär Ähnlich (Ther- 
modynamik) I 695. 

Geometrische stationäre Ähnlich- 
keit (Thermodynamik) von mittleren 
Strecken I 708. 

Gerade Mittellinie (Thermodynamik) 
I 685, 920. 

Gesättigte Flüssigkeit I 664. 

Geschwindigkeit], 9. 

Gestörte mechanische Systeme III 882, 
887 ff., 1026 ff. 

Gewichtsfunktion und -faktoren 
III 879, 884ff., 895, 905 ff., 909 ff. 
920 f., 943 ff., 949 ff., 965, 998, 1133, 
1144, 1161, 1209. 

Gibbs, Dispersionstheorie III 158; 
— sche Doppelpunktskurve I 661; 
— sche Fläche I 826; —sche Funda- 
mentalgröße I 651; —sche Komponente 
I 632; —sches Paradoxon I 519, 983; 
— sche Tangentialfläche I 652; —sche 
Tangentialkurve I 659; — scher Tan- 
gentialraum I 862. 

Gibbs-Helmholtzsche Gleichung I 
956, 968, 1083. 

Gitter, Diagonal— III 565 ff., 618, 
625, 691, 728, 773; einfaches — II 
530; — (Elektrostatik) II 311, 312; 
Hertzsches — II 513; Reflexions— 
1II 385. 

Gitterenergie 1l1ll 730, 745, 751. 

Gitterfehler (optische) III 391. 

Gitterinterferenz siehe Interferenz. 

Gitterkonstante III 530. 

Gleichgewicht, heterogenes I 646; 
falsches — I 143, 635; neutrales — 
1 636; statistisches — I 777. 

Gleichgewicht, statistisches — des 
Fixsternproblems II 745f£. 

Gleichgewichtsbedingungen d. 
Kristallgitter III 537, 542, 546, 551, 
567, 713. 

Gleichgewichtsquanten kineti- 
scher Elementarvorgänge III 1184, 
1189, 1195. 

Gleichverteilungssatz 
635, 927, 952, 1138. 

Gleitfläche I 486. 


III 682, 
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Glühelektrische Erscheinungen II 
843 ff. 

Gnomisches Netz I 402. 

Gradient eines-Vektors II 71. 

Graphische Darstellungen in der 
Wärmetechnik I 244; — Methode in 
der Ebene I 650. 

Graßmannsches Gesetz II 20. 

Gravitation 126—66; II 279; Ablen- 
kung der — 143, 73; Absorption der 
— 143,52; Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der — I 44, 46, 48, 50; Permea- 
bilität der — 142; Wellentheorie der 
— 148. 

Gravitationsfeld eines homogen 
elektrischen oder magnetischen Feldes 
II 735; — einer Flüssigkeitskugel II 
733f.; — einer elektrisch geladenen 
Kugel II 734f.; — einer rotierenden 
Kugel II 738; — statischer zylinder- 
symmetrischer Massenverteilungen II 
735; — eines Massenpunktes II 735 
bis 740. 

Gravitationsgleichungen, Ein- 
steinsche Näherungslösung der II 736. 

Gravitationskonstante I 27—35. 

Gravitationstheorie, Nordström- 
sche II 703 f., 722, 767; —, Newtonsche 
als erste Näherung II 712, 726. 

Gravitationswellen II 737£., 743. 

Green, optische Theorie III 59; —sche 
Funktion I 174; II 404 (Strömungen). 

Grenzbedingungen der Elektro- 
dynamik II 659; — der Gravitations- 
theorie II 744, 747; — der Optik; 
Fresnel III 29; — Neumann III 52; 
— MacCuttagh II 62; — an der 
Oberfläche eines beugenden Körpers 
III 490. 

Grenzentartung III 1033£f. 

Grenzfläche I 851. 

Grenzgesetze, thermische für hohe 
Temperaturen III 951ff., 961, 967, 
1143, 1144, 1145, 1147, 1148, 1163, 
1164, 1175; — für tiefe Temperaturen 
III 923, 928, 1163, 1175. 

Grenzkurve I 253. 

Grenzlinie (Thermodynamik) I 646, 
666. 

Grenzübergänge der Korrespon- 
denzbetrachtungen III 988, 989, 1005, 
1020, 1048, 1076, 1089, 1108, 1118, 
1129, 1130. 

Grundpotential der Gitter III 731 ff. 
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Grundschwingungszahlen II 
680, 992, 1032. 


Grüneisenscher Satz III 655, 668, 689. | 


Gruppe, Dieder—, Ikosaeder—, Okta- 
eder—, Tetraeder—, zyklische — in der 
Kristallographie I 448; Bewegungs— 
I 462; — zweiter Art I 462; Struk- 
tur— I 452. 

GruppengeschwindigkeitIll191, 
837, 371. 

Guldberg-Waagesches Massenwir- 
kungsgesetz I 976. 

Gyration III 599, 608, 611, 620. 


H 

Haidingersche Ringe III 380. 

Halbe Quantenzahlen III 962, 997, 1011, 
1055, 1134, 1145. 

Halben Dichte, Regel der I 922. 

Halbleiter II 826 ff. 

Halbwertsstrecke I 721. 

Hall-Effekt1l217, 222, 815 ff.; III259. 

Hamilton, Entdeckung der konischen 
Refaktion III 28; — Jakobische Dif- 
ferentialgleichung III 880, 891, 1006, 
1013, 1027, 1037; —sche Differential- 
gleichungen Ill 873, 1026; —sche 
Funktion III 873, 886, 892, 991, 996, 
1007, 1013, 1026, 1036. 

Hamiltonsches Prinzip in der 
Elektrodynamik II 48; — in der Optik 
III 92; — siehe auch Wirkungsprinzip. 

Hauptazimuth (Metallreflexion) III 
140. 

Hauptdielektrizitätskonstante 
III 599. 

Haupteinfallswinkel 
flexion) III 140. 

Hauptquantenzahl III 793, 796 ff. 

Hauptserie Spektren III 792. 

Heaviside-Ellipsoid II 647. 

Heliumatommodelle IIl1051, 1052. 

Helmholtz, Dispersionstheorie III 82; 
— sche Gleichung I 145; —sches Po- 
stulat I 110; —sche Theorie der Elek- 
trodynamik II 130, 141; —scher Poly- 
zykel III 1133. 

Hemiedrie 1451. 

Henrysches Gesetz I 851. 

Hertzeffekt III 522. 

Hertzsche Erreger II 492; — Funk- 
tion II 489, 527; — Gitter II 513; 
— Kraft II 112, 255; III 178; —scher 
Vektor II 498, 760, 767, 778. 


(Metallre- 





Grundschwingungszahlen — Impulsfrequenzbedingung 


Heteropolare Bindung III 710. 

Heurlingerscher Zweig (Banden- 
spektren) III 834; —sches Korrektions- 
glied (Bandenspektren) III 834, 847. 

Himmelsblau, Theorie des III 519. 

Himmelslicht, Farbe und Polarisa- 
tion II 512. 

Hohlraumstrahlung III 338, 915 ff., 
932 f., 952 F., 969 ff, ITS. 

Holade I 776. 

Holoedrie I 451. 

Holonomes System II 124. 

Homogene Verzerrung II 
(Gitter). 

Homöopolare Bindung III 710. 

Hookesches Gesetz Ill 549, 552, 
666, 667. 

Horizontalpendel, elektrischesII4; 
H-Theorem I 512, 516; III 905. 

Huygens, Begründer der Undulations- 
theorie III 4; — sches Prinzip II 5, 
124, 413, 1104. 

Hydrate in Lösungen I 1012, 1014, 
1017, 1023, 1063, 1104; feste — I 1074, 
1075. 

Hydrodynamische Gleichungen ab- 
geleitet aus der kinetischen Gastheorie 
I 537. 

Hydrolyse I 1004f. 

Hyperbelbewegung I 627f., 647£., 
675. 

Hysteresis, II 348; dielektrische — 
II 336. 
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I 

Ideales Gas siehe Gas; —r Körper 
(fester) III 667. 

Impedanz Il 473. 

Impedimen II 474. 

Impuls, elektromagnetischer II 161, 
175, 248, 258; kanonischer — III 873, 
880, 893, 10086. 

Impulsenergiekomponenten des 
Gravitationsfeldes I] 725, 740; Lorentz- 
Kleinsche — II 742; zu den kosmo- 
logischen Feldgleichungen gehörige — 
iI 748; — der Theorie von Mie II 757. 

Impulsenergietensor des elektrisch 
magnetischen Feldes II 638f.; — der 
allgemeinen Dynamik II 682; — der 
Elektrodynamik ponderabler Körper 
II 665—667; kinetischer — II 675. 

Impulsfrequenzbedingung III 977, 
1101, 1129, 113; — siehe auch Ein- 
steinscher Strahlungsimpuls. 


Impulssatz — Isotroper Körper 


Impulssatz (Linear-), bei Atomsyste- | 
men III 936, 976, 977, 978, 981, 1061, 
1065, 1069, 1070, 1074, 1077, 1079, 
1087, 1091, 1093, 1109, 1122, 1123, 
1126, 1128. 

Impulsschwankungen III 935ff., 976, 
980. 

Indexellipsoid III 601; —fläche III 26. 

Indikatordiagramm I 88, 645. 

Indizes, Gesetz der rationalen I! 407; 
— einer Fläche I 407, 417; Berech- 
nung der — 1 426; Transformation 
der — 1410. 

Induktion durch Bewegung II 443; 
— im bewegten Dielektrikum 1I 227; 
elektromagnetische — II 23, 31; —er- 
klärung durch Elektronen II 217, 223, 
227; magnetische — 1I 81; sukzes- 
sive — (Beer) II 341; —einfluß einer 
Translation II 265; unipolare — II 
100, 238. 

Induktionskoeffizienten II 4ööf., 
461 (energetische Definition); äußere 
und innere — II 467; elektrostatische 
— 11 299; — für gerade Leiter 1I 464; 
— für kreisförmige Leiter II 467; 
magnetische — II 346; — für Spulen 
II 469. 

Induktionskonstante II 26. 

Induktionsströme in Flächen II 452. 

Induktionswage II 446. 

Influenzmaschine II 302. 

Infrakritische Gleichung I 798. 

inhomogeneäußereKraftfelder1111022, 
1024; — (heteropolare) Bindungen 11 
II 710; — Strahlung III 399. 

Inklination II 345. 

Innere Bewegung der Atomsysteme III 
gs7y9 ff. 

Innere Quantenzahl III 803. 

Instabilitätsparameter IIl 888, 995, 
1044. 

Integralstrom II 27. 

Intensität der Spektrallinien III 232, 
235, 236, 993, 999 ff., 1016, 1021, 1023, 
1062, 1077, 1082, 1127, 1136. 

Intensität des reflektierten und ge- 
brochenen Lichts, nach Fresnel III 32; 
— nach Neumann III 53. 

IntensitätsregelderMultiplettsIIl816. 

Intensitätsdissymetrie beim Stark- 
effekt III 1021. 

Interferenz II 12, 373, 980, 1090, 
1115 ff., 1121 ff.; —, Einfluß der Erd- 
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bewegung II 268, —schwan- 
kungen III 933, 979. 

Interferometer 1II 388. 

Intermediäre Bewegungen III 1036 ff. 

Invsrianz des Druckes II 692; — der 
Entropie II 694; — der Lichtphase II 
648; — des Strahlungsdruckes II 652. 

Ionen in der Elektrolyse II 219; Beweg- 
lichkeit der — 11011, 1013, 1014, 1081. 

Ionisation III 951, 964, 979, 982, 
1072 ff., 1136, 1141, 1185 ff, 1192. 

Ionisationsgleichgewicht III 1137, 
1165, 1185 ff. 

Irreversibel I 84, 93, 157, 163; III 905, 
935, 944, 948, 1200, 1202. 

Irreversible Prozesse, Molekular- 
theorie der III 707. 

Isenerge (Thermodynamik) I 802. 

Isenthalpe (Thermodynamik) I 802. 

Isenthalpisch adiäbatische Expansion 
I 940. 

Isentrope (Thermodynamik) I 802. 

lsobare (Thermodynamik) I 648. 

Isochore (Thermodynamik) I 754. 

Isodispersoid (Thermodynamik) I 797. 

Isodyname (Thermodynamik) I 802. 

Isolierbarkeit der Atomsysteme III 
1059 ff., 1067, 1068, 1083, 1099, 1131, 
1214. 

Isomerie I 338, 355; dynamische — 
I 874; optische — I 356; geome- 
trische — I 375, 377. 

Isometrische Linie (Thermodynamik) 
I 754. 

Isomigne (Thermodynamik) I 847. 

Isomignischer kritischer Punkt (Ther- 
modynamik) I 691. 

Isomorphie I 335. 

Isophase (Thermodynamik) I 648; Ko- 
nowalowsche — I 854. 

Isopieste (Thermodynamik) I 648. 

Isoplere (Thermodynamik) I 754. 

Isopotentiale (Thermodynamik) 1802. 

Isopsychre (Thermodynamik) I 665. 

Isopykne (Thermodynamik) I 754. 

Isotherme (Thermodynamik) 1648, 649, 
668. 

Isothermische Fläche I 169; — Kom- 
pressibilität I 928; — Methode I 928; 
— Methode von Voigt I 227; — Zu- 
standsänderung I 88, 112, 115. 

Iosotope III 983, 984, 985, 1064. 

Isotroper Körper, elastisches Ver- 
halten des IIl 642. 


273; 
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J 
Jaminsche Reflexionsbeobachtung III 71. 
Jaumannsche Kontinuitätstheorie III 
955. 
Jeanssches Strahlungsgesetz III 322. 
Joulesches Gesetz I 119. 
Joulescher Versuch I 543, 554. 
Joulesche Wärme II 106, 241, 427, 
663f., 800, 855; Minimum der — I 
115. 
Joule-Kelvin-Effekt 1129, 842; dif- 
ferentieller — I 942. 


K 

Kalorische Größen, aus den thermi- 
schen Größen ableitbare I 636. 

Kalorische Grundgleichung 1 636; 
— Zustandsgleichung I 637. 

Kalorie I 630. 

Kältemaschinen I 284. 

Kampher, Bewegung auf Flüssigkeiten 
I 601. 

Kanonische Differentialgleichung II 
873, 890, 1027, 1031, 1038; — Gesamt- 
heit I 776; III 901, 931; — Variable 
III 873, 890, 993, 1025; — Zustands- 
gleichung I 771. 

Kante (Bandenspektren) III 822, 825, 
834, 837. 

Kantenenergie III 543, 744. 

Kantenwinkel, Berechnung der, I 427. 

Kapazität, elektrische II 299, 301; 
— von Kreisscheiben II 318; — von 
Kugeln II 318; — von Zylindern II 
308. 

Kapillare Anziehung von Körpern I 
581; —er Auftrieb I 578; —e Über- 
gangsschicht I 608; —e Welle I 590; 
—e Schwingung I 589; —e Rotations- 
fläche 1 572; —e Steighöhe I 576. 

Kapillarität I 558ff.; Elektro— 1613; 
— als Flächenenergie I 560 ff.; — als 
Raumenergie I 594 ff.; —, Poissonsche 
Theorie der — I 604. 

Katalyse, homogene I 1027; heterogene 
— I 1078, 

Kathodenstrahlen II 198, 221. 

Kegel, Vor- und Nach- II 613. 

Kelvin, Modelle des elektromagneti- 
schen Feldes II 137, 138. 

Kelvinskala I 630. 

Keplerbewegung (Bohrsches Atom) 
III 1004, 1012, 1196; relativistische — 
III 1013 ff. 





Jamin — Komplexstruktur 


Keplersche Hpyperbelbewegung II 
1070, 1077, 1082. 

Kern, siehe Atomkern. 

Kernladungszahl III 984, 1043. 

Kernphasenraum III 1152, 1154, 1162. 

Kernvolumen I 671. 

Kerreffekt III 270 ff., 1054. 

Ketteler, optische Theorie III 87. 

Kinetische Theorie der Materie I 
4933—557; — der Flüssigkeiten und 
festen Körper I 5ö5ff. (siehe auch 
Flüssigkeiten und Festkörper). 

Kirchhoffsche Reflexionstheorie III 76; 
— Formulierung des Huygenschen 
Prinzips III 418; — Relationen für 
Leiternetze II 426; —sches Gesetz III 
234. 

Koeffizient derinneren Reibung I 699; 
kritischer — I 751. 

Koerzibeles Gas I 662. 

Koexistenzdruck I 669. 

Kohärenz, Inkohärenz III 345, 405. 

Kohäsion1558ff.; — von Flüssigkeiten 
an einem festen Körper I 569; —, Po- 
tentielle Energie — I 596. 

Kohäsionsdruck I 670; III 653, 709. 

Kohäsionsfiguren, Tomlinsonsche I 
568. 

Kohäsionskraft I 594; Virial der — 
1599, 603; Wirkungsradius der I 598; 
—, Laplacesche Theorie I 594. 

Kohäsionssprung I 570. 

Kohlenstoff-Atom, asymmetri- 
sches 1 359, 360, 364, 365. 

Kohlenstoff-Tetraeder I 358. 

Kohlenstoff-Verbindungen, unge- 
sättigte I 375; ringförmige — I 378. 

Kombinationslinien III 797. 

Kombinationsprinzip, Ritzsches III 
789, 974, 1003, 1064; — bei Banden- 
spektren III 829. 

Kometenschweif 153. 

Kommensurabilitäten (bei bedingt 
periodischen Bewegungen) III 1031, 
1033, 1085. 

Kompaß II 344, 345. 

Kompensationsladung II 236, 260. 

Komplex, gesättigter I 130. 

Komplexe Integrale III 906, 950, 1011, 
1156. 

Komplexer Brechungsindex III 230, 265. 

Kompexes Molekül I 687. 

Komplexstruktur der Serienspektren 
IIT 997, 1053. 


Komponente — Kristallographie 


Komponente (Thermodynamik) I 632. 

Komponente, kovariante und kontra- 
variante — II 572, 575-577. 

Kompressibilität III 569, 642, 696, 
734, 931; — des Moleküls I 704; iso- 
thermische — I 928; reduzierte — I 
692. 

Kompressionswellen III 981. 

Komprimierte Flüssigkeit I 669. 

Kondensationskurve I 851. 

Kondensator II 301, 313; Kugel— U 
365; Platten— II 310, 313, 326; Schutz- 
ring— II 303, 304, 317; Zylinder— II 
317. 

Kondensatorentladung II 487. 

Kondensieren I 666. 

Konglomerat I 687. 

Konglomeratenkomplexität.l 721. 

Konische Refraktion Ili 27, 56, 603. 

Konnodale (Thermodynamik) I 656. 

Konnodalfläche (Thermodynamik) I 
862. 

Konnodalkurve (Thermodynamik) I 
656. 

Konowalowsche Isophase I 854. 

Konstante, chemische I 916, 982, 988, 
1038, 1075; III 701, 916, 963, 1084, 
1162, 1176, 1206, 1209. 

Konstante, Geschwindigkeits— 1975 f. 

Konstante, Gleichgewichts— I 976, 
984, 986, 996, 1003, 1004, 1099. 

Konstante der Mittellinie, reduzierte 
I 693. 

Konstante, Troutonsche I 932, 1038. 

. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit I 
549. 

Konstituent I 633. 

Kontakt-Erscheinungen I 837. 

Kontinuierliche Spektren III 980, 
1075 ff., 1087. 

Konvektionsstrom II 97, 156, 206. 

Konzentration I 634. 

Koordinaten, Bipolar- II 325; ellip- 
tische — I 201; kontrollierbare — I 
148; Lam&sche — I 177; zyklische I 
151; orthogonale — I 176; II 498; 
peripolare — I 204; Ring— II 318; 
— von Flächen und Kanten I 411. 

Koordinatensystem, Galileisches II 
547; Gaußsches — II 710; Graßmann- 
sches — I 413; Riemannsches — II 
593f, 

Koordinatentransformation, affine 
II 570; allgemeine -— II 570; infini- 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 3. 
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tesimale — I 616, 617; konforme — 
II 570, 633, 767; orthögonale — II 
568, 570; projektive — II 570, 602. 

Koppsches Gesetz I 929. 

Koppelung (thermodynamische Ana- 
logie) I 158; magnetische — III 207, 
218ff., 239; — von emittierenden und 
absorbierenden Atomsystemen III 1067, 
1093, 1098, 1113 ff, 1117. 

Koppelungsprinzip III 1095, 1098. 

Korrektionsproblem I 743. 

Korrespondenzprinzip (siehe auch 
Bohrsches) III 988 £. 

Korrespondierend geleitete Prozesse 
I 854; —e Zustände I 554, 692; 
III 639, 641. 

Kovarianz, allgemeine II 710£. 

Kovarianz der elektromagneti- 
schen Feldgleichungen bei Lo- 
rentz-Transformationen II 546, 630 bis 
633; bei konformen Transformationen 
II 633. 

Kovolumen I 671. 

Kowalewski, Integration der Lame- 
schen Gleichungen III 64. 

Kraft, elektrodynamische, Elementar- 
gesetz der II 645; elektrische — II 
78, 90, 113; elektromotorische — II 
24, 92, 226, 334, 426; Hertzsche — 
II 112, 255; konservative — 1 76; 
Lorentzsche — II 634f.; magnetische 
— 79, 90, 113, 477; magnetomoto- 
rische — 11339; molekulare — II 223, 
256, 277; ponderomotorische — I1108, 
250, 254, 257, 331, 447; van der 
Waalssche — I 705. 

Kraftlinien II 33, 118. 

Kreiselmolekülmodelle 
1145. 

Kreisprozeß I 83; Carnots — I 87, 
264; technischer — I 262. 

Kreisstrom, magnetisches Feld II 434. 

Kreiszylinder, elektrostatische In- 
duktion Il 328. 

Kristalle, magnetische III 346; Misch- 
— 1 1064, 1071f.; II 825. 

Kristallberechnung I 423; —formen I 
479; —spaltung I 483; —symmetrie 
und — struktur I 437; —systeme I 443, 
450; —zeichnungen, perspektivische 
I 430. 

Kristallisationsgeschwindigkeit I 
1039, 1061; —kerne I 871. 

Kristallographie I 391—492. 

79 
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1230 Kristallographie 
Kristallographische Entwicklung I 
421; —s Grundgesetz I 394. 

Kristalloptik II 19, 169. 

Kristallreflexion III 986, 
1122 f. 

Kritische Kurve I 863; — Opaleszenz 
I 796; — Phase I 651; — Reduktions- 
größen I 737, 741; — Temperatur I 
666, 854; — Verhältniszahl I 703. 

Kritischer Dampfspannungsquotient 
I 753; — Druck I 666; — Koeffizient 
I 751; — Virialquotient I 752; — Zu- 
stand I 651, 666. 

Kritischer Punkt I 646, 651, 688; 
abnorme Erscheinungen beim — 1688; 
— Berührungs- I 850; einheitlicher — 
I 691; — End- I 859; erster — 1850; 
höherer — 1850; — für das homogene 
Gemisch I 691; isomignischer — 1691; 
— Liquid-Gas I 666; — Lösungs- I 
859; — Trennungs- I 859. 

Krumme Mittellinie I 921. 

Krummlinige Koordinaten III 503. 

Krümmungsinvariant ll 59. 

Krümmungsmaß, Gaußsches II 595; 
Riemannsches — 591, 595f. 

Krümmungstensoren Il 591—593. 

Kubikmetertor I 628. 

Kugelpackungen I 472. 

Kugel, Strömung, elektrische in der II 
407. 

Kugelwellen III 364, 939. 

Kugeln, Problem der zwei K. in der 
Elektrostatik II 322, 325. 

Kugelfunktionen in der Gastheorie 
I 536. 


1088, 


L 

Ladung, elektrische II 92; Erhaltung 
der — II 628f., 768. 

Lagrangesche Funktion I 106. 

Lambertsches Cosinusgesetz IIl 286. 

Lam6&, elastisch-optische Theorie II 63; 
— sche Konstanten der Elastizität III 
552. 

v. Lang, Modifikation der Cauchyschen 
Optik III 46. 

Land&sches Verbot der inneren Quan- 
tenzahlen III 813, 814. 

LängeneinheitlI 12. 

Laplacesche Differentialgleichung I 
172; II 317, 340. 

Latente Wärmel75, 90, 111£., 130f.; 
— der Phasenänderung I 131, 602. 

Laufzahl des Terms III 789, 





— Longitudinal 


Lebensdauer von stationären Quan- 
tenzuständen III 960, 1090 ff.; — von 
metastationären Quantenzuständen III 
1108. 

Lechersches ‚System II 433. 

Legendre&sche Transformation 
Energie III 554. 

Legierungen II 822. 

Leiter, Flächen- II 419; lineare — 
II 425; —netze II 426; magnetisierte 
— II 235; vollkommene — II 485. 

Leitfähigkeit, elektrische II 262, 
411, 784, 786, 790, 794, 803, 822 ff., 855, 
861, 871f. (Kirchhoff); —, Zurückfüh- 
rung auf Elektronenbewegung II 219; 
— in Elektrolyten II 220; inhomogene 
— II 415; magnetische — II 339; 
atomare — II 863f., S74f. 

Leitungsstrom II 79, 97, 156, 206. 

Lenzsche Regel II 23. 

Leuchtdauer eines Quantenübergangs 
III 1090, 1109. 

Leuchtelektron III 1054. 

Levy, optische Theorie III 88. 

Lichtäther ll 9, 77. 

Lichtgeschwindigkeit II 103, 271, 
549; III 189. 

Lichtelektrische Erscheinungen II 
844, 848; III 1078, 1192. 

Lichtphase, quantentheoretische Deu- 
tung III 1113 ff. 

Lichtquantentheorie 
1096 #., 1113, 

Lichtstrahlen, Ablenkung im Schwe- 
refeld II 703, 705, 732ff.; — Ablen- 
kung in Kristallen II 26, 76. 

Lichtvektor III 600. 

Limitdichte I 746. 

Limitvolumen I 745. 

Lineal von Boys I 573. 

Linie der koexistierenden Phasen (Ther- 
modynamik) I 646; isometrische — 
I 754; — konstanten Titers I 665; 
— konstanter Volumenteilung I 665. 

Linienelement der Lorentzgruppe 
lI 567f., 570; — der allgemeinen 
Relativitätstheorie II 569, 583, 707. 

Liouvillescher Satz 1512, 545; 11 696; 
III 877, 880. 

Liquidogenes Molekül I 687. 

Liquidon I 688. 

Literatmosphäre I 628, 

Longitudinale Schwingungen in der 
Optik III 5, 8, 41, 45, 50. 


der 


III 980, 


Lorentz — 


Lorentz, optische Theorie III 88, 101; 
— sche Dispersionstheorie III 162; 
— sche Kraft Ill 728, 757, 773, 774; 
— sches Triplett III 1023, 1041. 

Lorentzgruppe I 546, 555, 556, 
567, 568. 

Lorentzkontraktion II 544, 556, 
557, 623, 624. 

Lorentztransformation II 274, 
277, 546, 622, 623; III 184. 

Lorentz-Lorenzsche Gleichung U 
330. 

Lorenzsche Regel II 787, 804. 

Loschmidtsche Zahl I 672; III 352, 
927. 

Löslichkeit von Gasen I 1053f.; 
— fester Körper I 1055—1057, 1063; 
III 541; —-sbeeinflussung I 1001f., 
1024, 1061, 1065. 

Löslichkeitsprodukt I 1000f. 

Lösung, Theorie der I 349; —, stati- 
stische Behandlung I 970; feste — I 
1066; isohydrische I 1002; konzen- 
trierte — I 993, 1101; verdünnte — 
I 856, 991; —, Übergang zum Ge- 
menge I 971; Hydrate in — I, 1012, 
1014, 1017, 1023, 1063, 1107; —, Re- 
aktionsgeschwindigkeit I 1023. 

Lösungsgleichgewichte, homogene 
I 996. 

Lösungspunkt, kritischer I 859. 

Luftverflüssigung (Linde) I 316. 

Lummer-Gehrckesche Platte III 381. 


M 

u-Raum III 875 ff., 896 ff. 

Machsches Prinzip II 744. 

Magnetische Drehung der Polarisa- 
tionsebene II 268; III 18, 28, 67, 245, 
265, 604, 609, 620. 

Magnetischer Strom II 99, 238. 

Magnetisiertes Teilchen II 181, 197. 

Magnetisierung II 95, 207, 230, 233, 
337, 340, 660f. 

Magnetismus, Ampe£res Theorie II 17, 
338; wahrer und freier — II 339; 
Erd— II 343, 345; Schiffs— II 344. 

Magnetooptische Konstanten eines 
Metalls III 273. 

Magnetomechanische Effekte von 
Barnett III 987. 

Magnetostriktion II 369. 

Magnus’ Gesetz II 811. 

Makrokomplexion I 771f. 
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Makrozustand I 632; Ill 914, 924. 
Mallardsche Theorie I 458. 

Mangan, Spektrum des III 816. 

Mariottesches Gesetz I 119, 501. 

Masse, negative I 52; spezifische — I 
628. 

Masseneinheit I 16. 

Massenveränderlichkeit 
634—637. 

Massenwirkungsgesetz I 976, 984, 
996; III 1159, 1169. 

Maßsystem, absolutes I 19; techni- 
sches — 1 21; elektromagnetisches — 
II 34, 192, 199, 278, 280; internatio- 
nales — I 631. ; 

Materie, Bau I 66 (Mossotti); —, Ein- 
steins Theorie II 771—773. 

Maximaldampfspannung I 853. 

Maximalfaltenpunktstemperatur 
(Thermodynamik) I 854. 

Maximalspannkraft I 669. 

Maximumdampfspannung I 909. 

Maxwelsche Bildermethoden II 453; 
—s erste Gastheorie I 527; —s zweite 
Gastheorie I 543; —sche Gleichungen 
II 81f.; —sche Gleichungen für zwei 
dimensionale Probleme III490; —sches 
Kriterium I 668; —sche thermodyna- 
mische Relationen I 114; —sche Span- 
nungen II 161, 245, 331, 348, 351, 
446, 476; III 178; —scher Strahlungs- 
druck 111923, 935; —sches Verteilungs- 
gesetz I 506f.; II 697; III 910 ff. 

Mayersche Zahl I 803. 

Mechanisch korrespondierende Zu- 
stände von stationär sich bewegenden 
Molekülscharen I 695; — stationäre 
Ähnlichkeit I 695; —e Eigenschwin- 
gungen (Kristallgitter) III 577. 

Megabar I 627. 

Mehrfach-Expansion I 274. 

Mehrfachperiodische Systeme siehe 
bedingt periodische. 

Metakritische Größen I 797. 

Metalle, elastische Eigenschaften II 87; 
—, elektrische Differenz II 335; flüs- 
sige — II 825; Gittertheorien der — 
II 859 ff. 

Metallatom, Beteiligung 
Wärmeleitung II 805. 

Metallelektronen II 781ff., 864; II 
1087; —, Verteilungsfunktion II 789 
192, 796, 799. 


II 545, 


an der 





Metalloptik II 829 ff. 
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Metallische Leitung II 221; Dublett- 
serie der — 11 855. 

Metallreflexion III 136. 

Metamerie, chemische I 874. 

Metastabile Atomzustände III 1045, 
1052. 

Metastationäre Atom- und Molekül- 

- zustände III 1108 ff., 1119, 1124, 1181. 

Method of steepest descents III 907. 

Methode der charakteristischen Expo- 
nenten III 1044; — der Sattelpunkte 
III 907. er 

Michelsonscher Interferenzversuch II 
544, 559. 

Mies Theorie II 754—759; 
standsgleichung III 655. 
Mikrodifferential I 771. 

Mikroelement I 771. 
Mikrokanonische Gesamtheit I 777. 
Mikrokomplexion I 770. 
Mikrozustand I' 632. 
Millimeter Quecksilberdruck, lo- 
 kale I 626. 
Minimaldampfspannung I 8854. 
Minimalfaltenpunktstemperatur 
(Thermodynamik) I 853. 
Minimalfläche I 584. 
Minimalsätze in der Maxwellschen 
Theorie II 114. 
Mischbarkeit, beechränkte [ 857, 860. 
Mischkristalle 11064, 1071ff.; 11825. 
Mischung I 633f.; — von Flüssigkeiten 
durch Druck I 858. 2 
Mitbewegung des 2:32 agree III 1004, 
1013, 1014. 
Mitführungskooffizient II 271, 276, 
663f., 671£.; III 39, 80. 
Mittel, statistisches "und BORN I 
528,7? 
Mittellinie, gerade 1685, 920; ER 
— 1921; — |Richtungskoeffizient 1922. 
Moll 629. 
Molekül, gasogenes I 687; komplexes 
— 1687; liquidogenes — 1 687; ther- 
modynamisches I 629. 
Molekularbewegung I 542; II 219, 
278. 
Molekulargewicht der Flüssigkeit I 
921. 
Molekularrefraktion I 719. 
Molekülart I 633, 
Molekularvolumen I 629. 
Molekularwärme bei konstantem Vo- 
lumen I 808. 


— sche Zu- 





Metallische Leitung — Newtonsches Gesetz 


Molekularwirbel I 147. 
Molekülgröße I 351—353; III 985. 
Molekülmodelle II 1055 ff. 
Molenbruch I 959. 

Molvolumen I 629. 


‚Molwärme I 629. 


Moment, elektrisches II 94, 178; magne- 
tisches — II 95, 181, 340, 343; pyro- 
'elektrisches — III 684. 

Momentoid I 546, 776. 

Monotropie II 870, 1031, 1033. 

Moseleysches Gesetz III 984. 

Mossottische Theorie II 329. 

Motor, Diesel— I 279, 282, 284 (Wir- 
kungsgrad); Verbrennungs— I 279. 

Moutiersche Regel I 136. 

v. d. Mühl, optische Theorie III 72. 

Multikonstantentheorie III 555. 

Multipelpunkt I 142. 

Multipletts III 814 ff. 

Multiplikationstheorem der Wahr- 
scheinlichkeit III 948. 

Multivariant I 142. 

Murphysches Prinzip ‚II 324. 


R N 

Nadelstrahlung III 977, 1083, 1112. 

Natterersche Röhre I 663. 

Natürliche Einheiten I 626. 

Natürliche Strahlung II 16, 312, 400. 

Navier, Grundlegung der Optik III 33; 
— ,' Poissonsche Annahme über die 
elastischen Konstanten III 40. 

Nebenquantenzahl siehe Azimutal- 
quantenzahl. 

Negative Einstrahlung II 970, 981, 
1193. . 

Nernstsche Formel 11084, 1089f,, 1093, 
"1095; —scher Verteilungssatz I 856; 

Nernstsches Wärmetheorem I 916, 961f., 
969, 985, 1033, 1100; II 639, 1084, 
1205, 1209; 

Netz, "gnomisches I 402. 

Netzebene I 398, 453; 
dichte I 421. 

Neumann, Dispersionstheorie III 56; 
—, optische Theorie II 51, 65; — 
Reflexionstheorie III 51; —scher Licht- 
vektor III 133; —sche Regel (Regnault) 
II 631. 

Neutrale Kurve I 874, 939. 

Neutralsalzwirkung I 1009, 1061. 

Newtonsches Gesetz I 26, 35—52; 
Prüfung - desselben I 85—46; — für 


—, Flächen- 


Newtonsche Ringe — Phasenvolumen 


bewegte Körper I 46—51; — für un- 
endlich große Massen I 51. 

Newtonsche Ringe III 377. 

Nichtbedingt periodische Systeme III 
1030, 1042f. 

Niveauebene I 566. 

Nobilische Ringe II 412. 

Node (Thermodynamik) I 652. 

Normaldensität I 629. 

Normaldichte I 898. 

Normaler Stoff I 724, 

Normalkoordinaten III 593, 916, 1111; 
— potentiale III 731; —system III 870, 
1026. 

Normalvolumen I 629. 

Nuclei I 910. 

Nullkurve I 255. 

Nullinien, geodätische II 615, 616. 

Nullpunktsenergie III 704, 956, 
959, 961ff., 1068, 1086, 1174. 

Nullpunktsentropie III 1171, 1206 ff. 

Nullpunktskonstanten, chemische 
III 1164, 1176 ff. 

Numerische Apertur III 447. 


0 


Oberfläche, freie I 572; —, ihre Dif- 
ferentialgleichung in der Kapilarität 
I 564. 

Oberflächenenergie I 560, 613, 732; 
III 588ff., 729, 7A2f., 778; freie — 
I 698, 732. 

Oberflächenentropie I 613, 732. 

Oberflächenspannung I 560, 570, 
698; Erniedrigung der — I 611. 

Oberflächenviskosität I 584. 

Ogdoedrie I 451. 

Ohmsches Gesetz 1I 24. 

Opaleszenz, kritische I 796; III 520. 

Optischaktive Verbindung, Ge- 
winnen derselben I 360. 

Optische Achsen III 26, 174, 601; 
— Aktivität III 582, 600, 604, 620, 
774; — Eigenschwingungen III 557; 
— Resonanz III 517. 

Ordnungszahl III 984. 

Orthohelium, Spektrum des III 807. 

Örstedt I 7. 

Ortszeit II 543, 560. 

Orthomerer Stoff I 723. 

Orthometrischer Zustand I 788. 

Osmotischer Druck I 557 1021, 1042, 
1045, 1052; II 220 


'Perihelbewegung des Merkur 
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Oszillator III 303, 667, 916, 918 ff.; 
virtueller — III 1091. 

QOudemans-Landolt, Gesetz von 1375. 

Ovaloid, Fresnelsches IIL 21. 


pP 


Parallelverschiebung II 585—588. 
Paramagnetismus II 231, 338; Mole- 
kulartheorie des — III 1059, 1146. 

Parameter, topischer I 410. 
Parameterinvarianten, siehe adia- 
bitische Invarianten. 
Parhelium, Spektrum des III 807. 
Partialdruck I 690. 
Passivität I 1108. 
Peltier Effekt II 809. 
Pendelbeobachtung 
sung) I 31, 39. 


(Schweremps- 


II 

705, 731 £; — in Weyls Theorie 
II 770, ' 

Periodische Bahnkurven und Systeme, 
siehe bedingt periodische. 

Periodisches System der Elemente 
1343; — und Leitfähigkeit II 874, 
III 984. 

Periodizitätsgrad III 894, 895, 992, 
1008. 

Periodizitätsmoduln der Wirkungs- 
funktion III 1008. 

Permanente Magnete II 101. 

Permeabilität ‚magnetische II 7, 231, 
262, 341, 

Permutabilitätsmaß I 773. 

P&rot-Fabrysche Platte III 381. 

Phase (Thermodynamik) 1632; homogen 
äquilibrierte — 1632; stabile — 1635; 
statistische — I 776. 

Phasen, koexistierende I 636, 851. 

Phasenänderung I 129. 

Phasenbeziehungen an Atomsyste- 
men III 1034, 1035, 1050. 

Phasendichte I 777. 

Phasenfunktionen III 878, 882, 904. 

Phasengeschwindigkeit III 110. 

Phasenmannigfaltigkeit I 777. 

Phasenregel (Gibbs) I 142. 


Phasensprünge, wellentheoretische 
III 1104, 1109, 1124; — im Brenn- 
punkt III 443. 


Phasentheorie (Gibbs) I 137. 
Phasenvariablen III 874. 
Phasenvolumen III 885, 893, 1156. 


1234 

Photochemisches Äquivalenzgesetz 
III 1079. 

Photometer von Wild III 36.. 

Photometrie II 7. 

Piezoelektrische Fläche II 
konstante — (Modul) II 378. 

Piezoelektrizität Il 386, 374, 391; II 
559, 561, 570. 

Piezomagnetismus II 392. 

Plancksche charakteristische Wärme- 
funktion III 945, 1203, 1207; — Dis- 
perionstheorie III 166; —s Kohle- 
stäubchen III 917, 934; —r Oszilla- 
tor I 643, III 901, 1004, 1012; —s 
Strahlungsgesetz III 306, 636, 952 ff., 
972 ff., 1195; —s Wirkungsquantum 
III 307, 636, 954, 974, 1009, 1079, 
1123. 

Planetarische Wechselwirkung 1764. 

Plastiko-visköser Körper I 866. 

Poissonsche Differentialgleichung I 
702, 722, 726; — Gleichung für Adia- 
baten I 122; — Grundlegung der 
Optik III 39; — Zahl III 642. 

Polarimeter von Wild III 36. 

Polarisation, elektrische I 1105 f., 
II 94, 206, 660 f. 

Polarisation des Lichts III 7, 13; 
— gradlinig Zirkular, elliptisch I 489, 
III 17; — partielle III 237; — der 
Spektrallinien III 993, 1000, 1016, 
1021; —sellipsoid, Cauchy III44; —s 
Kapazität I 1110; —swinkel III 35, 
55, 132. 


380; 


Polarisationsebene, Lage der II 


15, 45, 600; Drehung der II 268, III 
18, 28, 67, 245 ff., 265, 604, 609, 620. 
Polarisiertes Teilchen II 178, 196, 
223. 
Polfigur I 399. 
Polyeder, Konvexe I 396. 
Polymorfie I 870. 

Polytrope, Konstruktion der I 248; 
— Exponentenbestimmung I 250. 
Ponderomotorische Wirkungen II 

476 ff., III 74. 
Positive Einstrahlung III 969, 981, 


999, 1193. A 
Potential von Amalgamen I 1091; 
Diffusions — 11049, 1087; elastisches. 
— III 60, 62; effektives — (C. Neu-' 


mann) 1I 41; elektrisches — II 51, 


III 714; — Elektroden I 1084, 1090, 
elektrodynamisches — II 40. 


1092; 





Photochemisch — Proutsche Hypothese 


(Weber), 476; elektrokinetisches — II 
160; Erd— II 300; — von festen 
Körpern I 1033, 1036; Funken— IH 
323 ; — eines Gases I 982, 1036 ; Gibbs- 
sches — s. — eines Stoffes; — der 
Gitter III 717, 721, 723, 729; Iso— 
-I 802; — von Ketten I 1082, 1086 f., 
1098, 1100; Konvektions— II 175; 
logarithmisches — II 306; — von 
Lösungen I 992, 1042, 1048, 1052, 
1055, 1084; Neumannsches — II 41, 
458, 27; Oxydations — I 1095; ska- 
lares II 46, 98, 157, 172, 185, 210, 
400 (des magnetischen Feldes), 428 
(linearer Ströme); Reduktions — I 
1095; — eines Stoffes II 138, 957, 
958, 974, 980; — von Strömen, statio- 
nären Il 395; — zweier Stromkreise 
II 27; thermodynamisches — I 100, 
104; Vektor— II 116, 157, 172, 185, 
210, 399 (des magnetischen Feldes), 
427 (linearer Ströme), 441 (quasi- 
stationärer Ströme); verzögertes — 
II 159; Vierer—, elektromagnetisches 
lI 632. 

Potentialdifferenz, Kontakt- II 306, 
335. 

Potentialfläche I 826. 

Potentialkurve I 847. 

Potentialverstärker II 302. 

Potentielle Energie des Gitlers III 
535, 595; — der elastischen Schwin- 
gungen III 693. 

Poyntingscher Satz II 159; — Vektor 
II 293. 

Primitivfläche I 654. 

Prinzip der Existenz und Permanenz 
der Quantenzahlen III 1002. 

Prinzip der mechanischen Transfor- 
mierbarkeit III 997. 

Prinzipalserie III 792. 

Probekörper II 323 

Probezellenverfahren II 1161. 

Produkt, skalares und vektorielles 
II 72. 

Proellsche Rechentafel I 311. 

Projektionen in der Krystallographie 
I 399; gnomische — I 400; Linien— 
I 400; stereographische — I 403; 
orthogonale Parallel— I 432. 

Proportionen, Gesetz der konstanten 
I 329; Gesetz der multiplen — I 330. 

Proton III 865, 983, 984, 1132. 

Proutsche Hypothese I 343. 


Prozesse 


Prozesse, Korrespondierend geleitete 
I 834. 

Pseudopolare Bindungen III 753. 

Pulsierende Kugeln (Atome) I 56. 

Punktsysteme, regelmäßige I 452. 

Pyroelektrische Konstante II 385. 

Pyroelektrizität II 386; III 684, 686, 
690; polare -— II 384; zentrische — 
II 388, 

Pyromagnetismus Il 392, 


Quadrupelpunkt I 894. 

Quantenbedingungen III 674, 996, 
1005, 1009, 1050, 1100, 1122, 1125. 
1129, 1134; —gewichte III 952 ft., 
966, 1134 ff, 1139 f., 1161, 1175 FR; 
—integrale IIT 1009, 1011; —statistik 
III 965 ff., 978 ff, 1133 ff., 1180 ff., 
1199 #.; — zahlen III 996, 1015, 1135, 
1141. 

Quantentheorie I Fassung, III 954; 


II Fassung, III 955, 959 ff.; — der 

Zustandsgleichung III 661. 
Quantitäten I 649. 
Quasiergodenhypothese III 8869, 


STof. 

Quasimolekeln II 1111. 

Quasi-periodische Bewegung I 147, 
148, 150; — stationäre Bewegung II 
192; — stationäre Felder II 441, 445 
(Energiegleichung). 

Quellpunkt I 137. 

Querfalte (Thermodynamik) I 849. 

Queteletsche Ringe III 383. 


R 
'Racemverbindung I 360. 
Randwinkel, Kapillarer I 566, 601. 
Rarikonstantentheorie III 555. 
Rauhfrostlinie I 870. 

Raum, empfindlicher I 709. 

Raumdiagramm I 650. 

Raumgesamtheit III 902 fi, 
1155. 

Raumgitter I 398, 453, 454, III 529, 
723, 726. 

Raumteilung, reguläre I 467. 

Rayleigh-Jean'sche Katastrophe III 
924, 935, 941; — optische Theorie 
III 73; —sches Pendel III 892, 1003; 
— sches Strahlungsgesetz III 306, 924, 
928, 933, 940, 988. 

Reaktanz II 474. 


955, 


Relativitätspostulat pr 
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Reaktion, Ordnung einer I 975, 976. 

Reaktionsgeschwindigkeit 1975f., 
1093, 1107, 1110; — in Gasen 1997; 
— in Lösungen I 1025; — in festen 
Stoffen I 1076. 

Reaktionsisochore bei Gasen I 984; 
— bei Lösungen I 996. 
Reaktionsisotherme bei 

983. 

Reaktionskraft der Strahlung II 654. 

Reaktionszeit I 689. 

Realisierungsmöglichkeiten sta- 
tistischer Zustandsverteilungen III 903, 
914, 925, 947, 1154, 1168, 1171. 

Reciproke Raumgitter III 463. 

Reduktionsdruck, kritischer I 737. 

Reduktionsgrößen, kritische I 737. 

Reduktionstemperatur, kritische 
I 737, « 

Reduzierbare Funktionen I 692. 

Reduzierte Größen I 691, 692, 693. 

Reflexion III 28, 130; äquatoriale — 
III 273; polare — III 273; atomisti- 
sche Theorie der — III 774 ff., 780; 
— am bewegten Spiegel II 649—652; 
— quantentheoretischer Deutung III 
1128; — im magnetischen Feld III 
266 ff. 

Reflexionsgoniometer I 429. 

Reflexionsvermögen III 145, 622, 
628. 

Regel der halben Dichte I 922; — des 
Drittels der Dichte I 921; revidierte 
— von Trouton I 932; Troutonsche 
— I 932. 

Regenerativer Verdampter I 677. 

Regeneratorspirale mit Drosselven- 
til I 678. 

Reguläre Kristalle, Spezialisierungen 
für III 565, 604, 612, 618, 625, 644, 
651, 091, 788. 7a N 

Reibung, innere I 205, 527, 528, 538, 
591. 

Reibung, molekulare innere I 700. 

Reibungsarbeit, molekulare innere 
I 700. 

Relativhäufigkeiten III 872, 885, 
905, 1135 | 

Relativität der Gleichzeitigkeit II 
553; — der Trägheit II 744f.; — der 
Zeit II 557, 558, 624; — der Zentri- 
fugalkraft II 738—740. 

Relativitätspostulat 
Theorie III 183, 334. 


Gasen 1 


I 547; 
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Relaxation I 866. 

Reservoir, Wärme- 186. 

Resonanz, elektrische II 509, III 310; 
multiple — II 509. 

Resonanzkurven II 510. 

Reststrahlen III 622, 623, 740. 

Reversibel I 84, 163. 

Reziprokes Gitter III 722. 

Reziprozitätssätze in der Maxwell- 
schen Theorie II 114. 

Richtungsquantelung III 964, 1024, 
1062, 1086, 1135. 

Riemann, elektromagnetische Theorie 
III 100. 

Riemannscher Raum II 582—585. 

Ritzsche Theorie II 549; — Serienformel 
III 788, 1054. 
Ritzsches Kombinationsprinzip, 
Kombinationsprinzip. 
Röntgenspektren III 974, 984, 1018, 
1082. 

Röntgenstrom II 98, 208, 210, 668. 

Röntgenstrahlen Il 187, 221, III 774, 
781; —interferenzen an Kristallen III 
457; —zerstreuung, siehe Zerstreuung. 

Rotation eines Vektors II 71, 606 ft. 

Rotationsfläche, Kapillare I 572. 

Rotationsbanden III 838. 

Rotationsschwingungsbanden II 
837. 

Rotationsterm (Bandenspektren) III 
828, 830. 

Rotationswärme II 1142ff., 1178. 

Rotator III 1003, 1057, 1087. 

Rotforderung III 924, 928, 933. 

Rotverschiebung II 702, 712 f. 

Rowlandscher Versuch II 668. 

Rückstand, elektrischer II 336. 

Rutherford-Bobrsches Atommodell III 
874, 875, 983 ff, 1003 ff., 1047 ff, 
1055 ff. 

Rydbergsche konstante III 786, 1004, 
1014, 1197. 

Rydbergsche Serienformel III 1054. 


siehe 


Ss 

Sagnacscher Versuch II 565. 

de Saint-Venant und Woantzelsche 
Gleichung I 297; — optische Theorie 
II 71. 

Säkulare Störungen III 1009, 1028, 
1082, 1039. 

Sättigungskurve I 130, 253, 666. 

Säure I 337 (Definition). 





Relaxation — Skin-Effekt 


Schallgeschwindigkeit 1122; — in 
Kristallen III 577, 642. 

Schärfe der Quantenzustände III 996, 
1017, 1040. 

Scheinassoziation I 790. 

Scheinbare kritische Daten I 737. 

Schiebung, einfache I 486. 

Schirmwirkung (Elektrostatik) 11 297, 
330; — (Magnetostatik) II 337. 

Schmelzen, Theorie des I 204, III 
707. 

Schmelzgeschwindigkeit I 1039. 

Schmelzpunktskurve I 1031, 1033, 
1063. 

Schmelzkurve I 894, 1069. 

Schmelzwärme I 868, 1034 ff., 1048, 
1052, 1063. 

Schursches Theorem I 621. 

Schutzgitter II 310. 

Schwankungserscheinungen III 
901, 928 ff., 935 ff., 979. 

Schwarmbildung I 789. 

Schwarzer Körper III 287. 

Schwarzsche Derivierte I 769. 

Schwebungen von Licht III 397. 

Schwingungsgleichung III 490. 

Schwingungsterm (Bandenspektren) 
III 828, 830. 

Seebeck, thermoelektrische Reihe II 24. 

Seifenlamellen I 586, 608. 

Seite, positive (negative) — der Linie 
(Fläche) I 648. 

Seitenfalte I 658, 858. 

Selbstpotential des Gitters III 714, 
718, 722, 726. 

Sender, gekoppelte II 507. 

Separation der Variablen III 891, 
1006, 1013, 1021, 1031, 1037. 

Serien der Spektren III 224, 785, 974, 
977, 1003, 1053, 1075. 

Serienformel III 785, 790, 1004, 1054. 

Sichtbarkeitskurve III 410. 

Siedepunkt I 627. 

Siedepunktserhöhung I 856. 

Siedepunktskurve I 851. 

Siedetemperatur, absolute I 666. 

Siedeverzug I 668. 

Siedeverzug luftfreier Flüssigkeiten 
I 571. 

Sinussatz der geometrischen Optik 
III 293. 

Sinusbussole II 478, 

Skalen I A. 

Skin-Effekt II 514. 


Snelliussches Brechungsgesetz — Strahlungsdichte 


Snelliussches Brechungsgesetz III 131; 
— quantentheoretische Deutung IH 
1128. 

Solarkonstante III 358. 

Solenoid I 16. 

Solidifikation I 867. 

Spaltung der Kristalle I 483. 

Spannungen, absolute und relative 
II 691; Maxwellsche — II 161, 245, 
331, 348, 351, 446, 476. 

Spannungsgesetz, Voltasches II 396. 

Spannungskoeffizient I 903; redu- 
zierter — I 692. 

Spannungsquotient, kritischer 1753. 

Spannungsreihe, Voltasche II 334. 

Spannungstensor bei Kristallen III 
545 ff., 681, 684, 686. 

Spektralformel für Röntgenstrahlen 
III 468. 

Spezifische Einheiten I 695. 

Spezifische Energie des Gitters III 
681 fl. 

Spezifische Maße I 628. 

Spezifische Wärme, mittlere I 803; 


Quantentheorie der — Wärme III 
957 ff., 1133 ff, 1209 siehe auch 
Wärme. 


Spezifisches Volumen I 629. 

Spiegelung (Elektrostatik) Il 320 f. 

Spiegelungsmethode bei elektri- 
schen Strömungsproblemen II 407, 
409. 

Spiegelungsprinzip I 189. 

Spinodale (Thermodynamik) I 653. 

Spule, elektrisches Feld II 440; —, ma- 
gnetisches Feld II 437; —, Wechsel- 
stromwiderstand II 472. 

Spontane Elementumwandlung II 
1074; — Quantenvorgänge III 969, 
981, 999, 1074, 1118, 1193. 

Stabilität kapillarer Trennungsflächen 
1587; — eines Strables I 593; — von 
Tropfenoberflächen I 593; — endo- 
thermer Verbindungen I 810. 

Stabilitätslinie I 646. 

Stabilitätsprinzipe 
theorie III 988 ff. . 

Stammkomponente I 633. 

Starkeffekt III 1005, 1022, 1040, 
1054, 1059, 1066; anomaler — II 
1054; — zweiter Ordnung III 1022. 

Starrer Körper der Relativitätstheorie 
II 690 ff. 


der Quanten- 
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Stationäre Zustände IlI 961, 965, 
1128, 1130; Lebensdauer der — Zu- 
stände III 1109. 

Statistische Abhängigkeit III 879, 
1097, 1213; — Geltung der Erhal- 
tungssätze III 1061, 1093; —s Gleich- 
gewicht I 776; — Mechanik I 774; 
— — und Relativitätstheorie II 696; 
—s Gleichgewicht des Fixsternsystems 
I 745. 

Stefan-Boltzmannsches Gesetz III 
296, 923, 928, 935. 

Stehende Wellen (Optik) III 16, 145, 
197, 395, 982. 

Steighöhe, kapillare I 576. 

Steinsalz, Struktur des III 481. 

Stereochemie I 355—385; — des 
Kohlenstoffs I 358; — des Kamphers 
I 881; — des Benzols I 381; — des 
Stickstoffs I 382. 

Stereomere, Anzahl der I 368; Kon- 
figurationsbestimmung — I 371. 

Stickstoffatom,asymmetrisches I 384. 

Stieltjessches Integral III 921, 950. 

Stirlingsche Formel III 908, 909, 910, 
912, 946. 

Stöchiometrie I 327 (Richter). 

Stokessche Fluoreszenzregel III 1078. 

Stokessche Formel I 1016, 1025. 

Störungsfunktion III 1029. 

Störungsfunktion in der Zustands- 
gleichung in der Nähe des kritischen 
Punktes I 794. 

Störungstheorie IIl889, 1009, 1025 ff., 
1105. 

Stoff, assoziierter I 634; depolymeri- 
sierter — 1633; isomerisierter— 1633; 
polymerisierter — 1633. 

Stoffe, thermodynamisch ähnliche 1834. 

Stoßdauersatz I 748. 

Stöße erster und zweiter Art III 1071 ff., 
1181 fi. 

Stoßfunktion I 701. 

Stoßkoeffizienten I 748. 

Stoßionisation III 968, 1072, 1185ff. 

Stoßzahlansatz III 922, 952 ff., 972. 

Strahl, ordentlicher, außerordentlicher 
III 604. 

Strahlapparate I 306. 

Strahlenaxen III 26, 603. 

Strahlung im bewegten Hohlraum II 
697—699. 

Strahlungsdämpfung III 320. 

Strahlungsdichte III 922, 952 ff, 972. 
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Strahlungsdruck II 269, 652, III 923, 
935, 936. 

Strahlungsintensität Il 269. 

Strahlungskonstante III 351. 

'Streustrahlung III 981, 982, 1080 ff. 

Ströme, elektrische, in Flächenleitern 
II 419; elektrische — in körperlichen 
Leitern II 401; lineare veränderliche 
— I 460. 

Stromeinheit, Amperesche II 12. 

Stromfunktion (Maxwell) II 443. 

Stromladung II 262. 

Stromlininien, Brechungsgesetz 11398. 

Strömung, adiabatische I 293; statio- 
näre — von Gasen I 289, 291; elek- 
trische — in der Kugel II 407; — im 
Parallelepiped II 411; — im Zylinder 
II 412; — aus Öffnungen I 295; — 
durch Röhren I 308; — des Wasser- 
dampfes I 298. 

"Strömungsprobleme, elektrische II 
401—409, 419 (Zusammenhang mit 
der Flächentheorie). 

Strömungswiderstand I 305. 

Strukturfaktor der Kristalle III 480. 

Strukturgruppen | 452. 

Strukturtheorien I 452, 455, 458, 
465, 475, 478. 

Strutt, optische Theorie III 73. 

Stufengitter III 388. 

Sublimationslinie I 870; 1031; — 
wärme III 661, 697. 

Subsidiäre Temperatur I 822. 

Substitutionskurve I 847. 

Superposition, optische I 374. 

Supraleitfähigkeit II 857, 862. 

Suprakritische Gleichuug I 798. 

Surface d’ebullition I 851; — de ro- 
see I 851. 

Suszeptibilität, magnetische II 338. 

Symmetrieeigenschaften 1442, 461. 

Symmetriegesetz I 437, 442. 

Symmetriegruppen I 442, 447. 

Symmetrieprinzip I 189. 

System, abgeschlossenes I 98, 108; 
chemisches — I 137; elektrostatisches 
— 11173, 225, 256; holonomes -— II 
124; invariantes — I 137, 142; mono- 
zyklisches — I 151; periodisches — 
der Elemente I 343; quasiholonomes 
— II 126; mehr stabiles — I 635; 
thermodynamisches, einfaches und zu- 
sammengesetztes — I 80, 104; zykli- 
sches II 123. 





Strahlungsdruck — Thermische Größe 


T 

Taktverfahren, Zwei- I 279; Vier— 
I 281. 

Talbotsche Streifen III 427. 

Tangentenbussole II 478; Feld der 
— II 436. 

Tangentialfläche, Gibbssche (Ther- 
modynamik) I 652. 

Tangentialkurve, Gibbssche I 659. 

Tangentialraum, Gibbsscher I 862. 

Tauchbahnen III 1054. 

Teilbande (Bandenspektren) III 882. 

Telegraphie, drahtlose II 505. 

Temperatur, Definition I 7f., 84; — 
in der Statistik I 968; Abhängigkeit 
des Gleichgewichts von der — I 959, 
984, 996; Messung der — 17, 8, 125, 
163; absolute — I 89, 121, 125, 
629, III 941, 943, 1086, 1159, 1199; 
empirische — III 908, 924 ff., 943, 
1159, 1199; kritische — I 666; redu- 
zierte — 1 691; — der Strahlung III 
288; subsidiäre I 822; thermodyna- 
mische I 629. 

Temperatureinfluß bei der Inter- 
ferenz der Röntgenstrahlen III 474. 

Temperaturfläche I 684. 

Temperaturgefälle I 169. 

Temperaturskala, internationale I 
630; kelvinsche — I 90, 121; nor- 
male 1630. 

Tensoren I 571—622; Affin— II 611; 
Duale Ergänzung von — II 581f.; 
Flächen— II 578, 631 (des elektro- 
magnetischen Feldes); Impuls-Ener- 
gie— II 682 (der allgemeinen Dyna- 
mik), II 665—667 (der Elektrodyna- 
mik ponderabler Körper), II 638 £. 
(des elektromagnetischen Feldes), II 
675 (kinetischer); Krümmungs— II 
591—593; Raum— II 579; in 
Weyls Geometrie II 764—766. 

Term, spektroskopischer III 789; 
der Bendenspektren III 827 ff. 

Tetartoedrie I 451. 

Tetraedergruppe III 565. 

Thermische Ausdehnung der Kristalle 
III 682 ff, 691, 697. 

Thermischer Energieinhalt III 876, 
897,915, 925, 928 ff.; — Energiein- 
halt des Gitters III 640, 645, 918, 
958; — Energieinhalt der Strablung 
III 918, 922. 

Thermische Größe I 636. 


Thermisch homgeno — Verjüngung 


Thermisch homogen I 85, 104. 

Thermodynamische Koeffizienten I 
115; —s Potential I 100, 104; Max- 
wells — Relationen I 114. 


Thermodynamisch ähnliche Stoffe I. 


834. 

Thermodynamische Wahrscheinlich- 
keit Ill 702, 877, 947, 948, 949. 

Thermodynamisches Gleichgewicht 
III 924 ff., 969 ff., 978 ff., 1180 ff. 

Thermoelastizität I 117. . 

Thermoelektrische Effekte II 807 ff. 

Thermoionik II 843 ff. 

Thermojoule, internationales I 631. 

Thermomagnetische Effekte II 811 ff. 

Thermometer, Luft- I 121. 

Thomson-Bohrsche Theorie der Stoß- 
ionisation III 1191 ff. 

Thomson, Dispersionstheorie III 159; 
— Effekt II 809; —, optische Theorie 
III 77; —sche Brücke I[ 431, — For- 
mel für oszillatorische Endladung II 
488; — Wärme II 810, 853. 

Tor I 628. 

Torsionswage (Coulomb) II 4. 

Totalreflexion III 135. 

Tracht der Kristalle III 542. 

Translation I 485; — im Phasenraum 
und Quantentheorie der — III 885 ff., 
1083 #., 1146 ff. 

Transversaleffekte, thermomagne- 
tische II 812 ff. 

Tripelpunkt I 134, 869, 1030, 1072. 

Tripletts III 801, 809; —serien III 
801 ff.; Verschiebung der Mittellinie 
im Lorentz— III 242. 

Tropfen I 572, 581; Stabilität der 
Oberfläche der — I 593. 

-Troutonsche Konstante I 932; — Re- 
gel I 932, 10388; — revidierte Regel 

"1 982. 

Trouton-Noblescher Versuch II 545, 
687 £, 

Typentheorie (Gerhardt) I 339. 


U 

Überführungszahl I 1011£., 

1087, 1102. 
Übergangsschichten in der Optik 

II 71. 
Übergangswahrscheinlichkeiten 
III 897 ff, 969 f., 982, 999, 1091, 

1120, 1155, 1182, 1193. 
Überhitzung, Einfluß der I 275. 


1081, 
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Übersättigung I 910, 1030, 1032, 
1039, 1058, 1062, 1093, 1104. 

Überströmen I 315. 

Uhrenparadoxon Il 558, 559, 624, 
625, 713, 714. 

Ultramikroskop III 450. 

Umkehrung der gewöhnlichen Rich- 
tung des Zeemaneffekts II 217, 243. 

Umladungsgleichgewicht III 1192. 

Unabgeschlossene Systeme, Quanten- 
theorie der III 1059 ff., 1131. 

Undulationstheorie,Anfänge IIl5, 8. 

Uniformisierungsvariable III 865, 
1015, 1025, 1027, 1118. 

Univariant I 137, 142. 

UnperiodischeBewegungen II[1076ff., 
1196. 

Unregelmäßige Phasen von Licht 
III 393. 

Unvollstähdige Gleichgewichte II 
902, 1153, 1171. 

Urphasenraum II 1152, 1153. 


V 


Vakuumglas I 677. 

Valenz 1339; —zahlen, Zusammenhang 
mit der Dispersion III 157. 

Variables de position I 6495 — de 
tension I 649. 

Variationsprinzip siehe Wirkungs- 
prinzip. 

Vektoren II 572, 575—577; freie — 
II 613; lamellare und solenoidale — 
II 72; Null— 11613; Strahl— II 106; 
Viererkraft— II 637, 673. 

Verbindungen, Theorie der chemi- 
schen I 334 (Berzelius); Gewinnung 
der optisch aktiven Verbindungen 
I 360. 

Verbreiterung der Spektrallinien III 
875, 1021, 1042, 1066. 

Verbrennungserscheinungen (La 
voisier) I 326. 

Verbundmaschine I 273, 

Verdampfungsarbeit I 933; —ge- 
schwindigkeit 11040; —grenze I 870, 
915; —gleichgewicht 11036, III 1170ff.; 
— wärme I 692, 933, 1036, 1058, II 


838, II 704. 
Verdichtungsstoß I 312. 
Verdünnue pen Ostwaldsches 

I 1000. 


Verjüngung II 572.. 
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Verkleinerung, elastische der Mole- 
küle I 704. 

Verkehrte Terme III 818. 

Verschiebung, die elektrische II 80. 

Verschiebungssatz,spektrokopischer 
III 801. 

Verschiebungsstrom II 80, 97, 156, 
208. 

Vertauschungszahlen III 1203 ff. 

Verteilungsfunktion, (siebe auch 
Verteilungsgesetz) III 942, 966; — für 
Bohrsche Atome IIl 1136; — für ent- 
artete Gase III 1146; — für mehr- 
atomige Gase III 1141; — für van der 
Waalsche Gase III 1138. 

Verteilungsgesetz, Boltzmannsches 
I 773, II 697, III 905 ff. 

Verteilungsgesetz der elastischen 
Eigenschwingungen III 590, 640, 676, 


957; — der Hohlraumstrahlung III 
952, 

Verteilungssatz, Nernstscher I 856, 
1055, 1099. 

Verzerrung, homogene, der Gitter 
III 546. 


Verzweigte Schwingungspotentiale 
III 492 ff. 

Viellinienspekfrum III 835. 

Viererstrom II 627. 

Violettforderung III 924, 927, 933, 
940. 

Virial I 670. 

Virialkoeffizienten I 728. 

Virialquotient, kritischer I 752. 

Virialsatz I 678. 

Virtuelle p, T-Kurve I 870. 

Virtuelle Oszillatoren III 1093, 1094, 
1095. 

Virtuelles Strahlungsfeld III 1093, 
1094, 1106, 1117. 

Viskosität, Oberflächen- I 584. 

Voigt, phänomenologische Theorie der 
Optik III 83, 91. 

Volta-Effekt II 807 ff., 847. 

Voltascher Fundamentalversuch 
II 807. 

Voltasches Spannungsgesetz II 396. 

Voltasche Spannungsreihe II 334, 


Volterra, Integration der Lame6schen 


Gleichungen III 64. 
Volume normal I 629. 
Volumen der Atome I 671. 
Volumen, reduziertes I 681; 

sches — I 629. 


spezifi- 





Verkleinerung — Wärmeleitungsfähigkeit 


Volumenfläche I 684. 
Volumkontraktion I 690. 


W 

van der Waals Theorie I 550; — Zu- 
standsgleichung I 553, 604, 674; 
Kraftgesetz der Kohäsion I 605, 670; 
— sche Dampfspannungsformel I 686; 
— sche Kohäsionskräfte 1670, III 653, 
875, 911; —sche Volumkorrektion III 
1137, 1138, 1139; —sches Atom 1745. 

Wahrscheinliches Verhalten III900ff., 
946, 1158 ff. 

Wahrscheinlichkeitsansätze 
872, 876, 884, 885, 896, 897. 

Wahrscheinlichkeitsfunktion II 
885. 

Wahrscheinlichste Zustandsvertei- 
lung III 909, 

Wärme, Disspsiatione: I 1000, 1003, 
10 827, 876; lonisations— I 1083; 
Latente — I 90, 111f., 131; Latente 
— der Phasenänderung I 130f.; Lö- 
sungs— I 1054ff.; Peltiersche — I 
335; spezifische — I 112, 119, 121, 
168, 547, 962 f., 966, 974 f.; spezifisch 
mittlere — I 803; spezifische — von 
Lösungen I 995, 1024, 1090; spezifi- 
sche — der Reaktion I 130; spezifi- 
sche — Rotation I 971, 981; zuge- 
führte — I 952 f., 955, 959, 961, 968, 
984, 996, 1031 f., 1070, 1074 f., 1083; 
III 941, 942, 1200, 1201. 

Wärmeäquivalent, mechansiches 179. 

Wärmedurchgang durch Heizflächen 
I 214. 

Wärmeinhalt I 130; 
ten Druck I 826. 

Wärmegleichgewicht 1504, III924ff., 
969 ff., 978 fi. 

Wärmekapazität I 631; 
stalle III 684. 

Wärmekraftmaschine I 264. 

Wärmeleitung I 161—231, 527, 531, 
638; lineare — I 181, 187, 211; äuße- 
re — I 217; — in Kristallen I 178, 
227; — in Metallen, Zusammenhang 
mit elektrischer Leitung II 222; 
im Ring 1184, 191; — Meßmethoden 
I 208. 


II 


— für konstan- 


— der Kri- 


| Wärmeleitungsfähigkeitl 168, 170, 


209; — der Kristalle III 707, 917, 932; 
— der Metalle II 784, 786, 790, 794, 
797, 857,861; Zahlenwerte der — 1230. 


Wärmestrahlungsspektrum — Zersetzungsspannung 


Wärmestrahlungsspektrum II 
1067, 1081, 1087. 
Wärmestrom I 168; 

179, 228. 
Wasserstoff-Atommodell III 1003 ff., 

1019 ff., 1040 ff., 1136, 1139 ff. 
Wasserstoffdublett III 1019, 1041. 


rotatorischer I 


Wasserstoffkern, Dimension des 
II 753f. 

Wasserstoff-Molekülion-Modell II 

: 1055, 1056. 


Wasserstoff- Molekül-ModelleIIl1056, 
1057, 1106, 1144, 11485. 

Wasserstoffserien II 789. 

Wechselwirkung zwischen Strahlung 
und Materie HI 969 ff., I78ff., 1074 ff., 

. 1088 f., 1104 ff, 1121 ff, 1192 ff. ' 

Weglänge, mittlere I 524. 

Wellen, elektrische II 483; Zerstreu- 
ung der — II511; kapillare — 1590; 
stationäre — in einem Gasstrahl I 314, 

Wellenfläche III 22, 172. 

Wellengeschwindigkeitsflächelll 
251. # 

Wellengleichung lI 543; 

Wellenlänge als Maß I 14. 

Wellenträgheitsfläche III 25.. 

Welt, endliche II 747-749. 


Wertigkeit I 339; Null— I 347. 

Weylsche Theorie ii 759— 771. 

Wheatstonsche Brücke II 429, 474. 

Widerstand eines Drahtes II 426; ef- 
fektiver — II 516; induktiver — II 
474; magnetischer — II 339; —, nä- 
herungsweise Berechnung nach Ray- 
leigh II 416; Ohmscher — II 403; 
Übergangs— II 417. 

Widerstandsoperator II 472. 

Wiechertsches Elementargesetz II 
644 f. 

Wiedemann-Franzsches Gesetz I 
185, 787, 794, 803 ff., 855, 861, 867, 
869. 

Wiederkehrsatz Ill 869, 887, 889, 
890, 892, 1010. 

Wiedervereinigungsleuchten II 
968, 1192 ff. 

Wiedervereinigungsstöße, strah- 
lungslose III 968, 1185 ff.; strahlungs- 
bedingte — III 968, 1192 ff. 

Wiensches Strahlungsgesetz III 1096. 

Wiensches Verschiebungsgesetz III 296, 
922, 928, 933, 935, 939, 940, 955, 972. 
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Wild, 
III 36. 

Winkelvariable III 671, 865, 894, 
993, 1008. 

WirkungsfunktionI181; m 997, 1006, 
1114. 

Wirkungsgrad I 85, 264, 277. 

Wirkungsprinzip der Elektrodyna- 
mik II 120, 642f.,: 720 f.; — der Gra- 

. vitationstheorie II 724 f., 748; — der 
Mechanik kontinuierlicher Medien lI 
691; — der relativistischen Mechanik 
II 677 £.; der Mieschen Theorie. 
II 756£.; — der Thermodynamik II 
695; — der Weylschen Theorie II 
768; — ‘und Impuls-Energie-Tensor 
II 720 £. 

Wirkungsquanten siehe Plancksche. 

Wirkungsquerschnitt II 1184, 
1186 f., 1195ff.; —sphäre I 496, 704, 

. 705; — im Kristall HI 535. 

Wirkungsvariable — III 671, 865, 
894, 994, 1114. 

Wismuth, Änderung der Leitfähigkeit 
im magnetischen Felde II 222. 


Photometer und Polarimeter 


2 


Zahl, Avogadrosche I 671; Loschmidt- 
We Itf unktion siehe Wirkungsprinzip. "f. 


sche —: I 672; Mayersche -— I 803. 

Zeemaneffekt in Absorption II 
232 ff.; anomaler — III 997, 1011, 
1053, 1136; — bei Bandenspektren 
IIl 852; — in Emision III 205, 208 ff., 
220; — bei magnetisch isotropen, 
orientierten, rotierenden Teilchen III 
215 ff., 222ff.; — der Quantentheorie 
III 1023, 1040. 

Zeitdauer der Quantenübergänge III 
961, 1066. 1090, 1102, 1109, 1113; — 
des Streuvorgangs III 982, 1108 ft. 

Zeitdilatation II 557f., 624. 

Zeiteinheit I 11 

Zeitgesamtheitl1 779; III 898ff., 1155. 

Zeitliche apoiore Häufigkeitseigen- 
schaften IIT 896 ff. 

Zelle (Kristallgitter) III 530, 532. 

Zelleneinteilung des Phasenraums 
III 877 ft. 

Zellenvolumen III 884, 1129, 1134ff. 

Zentralkräfte (Kristallgitter) III 534. 

Zerfallgesetz, radioaktives III 971, 
1074. 

Zermeloscher Satz I 519. 

Zersetzungsspannung I 1104. 
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Zerstreuung von Korpuskularstrahlen 
III 983, 1071; — des Lichts III 168; 
Quantentheorie der — III 981, 1104ff.; 
— der Röntgenstrahlen III 764. 


Zeunersche Gleichung für überhitzten | 


Wasserdampf I 259; — Gleichung 

für die Ausflußgeschwindigkeit 1299. 
Zirkulare Doppelbrechung Ill 611; — 

Polarisation I 489 (Kristall). 


Zirkular polarisiertes Licht III 232, | 


245 ff., 265. 

Zonengesetz I 396. 

Zufällige Entartung III 1033. 

Zugeführte Wärme III 941, 942, 1200, 
1201. 

Zusammenstöße, molekulare III 875, 
1069 ff. 

Zustand, Avogadroscher I 744; Cagni- 
ard de la Tourscher — I 662; glasig- 
amorpher — I 863; kolloidal-amor- 
pher — I 864; kritischer — I 651, 
666; orthometrischer — I 788; pseu- 
do-liquider — I 865. ' 

Zustände, korrespondierende I 554, 
692. 

Zustandsdiagramme I 1068. 

Zustandsgleichung I 558, 615 ff., 
III 652 ff., 654, 927, 1138, 1160; — 
der Elektronen I 684; — des Mole- 





Zerstreuung — Zylinderwellen 


küls I 760; empirische — I 639; ex- 
perimentelle — I 638; fundamentale 
— 1553, 637; — in der Nähe des 
kritischen Punktes I 794; kanonische 
— 1775; kalorische — I 637; mitt- 
lere — 1727; mittlere empirische 
reduzierte I 727; mittlere empirische 
— für eine spezielle Klasse I 727; 
reduzierte — I 691; spezielle empi- 
rische reduzierte I 730; spezielle un- 
gestörte — 1794; thermische — 1636; 
thermokinetische — I 699; vollstän- 
dige — 1637. 


Zustandsverteilung, statistische III 


877 ff, 898 ff., 947, 1151 ff. 
Zweiachsig, positiv, negativ III 601. 
Zweig bei Bandenspektren III 822; —, 

positiver, negativer, Null- III 830. 
Zweiphasisches Existenzgebiet 1646. 
Zweiter kritischer Punkt I 850. 
Zweizentrenproblem III 1021, 1055. 
Zwillingsverwachsung ] 481. 
Zwischenmolekulare Wechselwir- 

kungen III 875, 1060ff., 1070, 1113ff., 

1137; — Magnetfelder III 243. 
Zyklante (Zyklisches Gitter) III 588, 

595. 

Zyklische Systeme III 892 ff., 1009. 
Zylinderwellen III 365. 
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